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Oznaczenia

&, odksztalcenie jednostkowe wzdluzne preta miedzy wezlami ¢
oraz j;
dlugosé preta i, f;
4, , pole przekroju normalnego preta 4, j;
P, dana dowolna sila obcigzenia zewnetrznego przylozona do wezta ; ;
X jednaz dwéch sit przylozonych do wezléw 2 i 4 dzialajacych wzdtuz
preta 2-4 oraz przeciwnie skierowanych; sily te moga przybierad
rézne wartodci; za dodatnie uwazamy takie sily X, ktére powodujg
wzajemne zblizenie wezlow 2 i 4;
NY, sila normalna w precie 4, j wywolana ukladem sit P
Ni. sila normalna w precie 7, j wywolana silg X = 1;
Ny, silanormalna w precie 7, j wywolana obcigzeniem P, oraz sitami X3
- Np:p sila normalna w precie 7, j wywolana obcigzeniem P, oraz X w za-
toZeniu, ze wezly a i b nie sg polgczone pretem; o

B wspélezynnik sprezystosci odksztalcer liniowych.
Przyjmiemy dodatni znak sit normalnych w przypadku rozciagania.

1. Wstep

Przedmiotem rozwazati sg kratownice plaskie izostatyczne o czterech weztach.

Celem analizy jest wskazanie warunkéw istnienia wséréd szesciu ustrojéw
1zostatycznych zbudowanych na danych czterech wezlach tylko jednego ustroju
0 najmniejszym potencjale, a ponadto wyprowadzenie zaleznosci umozliwiaja-
cych wyznaczenie ustroju minimalnego bez potrzeby obliczania potencjatu.

W pracy przyjeto nastepujgce zalozenia:

(1) rozpatrywany ustréj znajduje sie w réwnowadze pod dzialaniem sil
przylozonych do wezléw,

(2) sily zewnetrzne nie zmieniaja si¢ przy przeksztaicamu ustroju,

(3) wzajemne polozenia wezléw ulegaja zmianom jedynie wskutek odksztal-
cefi pretéw, a zmiany te pomija si¢. w warunkach réwnowagi,

" (4) polozenia wezléw s3 dowolne} Wquczono Jednak przypad:k polozema
ktérychkolwick trzech wezléw na prostej, .. .., -~ 1, S
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(5) odksztalcenia jednostkowe wzdluzne pretéw s3 sobie réwne,
(6) tworzywo rozpatrywanego ustroju jest jednorodne i naprezenia granicz-
ne na Sciskanie réwne s3 naprezermiom granicznym przy rozcigganiu.

2. Podstawowe zaleznoSci i twierdzenia z nich wynikajace

2.1. Schemat - ustroju pierwotnego. Jeden z szedciu ustrojéw obieramy za punkt
wyjécia rozwazar. Niech to bedzie np. ustrdj przedstawiony na rys. 1.
?

' H

Rys. 1

2.2. Potencjal. Potencjal sprezystosci dowolnej odmiany szesciu ustrojow
izostatycznych zbudowanych na tych samych wezlach wyraza si¢ wzorem,

121, [31
1 isi 75
(2.2.1) = —Z—Z‘Nf;}’ei,,li_, (@b=1,234 a#b)
WA
Poniewaz przyjeliémy, ze odksztalcenia jednostkowe pretow s3 sobie réwne
e, 31 = 1&ls

otrzymujemy nowy wzor
15,75 iy Is

(2.2.2) U= % DN Lol by = l%'l DINEp L.

A ik

7 réwnosci (2.2.2) wynika, ze ustrojem minimalnym sposréd szesciu odmian

bedzie ustrdj spelniajacy zaleznosc

tgds
2.23) D|Ne:p |l , = minimum.

ivh

2.3. Réwnorzednosé dwoch argumentow przeksztalcenia. WprowadZmy do ustroju

pierwotnego szosty pret. W rozpatrywanym przypadku bedzie to pret 2-
Zakladamy, Ze pret ten jest obcigZony sitami X dzialajacymi wzdluz jego os
i powodujacymi rozcigganie (rys. 2).

34




Poczatkowo przyjmiemy niezaleznosé odksztalcen koricow 2/, 4/ nowego

preta oraz wezléw 2, 4 ustroju pierwotnego, obcigzonego sitami P, i silami X,
Otrzymujemy wigc uklad przedstawiony na rys. 3.
Przed odksztalceniem ustroju
wezly 2 1 2’ oraz wezly 4 i 4' bedy
odpowiednio zajmowaly te same
polozenia, za$ po odksztalceniu po-
lozenia te moga by¢ rézne.

oy 9 ' 4

- —

Rys. 2 ' Rys. 3

Zgodnie z zasada superpozycji mamy
(2.3.1) Nij= N{+NiX.

Kratownicg¢ uprzednio opisang i przedstawions na rys. 3 mozemy w szcze-
gélnym przypadku uwazaé za ustréj zastgpczy ukladu szedciopretowego hiper-
statycznego, jezeli jego wezly 212’ oraz 414’ po odksztalceniu beds odpowiednio
zajmowaly te same polozenia. Takim szczegdlnym ustrojem bedzie kratownica
_ spelniajgca réwnanie Levy’Eco, [1],

te,]
N1 OF

2.3.2 ~— &0, =0,

(23.2) ,1,2;64.; Lt g

przy czym funkcja

F = F(ll,Z) 12,3, 13,4, 11,4» 12,4; 11,3) =0

wyraza pewng zaleznoé¢ geometryczng pomigdzy wszystkimi dlugo$ciami 7,
danego ustroju przed odksztalceniem. »

Poniewaz zachodzi zwigzek

. _ N,
"W E4,)’

przeto na podstawie réwnan (2.3.1) i(2.3.2) wielko$é X mozemy uwazaé za
funkejg szesciu argumentéw A4, ;. Przy zalozeniu réwnodci odksztatcen jedno-
stkowych pigciu dowolnych pretéw funkcja X bedzie zalezna od jednego
Obranego argumentu, ktéry oznaczymy przez 4, A

(2.3.3) X = f(Ai1)-

3%
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Po e1ementarnych przeksztalcenlach doprowadzamy rownoéc (2:3.2)- do

postac1 |
. 15“16 . .‘ S . S
o EZ 81 il »
(2.3.4) X=—4,, SI];‘ b - 1;1; .
. el : o Jo
. alio. hliu.ia io, fo -
: It

We wzorze (2.3.4) znak ») cdnosi sie do Wszyétlcich pretow poza prfgtem

inh
79, Jo- ’
7 zalesznosci (2.3.4) wynika, ze kazdej wartosci 4,,;, jednoznacznie odpo-

wiada okredlona wartoé¢ X. Dochodzimy zatem do wniosku réwnorzednosci
dwdch argumentéw przeksztalcenia ustroju hiperstatycznego czterowezlowego —
argumentu X oraz argumentu 4, ;.

2.4, Pomocnicza funkeja K. W dalszych rozwazaniach obierzemy za argument

X i rozpatrzymy funkcje pomocnicza
le:Jo

(2.4.1) K= INylby

Po podstawieniu we wzorze (2.4.1) wartosci na [N, | z zaleznoéci (2.3.1]

mamy
' tads
(24.2) K = Y |Np,+N} X1,
i,dy )

+Ni~l

‘ L : T T i n T
X:”h X:lvh . )’(0‘5‘]5’." W

~ Rys. 4

Przez X} oznaczymy odciete miejsc zerowych szeéciu funkeji
IN, )| = |NE N X
 Wielkosci X” mozna tez interpretowaé¢ w spos6b mechamczny, X7 jest
bow1em taka wartoscq s1ly X przy ktorej sita normalna w precie i, j réwna

Jest zeru.
Graficznym obrazem szedciu funkcp lNi J Jest “wykres przedstaw10ny na

¢

rys. 4. N
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Pochodna funkeji K(X) wynosi

ig:s )
dK d|N,
(2:43) dR TN, Z(il)lem

i
Znaki pochodnych

dIN, il
'd;éjl Ly = EINE L, = £ (tgloy,),

dob1eramy wedlug reguly
(1) przy X > X§7 przyjmujemy znak plus,
(2) przy X < X}’ przyjmujemy znak minus.
Rozpatrzmy dowolng funkcje
[Nyl = |V, + IV 1X|
Wykres tej funkcji ma postaé pokazang na rys. 5.
Wypisane zasady doboru znakéw wyn1l<an z charakteru funkcji [N, L.

Wartosci odcietych Xy wy-
znaczymy z zalezno$ci ‘

(244) N, = Nf,—}—N}J_.X: 0,

otrzymujemy w1f;c

Y

P
N,

245) Xy— — bl
( ) ‘ Nzlf TR RS ‘ " Rys. 5

Obrazeém funkcji K(X) Jest krzywa skladajqca si¢- z odcmkow prostych
(rys 6). : ,

P

Lxixt
B s
[ |
‘ A
)
P
min 0 o
T "y T Ry
,rov)a Xomv } xos/: )(;4!4 X;sh x;v{q +X
KXomin . ’ [
Rys. 6

Krzywa ta pos1ada cztery podstawowe cechy
(1) nie przecina osi X, N
(2) przyrosty katéw nachylema sg zawsze dodatme,
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(3) pochodna

% <0, jedli X<Xph,
(4) pochodna
% ~0, jesli X >Xih

Cechy (}3) i (4) wynikaja bezposrednio z zalezno$ci (2.4.3), za$ wlasnos¢
(2) wykazemy.

Rozwazmy fragment funkeji K(X) przy dowolnej odcigtej Xg-*.

Gdy X = Xj»/—dX, pochodna

d|N,, | .
JT— }i{’jlima— |G ol e 100
zad przy X — Xamin—}—dX
d|N,
. |dXt°'j°| = |NE il b o

Poniewaz pozostale pochodne (d|N,,|/dX)],, nie zmieniaja wartosci
w przedziale Xivh—dX <X <Xi+dX, zatem zgodnie ze wzorem (2.4.3),
przyrost pochodnej dK[dX przy X = Xl% réwny jest

dK
(2.4.6) 4 [’d‘f]x= ot = 2Nl Do

Na podstawie wymienionych i udowodnionych czterech cech krzywej
K dochodzimy do dalszego wniosku, ze funkcja K(X) ma minimum dodatnie
przy X =X, .. gdy dwie wartoéci pochodnej dK[dX w tymze punkcie
nieciggloéci maja przeciwne znaki.

Warunki konieczne i wystarczajace istnienia tylko jednego minimum funkcji
K maja postad: ‘ :

M Ko, g X<xph;
@) %>o, jeli X > Xih;

: dK
(3) 4 [EX—]X_—— Xf]o"o =>0;

dK
(4) 4x # 0.

Przez Xl# oznaczono odciety dowolnego punktu niecigglosci krzywej
dK[dX.
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Trzy pierwsze warunki spelnia dowolna funkcja K okreslona przez (2.4.1).

W przypadku, gdy pochodna dK[dX =0, w przedziale Ximw/n < X < Ximalm
{stnieje minimum dodatnie funkcji K w kazdym punkcie tego przedziatu.
Odcietym Xyn'm oraz Xim+t'mi1 odpowiada¢ bedzie ta sama rzgdna K.

Przy odcietych X}/ rzgdne funkeji K sg ré6wne odpowiednim wyrazeniom
f;:’ﬁ . 4 :
2 Ne2|1, ;. Zaleznosé ta wynika stad, ze przy wartosci argumentu X réwnej
' ‘ll . i . .
lltérejkolwiek z odcigtych X%/, w jednym z pretéw ustroju szesciopretowego

«ila normalna réwna jest zeru; mozemy przeto sumowanie wyrazef |V, | L,
ograniczy¢ do pieciu pretéw. Poniewaz funkcja K ma minimum przy jednej
2 odcietych X%7, dlatego minimum funkeji K odpowiada najmniejsza wartosé
zbioru liczb

' tods

;; lNﬁ-,”ll‘,.

Otrzymujemy zatem zgodnie z zaleznodcig (2.2.2) wzér na potencjal spre-
zystodci ustroju minimalnego.

(24.7) Uy = I—?—l

m min*

Szczegblne funkcje K(X) moga posiadaé te¢ whasciwosé, ze niektére odciete
Xy’ sy sobie réwne.

Odciete spelniajace warunki Xim'/m = Xpwlm = .., = X = X
nazywamy wielokrotnymi.

2.5. Twierdzenia o istnieniu ustrojé6w odpowiadajacych minimum potencjalu sprezy-
stosei. Na podstawie analizy zawartej w rozdziale 2 formutujemy nastepujace
twierdzenia:

1. Na danych czterech wezlach przy danym obcigzeniu P, mozna zbudowaé
tylko jeden ustréj izostatyczny minimalny, jezeli:

dK
(2) el | (X = Xiph);

(b) funkcja K(X) nie posiada w punkcie odpowiadajacym minimum od-
cietych wielokrotnych.

2. Na danych czterech weztach przy danym obcigzeniu P; mozna zbudowaé
dwa ustroje izostatyczne minimalne, ktérych potencjaly sa réwne, jezeli:

(a) —Z—% =0, przy X:)m"m < X< X:)m+1"m+1;
(b) funkcja K(X) nie posiada w punktach Xym'm i Ximv'mt odcigtych
wielokrotnych, ... . . . A ‘
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+ 3. Na danych czterech weztach przy danym obcigzeniu P; mozna zbudowad k
<5 ustrojéw izostatycznych minimalnych; ktorych potenqaiy 5. réwne
]ezeh - , : » Lo

@ - e &= T

'

SRR

(b) punktowi minimalnemu odpowiada ‘7 <'5 odc1f;tych w1elokr0tnych

}(iml'jm1 - X’mz',jma — — Ximr"’mr :'X Lo
! *e o TEEX0, mint

Odci@'ta X T — Xo,min Okresla ustrdj mlnlmalny Wskazniki 7, j,, umiesz-
czone przy Xim’m oznaczaja bowiem, ze sita normaina w precie 7, j, réwna jest -

zeru, a wigc w ustroju minimalnym wezly 7,, oraz j, nie s3 polaczone pretem,

3. Sposob wyznacz‘a‘qia,usytfoj‘u minimalnego

Na poczatku wyznaczamy Wszysﬂiié\s‘ily' NP | oraz N}, a nastepnie odciete
X! = — (N} J/Nilj)

Wedlug wzoru (2.4.3) obhczamy pochodnq dK /dX przy dowolnej odmgtej
Xigh dX.

Jezeli dK[dX >0 (X = Xl ’«+dX) wnioskujemy, ze K, bedzie przy
X <Xk analogicznie stw1erdzamy istnienie K, przy X > Xih, gdy

dK

ax
. Nastepnie w okre§lonym " przedziale obliczamy kolejno 'vsfartos’ci .pochodnej
dK[dX az do odcigtej Xivh = X, .., przy ktorej pochodna dK /dX zmienia znak
lub ..przybiera - wartosé rébwng zeru, :
Potencjal: sprezystoscei ustroju mlnlmalnego obllczarny na podstaw1e wzoru

(24-7)

<0 - (X-,:Xi;"j""‘dX)'

4. Przyklad liczbowy

~ Dany jest ustréj plerwotny przedstaw1ony na rys. 7. Wyniki obhczen'
zestawiono w tablicach 1, 2 i 3. ° ‘

Tablica 1, Zestawienie wartoSci geometrycznych ustroju pierwotnego

) a; . a4, ’ . lif )
1,2 150 33 41”7 63° 26' 6" 15,00000 .

2,3 79° 220 497 | 21° 37 237 3,64006

3,4 . 35° 43 55% 0 43° 15/ 517 5,22016 ;o
41 63° 26° 6" 37° 34 77 5,00000 o
13 _ 8,20061

24 ' o : 447214
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Tablica 2. Zestawienie sit N7,j, NT; oraz odcietych X/

iJ Ni.j N{yo xy?
1,2 —1,6262 —7,9545 —4,8914
2,3 —1,4799 —4,9637 —3,3541
3,4 —0,9338 1,6183 . 1,7330
41 —0,7155 0,4650- 0,6499
1,3 2,1338 5,4348. —2,5470
2,4 1,0000 0 0

Rys. 7

‘4

Na rys. 8 podano polozenie odcigtych X% na osi.

Rys 8

* | ')"r‘ : .

W celu okreslema obszaru, w ktorym zawarta jest odcieta XO min> obhczamy
pochodng - ' . :

y

K

| | X’ przy ' X: Q—l—dX, | )
V& 27,036, (X = 0+dX) = [wedlug wzoru (2.4.7)].

41




Tablica 3. Zestawienie rzednych funkcji

dK
X gdy X <0
b.¢ dK[dX
. X +dX 18,092
i XiP—dX —16,905
) X dX

Z rachunku wynika, ze

Xo i = X352 = —2,547,

poniewaz przy odcietej X33 rzedne funkcji dK /dX maja odmienne znaki.
Ustrojem minimalnym w rozpatrywanym przypadku bedzie ustréj izosta-
tyczny, ktérego wezly 11 3 nie bedg polgczone pretem.
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Peawme

O IIPEOBPA30OBAHH:X YETHIPEXY3JIOBOY CHMCTEMBI
IIYTEM OBMEHA CTEP)XHEN

B paGoTe paccMaTpUBAeTCs INPOUSBOJIGHOE UeTHIPEXYSI0BOE HB0CTATHHIECKOS
mone IUIocKol chepMBI.

PaBoTa HMEeT Wb ONpE/IEHTh TAKYI0 CTEPIKHEBYIO CHCTEMY TIDH 3aJIaHHOM
HATPysKe ¥ HEMSMEHsUOMIEHCS CHCTEME Y3JIOB, B KOTOPOH IOTEHLMAN yIpyrocrH
HOJIYUaeT MHUHMMAIBHOE SHAUEHHE.

B paGoTe 3aKJIOYAIOTCA TEOPEMBI, KACAIOMIMECA CYIIECTBOBAHMA HETBIPCX-
Y3JIOBBIX CHCTEM, HAKOIUIAIOIMX MUHAMYM IOTEHIMama yOpyrocTd. Kpome
Toro B paGoTe BEIBOJATCH 3ABHCHMOCTH, CIY)KAIHe JLL ONPEETICHHA MUHH-
MaJypHOH CHCTEMBI, ' 1 ,

PaccyK/IeHus, KACAIOUIMECS YETHIPEXY3II0BOr0 OIS (epMbl ABIIOTC OCHO-
Boil aHANMEA MMHMMyMA NOTEHIWANA NPOUSBOJBHBIX MIOCTATHMECKWX IDIOCKIX
depm, ofcysas IpeobpasoBaHmsL IyTeM OOMeHa cTepsxHet, .
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Summary

ON THE TRANSFORMATIONS OF A FOUR-NODE STRUCTURE
BY EXCHANGING BARS

An arbitrary four-node isostatic field of plane lattice is considered.

The object of the paper is to determine such a system of bars for a pre-
scribed load and an invariable configuration of the nodes, that the elastic
potential takes its minimum value.

The paper contains theorems on the existence of four-node structures gath-
ering the minimum value of the elastic potential. In addition, it gives the
derivation of the relations for determining the minimum value structure,

The considerations concerning the four-node lattice field constitute a basis
for the analysis of the minimum value of the potential of an arbitrary isostatic
plane lattice with transformations by exchanging bars.

‘ ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 12 marca 1959 r.






