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1. Wstep

Przedmiotem rozwazan sg ustroje kratowe zbudowané z pretéw laczacych
cztery wezly dane na plaszezyznie. Prety polaczone s w wezlach przegubowo.
Rozpatrzymy tu tylko ustroje izostatyczne, a wiec takie, ktére spelniajg warunek

(1.1) k= 2r—3,

gdzie r oznacza liczbe wezléw, za$ k liczbe pretéw.

Yaczge cztery wezly dowolnie wybranymi piecioma pretami otrzymamy
sze$é réznych ukladéw przedstawionych na rys. 1.

Rys. 1

Celem artykulu jest wskazanie prostych kryteriéw pozwalajacych spraw-
dzié, ktéry z ukladéw spelnia warunek minimum potencjalu sprezystosci.
Rozpatrzymy tylko -ustroje kratowe réwnej wytrzymalodci opierajac si¢ na
nastepujacym stwierdzeniu, [6]: Kratownica izostatyczna réwnej wytrsymalosci
pod obcigzeniem stalym ma mniejszy potencial od potencjalu kazdej kratownicy
izostatycznej nierdwnej wytrzymalosci o tymze ukladzie wezléw, tej samej objetosci
i poddanej temu samemu obcigseniu.

(&1




Kazdy z ustrojéw przedstawionych na rys. 1 pod dzialaniem tego samego
ukladu sit zewngtrznych posiada na ogél rézny potencjat sprezystosci wyrazajacy
sie wzorem

] k
(1.2) U= e D N,
1

gdzie e, oznacza odksztatcenia jednostkowe, N, sile w precie i oraz I, dlugosé
preta 4. ;

Majac okreslony uktad wezléw oraz uklad sil zewnetrznych mozna obliczyé
1 poréwnac potencjal sprezystodci kazdej z szedciu kratownic. Jezeli jednak
uklad weztéw i sit zewnetrznych podany jest w sposéb ogélny, to rozwigzante
zagadnienia nastr¢cza powazne trudnosci.

Analogiczne zagadnienie mozna postawié dla pieciu i wigcej wezldw na
plaszczyz’nie Liczba mozliwych polgczent tych wezléw prowadzacych do ustro-
jow izostatycznych szybko wzrasta i przy plegcm wezlach otrzymujemy juz
85 réznych ukladéw pretéw.

W celu otrzymania prostych kryteriéw okre$lajacych minimum potencjahu

sprezystosci rozpatrzymy przeksztalcenia ustrojéw pieciopretowych polegajace
na wymianie pretéw.
W pracy przyjeto nastgpujace oznaczenia:
A, B,C, D wezly kratownicy,
a,b,c,d,e,f dlugoéci pretéw,
V' objetod¢ wszystkich pretéw kratownicy,
U potencjal sprezystoécei kratownicy,
e, odksztalcenie jednostkowe preta,
¢, odksztalcenie jednostkowe réwnej wytrzymalodci,
E  wspblczynnik sprezystosci,
4, b, ¢,y d, dlugodci rzutéw pretéw a, b, ¢, d na przekatne e i f,
a5, by, ¢, 4 '
gy Oy, By, B, katy zawarte miedzy pretami kratownicy,
Yor Yar 0 Oq
b hags ho, hgy,  wysokodci tréjkatéw ABD, BCA, CDW, DAC wy-
©  stawione z wierzchotkéw oA, B, C, D,
S sifa skupiona obcigzenia zewnetrznego.
Przyjmujemy nastepujace zalozenia:
(1) sily zewngtrzne dzialajace na wezly s3 state podczas przeksztatcania,

(2) bezwzgledne wartoéci odksztalcerr jednostkowych wszystkich pretéw
sg jednakowe (odksztalcenia réwnej wytrzymatosei).

Zalozenia te sa zgodne z warunkami ksztaltowania kratownic, [4].




2. Postawienie i. rozwiazanie zagadnienia

2.1, Warunek na minimum potencialu, Rozpatrywany ustrdj izostatyczny prze-
ksztalcamy na ustrdj hiperstatyczny wprowadzajgc nowy pret o dlugodei réw-
nej odleglosci miedzy wezlami niepolgczonymi w kratownicy nieobcigzonej.
Kratownice obcigzamy ukladem sit zewnetrznych, zachowujemy przy tym
jednakowe - wartosci bezwzgledne odksztalcenn jednostkowych pieciu pretéw
ustroju przeksztalcanego przez odpowiednig zmiang przekrojéw poszczegol-
nych pretéw. Z réwnah réwnowagi wezléw otrzymamy nastepujacg zaleznosé
wiazaca site N, w dowolnym precie 7 z silg Ny, W nowo wprowadzonym precie
kratownicy oraz z obcigzeniem zewngtrznym:

(2.1) N, = @, (N1 +B15) 5

liczby @, i B, sa wspélezynnikami zaleznymi od ukladu weztow i sit zewnetrz-
nych, réznymi dla kazdego z pigciu pretéw kratownicy. Zgodnie ze wzorem
(2.1) w procesie przeksztalcania sity w pretach przeksztalcanego ustroju sg
funkcjami liniowymi sity w nowym precie.

Zmieniajac wielkogé pola przekrojéw A, pretow kratownicy pierwotnej
zachowujemy poczatkowe wartosci odksztalcen jednostkowych zgodnie ze
wzorem

N,
(2.2) ey = AE

Wielko$é pola przekroju A,y moze byé obrana w ten sposéb, aby sily we
wszystkich pozostatych pretach zachowaly swoje pierwotne zwroty.

Sila w nowym precie wyrazi si¢ wzorem

(23) Ny = 1Ay By

Na ogét przy danej wartosci pola 4, w zadnym z pozostalych pretow sifa
nie znika (tzn, dopéki N, nie osiagnie wartosci 8,S). W takich przypadkach
moga byé zachowane warunki réwnej wytrzymaloéci, przyjete poczgtkowo,
i odksztalcenie jednostkowe k+1-ego preta bedzie mialo weigz wartoéé réwng
wzajemnemu przesuni¢ciu jednostkowemu wezléw nie polaczonych pretem
w kratownicy pierwotnej. W tych warunkach sila Ny i sity we wszystkich
pozostalych pretach sa zalezne liniowo od pola przekroju nowego preta.

Aby zdaé sobie sprawg z tego, co si¢ dzieje z potencjatem kratownicy w czasie
takiego przeksztalcenia, wystarczy zwréci¢ uwage na to, ze ksztalt kratownicy
po odksztatceniu jest jednoznacznie okreslony przez dtugodci k jej pretow
réwnej wytrzymatoéci; diugosci te nie zaleza od A;. Przesunigcia punktéw
przylozenia obcigzenia S zachowuja wartosci stale, a przeto i potencjal
sprezystodci kratownicy ma warto$¢ stalg. Objetosé kratownicy ulega na ogél
zmianie,




Gdy pole przekroju nowego preta osi.qgnie pewng okreslong wartodé, wéow-
czas jeden z pretéw pierwotnej kratowmgy sjcaje sie zb?dny, gdyz sila w nim
dziatajaca spada do zera. Kratownica staje si¢ znowu izostatyczna, Odksztal-
cenia jednostkowe k jej pretéw s réwne |e| =e, (f=1,2, e, k), od-
ksztalcenie jednostkowe k4 1-ego preta moze mieé wartodé dowolng |e,,, |  e,.

Opisane przeksztalcenie nazywamy przeksztalceniem pierwszej fazy, Wobec
zaleznoSci

24 N, = ¢, EA,
mozemy wzér na potencjal sprezystosci pierwotnej kratownicy izostatycznej

napisa¢ w postaci

k
1
(2.5) U= 7egEZAJ,.
1

i

Po zakoriczeniu przeksztalcenia pierwszej fazy potencjat sprezystosci wyrazi
si¢ wzorem

k
1 1
(2.6) U= A €5E2 (4,—A44)]+ 7313+1EAk+1lk+1-
1

Poniewaz w trakcie przeksztalcania potencjal nie ulegl zmianie, przeto
z przyréwnania prawych stron réwnan (2.5) i (2.6) otrzymamy

e2
(2.7) ZAAJ:‘ = /;+1 Apsa b

2
o

Druga faza przeksztalcania polega na doprowadzeniu kratownicy do ukladu
réwnej wytrzymalodci. Skoro bowiem przeksztalcenie piefwszej fazy dopro-
wadzilo do kratownicy izostatycznej, to mozemy tak zmienié pole przekroju
nowego preta, aby byl on tej samej wytrzymalosci co pozostale prety, tj. aby
lerii] = .

Po zakoficzeniu drugiej fazy przeksztalcenia otrzymujemy kratownice,
ktéra jest réwnej wytrzymalosci (tak samo jak pierwsza), ale ma inny uklad
pretow. W drugiej fazie przeksztalcenia zaréwno potencjal sprezystosci jak
i objeto$é ulegaja na ogél zmianie, przy czym potencjal wynosi

: 1 1,
28)  U+AU=5aE D' (4,~44)l+ 5 BBt A4, ).

Przyrost potencjalu sprezystosci w drugiej fazie przekssztalcenia wyraza
si¢ wzorem

(2.9) AU = % (e5—et VEA, b - %e&EAAkH Leyy
Sila w precie k+1 nie ulega zmianie, jest przeto

(2.10) Ayl | = Ayl e + A4y eo.
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Z zaleznoéci (2.10) wyznaczamy AA4,,; i po podstawieniu do wzoru (2.9)
otrzymujemy »

1
(2.11) AU = _Z‘EAk+1lk+1lek+1|([eol“‘le;c+1|)-

Przyrost potencjalu jest proporcjonalny do przyrostu objetosci pretéw
kratownicy:

(2.12) AU = eEAV.

Na podstawie wzoru (2.11) dochodzimy do wniosku (por. réwniez [6]),
ze jezeli w kratownicy réwnej wytrzymatodci pod dzialaniem danego obciaze-
nia wzajemne przesunigcie jednostkowe jednej z par wezléw nie polaczonych
pretem ma warto$¢ bezwzgledna wigkszg od bezwzglednej wartoéci odksztal-
cenia réwnej wytrzymalodci, to mozna zbudowaé kratownice réwnej wytrzy-
malosci o tymze ukladzie weztéw, lecz o innym ukladzie, pretéw, posiadajacy
mniejszg objeto$é 1 mniejszy potencjal.

Jezeli wzajemne przesunigcie jednostkowe wezléw nie polgczonych pretem
ma wartos¢ bezwzg'¢dng réwng bezwzglednej wartosci réwnej wytrzymalosci,

|l = leo |,
to przeksztalcenie nie zmienia ani potencjalu, ani objetosci kratownicy.

Jezeli |e 4] < le|, to przeksztalceme jest niecelowe, bowiem zwigksza
potenCJal sprezystosci i objgtosé kratownicy.

Kryteria powyzsze sg réwniez stuszne dla kratownic o ilo$ci wezléw wigkszej
od czterech,

2.2, Wzér podstawowy. Wzajemne przesuniecie jednostkowe wezléw nie
polaczonych pretem moze byé okreslone ze wzoru LEvY’EGo, wskazujgcego
zaleznosci migdzy odksztalceniami pretéw. Po wpro-
wadzeniu przngtych oznaczen zaleznos¢ LevY’EGo
ma postaé:

Ae—Ab,—Ac, Ae—Ad,—Aa
2,13 ¢ LA £ ¢+
( ) 1193 IZ@
Af—Aa,—Ab,- | Af—Ae,—Ad,
= 0.
+ hﬂ + he . Rys. 2

Rozpatrujgc dany ukiad wezléw i pretéw (rys. 2) oraz zakladajac, ze od-
ksztalcenia pretow sa dostatecznie mate w stosunku do dlugosci pretéw, mozemy
wypisaé nastgpujace zaleznosci geometryczne:

hy=asind,=bsinp,,  ho=bsina,=csiny,,

he = ¢sinf, = dsin d,, hg = dsiny, = asina,,




Ae = ee = e, (b cos a,+¢ cos y,) = e(acos a,+d cosy,),
Af = e,f = e,(acos 6,-+b cosB,) = e,(¢c cos f,+d cos §,),

Aa, = e, a, = e,acos d,, da, = ea, = e acos d,,
Ab, = e,b, = e,b cos a,, Ab, = e,b, = e,bcos f,,
Ac, =ec, = e,cco8y,, Ac, = e c, = e ccosfB,,

Ad,=e,d,= e dcosy,, Ad, = e,d, = e d cos §,.
Po wprowadzeniu powyzszych zaleznoéci wzér (2.13) przyjmuje postac:

(2.14) e,(ctg a, -+ ctg 8,)4-¢,(ctg a, +ctg B,) +e.(ctg B+ ctg y )+
+e,(ctg y,+ ctg 6,)—e.(ctg a,+ ctg ay+-ctg y. +ctg y,)—
—e;(ctg B+ ctg f,+ ctg 8, ctg 8,) = 0.

Ze wzoru tego mozna wyznaczy¢ odksztalcenia dowolnego preta za pomocy
funkcji trygonometrycznych katéw kratownicy oraz odksztalcern jednostko-
wych pozostatych pretéw. Odksztalcenia széstego preta nie zalezg wige od
zmiany ukladu sit zewnetrznych, dopoki ta zmiana nie doprowadzi do zmiany
znaku odksztalcenia ktéregos§ z pigciu pretéw kratownicy.

2.3. Zestawienie mozliwych przypadkéw. Wszystkie ustroje zbudowane na czte-
rech niezmiennych wezltach mozna podzielié na dwie zasadnicze grupy. Do
pierwszej grupy zaliczamy ustroje, w ktérych cztery wezly sa polaczone
wzdluz bokéw czworoboku wypuklego, a brak w nich jednego preta prze-
katnego. Do drugiej grupy zaliczamy ustroje, w ktérych wezly polaczone sg
tak, ze brak jednego z pretéw na obwodzie. /

15 16 17 |
Rozcigganie
. Sciskamie  emm—

W grupie pierwszej mamy siedem mozliwych uktadéw znakéw sit w pretach
jak to pokazano na rys. 3. W grupie drugiej mamy dziesi¢¢ mozliwych ukladéw
sit w pretach, jak to pokazano na rys. 4.

Poniewaz jak wynika ze wzoru (2.11) interesuje nas bezwzgledna wartos¢
stosunku e, ,,/e,, kazdy z przypadkéw rozpatrywa¢ musimy oddzielnie.
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Na podstawie wyprowadzonego wzoru (2.14) we wszystkich siedemnastu
ukladach mozna okreslié warto$¢ stosunku e, ,/le,| W zaleznosci od katéw
gy Oy Bor Bor Ver Voo 84, 6,. Uklady o znakach‘ sit w pretach przeciwnych niz

~

Razcigganie

SUSKANE  ememmsmeeeeremem

Rys. 4

na rys. 3 i 4 na podstawie wzoru (2.14) maja te same wartosci stosunku
éy41/]€|, totez nie bedziemy ich oddzielnie rozpatrywali. W ten sposéb otrzy-
mamy wzory zestawione w tabl. 112,

Tablica 1
Ozna- | Uktad znakéw sit ‘
czenie w pretach Stosunek eg, : [eg]
ustroju | 4 b ¢ d e
11 ] — — — — ctg dq -+ ctgdp + ctg Yo+ ctgye _ 4
) ctgag + ctgay + ctg ye + ctgyvg
ctg B + ctg ¥
1.2 —_—— _—— 1—2 ‘
+ ctg By -+ ctg fe + ctg 0y + ctg dg
ctg ag + ctg ap + ctg Yo -+ ctg Yy
1.3 —_——— = 142 L
+ + ctg By + ctg o + ctg 0 + ctg Iy
ctg fe + ctg ye + ctg yq + ctg by
14| —— —_ 1—2
o ctg By + ctg e + ctg Oy + ctg Oy
ctg ay + ctg fo + ctg fe -+ ctgye
L5 — —_— 1—2
o ctg By + ctg B + ctg &, + ctg Oy
ctg ag + ctg ap + ctg yo — ctg g
16 | ———+ + 142
+ ctg By + ctg B + ctg g -+ ctg O
tg ap + ctg fy + ctg va + ctg Oy
1.7 | — 4+ — 4+ — 1—2 =
* ctg By -+ ctg fe + ctg 0, + ctg g
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Tablica 2

Ozna- Ulklad znakéw sit

czenie w pretach Stosunek ey ¢ el

ustroju| ¢ b ¢ e f
21 | —— — - — (ctg vq -+ ctg 8g) : (ctg yq + ctg §g) = 1
2.2 + ——— — 142 (ctga, + ctg 8g) : fetg yg + ctg dg)
23 | — 4+ ——— 142 (ctgay + ctg Bp) : (ctg va + ctg &g)
2.4 _ = + 1—2 (ctg By + ctg Be + ctg 6 + ctg Oy) : (ctg v + ctg 6g)
2;5 + o+ == 142 (ctgag + ctgap + ctg By + ctg dg) : (ctgvg + ctg da)
2.6 4 —_— 4+ — 1—2 (ctgap + ctg ¥ + ctg yg — ctg 8y) : (ctg yq + ctg 6g)
2.7 4+ —_+ — — 142 (ctgag + ctg By + ctg pe -+ ctg 0,) : (ctg yq + ctg 6y)
28 | + ———+ 1—2 (ctg By + ctg fo + ctg 0y — ctg ag) @ (ctg va + ctg Jy)
29 | — 4+ — + — 1—2 (ctgag + ctg ye -+ otg ya — ctg fp) : (ctg vy +-otg 8q)
210 — — — + + 1—2 (ctgaq + ctg ap + ctg Py + ctg fo + ctg ye + ctgya +

+ ctg d, -+ ctg dg) @ (ctg vq + ctg &)

Majac dane cztery wezly na plaszczyznie oraz uklad sil zewnetrznych
mozemy na podstawie tablicy pierwszej i drugiej okreslié we wszystkich szesciu
mozliwych ustrojach izostatycznych, zbudowanych na tych wezlach, wartoéé
stosunku |e, . /e,|. Ustrd), w ktérym ten stosunek bedzie mniejszy od 1, jest
ustrojem o najmniejszym potencjale sprezystosci przy danym obcigzeniu,

3. Przypadki' szczegllne

3.1, Uklad kwadratowy. Opierajac si¢ na wzorach zestawionych w tabl. 1
i 2 oraz uwzgledniajac, ze a, =a, =, =, =y, = ys= 0,= 0, = n[4 otrzy-
mamy wartosci stosunku e, /| ¢, | zestawione w tabl. 3.

Tablica 3

| Uklad znakéw sit Stosu- Uklad znakéw sit Stosu-
Ustrdj nek Ustrdj nek
a b ¢ d e ek+1:|eo| a b ¢ e f €1t | €]
11 _— = = i 2.1 - - — — = 1
1.2 - — + - — 0 2.2 + - — — — 3
1.3 _—— = 3 2.3 - 4+ — — — 3
1.4 —_ — 4 4 =] 4 2.4 _— — — = 4 —3
1.5 U | 2.5 T — 5
1.6 —_ — — 4 2 2.6 + - — + = —
1.7 — 4+ = 4+ — 2.7 + -+ = — 5
2.8 o— = — —1
2.9 SIS T | —
2.10 T —7
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Na podstawie wynikéw zestawionych w tabl. 3 widzimy, ze ustroje o zna-
kach sil w pretach oznaczonych symbolami 1.3, 1.6, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.7,
2.10 nie sg ustrojami o naJmmerzym potencjale sprezystosci, gdyz | e, /e, | > 1;
przeksztalcenie ich przez wymiang pretéw jest celowe.

Przeksztalcenie ustrojéw o symbolach 1.1, 1.2, 1.4, 1.5, 1.7, 2.1, 2.6,
2.8, 2.9 nie jest celowe, gdyZ nie zmienia potencjalu sprezystosci.

3.2. Uklady prostokatne. Opierajgc si¢ na wzorach zestawionych w tabli-
cach 1 i 2 oraz uwzgledniajae, 2e o, =B, =y, =0, =@, a,=f, =7, =
= 8, = (7|2)—q otrzymamy wartosci stosunku e,.;: |e,| zestawione w tablicy 4.

Tablica 4
23;1::6 Uklad znakéw sit Stosunek Szzel;?e Uldad znakéw sit Stosunek
ustrojul a@ b ¢ d e e | o] ustrojul a b ¢ e f e e |
11 ] —— = —— 1 : 21 | —— — — — 1
1.2 _— 4+ — — 1—2 cos?p 2.2 4+ —— = — 1+2 ctg? ¢
1.3 —~—~———Ii 3 2.3 i 3
1.4 —_— + + — —1 24| ———— + —1—2 ctg? ¢
1.5 — 4+ + — — —1 2.5 4+ 4+ —-—— 342 ctg? @
1.6 —_——— 4 + 142 cos? ¢ | 2.6 4+ —_——+ — —1
1.7 — 4+ — 4+ — 1—4 sin® ¢ | 2.7 + — + = — 144 ctg? ¢
281 4+ ——— 4 | —
2.9 -+ =+ — 1—2ctg? ¢
2100 — — — + 4+ —3—Hctg? ¢

Na podstawie wynikéw zestawionych w tabl. 4 widzimy, ze ustroje o znakach
sit w pretach oznaczonych symbolami 1.3, 1.6, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.7, 2.10 nie
s ustrolam1 0 najmniejszym po- . c
tencjale' sprezystodei i przeksatat- %2 17
cenie ich przez wymiang pretow
jest celowe.

' Przeksztalcenie ustrojéw o sym-

bolach 1.1, 1.4, 1.5, 2.1, 2.6, 2.8 £ =
nie jest celowe, gdyz nie zmie:nia Rys. 5
potencjatu sprezystosci.

Ustr6] o symbolu 1.2 (rys 5) jest ustrojem o najmmiejszym potencjale
sprezystodci, gdyz przy kazdym ¢ warto§é stosunku |e.qfe,| << 1. Ustréj
o symbolu 1.7 (rys. 5) moze by¢ ustrojem minimalnym przy 0 <¢ < z/4. Ustréj
o symbolu 2.9 (rys. 5) moze byé ustrojem minimalnym przy n/4 <g¢ <<=/2.

3.3. Uklady rombowe. Uwzgledniajgc, 2e o, = a, =y, =y, = ¢ oraz f, =
B.= 6, = 8, = (7/2) — @, otrzymamy wartoéci stosunku e, ,/|e,| zestawione

w tablicy 5.
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Tablica 5

Oznz}- Uklad znakéw sil Stosunek Ozna‘x- Uklad znakdéw sit Stosunek
cgenie | _ czenie
ustroju] a@ b ¢ d e et ol ustrojul a b ¢ e f il o]
| ————— 1 S !
v . 2.2 _— =
S IS I W D + ; ;
s 2 2 23 | —+ ——— 3 |
1.3 S 142 ctg? ¢ 2.4 —_——— 4 1—8 sin® @ g;
14 | —— 4+ + — —ctg? ¢ 25 | A+ A+ ——— 5 I
1.5 — + + — — —octg® ¢ 2.6 + -+ - —8 cos? ¢ §
16 | ——— 4 4 l+%ctg2¢ 27 | 4+ —+ —— 5
2 2.8 — —— 3—8 sin? ¢
1.7 —_ 4 — + — —ctg? ¢ 2.9 —_— — o — 3—8 cos* ¢
210 — — — 4 + —7

Na podstawie wynikéw zestawionych w tabl. 5 widzimy, ze ustroje o znakach
sit w pretach oznaczonych symbolami 1.3, 2.2, 2.3, 2.5, 2.7, 2.10 nie s3 ustro-
jami o najmniejszym potencjale sprezystosci, gdyz |e,.,/e,| > 1.

/:7’/ <1 gdy /ei—’/ <1 gdy /:Tt/ <1 gay ' / / <1 gdy /g/q ody

0<cly?p<3 0<cty?p<1 0<clyp<d 0< ey’ 1/7<— O<cty?p<t

N

//"9”9 //<4ydy | //<4 o

0<sin’ :p<— —<cos ¢<— —<sm ¢<—

Rys. 6

Przeksztalcenie ustrojéw o symbolach 1. 1 2.1 nie jest celowe, gdyz nie
zmienia potencjalu sprezystosci.
Przeksztalcenie ustrojéw o symbolach 1.2, 14 1.5, 1.6, 1.7, 2.4, 2.6,
2.8, 2.9 nie jest celowe w przypadkach, w ktorych kat ¢ spelnia warunki po-
dane na rys. 6, tj. gdy |e,, /e,] < 1.

14




3.4. Uklady réwnolegloboczne. Opierajac si¢ na wzorach zestawionych wtabl, 112
oraz uwzgledniajac, ze o, =y, =@, f,=0,=¢&, B=0,=9, a,=y,=19
i ctg & = ctgp—2ctg(p+n), ctgy = ctg n—2ctg (n+¢) otrzymamy wartosci
stosunku e, ;1| e,| zestawione w tablicach 6 i 7. W tablicy 6 zestawiono przypad-
ki, w ktérych brak jednej z przekatnych.

W tablicy 7 zestawiono przypadki pdl rownoleglobocznych w ktérych brak
jednego z pretéw na obwodzie.

) adpowiada ustrojowr 12

180°
" 1415

160° 16

140° 17

v

126°

WXX, b,

100°

80°

000, % %
2

600

%

X

40° ADPES %

20° //
X
yii
pil
L 1§ A4 po

2°  40°  6°  8°  w0® 120° w0 500 W°
Rys. 8

Na rysunku 7 przedstawiono ustroje o ukladach znakéw sit w pretach,
2y ktérych warunek |e,.,/e,| < 1 moze by¢ spelniony w pewnych obszarach




Tablica 6

psans

Ozna=

Uklad znakéw

czenie sit Stosunek ey, :fe,! 1 <1, gdy
ustroju | ¢ b ¢ d e
11 | —— — — — 1
- 14 ctg?e
1.2 __.__ F o= — —2 gy — ctg )i id 3—2ctgp ctgn + ctgtn > 0
2
1.3 —— {4 (ctgp + ctgn)
+ (ctg @ —otgn)*+-4
2
1.4 — — 4 4 — (Ctg‘p -+ Ctg") "
(ctgp — ctgn)?+4 ctgpeign <1
1.5 — 4 — | (ctgp A-ctgp)® o o ot 1
(ctggp — ctgn)*+4 crepeten <
3
1.6 — — — 4 | (etgo o+ ctgm)®4-2 (1-+ctg’p) 1—2ctgpctgn — ctg?p > 0
(ctgp — ctgn)*+4 O
1.7 '—+—-+-— o 1+Ctg2(p 2+t2‘_t2_2
(ctgp — ctgn)®+4 cE P cs A cen ey > 0
Tablica 7
Ozna- | Uktad znakéw
czenie sit Stosunek ey, ey ShiL | -, gdy
ustroju | 4 p o e f
21 | —— — — 1
1+ ctg?y
22 |+ ————| 14oitEe
+ 1 -+ ctg?y
2.3 —_t —— 3
4+ (ctgp — ctgy)® - -
2.4 _——— —
+ 1-2 1+ ctg®n 0<3—2ctgpctgn + ctge
14 ctgly v '
2.5 + + — — — 342 =
+ 1+ ctgy’ .
2.6 +o— _1+41 —c:tg‘(p ctg_ﬁ —1—‘ctg2n <1-—2ctgpctgn—
1+ ctg?n - . ' —ctg?n <0
1tctgre
2.7 + -+ — — 1+4—=0
+ 1 +4-ctg?y
2.8 +o—_— 1 1—ctgpctgn 0<3—2ctgpctgn + ctg?n <
1+ ctgiy <1+ ctg?n
2.9 —_— - — 142 1—2ctgpctgny —ctg®e |1+ ctg?n < (ctgyp + ctgn)? <
1+ ctg?y < 2(1 4 ctg?n)
210 | — — — 4 4+ _a_ gV tctgie
14 ctg?y
16




Rysunek 8 przedstawia obszary wystepowania katéw ¢ i 7, przy ktérych
|eafes] < 1 w pigciu ustrojach: 1.2, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7 o wezlach polaczonych

~ wzdluz wieloboku wypuklego. \
7R
180° 07
. v odpowiada ustrojwi 24

o’ ' 26
0 ; [111) 28
120° E . 29

100°

80°

60°

40° P
449,

26°

Tl i 1 111 P

200 w°  60°  80°  wo® 0° #0°  a0° w00 @
Rys. 9

Rysunek 9 przedstawia obszary wystgpowania katéw ¢ i #, przy ktérych
|exa/6] < 1 w czterech ustrojach: 2.4, 2.6, 2.8, 2.9, w ktorych brak jednego
z pretéw na obwodzie.

3.5. Przyklad liczbowy. Majac dane cztery wezly na plaszczy’nie oraz uklad
sit zewnetrznych, jak pokazano na rys. 10, nalezy okreslié, ktéra z szedciu
kratownic izostatycznych mozliwych do zbudowania na tych wezlach ma naj-
mniejszy potencjal sprezystoscei.

Y.aczac catery wezly dowolnie wybranymi pigcioma pretami otrzymamy szesé
réznych ukladéw izostatycznych przedstawionych na rys, 11.
" Ustroje te na podstawie¢ znakéw sit w pretach przyporzadkujemy schematom
zestawionym w tabl. 1'1 2.

Ustr6j @ odpowiada schematowi 2.10 z przeciwnymi znakami sit,
ustréj b odpowiada schematowi 2.5,

‘ustréj ¢ odpowiada schematowi 1.5,

ustr6j 4 odpowiada schematowi 1.4 z przeciwnymi znakami sil,
ustréj e odpowiada schematow1 2.5 z przeciwnymi znakami sil,
ustréj f odpowiada schematowi 2.10.

2 Rozprawy Inzynierskie 17




We wszystkich szesciu ustrojach wyznaczymy stosunek miedzy wzajemnym
przesunigciem jednostkowym wezléw nie polaczonych pretem a odksztalceniem
jednostkowym réwnej wytrzymatosci; otrzymamy:

w ustroju @ wartoéé stosunku = 3,914,
w ustroju b warto$é stosunku = 8,554,
w ustroju ¢ wartoéé stosunku = —5,046,
' w ustroju d warto$é stosunku = —0,034,
! W ustroju e warto$é stosunku = —4,138,
w ustroju f warto$¢ stosunku = —4,404.

‘ Rys. 11
7 szeéciu ustrojéw tylko ustrdj oznaczony symbolem d charakteryzuje

sic wartodcig |e,../e,] < 1; to jest wiec ustrdj, ktorego potencjat sprezystosei .
i objeto$é sg najmniejsze.

4, Zastosowania

4.1. Wyznaczanie minimalnych kratownic plaskich, Kryteria na minimum po-
tencjalu sprezystoéci, dotyczace ustroju czterowezlowego, mogy postuzyé
do okreslenia minimum potencjatu niektérych kratownic plaskich, ktére mozna
oztozyé na uklady czterowezlowe.

18
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z
a
-
f§
-
g;
E,

Kazda kratownica plaska réwnych odksztalcen jednostkowych, skladajaca
sic z elementéw czterowezlowych, jest kratownicg minimalng, jesli kazdy jej
element czterowezlowy spelnia warunek minimum potencjalu |e, ., /e,| < 1.

Kratownice zlozong mozemy rozlozyé na elementarne uklady czterowezlowe,
zastepujac prety wspélne dla dwéch elementéw o polu przekroju 4 przez dwa
prety o polach 4, i 4,, przy czym 4= A4,+4,.

Oba te prety sa powigzane wspélnymi wezlami # i #-1; wystepuja w nich
tylko sity normalne, odksztalcenia jednostkowe obu pretow sg jednakowe, a sily
dzialajace w nich s3 tego samego znaku.

Oznaczmy sile w precie o polu przekroju A przez N; wobec jednakowych
odksztalcen jednostkowych mamy N, /4, = N,[4, = N|4. Suma potencjaléw
dwoch czedci preta wyniesie

4D NIl N el = N el (G 52) = (N1 16

Jest ona réwna potencjatowi tegoz preta w zalozeniu, e stanowi on jedng calogé.

Przeksztalcong w ten sposéb kratownicg mozemy rozlozyé na elementy
czterowezlowe. Suma potencjatu tych elementéw jest réwna potencjalowi
calkowitemu rozwazanej kratownicy. Dlatego tez suma potencjaléw minimal-
nych ustrojéw czterowezlowych réwna jest potencjatowi minimalnemu kratow-
nicy catkowitej.

4.2. Kratownice trojkatne roéwnoramienne o pasach rownolegtych. Rozpatrzmy
kratownice tréjkatne réwnoramienne o obcigzeniu S przylozonym w weziach

13 15 ls ‘S !s ;s-
! N/

\
= 9 N
\/

RT Is ls .ls ls ls T” 'Rr ‘ IR

Rys. 12
ls ls S $ ;s
7 A\
k3 ‘0 l/ \\
.’l'\ \
RT 13 ls ls ls tR Rt l—“—- TR
Rys. 13

pasa gérnego lub w wezlach pasa dolnego. Uklady znakéw sil w pretach kra-
townic o parzystej ilodci przedzialéw pasa dolnego przedstawiono na rys. 12.

Uklady znakéw sit w pretach kratownic o nieparzystej ilodci przedziatow
pasa dolnego pokazano na rys. 13.
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7, kratownic tych wyodrebnimy elementarne ukiady skladajace si¢ z czterech
wezléw i pieciu pretéw o réznych ukladach znakéw sit w pretach., Oznaczymy
je jak uprzednio.

Uklady oznaczone symbolem 1.4 mogg mieé potencjal sprezystosci najmniej-
szy, o ile zostanie spelniony warunek ctg ¢ ctg 7 < 1. Analogicznie uklad 1.6
moze spelniaé warunek na minimum potengjatu, o ile mamy 1 — 2 ctg g ctgn —

o ctgt ¢ > 0.
Wprow(ifadzajqc do powyzszych zaleznodci podstawienie

ctg ¢ = (1 — ctg?y) 2ctgy
otrzymamy odpowiednio dla 1.4 i 1.6
1—ctg?y < 2, 1—2ctg?n—3ctgln < 0.

Nieréwnos¢ pierwsza jest spelniona przy wszystkich wartosciach 7. Nie-
réwnoéé druga jest spelniona, gdy |ctgn| >1 /¥/3". Warunkowi temu odpo-
wiada wfa < 1/3/2. k |

Tak wigc rozpatrywane kratownice trdjkgtne réwnoramienne jako zbudo-
wane z elementarnych ukladéw o znakach sit w pretach oznaczonych symbo-
lami 1.4 i 1.6 s3 kratownicami o najmniejszym potencjale sprezystosci, o ile jest
spetniony warunek wja < /3/2.

W przypadku gdy warto$é stosunku w/a > V/3/2, nalezy poszukaé innego
ukladu pretéw pozwalajacego wyodrebnié uklady elementarne, spelniajace
warunki minimum potencjalu sprezystosci.

a ‘;S lS | J'S

Rys. 14

Rozpatrzmy np. ustrdj pokazany na rys. 14a; po usunieciu pretéw 2-3 1 5-6
oraz wprowadzeniu pretéw 1-4 i 4-7 otrzymamy ustréj pokazany na rys. 145,
z ktérego mozemy wyodrebnié nastepujace uklady elementarne: -

Uldad oznaczony symbolem 0 niezaleznie od ukladu znakéw sil w pretach
posiada wartoéé stosunku |e,iq/e,] = 1.

" Uklad téwnolegloboczny oznaczony symbolem 1.2 moze by¢ ukladem
0 najmniejszym potencjale, o ile zostanie spelniony warunek C

3—2ctg petgétctgré >0, .
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PodstaWiaj ac

otrzymamy

Rys. 15

Nieréwnosé ta jest spelniona, gdy w/a > 1/3/2. Uklad trapezowy oznaczo-
ny symbolem 1.2 moze by¢ ukladem o najmniejszym potencjale 2, o ile zostanie
spelniona nieréwnos¢

1 ctg B+ ctgy,

—2 1.
ctg B, + ctg f.+ ctg d,+ctg d, <
Podstawiajac
Sa 3a 5a 42 1-1542
ot fe =g OBV oy A=, cgfi=
ctg o _ A5
8% = T aw

otrzymamy

: 2 2
‘[4+16(ﬁ) ];[1oo+16 (Z_“) ] <1.
a a
Nier6wno$¢ ta jest spelniona przy wszystkich wartosciach w/a.
4.3. Kratownice zbudowane z ukladéw prostokatnych. Rozpatrzmy kratownice
o ukladach prostokatnych, obcigzone sitami S w wezlach pasa dolnego lub
gérnego. Uklad znakéw sit w pretach pokazano na rys. 16.

a b

»

I |
|
| |
| { !
A ; o ; L
0 S S S s s P Vs S s ¥ s R
J '

Rys. 16

Uklad znakéw sit w pretach kratownicy obcigzonej w weztach pasa gérnego
jest analogiczny do ukladu przedstawionego na rys. 16a z wyjatkiem stupka
$rodkowego, ktéry jest $ciskany, w kratownicy za$ pokazanej na rys. 16b sila
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w stupku érodkowym réwna si¢ zeru. 7. kratownic tych wyodrgbnimy elemen-
tarne uklady skladajace si¢ z czterech wezléw i pigciu pretéw o réznych ukla
dach znakéw sit w pretach (rys. 17) i oznaczymy je zgodnie z oznaczeniami
przyjetymi uprzednio.

16 16 16 16
“ A

Rys. 17

Uklad prostokatny oznaczony symbolem 1.6 nie posiada najmniejszego
potencjalu, gdyz przy zadnych wartodciach ¢ nie jest spelniona nieréwnosé
|142 cos? | < 1.

‘Uktad réwnolegloboczny oznaczony symbolem 1.6 spelnia warunek mi-
nimum potencjalu, o ile '

1—2 ctg g ctgy—ctg2o > 0.
Podstawiajac ‘

W
ctgn =0, ctge =

w 2
(2] -
a

Nieréwno$é ta jest spelniona, gdy —1 < wfa < 1.
Rozpatrywana kratownica, obcigzona sitami pionowymi w wezlach pasa
dolnego lub gérnego, nie jest kratownicg o najmniejszym potencjale sprezystosci.
4.4. Kratownice dachowe. Rozpatrzmy niektére kratownice dachowe o ob-
cigzeniu przylozonym w wezlach pasa dolnego. Ulklady znakéw sit w pretach
takich kratownic przedstawiono na rys. 18.

otrzymamy

Rys. 18

7, kratownic tych wyodrebnimy elementarne uklady o czterech wezlach
i pigciu pretach i oznaczymy je zgodnie z przyjetymi poprzednio oznaczeniami.
Dla wszystkich tych pél elementarnych obliczymy warto$é stosunku wzajem-
nego przesunigcia jednostkowego weztow nie polgczonych pretem do odksztal-
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cenia rownej wytrzymalosci. Uktady, dla ktérych |e,,,/e,| <1, spelniaja

warunek minimum potencjatu. .
Ulklad @ oznaczony symbolem 1.4, Warto$¢ stosunku

rt1

€]

e
13 8o |4d
ﬂc lfd
B 8
Xy |0y
Rys, 19

Uklad b oznaczony symbolem 1.6, Warto$¢ stosunku

ctg a,+ctg a, -+ ctg v, —ctg 4,

Cp+1 = 14-2-
leol T2 Ctg B, + otg B, + ctg 0, otg O,
Podstawiajac
w a a 2w w
ctg o, = 7) ctg o, = —‘w—). Ctgﬁb _ izj, ctg ﬁc = 7; ctgy, = 7’

ctg 8, = 2, ctg 0y = ctg [(0,F8)—8.] =

:(K&Jrl);(zz_ﬁ)zw,

a a

otrzymamy
Cei1 _ qy 2w+ a®+w? — 20 —a?)
leo] a4 4w 4w 4w+ 202

Uklad ¢ oznaczony symbolem 1.6. Mémy

ctg a,+ ctg o, ctg y,—ctg'd,

Gt
=142 ctg B, 1 ctg f,-Fctg 6, +ctg d,

—_[ €|
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Podstawiajgc

" 2w tor g s 2 ctoy = P cté—za
Cgaa‘—‘T, ctg a, 7, gyc__ a’ gd,= ,
2024 2a  wrd2a? 4wt —Twa®—2at
Ctg 6a—‘m—y Ctgﬁe——-—&—u)——"—, Ctgﬁb._. _12w3a—3wa3 s
otrzymamy
eors 4at+ 11200 4 44a*w? - v Y2
leg] — 16a*+ 16wt + 68a*w? ’ X < 1:ng7<-T.

Uktad d oznaézony symbolem 1.6. Wartoé¢ stosunku

1 _1+thgaa+ctgab—l—ctgyc—ctg O
o] ctg f,+ctg f,+ctg 0, +ctg d,
Podstawiajac .
22 a a 3w
ctga, = o ctga, =5 > ctgﬁbzw, ctgﬂc:_a_,
22 3w 3u?fa?
ctg v, = a s ctg 6(1 = a ’ ctg 6:1 = —zw——[‘—l’“s

otrzymamy
e, 15w*+a®

el = Swgat L

Uklad e oznaczony symbolem 1.3. Uklad ten przy dowolnych wartodciach
katowych spelnia warunek e,,,/|e,| > 1, a wigc nie spelnia warunku minimum
potencjatu.

Rozpatrywane kratownice pod danym obcigzeniem pionowym w wezlach
pasa dolnego nie s3 kratownicami o najmniejszym potencjale, gdyz w sklad
ich wchodza elementarne uklady, w ktérych stosunek wzajemnego przesunigcia
jednostkowego wezléw nie polgczonych pretem do odksztalcenia jednostko-
wego réwnej wytrzymaltosci jest wiekszy od 1.

4.5. Kratownice uksztaltowane na minimum potencjalu przez przesuwanie nieobcia-
Zonych wezléw laczacych trzy prety. Rozpatrzmy kratownice, ktére ksztaltowane
byly na minimum potencjalu przez przesuwanie nieobcigzonych wezléw 1a-
czacych trzy prety, [7]. Kratownice te przedstawiono na rys. 20. _

W kratownicach przedstawionych na rys. 20a i 205 stosunek wzajemnego
przesunigcia jednostkowego wezléw nie polgczonych prétem do odksztalcenia
jednostkowego réwnej wytrzymalodci wynosi

Chtt _ 142 ctg a—tgda

= s - M e 2 g —
el tgalte’a 2ctg?a—1.
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Stosunek e, /e0] <1, gdy 45° <a << 90°. W tym zakresie wartosci
kata o kratownice powyzsze spelniajg warunek minimum potencjatu.

a o ¢

A

Z kratownicy przedstawionej na rys. 20¢ wyodrebnimy uklady skiadajace
sie z czterech wezléw 1 pieciu pretéw (rys. 21) oraz obliczymy wartoéé sto-
sunku e,,4/ep:

a, = 55°04'59", y, = 52°22'49,5"", a, = 69°50°02", 1y, 6 = 52°22'49,5",
a, = 55°04'59, yo = 72°32'11.5", @, = 55°04'59", y, = 40°19'56",
B, = 42°13'40,2", o, = 27°36'21,8", f, = 24°46'27", . 6, = 30°18'32",
g, = 30°18'31,3", §,= 24°46'27,7" B, = 47°45'45"", 8, = 39°31'30".

Rys. 20

Rys. 21

Uklad oznaczony symbolem 1.4 spelnia warunek

Crt1 1—2 Ctgﬂc+ Ctg?’ﬂr Ctg7d+Ctg ad e _0’44_022

o] ctg f, + ctg fo+-ctg 8, +ctg o,
Uklad oznaczony symbolem 1.2 posiada warto$é stosunku
€11 =1-2 . Ctgﬂc+ Ctg’}/c = 0.44023
ol ctg f, + ctg B, + ctg 0, + ctg d, ’ .

Rozpatrywana kratownica uksztaltowana na minimum potencjalu przez
przesuwanie nieobcigzonych wezléw Iaczacych trzy prety jest kratownica mini-
malng réwniez ze wzgledu na przyjety uklad pretéw. Kratownica ta sklada sie
z ulktadéw elementarnych, w ktérych stosunek wzajemnego przesunigcia jed-
nostkowego wezléw nie polgczonych pretem do odksztalcenia jednostkowego
réwnej wytrzymatosci jest mniejszy od 1.
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4.6. Kratownice o wezlach pasa gérnego, polozonych na luku. Rozpatrzmy kra-
townice o poziomym pasie dolnym oraz o wezlach pasa gérnego potozonych
na tuku, ,

Kratownice obcigzamy sitami S przylozonymi w wezlach pasa dolnego.
Polozenie weztow pasa gérnego dobierzemy tak, aby w wieszakach kratownicy
wystgpowaly tylko sily rozciggajace. Polozeniem granicznym wezlow pasa gor-

nego bedzie to polozenie, przy ktérym sily o wieszakach pochylonych ku $rod-
kowi kratownicy osiagna wartosci zerowe. Przez n oznaczymy ilog¢ przedzialow
pasa dolnego.

Po rozwigzaniu réwnaf réwnowagi wezléw otrzymamy:
n—1 3n—5 _ 3n—5
Y1 a1 T Pt apl’

n—1 3n—5 5n—13 5n—13
h3”h1%:i‘ nt+1  3n—3 =hy 3

hy =

b n—1 3n—5 5u—13 7n—25 —7 j_n—ZS
s =M ST 303 Sp—11 ® sn—11"

n—1 3n—5 5n—13 7n—25 9n—41 In—41
hy=Iy— = —a e 03

a—1 afl 3n—3 Bn—11 7u—23 47023

Oznaczajac przez ¢ rozpatrywany przedzial kratownicy otrzymamy
P o L
W= e T3 —2i24-6i—3
wzér ten jesf stuszny dla ¢ < n/2.

Przy spelnianiu warunku
b b > g =3y — 21 613

sily we wszystkich wieszakach sg tego samego znaku, co sity w pretach pasa
dolnego. :
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7 kratownicy tak uksztaltowanej mozemy wyodrebnié uklady elementarne.
Oznaczajac hjja = w; h,_Ja =p otrzymamy warto$é stosunku wzajem-
nego przesunigcia jednostkowego wezléw nie polaczonych pretem e, do od-
ksztalcenia réwnej wytrzymalosci e, w ukladzie oznaczonym symbolem 1.4,

Crt1 1 _ 4w _ﬁo_ (3p—w)* (4p*+1)
leg| 3p+w  p (Bptw)(ptw) (9+4w?) ’

oraz w ukladzie oznaczonym symbolem 1.2,

Cri __{_ 16w(p2-2pw—|—w2—1-1)_
el (ptw) (9+4w?)

L .
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T
Rys. 24

Uklad elementarny oznaczony symbolem 1.4 posiada najmniejszy potencjat |
przy e yfe] <1, gdy

(w—3p) (4pw*—4p*w-+w+3p) < 0.

Nier6wnosé ta jest spelniona przez wartosci p = b, ja, wlp = hlh,_,
znajdujace si¢ w obszarze zakreskowanym, przedstawionym na rys. 24.
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Uklad elementarny oznaczony symbolem 1.2 jest ukladem minimalnym
przy lepafe] <1, gdy

8uwp® — (20w}-9)p-+(4ws—w) < 0;

nieréwnosé ta jest spelniona przez wartosci p = h,_fa, w/p = hy[h,_, znajdu-
jace si¢ w obszarze zakreskowanym, przedstawionym na rys. 25.
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Peswome

OIPENEIEHHE CTEPYKHEBOIM CHCTEMBI COCTABJIEHHOIt HA UETBIPEX
. y3JAX ¥ O®OPMIJIEHHOM I10 YCIJIOBUIO MUHUMYMA IIOTEHITHAJIA

B paloTe paccMaTpHBacTCA (bepMBI MSTOTOBJICHHBIE H3 CTEPIKHEH, coenmHg-
fomuX JI@HHBIE Y3IBl B IUIOCKOCTH. Crep)XHH COEJTUHEHBI B Y3/IaX IUAPHUPHO,
B [@HHOM CIIydae . PACCMATPHUBACTCSL MB0CTATHYCCKHE M IEOMCTPHUECKHE HEM-
SMEHSIIONIUECS, CHCTEMBI C OJ[MHAKOBBIMM 3HAYCHMSIMM OTHOCHTEJIBHBIX Hedop-
marmn Beex crepyxmeif, COeJMHSA YeTBIpe y3Jla IPOMSBOJILHO BBIOpAHHBIM 1
[ATHIO CTEPYKHSIMHA IIOJIYUCHO IIECTh PAas/IMYHbIX CTEPXKHEBBIX cucTem. [l moy-
yeHHs IPOCTBIX KPUTEPUER OTIPEJEIIONMX CHCTEMY C HAHMEHBIINM IOTEHIUAIIOM
 yIPYTOCTH PacCMaTpPHBACTCS IpecOpasoBaHUA CHCTeM IyTeM oOMeHa CTepiKHell.

B pesyssraTe 9THX PACCY>KIEHUN IOJYYeHO KPUTEPUH JUIT MHHUMyMa ITOTEH-
nuana YIOPYIOCTH, KOTOPBIH SaBHCHUT OT aGCOJIFOTHOTO 3SHAYEHHWST OTHOILEHMUS
BSAMMHOIO OTHOCHTEJIFHOI'O TIEPEMEILEHHST Y3J0B, HE COeNHHEHHBIX CTEPXKHEH
1 neopManuyl CrepyKHeH bepmp1, 06NaNAIOIMKUX OJHUHAKOBOH IIPOUYHOCTEIO,

Ha oCHOBaHMH 3aBHCHMOCTH JI EB W OIpeleideTcs, 3HAUEHHE B3AHMMHOIO
OTHOCHTENIBHOIO IIePeMEIICcHUSA Y3JI0B HE COEINHHEHHBIX CTEPXKHEM IPH BCEX BO3-
MOPKHBIX CHCTEMAX SHAKOB CHJI B CTePIKHAX (bepMBI M IpPH PasIMYHBIX II0JIO-
SKEHHAX y3J0B B IUIOCKocTH. IlojlydeHm oOTBeT Ha BONPOC — KOTOPHIE HMEHHO
U3 3THX CHCTEM MOIYT OBITH CHCTEMaMI, ©O0JIaaiollidMI HAaMMEHBIIIYM IIOTEHIIATION
YHOpYrocTH, a IOJyYEeHHDBIE DEeSYJIbTATb IIPHMCHEHBL IS aHAIM3A CHCTEM dhepm
COCTOSAINAX M3 TPEYLOJBHHUKOE C NapajUIesIBHBIME IOSCaMu, KPOBEJIBHBIX Gepm
¥ (epM C y3JIaMH BEPXHErO IIOSCA DACIIONOMKEHHBIMKH HaA JIyre.

Summary

THE DETERMINATION FOR MINIMUM POTENTIAL OF A BAR SYSTEM
IN A FOUR-NODE LATTICE FIELD

Concerned in the present considerations are lattice structures of bars connect-
ing four nodes prescribed in a plane, the bars have hinged joints at the nodés.
Tsostatic, geometrically invariable structures are considered, having the same
strain in all the bars. On connecting the four nodes by means of any five bars,
six different bar systems are obtained. In order to obtain simple criteria as to
which of the six structures is that of minimum elastic potential, transformations
by bar exchange are considered.

As a result, the criterion for the minimum elastic potential is obtained in
function of the absolute value of the ratio of the relative displacement of the
nodes not connected by a bar to the strain in lattice bars of equal strength.

On the basis of the Livy equation, the value of relative displacement
of the nodes not connected by a bar is determined for every possible system
of force signs in the lattice bars and for various locations of the nodes in the
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plane. Those structures which may be those of minimum elastic potential are
found. The results obtained are applied to the analysis of multi-field lattices
with parallel chords, roof lattices, and lattices with upper nodes forming an arc.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH ¢
IPPT PAN

! Praca zostala zlosona w Redakeji dnia 13 lutego 1959 r.






