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Witep

Przez badanie wyboczenia przy pelzaniv rozumiemy w szerszym pojeciu ogdlng
analiz¢ zachowania si¢ w czasie plyty z matexiatu pelzajacego, ktéra poddana jest
dzialaniu kompresji w plaszczyZznie érodkowej. Okreélenie to stosujemy niezaleznie
od stanu wyjSciowego lub koficowego, w jakim plyta moze sie znalezé w wyniku
zachodzacego procesu odksztalcenia. Przeprowadzajac badanie wyboczenia ana-
lizujemy zatem ogdt zjawisk, jakie zachodzg w plycie w warunkach wyzej podanych
bez koniecznosci formulowania kryteriow statecznosci w klasycznym pojeciu.
Ze wzgledu na specyficzne wlasnosei osrodka pelzajacego definicje wziete z teorii
klasycznej beda mialy na ogdl odmienne znaczenie, zwiazane sa bowiem z pojeciem
czasu, Proces deformacji pierwotnej formy plyty charakteryzujacy sie tym, ze ma-
tym przyrostom przemieszczenia na brzegu towarzysza duZe przyrosty ugieé, okresla
sie jako wyboczenie przy pelzanin. Zjawisko to moze prowadzi¢ w wyniku do nie-
ograniczonego wzrostu ungieé, a czas w ktorym to nastepuje, nazywa sie czasem
krytycznym. Mowimy wtedy o utracie statecznodci przy pelzanin. Nalezy podkreslic
duza dowolnosé w interpretacji stosowanych ogdélnie okreéler. Dowolno$¢ ta wynika
z technicznego raczej anizeli $cistego znaczenia problemu wyboczenia przy pelzaniu,

Zagadnienia zwigzane z badaniem statecznoici lub z wyboczeniem przy pefzaniu
konstrukeji staly si¢ przedmiotem zainteresowania dopiero w ostatnich kilkunastu
latach. W chwili obecnej w zwiazku z szybkim rozwojem nowoczesnej techniki,
opartej w gléwnej mierze na pracy materialdéw konstrokeyinych w warunkach
duZzych obcigZen i wysokich temperatur, uwydatniajacych wplyw pelzania, zagad-
nienia te stajg sic pierwszorzgdnymi i znajduja sie w centrum uwagi teoretykéw
i eksperymentatordw.

Pierwsza proba analizy wplywu pelzania na kolumne z materialu lepkospre-
zystego byla praca W. SIEGFRIEDA, [22], 2 okresu wojennego. Nastepne prace z lat
1946-47 na ten sam temat, to niepublikowany referat A. M. FREUDENTHALA, [23],
na VI kongresie mechaniki w Paryzu, praca A. D, Rossa, [24], zwiazana z badaniem
wplywu pelzania na zachowanie sie elementéw betonowych $ciskanych oraz ma-
tematyczne ujecie wyboczenia przy pelzanin przez J. MARINA, [25]. Szeroko omawia
problem statecznodel przy pelzaniu pretéw w ujecin liniowym ksiazka A. R. Rza-
NICYNA, [26] wydana w roku 1949, W dalszych latach ukazuje sie wiele prac teore-
tycznych i eksperymentalnych, dotyczacych glownie prqtow co $wiadezy o duzej
uwadze badaczy dla tego problemu,
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W ostatnich latach ukazato sie kilka publikacji o charakterze przegladowo-histo-
rycznym, roéwniez w formie ksigzkowej, podsumowujacych dotychczasowe osig-
gnigcia w dziedzinie teoretyczne] i eksperymentalnej. Znajdujemy w nich wzmianki
na temat badan, oprécz pretow, imnych elementow konstrukeyjnych, m. in. plyt.
Z publikacii tych wymieni¢ nalezy przeglady J. A. H. HuLta, [8], N. J. Horra, [7],
I Finnig i W, R, HELLERA, [2] oraz 1. Fmnig, [3].

W Polsce zagadnieniem wyboczenia przy pelzaniu pretéw zajmowali sig dotych-
czas J. MADEISKI, [27], oraz M. Zvczrowski, [18], [19], [20]. Ostatni z autoréw
dal réwniez przeglad i klasyfikacje prac nad wyboczeniem przy pelzaniu, [21].

Z prac zajmujacych si¢ zagadnieniem statecznodci przy pelzaniu- plyt wymienic

nalezy prace G. GERARDA, [4], T. H. Lma, [9], E. E. MATHAUSERA i1 W. D. Dg&-
VEIKISA, [10], N. J. Horra, [6], W. D, DevEKISA, [1], Ju. N. RABOTNOWA i 8. A,
SzESTERIKOWA, {12], T. H. H, Piana i R. L. Jornsowa, [11], W. Zuka, [17], oraz
T, L. Sanpersa, H. GG, Mc Comsa i F. R. ScHLECHTE, [13]. Wszyscy wymienieni
autorzy zajmowali sig plytami w zakresie geometrycznej liniowosci. W szozegdl-
nofci T. H. Li¥ podat rozwiazanie dla plyty wolnopodpartej o matym wygigeiu
poczatkowym przy zastosowaniu transformacii Laplace’a (materiat phyty byt lepko-
sprezysty). W §cistlym sensie statecznodci potraktowali zagadnienie Ju. N. RABoTNOW
i S. A. Szesterikow dia pretéw. Dla plyt przeprowadzili oni zlinearyzowanga
analize stateczno$ci przy zalozeniu nieliniowego materiatu pelzajacego. T. H. H.
PraN i R. I Jomnson rozwazali prostokatna plyte typu «sandwich» z nielinjowo-
lepkiego. materialu w zakresie ustalonego pelzania.
_ Jak autorowi wiadomo, zagadnienic wyboczenia przy pelzaniu plyt w ujecin
geometrycznie nieliniowym nie bylo dotad rozpatrywane w literaturze. Uljecie takie -
jest szezegdlnie istotne, poniewaz dopiero zalozenie ugieé rzedu grubodci plyty
w przypadku pelzania zbliza teori¢ do zastosowan,

W tym miejscu zagadnienie postawione zostalo odmiennie jak w dotychezasowych
pracach na temat zardwno pretéw, jak i plyt. O ile formulowane w nich warunki
brzegowe odnosza sie do naprezefi, prrewaznie stalych w czasie, co odpowiada
dzialaniv Scifle okre$lonych obciazest, to w przedstawionej pracy przyjmuje sic.
jako dane warunki przemieszczeniowe, a §cifle] predkodci odksztalcenia brzegu
plyty, state lub zmienne (zalezne od ugigcia). W ten sposéb deformacja ma cha-
rakter wymuszony, a naprezenia sa zmienne w czasie. Takie postawienie zagadnienia,
zdaniem, autora, ¥bliza przyjete schematy do rzeczywistych warunkéw pracy kon-
strukgji, szezegdlnic w zakresie ustalonego procesu pelzania, jak réwniez ulatwia
interpretacje fizyezna otrzymanych wynikéw. Jest to szozegdlnie wazne pod katem
widzenia badah Iaboratoryjnych, w ktérych bezposrednic pomiary odnosza sig
do wielkoéci przyjetych w pracy za wyjsciowe. Z konieczno$ei rozwazone zostaly
przypadki szczegdlne, Niemniej szezegblnym przypadkiem jest jednak zaloZenie
stalych w czasie naprezen, jak to si¢ czyni w «klasycznej» analizie pelzania.

Praca sklada sig z czedei ogdlnej i szczegdlowej. W czesel ogdlnej sformutowano
problem oraz zalozenia, a nastepnie wyprowadzono podstawowe réwnania przy
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ogdlnym przyjecin nieliniowoséi- geometryczne] i fizykalnej. Z réwnasi tych wy-
nikaja przypadki szezegolne. W czgdel, szezegbltowej podano przyblizone rozwia-
zania dla piyt kotowych utwierdzonych przesuwnie przy zalozeniu fizykalnej i geo-
metrycznej liniowosci. RozwaZono pewne szezegdlne przypadki nieliniowosci
fizykalnej oraz wyznaczono odpowiednie napreZenia. W zakresie nicliniowodci
geometrycznej zbadano przypadek linfowosci fizykalnej przy uwzglednieniu od-
ksztalcen sprezystych oraz przypadek nieliniowosei fizykalnej z uwzglednieniem
samych tylko odksztalcer pelzania. Przeprowadzono réwniez przyblizona analize
wplywu zmian intensywnoécl napreZen wzdiuz grubodei plyty. ‘
. L Czesic ogéina )

1. Rozwazajac klasyczny problem statecznosei plyt korzystamy ze zwyczajnego
rownania plyty wyprowadzonego z Warunku rownowagi jej elementun, Jezeli
ugiecia sa duze, problem sprowadza sig do- rozwigzania ukladu réwnaf réznicz-
kowych nieliniowych, wyprowadzonych przez Karmana.

Odpowiedni uvkiad réwnahn we wspolrzednych walcowych dla plyty kolowej
0 symetrycznym ugieciu sprowadza sig do zwyczajnych rownan rozniczkowych

dw h dF dw
R 2FY — — | — e {V2W) == —
4D dr (Vi) = — (dr ) 4 AN A

Funkcjami, ktore nalezy wyznaczy¢ z powyzszego ukladu réwnas, jest funkeja na-
prezen Fooraz funkeja ugiecia w, przy czym E jest modulem sprezystodci, a D sztyw-
noécig plyty.

Jezeli rozwazamy plyty z materialéw, ktére nie podlegaja prawu Hooke’a, to

musimy uwzgledni¢, oprocz nicliniowo$el geometrycznej, nieliniowos$é wynikajaca
z fizycznej natury ciala, Ta ostatnia Wystqpme w zwigzkach pomiedzy naprezeniami
i .odksztalceniami,

Badajac wyboczenie plyt z materiatéw, ktére posiadaja zdolnosé do zmiany pola
odksztalcent w czasie pod dzialaniem obcigzenia, obserwujemy oprécz odksztalceri
sprezystych zjawisko analogiczne do plastycznego plyniecia. Zjawisko to zwane
pelzaniem powoduje trwale odksztatcanie si¢ plyty w czasie pod obcigzeniem i zwig-
zane jest w gtownej mierze z nieliniowymi wlasno$ciami fizycznymi materiatu.

2. Wyprowadzajac odpowiedni do (1.1) uklad réwnad dla plyty kotowej, posia-
dajacej zdoino$¢ petzania, uwzglednimy w ogdlnym przypadku opréez nieliniowosci
geometryczne] nieliniowo$¢ fizykalng zgodnie z danymi dodwiadezalnymi.

Rozwazamy plyte kolowa poddana dzialanin jednostajnej kompresji w plasz-
ozyznie Srodkowej. Zakladamy material plyty, ze jest niedci§liwy sprezyScie i pla-
stycznie oraz wykazuje wilasnofei zaréwno sprezyste jak i pelzania.

Przy obecigzeniu plyty wypadkowa predkosé odksztalcenia jest suma skladowej
sprezystej &5, 1 sktadowej pelzania &5, Tak wiec, calkowita predko$é odksztalcenia
jest roéwna ’

2.1) Ep = £5HEf,
gdzie kropka oznacza sig roZniczkowanie wzgledem czasu.
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Zwiazki fizyczne dla nicécifliwego osrodka sprezystego przyjmujemy w postaci
i
22) o = ok,
za§ dla petzania
(2.3) & = Do,
gdzie o oznacza dewiator naprezenja, G modul odksztalcenia postaciowego oraz
@ ciekloéé, w ogdlnosci bedaca funkeja stanu napreZenia.

Jest rzecza stwierdzona do$wiadezalnie, Ze intensywnoéé naprezen o, okreéla
zdolno$é do wywolania plastycznego plyniecia w zloZonym stanie naprefenia
oraz ze stan ustalonego pelzania okreslony intensywnoscig predkosci odksztalcef
g; jest funkejg intensywnosdci naprezefi. Wynika stad ogdlny zwigzek dla pelzania

24 & = f (o,
gdzie & jest intensywnoscia predkosei odksztalcei pelzania oraz
. 38 3 fle)
(2.5) b= Ty T2 e
Intensywno$é predkosci odksztaleen przyjmujemy w postaci
(2.6) & — Ao,

gdzie' 4 i n sg stalymi, przy czym n jest liczba catkowita wigksza od jednoéci.
Zgodnie 7 powyZszymi zalozeniami otrzymujemy z (2.1) skladowe predkosei
odkszialcen dla plyty kolowej w postaci

. of ,
& =35 + Dok,

@7 5

8(9 = %‘ +®0‘$ 5
gdzie
@38) B = Aoy,

za$ v i p oznaczajg odpowiednio kierunki promieniowy i obwodowy.

3. Rozwazajac zagadnienia geometrii odksztalcedi zakladamy, Ze ugiccia sg sy-
metryezne wzgledem pionowej osi plyty. Wynika stad, ze ugigcie jest funkcja zmien-
nej promwmowej r oraz czasu f. Wszystkie wielkosci okredlajace aktualny w danej
chwili stan naprefenia i odksztalcenia plyty sa poza tym w ogdélnosel funkcjami
ozt

Geometryczne zwigzki dla predkosci odksztalcen w plaszezyZnie Srodkowe
plyty maja postaé

di | dw dw
- dr-—i— dr dr
(3.1
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gdzie # jest predkodcia przemieszezenia w kierunku promieniowym, za§ w oznacza
- funkeje ugigcia. Jezeli plyta posiada ugigcie poczatkowe w,, to w = w—w,, gdzie
w oznacza przyrost ugiecia,

Ze wzgledu na symetrig odksztateeri kierunki r i ¢ sa gléwnymi. Biorac pod uwage
zalezno$¢ pomigdzy odksztaiceniami gtéwnymi (3.1) otrzymujemy warunek n1e—
rozdzielnosci w postaci _

. d dlif dw
(3.2) arga(rgw) = A

4. Stan naprezenia w plycie kotowej, symetrycznie obciazonej w jej plaszezyznie
srodkowej, opisany jest tensorem lub dewiatorem naprezef, Obydwu wiclko§ciom
odpowiadaja ' sktadowe w kierunku promieniowym i obwodowym.

Zwigzki pomigdzy skladowymi dewiatora i tensora sa nastgpujace:

[ ot =2 (o‘,—l%),

{ "3 2
(4.1)
7 . 2 1

l Uq’ —_— 3“(()'?_20')‘)'

Obﬁciajagc z (4.1) skladowe tensora naprezen mamy
0, = 207 +0y,
0, = ¥ 4207,

Intensywno$¢ naprezen dla dwuwymiarowego stanu naprezenia ma postaé

4.2)

(4.3) 0; = ]/ 0p—0,0,102,
Iub wyrazong przez skladowe dewiatora naprezefd
(4.4) o, = ]/3 Yo tafok ot

Wprowadzajac zaleinodci (2.3) otrzymujemy intensywno$é naprezen dla stanu
pelzania w postaci

(4.5) 0, = i/ R ae
Biorge pod uwagg wzor dla cieklodei (2.5) mozemy napisaé (4.5) ostatecznie
(4.6) o, = B/ itisee ik,
gdzie
2 _41_
(4.7) B — w *

5. Warunek réwnowagi napreZzef w plaszezyinie $rodkowej plyty ma postaé

(5.1) — 0.
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. Aby otrzymaé roéwnowainy warunek wyrazony przez predkosci odksztateefi,
obliczamy -z (2.7) skladowe dewijatora naprezen. W ten sposéb otrzymujemy

| ok = g2 o [gfo—}—zG [#,e2] @dfdz],
(.2) ' o |
Il 0_:; _ FJ“ZGfdﬁdt[o.:i;o_l_ZGféq)esz@dr df],
gdzie oy i 0%, sa poczatkowymi wartociami sktadowych dewiatora naprezen
ro @

W p}aszczyznle §rodkowej w chwxh t =ty Stad za pomoca formul (4. 2) wyzna-
czamy skladowe tensora napr_@iﬁﬁ

e g t .
o, = ¢ 26 o [orru—l—ZG f (Zé,.+é¢)e2£f ot dt] ,

(5.3) .
IL g, = *ZGI‘I“” [a 0+2Gf(£ +2£ )eZGf‘P"‘ dt]
in .
gdzie C '
5.4 Tpp = 25f0+0$0$
G4 o = O'fo+20:,§0-

W dalszym ciggu pracy przyjmowaé bedziemy stan neutralny plyty w piaszczyzme
srodkowe] w chwill £ = &, {Z0. 6,5 = 0, = 0.

Podstawiajac wyrazenia naprezed (5.3) do warunku réwnowagi (5.1) otrzymu-.
jemy po dwukrotnym zrézniczkowaniu i eliminacji catki nastgpujace rownanie:

(5.5) di'[(z-ﬁjtd8 )+ & — q,)] (2G@@*—qs)[( E"’%)%_

1 .. . e 4
—i——r— (srésq,)] —2GP?(2¢,+¢,) =0,
gdzie oznaczono
dd . d@

dr’ T dr

J eZeﬁ"zmjany cieklosei w kierunku promieniowym w czasie s3 male, co ma miejsce
przy dostatecznie malych ugieciach i jednorodnym stanie wyjciowym, to pomi-
jajac @' otrzymujemy z (5.5)

(5.6) & —

dé, gz 1 " dé,
(?-7) [(2"*dr +7ﬁi)+ R ,,9)]—}—2(?@[(2 T )+
‘!‘_;1: (ér_étp)]mZG@,(z'é"_i_éw) =0.
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Jezeli odksztalcenia sprezyste sg male, to pomijajgc przy$pieszenia otrzymamy
z (57)

(5.8) @[( v ) 1‘ ( —& )]—@'(25 +£,) = 0.

6. Sity Sciskajace, dzialajae w plaszczyénie Srodkowej plyty, wywoluja jej de-
formacje. Sily te w przypadku duzych ugie¢ zaleza nie tylko od sit zewnetrznych,
ale rowniez od aktualnego wygiecia plyty.

Aby okredli¢ wplyw naprezen w plaszezyznic srodkowej na zginanie plyty, roz-
wazamy warunek réwnowagi elementu wycietego my$lowo z odksztalconej plyty.
Oznaczajge przez. M, oraz M, momenty odpow1edmo w plaszczyznych ra oraz ¢z,
mamy warunek

(6.1)

dM dw

R
.f'

gdzie /1 jest gruboécia plyty. Momenty sa réwne
[ nig
M, = f (257 -F5%) z dz,
(6.2) h
hi2
| M, = f (s -1-25%) zdz,
—hi2
gdzie 57, s% sa skladowymi dewiatora naprezefi zginajacych.
Oznaczajac przez é, oraz é, predkodé odksztalcen przy zginaniu i wprowadzajac
sktadowe dewiatora naprezen (5.2) do wyrazeh na momenty (6.2) mamy?
( hl2

M, = [l L 126 f @, +ég) el 2 e} 2,

—hf2

(6.3) e _ ,
My= [le*I% [s0+26 [ (e, +2e,) % ]} s,
_ —nf2 o
gdzie
(6.4) S0 = 20 tShgs o = Siat2sk

$q naprezeniami zginajacymi w chwili poczatkowej.

Zauwazamy, ze cicklo$¢ @ wysigpujaca w wyrazeniach na momenty zginajgce
zalezy od zmiennej z. Oznacza to, Ze w og6lnoéei intensywnoéé naprezen jest zmien-
na wzdhuz grubodci plyty.

Moéwige o duzych ugi¢ciach plyty mamy na mysli odksztatcenia rzedu gru-
boici A, tzn. na tyle male, Ze shuszne jest zalozenie uproszczonych zwigzkéw dla
krzywizn. Tak wigc wyrazajac predkosci odksztalcenn przez krzywizny mamy

(6.5) b =17 &y= o

! Naprezenia zginajgce wyrazaja si¢ formalnie identycznymi z (5.2) Iub (5.3) formutami, wyni-
kajacymi ze zwiarkdéw fizykahmych.
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gdzie

. diw . 1 dw
6.5 =gy X T Ty g

Wprowadzajac funkcie (6.5) do wyrazed na momenty (6.3) otrzymujemy

o g '
e L
W2 gm ™ R
(6.7) { '
/2
[ —ZGfrpda 2 div BGIQd’ 2
M, = —-sq,o—f—ZG +7— di |7 z2°dz.
. —hj2

W powyiszych formutach

(6.8) & = 2 port = 3 Ap Y G EG I,
za$

. d | die | div dw

“ = “WHW*WW’
(6.9)

o 1aw +

T T H T

sa predkosciami odksztalcedr pelzania w dowolnym punkcie plyty.
Dla dostatecznie matych ugieé zmienno$é @ wzdluz grubosei 4 moze by¢ pomi-
nieta. Wtedy wykonujac calkowanie w (6.7) mamy

ll M = h® e—zc;f@dr[__ +2Gf( dw 1 dw) macf@dtdr],
r 2 ,.
6.10) J
A _ 2 dw\ _
M, — —ze 2Gfd5dt|:__ w0+2Gf( " +W?) ZGIgbdtd{I
gdzie
’ hi2 2
(6.11) M,= fsrozdz, M, = fsq,f,zdz.
~hiZ —hf2

Zakladamy w dalszym ciggu stan neutralny w chwili poczatkowej, tzn. M,.0‘¥
=M, =0da t=14,.
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Podstawiajac wyrazenia (6.10) do réwnania réwnowagi elementu plyty (6.1)
otrzymujemy po dwukrotnym zrdznjczkowaniu i eliminacji wystgpujacych calek
nastepujace réwnanie réiniczkowe:

B 1 d% 1 d
1] A, i/ s
(6.12) G@( st d)+G@(2Gd)@ @)(
a1 dw\ Idw) | di
+7W“7§d7) e (2“*%, oy Al | e
o Bl i 2o econ0r

29 ](25 LE)+ 26@'2_ (25,4 ¢ )}

Jezeli odksztalcenia sprezyste cieklodci w czasie sa male 1 moga byé pominie-
te, to przyjmuigc w (6.12) @ = 0, otrzymujemy

a1 a1 dw . (a’ W 1dW 1 dip
(©.13) G@( v T )“‘G M T el o
a1 dw 3| dw 1
G S avy_ 2 1aw tr i
o (2 dr® 1 dr ) 112{ dr [( )Jr O )]
i dw ,dw
-+-2GP (ZGCD—E»——[ 2 )(28 +e )H2GD— (281§ )}

Jezeli predkoéci deformacji sa dostatecznie male, to pomijajac przyspieszenia
w (6.13) mamy

w1l od@W o 1 dw A dB 1 vy
PR~ ] d) oP (2W 777)"“
12 dw  dv A

=] —iiéw( @_(IF—+W) (28',‘{"8‘?).

7. W uproszczonych réwnaniach (5.7), (6.13) oraz (5.8) i (6.14) podstawiamy
cicklod¢ wyrazona przez intensywnodé naprgien ze zwigzkun (2.8) oraz jej pochodna
wzgledem r;

(6.14) 2G@(

5

(7.1) @' = - A(—T)oy "],
Biorac pod uwage wzor (4.6) oraz oznaczajgc
(7.2) 0= serbsetic,

mamy o
7.3 g, = B ]/ .Q
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a nastgpnie

; : 3 N
(7.4) & = EA_Bnﬂ. 2'/—Qnﬁ1 .
Pierwsza pochodna jest réwna
3 n—1 o
4 n—1
(7.5) | @ = SR — AR 5 V,Q""Jri'

Podstawiajac powyzsze funkcje w réwnania (5.7) i (6.13) dostajemy uklad

e 1., . di
(7.6) ]/Q+1[( — e )+ a)]—f—3GAB IQ[( - +“Zf}5£)+

-|-~-i—(.é,,—.éq,)] 3GAB1 j Lo, +3,) =0,

wmraT ] W 1 d 1 diw .
(1.7 20 +1Q(dr3 S I )+6GAB 1QQ(d3 +

Ldw 1 dw —1 dww 1 dw
_ Bn 1 4:3 _ 7 =
rodrt R dr) 364 2 4 (2 =T dr)

8n dw de,  di, 1. .
= GAP (nl)hfdr[(z“a}“ +_d;-‘“) +?(£"“"3<°):| -
12 p-iy 20 Qn —1 dw I 2‘"/—_—11—!-1
+W 3GAB™Y +2 (28 +E 4 (28,4 )— QY g
Wprowadzajac zwiazki (7.4) 1 (7.5) do rownan (5.8) i (6.14). otrzymujemy uklad

de,  dé,\ 1. . e N
(1.8) 9[(2”@-‘ s )+?(g,,em)]—ﬁg(zs,f%)_o,

&1 dn dw n—1 1 dw
79 ZQ(daJF*-W—FW) GE{““Q( W d;)

¥

8 d'l;V . . 2n - 12 dw
= i W(2.9,,—[—.9@,) VL2 +H . h“" (28 +&,).

8. Jako szezegolny rozwazymy przypadek, gdy material plyty jest liniowo spre-
zysto-lepki. Wtedy ciekloéé jest wielkoscig stala lub, ewentualnie, zalezng od czasu.

Korzystajac, jak poprzednio, z réwnaf (5.1) i (6.1) oraz z wyraZen dla napreZefi
-€5.3) i momentow (6.3) przy zaloZzeniu ® == const {r, z) ‘dochodzimy po analogicg-
nych jak poprzednio operacjach do nastgpujacego uktadu:

de,  de,
(8.1) (2'3‘;*“]“ df”)+ (&,—&,) =10,
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B 1T d%m 1 .dw ( dw  dw\{d¥%W .1 dn
& Fa (dr3 +rdr_f“7~'2"7)+ 2607 dr)(dr3 T

1 dw 6 | dw dw
_rzW) o { T g (e B ) F2G D2 4]+

Pl - o)

Pominigcie przyépieszei w ostatnim réwnaniu (8.2) upraszeza je do postaci

35 2 o)
®3) G@(im +iﬂ—1ﬂ):§( & +‘j")(2é,+é).

9. Réwnania Wyprowadzone w poprzednich punktach dotycza ptyty, wykazujg-
cej odksztakeenja sprezyste i pelzania. Roéwnania te upraszezaja, si¢ znacznie, jezeli
uczynimy ‘dodatkowe zaloZenie o stosunku odksztaleefi sprezystych do odksztal-
cefi pelzania. Jeizeli odksztalcenia pefzania dominuja, moima pomingé predkosci
odksztalcenl sprezystych w zwiazkach fizykalnych (2.7). Uproszezenie to bedzie
stuszne dla wyraznie zaznaczajaoego sig zakresu ustalonego pelzania, w szczegdl-
nosci w przypadku, gdy dopuszezalne sa duZe ugiecia.

Tak wige dla znacznych predkosei odksztalceri w plaszezyznie Srodkowej plyty
(w poréwnanin ze sprezystymi) mamy
9.1) g, =0of, i =@¢

@

gdzie cieklo§é okredlona jest formulg (2.8), za$ sktadowe dewiatora napreien sa
odpowiednio rowne:

‘ - 2 1 2 1
(9.2) o‘f = 3.(0}.—."20’?})» oy : E"(Jv’__z' ar).

Podstawiajac (9.2) do (9.1), obliczajac naprezenia oraz wprowadzajac je do réw-
nania réwnowagi w plaszczyinie §rodkowej plyty, otrzymujemy warunek

s de, dé, 1.,. . e
©.3) ¢[(27j:’;— +—dfs) + (s,.—sw)] —P'(2%,+é) = 0.

Wyprowadzajac warunek réwnowagi momentow korzystamy ze zwiazkéw (6.2);
w rozwazanym przypadku dostajemy

e
Jf Mr:%fﬁ[ d; +1 dw] zdz’

- —hi2

9.4 I 2 2 9 4
o I L

L M, — @I:dﬂ T dr]z a,

—hi2
gdzie cieklo$é zaleina jest w ogdlnodci od r, z i £
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Dla dostatecznie malych ugigé plyty zmiennos¢ cieklosci wzdluz grubodci A
mozna pominaé i zamiast (9,4) mamy

R U @ 1 dw
Mr——lza(zdra +r7§)’
©.5)
Doy o= 2L 2db)
| M= ~melatra

Wprowadzajac do réwnania (6.1) wartodci momentdw (9.5) bedziemy mieli

dvw L dw 1 dw dw dw 1 dw
00 20| (G5 1 50— % ) i) ol (27&?% dr) 0.
Tak wiec uklad réwnan (9.3) i (9.6) spelniony jest dla dostatecznie malych
ugie¢ phyty pelzajace;.
Jezeli materiat plyty jest Jiniowo lepki, to znaczy jesli @ jest odwrotnoScia zwyklej
lepkodei Newtona, to przyjmujac pochodna po r réwna zeru w ukladzie (9.3)
i (9.6), otrzymujemy

dé, . dé 1
_? (& —& )=
9.7) ( e )+ ~6,8) =0,
w1 P 1 dw 6 .. ..dw
69 Bty e e — ST

Zaunwazamy, Ze powyiszy uklad réwnan wynika z bardziej ogdlnego ukiadu
(5.8) 1 (6.14) przy zafoZeniu mniezaleznej od r cieklodci i sprezystej sztywnoscl
plvty.

Zaowazamy dalej, ze uklad réwnan (9.3) 1 (9.6) wyniks z bardziej ogdlnego
ukladu (5.8) i (6.14) przy zaloieniu w ostatnim rownanin zmierzajacej do nieskon-
czonosci sprezystej sztywnosci plyty.

Biorge pod uwage zaleznofci (7.4) i (7.5) przedstawiany ostateczme uldad (9.3),
(9.6) w postaci

de dé,, .. n—1 . -. .
(9.9) 9[(2?,;- = )+ @, gq,)]ﬁ_%_(za,,ﬁu%m =0,
d*w 1 dw 1 dw dw
©¢.10) %Q[(EF?JF?E?_FW) 7 Gt E) ]
n—t{ dw 1 di\, _
on (2W+TW)‘Q =0

10. Uklad trzech réwnaf: réwnania réwnowagi naprezen w plaszezyZnie §rod-
kowej plyty, réwnania réwnowagi momentéw oraz réwnania nierozdzielnosci
wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi, okreéla trzy funkcje: funkcje ugigcia
w, oraz catkowite pr@dkosm odksztalee ¢, 1 £, lub predkodei odksztalcet pelzania

¢
EIB(P
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Badanie wyboczenia przy pelzaniu plyty kolowej w zakresie duzych ugie¢, ma-
terial ktoregj podlega fizycznemu prawn (2.7) [lub (9.1}, sprowadza. sic zatem
do rozwigzania wyzej wspomnianego ukladu roéwnaf. Badanie wyboczenia ogra-
nicza sig w zasadzie do zakresu ustalonego pelzania. Poniewaz wymienione powyzej
‘réwnania stanowig skomplikowany uklad, jego bezposrednie rozwiazanie natrafia
na duze trudnosci. Aby uzyskal rozwigzania w poszezegdlnych przypadkach,
przyjmujemy dodatkowe, przyblizone zatozenia odnoénie postaci przemieszczenia
w plaszezyZnie §rodkowej plyty lub predkodci odksztalcerh w tej plaszezysnie oraz
ksztalt wygigtej plyty. W celu uzyskania odpowiedniego przyblizenia stosujemy me-
tode Galerkina. .

W naszej analizie ograniczymy si¢ do przepowiadania wzrostu odksztalcen plyty
w czasie. Jezeli istnieje taki punkt czasowy, w ktérym predko$é ugiccia wzrasta
gwaltownie, tcoretycznie obserwujemy nieskoniczony przyrost predkosdci, to punkt
ten nazwiemy teoretycznym czasem krytycznym. Tak wiec warunek nieskofczo-
nej wartoscei prf;dkoéci'ugiqcia daje teoretyczny czas krytyczny utraty statecznosci
przy pelzanin’,

Droga postgpowania przy badaniu jest nastgpujaca. Obieramy posta¢c funkeji
ugiecia w zalezna od warunkow brzegowych oraz postaé przemieszezenia w plasz-
czyinie é$rodkowej plyly wezglednie predkodei odksztalcen gléwnych., Wszystkie
wielkodei rozwazamy jako funkcje czasu. Zalozenia te pozwalaja na spelnienie
warunku nierozdziclnodci. W ten sposdb pozostaja do spelnienia dwa rdwnania
roéwnowagi naprezef i momentow. Wyrazajac predkosci odksztalcenn przez funkcjg
przemicszezenia ze zwigzkow geometrycznych oraz przez funkcje ugiecia i podsta-
wiajac je do pozostalych rownafd rownowagi otrzymujemy warunki, ktére musza
by¢ spetnione ze wzgledu na pewne wprowadzone i nieznane parametry. Za pomoca
tych parametréw bgdacych w ogélnodci funkcjami czasu mozemy przedstawié
przyblizone rozwigzania problemu w taki sposob, by popelni¢ blad moiliwie jak
najmniejszy, Warunek calkowy Galerkina pozwala na uzyskanie dodatkowych
réwnan dla nieznanych parametréw, z ktorych, obliczywszy je, mozemy wyrazié
funkcje ugiecia i przemieszezenie w sposob okredlony. Zwykle parametrem takim
bedzie ugiecie plyly w $rodku jako funkcja czasu. Parametr ten znajdujemy w ogdl-
nofci ze zwyczajnych nieliniowych rdwnan rédzniczkowych, otrzymanych w wyniku
stosowania metody Galerkina, JeZeli istnieje mozliwo$¢ wyrazenia Iub obliczenia
pierwszej pochodnej ugiecia wzgledem czasu w sposdb bezpoéredni, to znaj-
dujemy nickiedy od razu teoretyczny czas krytyczny. Catkowanie dostarcza
zwigzkéw pomiedzy ugieciem i1 czasem, opisujacych zachowanie sie plyty przy
pelzaniu. ‘

T Zagadnienie czasu krytycznego przy wyboczeniu pretéw omowione zostato m. in, w pracy
[16]. Autor wykaznje tutaj, #e w przypadku doragnych odksziafcen plastycznych niestateczny
stan stupa wystepuje dla skonczonego ugiecia. W odpowiedniej chwili krytyeznej predkosé
ugiecia roSnie nicograniczenie.
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11. W badaniach konkretnych przypadkdéw wyboczenia przy petzaniu plyt kolo-
wych przyimujemy dla celéw porownawczych wykiadmk potegowy funkeijl cieklodcl
n=73 :

" Zatem przyjmujemy

' 3

(11.1) , D = %Aag.%jABzi/E_

Otrzymujemy wtedy z (7.6) 1 (7.7) nastepujacy uklad;

3 r—|{, &, 1. . " de,.  dg
(112 y & [( v +7ﬂ)+?(8,~8¢)]+3GAB Q[(Z r ﬁ)—;—

G s@,)] —GABQ(28, 1 &) =0,
(11.3) 21/929'(dr3 i‘fﬂw 1dw)—1~6GABZ.QQ(—+

1d5% 1 dw aryals W | 1 dw
Todrt dr) GABR (2ﬁ+r a’r)

R2f 1 d@[{, d,  de,\ 1. .
= {GA32 ra [(2 +T:)+?('°"F8*’)]+
+OY @ [(3GAB?‘”W o2 d”’)(zs i)+ (25,+E,) ‘;‘”’]}

Uldad réwnat (7.8) i (7.9), w ktédrym pominigto przyS§pieszenia, daje w rozwa-
zanym przypadku

dé, di, o 4
(11.4) | 39[( dr )—|- (&— 8)] — (26, +¢) =0,
1 do 1 dw A w1 dw)
) f’Q(da T F?)_Q(Zﬁfi*r—-ﬁ)_
2 2 aw -
".-,TZ[GABE — (28 +e) Y 2 +39*(2e + )]

Przy pominieciu odksztalcen sprezystych otrzymujemy z (9.9) réwnanie identyczne
-z (11.4), za§ z (9.10):

dw 1 dw 1 d dw dw 1 dw
By 02 =0,
(11.6) 69[(a’3+r dr* 2 dr) 2(2 Jr )d] (zdr2+r Jr)
Dla innego szezegdlnego przypadkn n =1, to znaczy dla ciekloéci Newtona,
dostajemy z ukladu (9.9} i (9.10), uktad (9.7) i (9.8).
II. Czesé szezegblowa
12. Badanie statecznodci przy pelzanin rozpoczynamy od najprostszego, geome-

trycznie 1 fizykalnie liniowego przypadku plyty kolowej z utwierdzonymi brzegami,
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posiadajgcymi swobode przemieszezed w kierunku radialnym. Zwiazki flzykalne
uwzgledniajace odkszta}cema sprezyste i pelzanie sa nastgpujgce: :

(12.1) i = +Q5 of, &, = ﬁ+@“$>
“gdzie @ = const (v, z).

Uklad réwnan podstawowych w tym plzypadku ma postaé (8.1) 1 (8.2), w ktorym
odksztalcenia w plaszezyZnie §rodkowej plyty moga byé funkecjami tylko czasu,
poniewaz przemieszezenie jest funkcja liniowa zmiennej promieniowej.

Tak wige przy zatozeniu geometrycznej liniowosci funkcja przemieszczenia ma
postaé

(12.2) U= —89,

gdzie g = r/R jest bezwymiarows zmienng oraz R promieniem plyty.
Predkos¢ przemieszezenia jest réwna

(12.3) , I = —go.

Przez g oznaczono dang predkos$é odksztalcenia na brzegu plyty, zas sk}adowe
predkosei odksztalcen sa sobie réwne i wynosza

(12.4) &= —§/R=—m, &,=—¢/R=—m

gdzie m przyjmujemy jako stale.
Przyblizona postaé odksztalconej plyty zakladamy w formie parabohcznej

(12.5) w = fh(l—g%?,
gdzie f jest bezwymiarowym ugieciem w $rodku plyty; = fih. Przyrost ugiecia
W czasie wynosi zatem
(12.6) W = fh (1—g?P

Przyjeta jako przyblizenie posta¢ funkcji ugigeia (12.5) wystgpuje w rozwigza-
niach dla plyty kotowej z matymi ugieciami przy obeciazeniu jednostajnym,

W dalszym ciagu zakladamy stan neutralny piyty w chwili 1 = t, oraz poczat-
kowa postaé

(12.7) wo = foh (1—¢%P,

gdzie f, jest bezwymiarows strzatka w &rodku plyly w chwili poczatkowej.
Mozemy zastosowaé bezposrednio warunek catkowy Galerkina do rézniczkowo-

catkowego réwnania (6.1) przy uwzglednienin (6.3) i (5.3) oraz neutralnego stanu

plyty w chwili 1 = f,. Podstawiajac przyjeta funkeje ugiecia (12.5) oraz predkosel

odksztatcenn (12.4) do tak uzyskanego réwnania, mnozac je przez (1—g%% oraz

catkujac w gramcach od 0 do 1, otrzymujemy po przyréwnaniv do zera wamnek
wynikajacy z zastosowania metody Galerkina: :

t
‘ot to ' :
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Réwnanie to spelniaé musi parametr f. Zakladajac dalej m oraz @ jako stae
w czasie i rézniczkujac (12.8), dochodzimy do nastgpujacego réwnania réznicz-
kowego: )

(12.9) Fl2agh—1) =t 1]—bfebt=t = 0,
w ktérym oznaczaja
' 2V r\ 1
(12.10) ay = (_3") (Tz?) — b=260.
Wprowadzimy dalej oznaczenie
3 3
(12.1D) = (-2) ayh.

Z réwnania (12.9) znajdziemy pierwsza pochodng

- bf
(1212) f_ (Zaob—l)—]"e_b(t‘t") !

a stad teoretyczny czas krytyczny dla pochodnej ugigeia rosnacej nieograniczenie
WYnosi

i 1
(12121) t, = t0+“5“ lnm
Jak wida¢ z formuly (12.12) czas krytyczny istnieje dla wartodel
1 1{3Y
(12.12.2) agb << 0] b %< 7(5) .

Z (12.12) otrzymujemy poczatkowa wielkos¢ predkoéel ngigeia w drodku plyty
przyjmujac ¢ = t,. Tak wigc mamy

Jo_

2a0

(12.13) fo =

Rozdziclajac zmienne w réwnaniu (12.9) i catkujgc dostajemy rozwiazanie
w postaci

1
) b . —b(t—to) JBagb-1
(12.145 f:foezanbul“ wl| Qad—1)+e BaobL
2a,b

oraz wielko§¢ pierwszej pochodnej jako funkeji czasu

(12.15) et T [(2an 1) e-bie—t ]W, =

S ="t (2ayb—1)-f e bt 2a,b

Jak widaé z otrzymanego rozwigzania, zachowanie si¢ plyty w czasie zalezy od
ugiecia poczatkowego f, oraz od wartosci wspblczynnikéw ap i b lub x.
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Z rozwigzania (12.4) powinni$myy otrzymaé rozwigzanie dla szczepdinego przy-
padku plyty czysto sprezyste.

Zaléimy, Ze taka plyta poddana jest jednostajnej kompresji w plaszezyinie §rod-
kowej ze stala w czasie predkoseia m na brzegu. Dla plyty sprezystel wepdlezynnik
x =0, poniewaz b = 0. Obliczajac granicg rozwigzah (12.14) i (12.15) gdy x—0
manty -

N, 2a, fy
12.16 Jii 10| A ——. A R
(1216 2 Pa—G-n)F
oraz W

. . 2a, fy
(1217 it Gl e e

Poniewaz pochodna ugiccia wzrasta nisograniczenie dla

(12.18) 2a0—(t—1y) = 0,
istnieje teoretyczny czas krytyczny utraty statecznosci, réwny
(12.19) Icr = tﬂ“l"2a0,

za§ odpowiednie ugiecie krytyczne z (12.17) jest réwne nieskoficzonosci. Iden-
tyczny wynik otrzymujemy obliczajac granice (12.12.1) gdy k-0,

Istnienie teoretycznego czasu krytyoznego w przypadku plyty idealuie sprezystej
jest fizycznie nzasadnione, jedli wezmiemy pod uwage przyjely schemat obcigzenia,
w ktérym kompresja na brzegu wzrasta liniowo z czasem (por. rys. 7). Z chwila
gdy ciénienia boczne osiggng warto$é krytyczng (Eulera), ugiecia wzrastaja nieogra-
niczenie. Odpowiednie naprezenia krytyczne wyznaczone zostana w p. 17.

Z drugiej strony, mozemy zastosowaé warunck Galerkina bezpoérednio do réw-
nania rézniczkowego (8.2), ktére jest prawdziwe zaréwno dla malych jak i du-
zych ugieé.. Wprowadzaiac wielkosei przyjete do tego réwnania, mMnozac przez
(1—¢M% oraz catkujac w granicach od 0 do 1, otrzymujemy po przyréwnaniu
do zera nastgpujace Téwnanic rézniczkowe, ktére musi spetnjaé parametr £

3 ) .

(12.20) ff~2[1% (3) 269 (i) ] i '(2G®+ﬂ) ff=0,

3 R m

gdzie m jest dla ogélnosei funkcja czasu. Wprowadzajac oznaczenia (12.10), mamy
z (12.20)

(12.21) ' J=2(1—a,b) by = 0,
jeshi dla poréwnania z (12.9) przyjmiemy m = const,
Latwo si¢ przekonal, Ze powyisze nicliniowe réwnanie rozniczkowe posiada
oprocz trywialnego rozwiazania f— const rozwiazanie, ktére dane jest wzorem (12.14).
Linearyzujac réwnanie (12.21) podstawiamy

(12.22) f=p F= p% = pp’
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skad wynika

(12.23) pf_i(l_}“ﬂb) p=b,

ktorego rozwiazanie jest funkcja

_r a{i—aph) b [ Fataa
(12.24) 2 =D (f;) T 2ab St 7?;) ]’

Po =/, oznacza tutaj poczatkows predkosé ugiecia.

Przedyskutujemy powyisze rozwigzanic w zwigzku z réznymi wartosciami wspol-
czynnika #.

Najpierw rozpatrzymy przypadek plyty czysto sprezystej. Dla niej x = 0, a réw-
nanie (12.23) upraszcza sig do postaci

(12.25 . p=0,

) P

skad otrzymujemy

(12.26) p = po{fifo)

Rozwigzanie powyisze moze by¢ uzyskane bezposrednio z rozwigzania ogdlnego

(12.24).

Calkujac (12.26) mamy

Ss

f= So—po(t—1o)
co przy wykorzystaniu warunku poczatkowego (12.13), daje wyraZenie identyczne ’
z (12.17), a co za tym idzie ten sam Czas krytyczny. ,

Nalezy zauwazy¢, ze dla sprezyste] membrany o = 0 oraz t,, =, tzn. ufrata
stateczno$ci nastepuje doraZnie,

Dla plyty lepko-sprezystej b >0, a wspolczynnik » roénie ze wzrosten cieklosci.
1 tak dla aph = 0,5, to znaczy dla = =1 2+ (3/2)%, otrzymujemy rdwnanie

]

(12.27)

1

(12.28 - —p=b,

) P'=FP
z rozwiazaniem

i W f S Pe

(12.29 —bpL pn 2

) p=by| it

Caltkujac powtdrnie dostajemy w wyniku relacie ugiccie-czas w postaci

(12.30) _ f= fyexp {exp [b (t—10)] -1}

Ten sam wymk uzyskamy, jezeli obliczymy granice rozwigzania (12.14) przy
x—1/2(3/2)3 lub znajdujac rozwigzanic UProszCZODCEO rownania

(12.31) - fbfettt=io = 0.
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Dla a,b =1, to znaczy dla x = (3/2)*, mamy

(12.32) P =>h,

7 rozwigzaniem _

(12.33) P = potb(f—fo).
Powtorne catkowanie daje

(12.34) fom % [b=0 1],

Identyczny wynik daje rozwiazanie réwnania (12.9) dla g = 1.
Dla aph > 1 wspélczynnik przy p w réwnaniu (12.23) jest dodatni. Odpowiada
to wartosci » > (3/2)% Tak, np. dla b = 3 {2, % = (3/2)%, otrzymujemy réwnanie

(12.35) '+ %p = b,

a jego rozwiazanic wynika z ogélnej formuly (12.24):
f b ( S J%)

12.36 =p, L Tt Jed,

Powtorne catkowanie daje zwigzek ugiecie-czas:

(12.37) f= %VWW,

ktdry natychmiast moze byé uzyskany z (12.14).
Ogdlng postaé rozwigzania (12.24) otrzymamy dla apb > 1, » > (3/2)%, przyj-
mujac

(12.38) - =2ayb—1) > 0.
Mamy wtedy
I f(‘))" b [ (f;l )rr]

. 9 = QA ——e -—_ —_ 3

oraz, rozwigzanie w postaci
.f;) -1
(12.40) = i "Y1 G 1y e,
I-I-_ll/n_i_z 1 +("H e

Jezeli z powyZszego rozwigzania obliczymy granicg przy 7 lub » zmierzajacym
do nieskonczonoéci, to okazuje sic, ze krzywa (12.40) zmierza do funkgji

1
(12.41) lim f = fe%e "

> 00
Ten sam wynik otrzymujemy z wzorn (12.14), jesli granica jest obliczona dla
13. Z rozwigzan uzyskanych w p. 12 wynika, ze rodzina krzywych przedstawiajaca
zwigzki ugiecie-czas dla wartosci parametru » w przedziale [0,c0] jest zawarta
pomiedzy dwiema kezywymi granicznymi (12.27) i (12.41).

4%
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Na rysunkn 1 pokazano kilka krzywych dla rozmaitych wartosci wspolczynnika x.
Zauwazamy, 7¢ Ugiecia dla malych x wzrastaja znacznie szybelej, przy czym gra-
niczny przypadek plyty sprezyste) x = 0 oraz 0 <2 <7 1/2+(3/2)* daja teoretyczny
czas krytyczny.

Wicksza mozliwo§é utraty statecznoSci dla plyt 7. mniejszym wspdlezynnikiem x
(im mniejsze » tym wplyw pelzania mniejszy), jakkolwiek sprzeczoa pozornie ze

f§
Why - '
|
3 i
i
i
-
i K
L S i ? 1]
6F ® x|y
|
- !
i
- !
)
- '
10F |-
X
5F, |— \,f}\‘
al
L £
- /{gf ————— rozwigzanie przyblizong
- —-gaympioia
4 | a;'=(¥2)* (RinVom
I | i L i L -
[ 1 2 3 4 ] ) sﬂt"{t—ra)/aa
Rys. 1

wszystkimi dotychezasowymi opiniami, ma vzasadnienie fizyczne w przyjgtym
schemacie obciazenia. Ze wzglgdu na wymuszony charakter deformacji plyty na-
gromadzona w niej energia sprezysta tym szybeiej zblizy sig do wielkodel krytyczne]
(odpowiadajacej chwili krytycznej dla piyty sprezystej przy = = 0), im x bedzie
mnicjsze. Wraz ze wzrostem pelzania (zwigkszenie si¢ ») wzrasta ilodé TOZProszonej
energli, a tym samym wydfuza si¢ czas potrzebny na doprowadzenie do utraty
statecznoei plyty. W wyniku tego procesu obserwujemy wzrost czasu krytycznego
wraz ze wzrostem pelzania dla tej samej wielkofei naprezania krytycznego.
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Na rysunku 2 pokazano kilka krzywych podajacych w zaleznoéci od » ugiecia
dla rozmaitych przedzialow czasowych Ayt = t—t,. Jak widaé, im moiejsze »
i im mniejszy przedziat czasowy, tym wickszy werost ugiecia.

®HHh b\ ————— rozwigzanie preyblizane

—-——-— asymplola

10F,

5%, Anf-aﬂ,
Agt-2a,
2 1= — 4gt=a,
B oyt (3/2)2 (RIMPm
1 | 1 1 3 1 1 1 | —
R 6 ] 0 o =213

Rys. 2

Na rysunku 1 zastosowano bezwymiarowa podziatke czasu

At

ay

(3.1 At =

Bedziemy ja stosowali réwniez w dalszych przykladach. )

Bedzie, jak si¢ okaze, rzecza pouczajaca rozwazenie przyblizonych rozwiazan
réwnania (1221} i poréwnanie wynikéw ze fcistymi. Pomijajac drugg pochodna
(12.21) mamy

(13.2) 2agb—1)f —bf =0
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oraz przyblizone rozwigzanie

(13.3) f= ST,
Zauwazamy, e przyblizone rozwigzanie daje nieskoficzony wzrost ugiecia dla
aph =1, to znaczy dla » = (3/2)° oraz Ze

vt ro)

(13.4) lim f = fie 2"“
s 00
co jest wynikiem identyczaym z (12.41).

Na rysunku 1 wykre§lono kilka krzywych wynikajgeych z przyblizonego roz-
wigzania (13.3) dla rozmaitych ». Widaé, ze im wigksza warto$¢ », tym lepsze
przyblizenie rozwigzan Secistych. Dla » =oo obie krzywe naktadajy sig.

Na rysunku 2 przyblizone krzywe daja dobra zgodnos¢ ze $cistymi dla wigkszych
wartodel ».

14. Jak wynika z uzyskanych w p. 12 i p. 13 wynikow, zachowanie si¢ lepko-
sprezystej plyty kolowej w zakresie matych ugigé zalezne jest od wartoéci wspol-
czynnika x, charakteryzujacego plyte pod wzgledem fizycznym i geometrycznym.

Graniczng warto$é » = 0 otrzymujemy przyjmujac

(14.1) ay#= 0, b=0,
lub
(14.2) ay =0, b£0.

Pierwszy przypadek odnosi sig do plyty czysto sprezystej, drugi natomiast do
lepko-sprezystej membrany, W pierwszym przypadku isinieje teoretyczny czas
krytyczny okreflony wzorem (12.19). Dla membrany utrata statecznoéci naste-
puje doraZnie. '

Nalezy podkreélié, ze nasze badanie ogranicza si¢ do malych predkosci odksztal-
cenia na brzegu. W kazdym razie nie rozwazamy takich przypadkédw, dla ktorych
istnialaby konieczno$é uwzglednienia efektéw dynamicznych.

Druogi graniczny przypadek otrzymujemy dla » == oo, Odpowiada on zaloZeniu
czysto lepkiej plyty, co w danym przypadkun réwnoznaczne bedzie z zalozeniem
rosnacej nieograniczenie sprezystej sztywnoscl, poniewaz dla G =oco manly xz=o0.

Zauwazamy dalej, 7e » roénie nieograniczeni¢ réwniez dla dowolnej cieklodci
oraz. predkoéci m zmierzajacej do zera. Przypadek ten prowadzi jednakze do try-
wialnego rezultatu.

Tm wicksza jest ciekloié lepkiego skladnika plyty, tym mniejsza zdolnoé¢ do
osiagniecia znacznych ugieé w kréotkich przedziatach czasu w przyjetych warunkach
obcigzenia. Fakt ten moze byé wyjaéniony procesem relaksacji bardziej inten-
sywnym dla mniejszych lepkosci,

Ogélnie biorge, jezeli ustalimy wszystkie parametry charakteryzujace zachowanie
sic plyty w czasie z wyjatkiem cieklodci, to dla jej malych wielkoéci nie jesteSmy
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w stanie zaobserwowaé pelzania plyty w krotkich okresach czasu. Notujemy je-
dynie spreZysty efekt obeigzenia. W miarg jak cieklosé zwieksza sie i efekt lepkosci
zaczyna dominowa¢, pelzanie staje si¢ ziawiskiem wyraznym w dluzszych okresach
czasu obserwacji. Efekt sprezysty obciaZenia nie jest tutaj dostrzegalny. Powyisze
wlasnofci materialu plyty znajduja obrazowe przedstawienie na modelu ciala
Maxwella skladajacym sie ze sprezyny (element sprezysty) i thlmxka, {(element
lepki).

Nalezy zwrdcié jeszeze uwage na to, ze odwrotnodé wspodlezynnika b = 2G'O
daje wazna charakterysiyke fizyczna materialu, zwang czasem relaksacii,

Rozwazania dotychezasowe rozszerzy¢ moina réwnieZz na przypadek, gdy fi-
zyczne whasnoéci materiatu plyty sq zmienne w czasie (np. wskutek zmian tempe-
ratury) lub jezeli predkoéé odksztatcenia na brzegu nie jest stala. Wtecly rozwig-
zanie ogdlne réwnania (12.23) moze byé napisane w postaci

{1— rznb) %{1—aph}
(14.3) e [7o +fbe I "],
gdzie
(14.4) b(f) = 26D+ _2.

15. Rozwazymy obecnie kilka szczegllnych przypadkéw majacych zwiazek
7 njeliniowoscia fizykalng materiatu phyty.

Przy zatozeniach p. 12 mamy z (7.2)
(15.1) 2 = 3m?,
oraz na podstawie (7.4)

(152) .‘ , - %VW-

Tak wige cicktod$é zmienia sie w zaleznoéei od danej predkoéci na brzegu m.
Jesli ta ostatnia jest stala, rownanie (12.23) jest stuszne w dalszym ciggu, przy czym
wartofci wspélczynnikéw sa rowne

AT, 2V (R ST
(15.3) b= 3G]/A(2m) a,b = 3(§) (f) G

Rozwigzanie moze by¢ wtedy napisane w postaci
1

154 p= 20y (1 —2a,b) f-2mb F(f b —2a, bfy—2ob),
a stad
(15.5) df £ty

) ST =20, 5%) ™ 2ay (1-2ab) [
Dyskusja powyzszych wynikéw postepuje ta samg drogg jak w p. 1211 13,
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Zalézmy z kolei, ze predkosé odksztalcenia brzegu plyty jest proporcjonalna
do aktualnie Wwywolanego ugiecia w Srodku rozpictosci plyty f. Tak wiec przyj-
mujemy
(15.6) m=1r.f,

gdzie Ky jest wspdlczynnilkiem proporgjonalnosei.
Zamiast rownania (12.20) mamy teraz

(15.7) *—(37—2ab) f2—bff2 = 0,
gdzie
2% n\ 1
(15.8) a == (3-) ("ﬁ) I = 2GP,
Linearyzujac powyisze réwnanie otrzymujemy
' ,  3f—2ab
(15.9) P ~—ff2—p = b,

co daje rozwigzanie w postaci (por. 1ys. 4)
f—fo

3 2abfE),

2ab

. f% -
15,10 =t —f)—f2
15100 p = e l2eb(— 1) — e
przy warunku poczatkowym p,= fy/2a.

Najpierw rozpatrzymy czysto sprezysta plyte. Poniewaz w tym przypadku
b =0, réwnanie (15.7) upraszcza si¢ do postaci

3
15.11 =0
(15.11) PP
skad catknjac mamy (rys. 4)
f)3
15.12 — (_ .
( ) p Po lfﬂ
Calkujac powtérnie dostajemy ugiecie jako funkcje czasu
1o = (t—
(1)

Jak wida¢ z (15.13) pochodna jak réwniez sama funkcia roénie nicograniczenie
dla

(15.14) 1, = tyta.

Wynika stad, e jezeli m w wyrazeniu (12.19) jest liczbowo réwne wspdlczynnikowi
ky, to czas krytyczny w rozwazanym przypadku jest dwukrotnie krétszy.
Rozwigzanie (15.10) znacznie si¢ upraszcza w szczegdlnym przypadku, gdy

(15.15) f3-+2abfy,—2ab = 0.
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Otrzymujemy wtedy z (15.10) (rys. 5)

I
(15.16) p —m(f+?aab)
oraz rozwiazanie

S=h ﬁ:(erZab) 1
(15.17) 7 +M Ny = 72

w0 F* |
1
il
1 l
H
15 I” I .
i1y
L q ‘ |
= o |
1
S
0 — i‘l E i
i
i 1 Seisle rozwigranie
i I l : w ——— ——preybhiZone rozwigianie
Lo
if -
‘; ! i 112'4/2 }
N ‘ ; P
+
P I e
R — T B L .
4 * z 3 4 § 6 Tatft-1.)a 0
Rys. 3

Warunek (15.15) daje

(15.18) fo = ab[]/1+% _1],

co nale?y podstawi¢ do rozwigzania (15.17).
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Przyjmujac

260 { h\°
mamy
2 2
(15.20) ab = (?) ;.

Jako przyklad weimy ab = 1, to znaczy », = (3/2)%. Ze wzoru (15.18) obliczamy
fo=10,732, a rozwigzanie (15.17) daje

F—0,732 0,732f-+2 1
15.2 J 572 B oar+2 L,y
(15.21) o732 TV oy =2
Krzywe ugiecie-czas (15.13) i (15.21) prredstawione sa na rys. 3.
Wida¢ od razu, ze lewa strona wyrazenia (15.17) osiaga skoficzona warto$é
w skonczonym okresie czasu przy f dazacym do nieskoriczonosci. Obliczajac gra-
nicg (15.17), gdy f o0, otrzymujemy teoretyczny czas krytyczny:

2a 1 0
15.22 = ot el TS SN
(15.22) lo = tot ~ b loe—o s
"Tak wige funkcja ugigcia z przykladu (15.21) posiada na rys. 3 pionowa asymptote
w punkcie
(15.23) At = 1,421,
Zauwazamy dalej, ze dla #, rosnacego nieograniczenic w rozwigzaniu (15.16)
otrzymujemy (rys. 4) ’

2
15.24 :f—,
(15.24) P=7
co po wykonaniu catkowania daje ugigcie jako funkeje czasu
(15.25) f= fo

T
I—Ta(t—to)fo

Zatem pochodna jak réwniez sama funkcja ro§nie nieograniczenie dla

(15.26) - . b, = to+ﬁ,
: Jo
przy czym czas krytyczny zalezy od ugiecia poczatkowego.

Jak wida¢ z rys. 3, rodzina krzywych przedstawiajacych rozwiazania réownania
(15.10) w zaleznosci od parametru », zawarta jest pomiedzy dwiema granicznymi
krzywymi, danymi formutimi (15.13) i (15.25). Pierwsza z krzywych odpowiada
rozwiazaniu dla plyty czysto spreZystej, druga rozwiazaniu dla plyty pelzajacej.

Przyblizone rozwigzanie ogdlnego réwnania (15.10) ze wzgledu na zwigzek
ugigcie-czas otrzymamy rozwijajzc funkcje wykladnicza w szereg potegowy. i za-
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trzymujac wyraz kwadratowy rozwinigeia. Postgpujac w ten sposéb, sprowadzamy

(15.10) do postaci
(15.27) p =L st Brr0),
4af?
.
8
2 9
S T
X3
F.' Qh a
%00 | ‘%"i‘g
2| i
Q s
- izl 2 11§
PN ;?If ;:;
“ .
sl }\'ﬁ" 8 S{i ¥ g
b & ; s, &l
, i
- ,f
i
/
- /i
!
[}
50} H
{
!
’I
“or i
)
. !!
ar /
/
)
/ :
W} (1 /
/ Ty=ke(RIM)?
m=k,F
- 4
"l L ! i I | .
0 1 2 3 Pl 5 ] 7 ]
Rys, 4

gdzie oznaczono

A = 2f3(1—f)+fo—fo) (fo—Soo) (fo+2ab),

(15.28) B = fy2f3 4 (fa—4ab) (fo—Fo) Us—foo)],
C = 2abfpfy—fo) Uy,

przy czym fy, i foo sa pierwiastkami réwnania (15.15).
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Fatwo sprawdzié, ze wyrdznik
(15.29) A = B*—44C,
jest dodatni dla kazdego f,. Zatem rozwigzanic réwnania (15.27) ma postaé

1 SR BfAC)
2C " JHAFFBf+C)

B (B+24f+ )/ B*—44C) (B+-24f,— /B*-44C) 1
-+ ——In — — = (t—1,).
2CYB—44C  (B+2Afy— / B*—44C) (B 24fy+  B'—4AC)  4afg

(15.30) +

"
.o -
plts=tiay | S
¥
4
Xt
5 k-
4 =
13 i § 4 P
B Y 1 ay=k,(h/R}
2§ |8 *
-
ML
0
ke
i
8 ;—*‘r
3 8
. h=ab[¥r2/ab-1)
m=k,F
5.
4
3
2
4
| | 1 |

Rys. 5
Obliczajac granice rozwigzania (15.30) gdy f— oo, otrzymujemy czas krytyczny

Af3+Bfyt-C — VB 3AC
(15.31) tcrzto+£€1nlo—zf§ o 2Ba . BH2Afy Y B—2AC
c 0 CYB*—44C  B+24f,+ y/B*—44C

W szczegblnym przypadku £, = f,,, rozwiazanie ma postaé

(1532 Lo At NS DT I N
ol
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a czas krytyczny jest réwny

(15.33) ty = to+2a[1+ 1_2f°1 lnfm(l—fol)]-

01
Dla przykladu wezmy ab = 1; wtedy f;, = 0,732, a czas kiytyczny zredukowany
(rys. 3) wynosi

(15.34) At

cr

= taTh g 1.
a

16. Rozwazmy z kolei trzeci szezegdlny przypadek zwigzany z nieliniowoécia
fizykalng materialu plyty. Zaldzmy mianowicie, Ze predkodé odksztalcenia na
brzegu plyty jest proporcjonalna do odwrotnosci aktualnie wywolanego ugigcia.
Tak wigc

. k
{16.1) m = -t
f
gdzie k, jest wspolezynnikiem proporcjonalnosei,
Zamiast réwnania (12.21) mamy rdéwnanie

(16.2) I

gdzie

(16.3) a= (%)3(}]%)2%2, b =269,
Linearyzacia réwnania (16.2) daje

(16.4) p— 1ﬁ}20@£p =b.
Catkujac (16.4) otrzymujemy (rys. 6.)

(16.5) p = fe i {%ezabf-+ b [Ei(2ab))— Ei(2ab f{,)]},

gdzie p, = fof2a oraz

(16.6) Fi(x) = f i:dx,

jest catkowg funkcja wykladnicza.
Najpierw rozwazymy przypadek plyty czysto spreZystej. Przy b = 0 rownanie
{16.2) daje

(16.7) p’_7p =0,
skad (rys. 6)
(16.8) p=prt
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oraz

& 1
(16.9) F=fe
Jak wida¢ z rozwiazania (16.9) ugiccie wzrasta wolno z czasem osiagajac nie-
skoficzong wielko$¢ przy ¢ = oo (rys. 3).
Zauwazmy dalej, Zze granica rozwiazania (16.5) gdy b — oo jest

(16.10) : p=0,
skad
(16.11)  f=const = f.
Fhocy §
Q 2
A, ‘ag=ky (R/h)
= ky fF
fy=05 8=025
=1
Rz kzyma_przybiizong 0, =12(3/2)°
TRz
]
i
]
[
o
I 1 L ) 1 ] L 1 ST -
¢ a8 41 2 3 4 5 [ 7 8 g 0 F
Rys. 6

W ten sposéb zostaly okreflone dla rozwazanego przypadku dwie kizywe gra-
niczne. Jezeli oznaczymy

269 (hY
.R Ed

(16.12) ) Hy = Tk
to pierwsza krzywa odpowiada wartodci », = 0, druga x, == co. Ta ostatnia redu-
kuje sie do prostej rownoleglej do osi czasu.

Przyblizone rozwigzanie ogélnego réwnania (16.5) otrzymamy rozwijajac funkcje
wykladnicze w szeregi potggowe (do wyrazéw kwadratowych wlacznie). Poste-
pujac w ten sposdb z (16.5) znajdziemy

SU+0) _
(16.13) Frar g Y =ba
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gdzie

1619 a=2f =i, A= (1+2abf)+ b 2ab.
" Poniewaz wyrdinik

(16.15) A = a-+4pf, >0,

to rozwigzanie (16.13) ma postac

fitaf—pfy

(1616) (k5B a)n +

Jole—p+fo)
1 1 2fte—y4)Qfetatya)
— 2 0 *1 e —— e
Tl Yy et ey ) T
W szezegllnym przypadku ab = 1/2, x, = 1/2(3/2)%, mamy
(16.17) a=1+4f, BF=1A=fE+6f+1.
Jezeli zatozymy dalej f, = 1, wtedy (16.16) mozZna napisaé w postaci
2 S QYD (UH1I-Y2) 1
. — B 1 u <) (—1,).
(16.18) 2(f— D+ lnf2+2f_[ +¥2n o V3 Uity — @ (t—1,)

Ostatnie rozwiazanie przedstawione jest na rys. 3.

17. Preejdziemy obecnie do wyznaczenia naprezen w przypadkach rozwazonych
w p. 12, 15 i 16, Na poczgtku nalezy podkresli¢, Ze stan plyty w chwili ¢ = 1, uwa-
zamy za neutralny, to znacry Ze nie ma naprezen poczatkowych.

W dalszym ciagu ze wzgledu na réwno$é naprezen gléwnych oznaczymy

(17.1) _ 7 6, =05,= 0.
Przy wyznaczaniu naprezen bedziemy korzystali ze wzordw (5.3) dla naprezen

w plaszezyznie Srodkowej plyty, ktére interesuja nas w pierwszym rzedzie.
Z wymienionych formut otrzymujemy dla m = const

(17.2) o= f$(%)2 [Fe_(%r”tﬂ;?]-

Jak widaé z (17.2) niezaleznie od wartoSci » napreZenie dazy do pewnej granicy
prey ¢ zmderzajacym do nieskoiczonoscl. Tak wige w granicy mamy

. 6G (I \*
(17.3) limg — “T(K) '
Dla granicznego przypadku » = 0, tzn, dla plyty czysto sprezysiej, mamy
AN AL
. i = —6G| ) {—}] —
w9 iy =~<ol5] (3]
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a stad naprezenie w chwili krytyeznej [por. wzor (12.9)} jest rdéwne

. . 2 3 k 2
(17.5) . =——12G(§) (F).

Wzbr powyzszy okre§la przyblizong wielko$¢ naprezenia krytycznego Eulera,
Jako przyklad weizmiemy material o module G == 7-10%kG/cm® dla plyty o gru-
bosci = 2 c¢m i promieniu R = 100 cm. Otrzymamy tutaj
(17.6) o = 993 kG/em2,
"Wyznaczymy z kolei wielko$¢é naprezenia krytycznego dla plyty lepkospre-
Zystej, biorac pod uwage material, dla ktérego » = 1. Wielkosé ta zawarta jest
w przedziale okreslonym wzorem (12, 122), a wigc istnieje dla niej czas krytyczuy.

ar/ﬁ;(’(p/ﬁ
,;7’ p=~66(h/R)?
Y A=
/ T
_
a7 / ’//
=l o / Ve
/7

0 e e e e T

Ber/f

05— LT R

K= oo
M 1 | [ —
N 34 5 6 7 8 9 0 1 2Am{t-t,,
AL
Ao

Rys. 7

Teoretyezng asymptole krzywej naprezenia (rys. 7) otrzymamy, obliczajac gra-
nicg z- wyrazenia (17.2) przy ¢+— co. Mamy zatem

R
Podstawiajac do wzoru (17.2) x == 1 oraz czas krytyczny wedhig wzorn (12.1.1),
przekonamy sig, 7¢ réwniez w tym przypadku naprgzenie Krytyczne nie ‘ulega
zmianie. Tak wigc na skutek istnienia fazy lepkiej w materiale ptyty czas krytyczny
przediuza sig, przy czym wielkosé naprezenia krytycznego obliczamy wedlug wzo-
ru (17.5) (rys. 7).

(17.7) Gy = —6G( h )2
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Dla plyty czystolepkiej, tzn. dla x = oo, zachodzi w kazdej chwili catkowita
dyssypacia doprowadzonej energii. Przyjeta na brzegu plyty stala predkosé od-
ksztalcenia wywoluje niezaleine od czasu naprezenie o wielkodci
{17.7.1) , o= —3Im®,
ktére wynika bezposrednio ze wzoru (17.2).

Nalezy zwrocié uwagg, ze w rozpatrywanym wyzej przypadku liniowego materiatu
lepkosprezystego i m = cost naprezenie nie zalezy od poczatkowego ugigcia plyty.

W p. 14 zastrzegliSmy sig, z¢ w badaniach pomijamy efekty dynamiczne. Upro-
szezenie to dla przyjetych schematow obceigZzenia jest uzasadnione nie tylko z prak-
tycznego punktu widzenia. Przy zaloZeniu stalych naprezer na brzegu plyty na-
trafimy z punktu widzenia teorii na pewien paradoks. Przylozenie naprezer po-
woduje bowiem poczatkows predkosé odksztalcenia, co z kolei powinno byé zwia-
zane z nieskonczenie wielkimi przyspieszeniami i silami bezwladnoéci. W rozwa-
Zzanym schemacie przyjeta zostala predkos¢ odksztalcenia brzegu plyty, a napre-
Zenia wzrastaja od zera do okre§lonej wielkodei w teoretycznie nieskoficzenie dha-
gim okresie czasu (o ile uprzednio nie nastgpuje wyboczenie). O ile zatem przy
zalozeniu warunkéw brzegowych w naprezeniach sily bezwiadnoéci moga odgry-
waC pewna rolg w poczatkowym okresie, to w naszym schemacie przypadek ten

nie ma miejsca. /B =,/B
Dia predkosei odksztalcenia na brzegu
m = ki f formuly naprezen daja ~
L . 20 p=-6a(n/R)*
(17.8) o= —0Gk, e 26201t f JerGo=ta) g,
1o
Najpierw rozpatrzymy naprezenia w plycie a7
sprezyste]. Wprowadzajae do (17.8) ugigcie
jako funkcjg czasu z .(15.13); otrzymujemy
, g5
(179) o = —12Gk,af, (1— 1—‘;")-
Podstawiajac do (17.9) czas krytyezny (15.14) azs
dostajemy naprezenie w chwili krytycznej
‘ NP p 2 ! ‘
(17.10) o% = —12 (3) (f) Gfy. Tyt
' ’ L ey _l

Jak wida¢ ze wzoru (17.10) naprezenie
w chwili krytycznej jest proporcjonalne do
ugi¢cia w chwili poczatkowej (rys. 8). Fakt ten jest konmsekwencjg proporcjonal-
nosci predkosci odksztalcenia na brzegu do aktualnego ugigeia.

W przypadku plyty lepko-sprezystej obliczymy naprezenia postugujac sic $ci-
stym rozwiazaniem (15.17). Catkowanie dostarcza naprezenie jako funkcje ugiccia

f—fo

— f _ —2ab 7o
(17.11) 0 = —126ka (1—e )

Rys. 8

43 (10) Rozprawy InZynierskie : 673




Stad otrzymujemy naprezenie w chwili krytycznej, biorgc granice naprezenia
przy f—oe, W ten sposdb mamy (por. rys. 10)
1

(17.12) 0o = —12Gk a(l—e " 73).

Poniewaz rozwiazanie (15.17) zachodzi dla

L
(17.13) o= (i) x[]/ 142 (%)'"’;1__1],

przeto otrzymujemy z (17.12) ostatecznie (por. rys. 10)

o PACTF AL 2
(17.14) o = ——12(3) (E) G |1—exp| — vl
. N E
27 9y

Zauwazamy, Zze z (17.13) wynika

(17.15) im f, = 1,
czyli dla », = oo mamy
2\ h\?
(17.16) o = —12 (@) (-R—) G.
afB=0p/B | p=—86(h/RY
I . .. /1 A
------------------------------------- —————a,=32)
L = 1/2(3/2)°

a4 w,=1073/21
as
a2

)

| I B | -
2 49 M 45 3

a2l

1
] 4+ 2 3 4 5 & 1 8 9 @

Rys. 9

5/ /B=05TB | p=-66(n/R)*

. 46
s
64
03
02
a1

0
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Z drugiej strony dla %, — 0 ugiecie poczatkowe z formuly (17.13) zmierza do zera.
Wynika stad wniosek, Ze jezeli plyta sprezysta jest w chwili ¢ = ¢, plaska, to przy
predkofei odksztalcenia wedlug prawa m =k, f nie zaobserwujemy oczywiscie
zadnego efektu.

Dla predkodci odksztalcenia na brzegu m = k,/f, wzory (5.3) daja

(17.17) o= mﬁ(}kze—b(t—ru)f%eb(r—to)dt_

Jak poprzednio rozwazymy najpierw naprgZenia w plycie sprezystej. Wprowa-
dzajac do (17.17) f jako funkcje czasu z rozwiazania (16.9) otrzymamy po wyko-
naniu catkowania

2 8 h‘zG *i(t—-f)
Bi = —12{= | (2] L1—e 2"
(17.18) p (3)(1{);1,{ ¢ W
a stad dla ¢ -> oo naprezenie dazy do
2V B\’ G
(17. ].9) G'w — “—12 (—3*) (_R_) ‘.“f;'
Wykres naprezen pokazany jest na rys. 11,
ar/B=cp/B § B=-88(h/R)?
Q0 ———mm e mmm e e b=t
GaoH-
04~
O =04
g2}

. — =025
010

1 { { ! 1 ! t 1 -~
] 14 2 a 4 8 6 7 8 ¢ 40 #H 12 Arsﬁ._tu)/aa

Rys. 11

W tym celu, aby uzyskaé obraz funkcji naprezenia dla plyty lepko-sprezyste],
rozwazymy przyblizone rozwigzanie (16.18), Formula naprezen (5.3} daje w tym
przypadku »

B 2N BN 142\
_ - -12(—) (—) G l/(f+ 2 .
(17.20) © 3] \R) O¢ e ]/2) (f+2f—1)x

I - —
(D2 (f+1+p2ye "
X f ]/(f2+2f—1)3(f+1—1/§)1/ 7

co nie wyraza si¢ jednak przez funkcje clementarne.

43*

675




Calke wystepujaca w (17.20) obliczamy graficznie, Wyniki zostaly przedstawione
na rys, 12, Jak wida¢ z rys. 3 i 12, ugiecie dazy wolne do nisskosiczonosci, a odpo-
wiednie naprg¢Zenie, wzrastajac poczatkowo, spada nastepnie gwaltownie i wreszeie
zmierza wolno do zera. Relaksacja naprezen zachodzi zatem w rozwaZonym
przypadku w nieskoficzonym okresie czasu.

18. Przejdziemy obecnie do zagadmienia statecznoscei przy pelzaniu dla plyt ko-
lowych w zakresic duzych ugigé. W tym celu zalozymy odpowiednia postaé pred-

kosci odksztalcen.
1 ’(F+4)2[F+1-1’2—)ﬂ__ e
d {r2age-tPfssvT)"T =olf)

I f:o{!‘} dr

;:: *ﬁ) e sp-4)-6 = (r)

a’)

m

F
IV of=og=¥(r) fofr)dr=0°
1

L |
1

|a.-0, =221 R0 5°

ot [y
I

£y
1

'~="

Rys. 12

Dla geometrycznej nieliniowo$ci sluszne sa zwiazki (3.1). Przyjmujac postad
funkcji ugiecia (12.5) przedstawiamy predkosci odksztalced w postaci

Vi

(18.1) = -m+16 5 o (1—0%?,

&y = ~-fH.

Poniewaz obralismy predkosci odksztaleen, warunek nierozdzielno$ei (3.2)
jest spe’lmony automatycznie.

Podstawiajac (18.1) i funkcje ugiecia (12.5) do réwnania (8.2), a nastgpnie sto-
sujgc metod¢ Galerkina, dochodzimy do nasigpujacego nieliniowego réwnania
rozniczkowege dla parametru f

as2) 5+ (3) 2 ) s [ 1= (3) 5 222 (o) () |-

—ﬁ”(2G@+ %) = 0,
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Jako dalsze przybliZenic wyprowadzimy réwnanie jak powyzej, zakladajac tym
razem, ze funkcja przemieszezenia zalezy od ugiecia.

Funkeje predkosci przemieszezenia w plaszezyZnie Srodkowej plyty przyjmujemy
w postaci

(18.3) it = —g"g—i—2ﬁ’§ (o).

Funkeja ta spelnia warunki brzegowe problemu. Oznaczono tutaj przez £ dana
predkodé odksztaleenia na brzegu plyty oraz przez ¢ nieznana funkcje zmiennej
promieniowej, ktdra znajdziemy z warunku réwnowagi naprezen w plaszezysnie
Srodkowej piyty,

Poniewaz ciekto$¢ nie zalezy od zmiennej promicniowej, korzystamy w dalszym
ciagu z réwnania (8.2). Przy danej funkeji ugiecia (12.5) otrzymujemy z (3 I} pred-
kosci odksztalcent w postaci

—erk@ +8(1—p%%6?
do :

(18.4)
é?’ = —m—l—kﬂa
¢
gdzie oznaczono
' 2
(18.5) m— Rél, k= gﬁ«(ﬁ) :

Podstaw1ajqc powyzsze wiclkosci w réwnanie réwnowagi w plaszezyinie $rod-
kowej plyty (8.1) dostajemy rowname rézniczkowe, kitdre spelniaé musi nieznana
funkcja ¢:

d¢ 1 dp o _ o .
(18.6) -Eég+ o E —A4(5—18¢%+13pY 0.
Przy warunku brzegowym ¢(1) =0 otrzymujemy rozwigzanie

(18.7) @ = 1_12 (7—30g2+360%—13¢%) o.

Wtedy predkosci odksztatcen (18.4) przybierajg postaé

: o B\
&= *m-l—éﬁr("}—{‘) (7-+60*—12¢%4-50Y),
(18.8)

2
&, = —m- %—jf(—%) (7--300*+360*—130%).
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Podstawiajac powyisze wiclkodci do réwnania (8.2), a nastepnie stosujac metode
Galerkina, otrzymujemy nastepujace nieliniowe réwnanie réiniczkowe dla para-
metru

o gl oS ) sl

(2Gq§+ ) f=0.

Natychmiast widaé, ze réwnania (18.2) i (18.9), jakkolwick otrzymane na innej
drodze, sa identyczne nie tylko formalnie. Wartosei wspdlezynnikow wystepu-
jacych w obu réwnaniach r6inig si¢ migdzy soba o wiclkosci rzgdu wlamka pro-
centu, a wige roZnice moga by¢ pominigte.

Aby uzyskaé rozwigzanic réwnania (18.2) lub (18.9), wprowadzamy nastgpujace

oznaczenia:
[ _[2)2° L [&Y
“\3/7 m\R]’
2V 22 2GD [ A 2GP
18.10 —|Z et
(18.10) <b(3)7m(R) g ©
7
‘ C_ﬁ' d=2GP.

Przy zatozeniu, ze predko$é odksztalcenia na brzegu plyty m jest stala, dostaje-
my przy oznaczeniach (18.10) :

(18.11) Ftafy—201—b(f2+0lf*—dff = 0.
Redukujemy rzad réwnania (18.11) podstawiajac
. b dp o
(18.12) p=f, Pp=-mp=1.
Mamy wiedy réwnanie

(18.13) PFap— 2 l-b( Pl p—d =

ktére jest uogblnionym réwnaniem Riccatiego o formie kanonicznej

(18.14) P - %2 (B34 bf*2be—1) 4 [be(be—3)+21).

Podobnie jak w p. 12 zastosujemy z kolei metode Galerkina bezposrednio do
rézniczkowo-catkowego réwnania (6.1) przy uwzglednieniu neutralnego stanu
plyty w chwili ¢ = £,. Stosujac warunek catkowy Galerkina do wyrazenia otrzyma-
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nego przy podstawieniu danych funkeji ugigcia i predkodei odksztatcen, dochodzimy
do nastepujacego rdéwnania rozniczkowo-catkowego dla parametru f:

(18.15) %ffe“’“;f“‘dwrff[-?-fﬁ_%(%) m(%) ]e26f¢d‘dt=o.

Latwo sig przekonaé, Ze przy dwukrotnym zroZniczkowaniu i eliminacji wy-
stepujacej calki otrzymamy réwnanie rézniczkowe identyczne z (18.2).

19. Rozpoczniemy badanie wyboczenia od przyblizonych rozwigzaf réwnania
(18.13). Pomijajac p’ oraz p® w poréwnaniu z pozostatymi wyrazami dostajemy
réwnanie liniowe

N d
P = 3 (he—1)]

Z (19.1) wynika, ze pochodna ugigcia p jest nieskonczena dla

(19.2) fe l/ 1‘;’0 :

przy zalozenin, ze [—be >0,
Ostaini ‘warunek daje nierdwnosé

\ 268 (n\* _[3V?
Poniewaz dla kazdej wartodei

(19.4) f< ]/ 1";’0

pierwsza pochodna ugigcia jest ujemna, rozwazany pizypadek nie daje czasu kry-
tycznego. Wynika stad, Ze réwnanie (19.1) jest stuszne tylko dla

19.1) 7.

3 3
{19.5) % =2 (5) ’
Rozwigzanie przy powyzszym warunku ma postaé
be—1_ {FV 4
2__£2 A O

a w szezegllnym preypadkn réwnodci (19.5)

. /A B
(19.7) f= ]/ fé+ g(taru) .

Krzywe ugiecie-czas dla rozmaitych wartosci xz i fy pokazane sg na rys. 13.
Zauwazamy, 7¢ dla x — oo rozwigzanie (19.6) daje
f

(19.8) lf_(fﬂmf&pr In (-f—) _Ih,
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gdzie

2V r V1
(429 w=(3) (&) =
Tak wiec pierwsze przyblizenic dostarcza rozwigzan dla wspélczynnika » za-
wartego w przedziale

(19.10)

1 | 1 1 ! : ! 1 1 1 t o
o 2 4 6 8 W 1w 4 M6 48 20 22 24 P55 28 W I Mdt’ft'ta}/ﬁa

Rys. 13

W drugim przyblizeniu pomijamy tylko p’. Wtedy z réwnania (18.3) otrzymamy

(19.11) apﬁ—%[pb( fre)lp—d = 0.
Poniewaz wyroznik
(19.12) A= %[I—b(f‘z—f—c)]2+4ad =0,
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rozwiazanie (19.11) ma postaé (rys, 18)

(19.13) p= aif L —b(f* -+ Y I—BT P+ alf?).

Pierwiastek ujemny jako nic spehliajacy warunkéw zadania pomijamy.
Catkujac rownanie (19.13) otrzymujemy relacje ugiecie-czas w postaci (rys. 14)

- = ﬂ (t“*t())s
a

£}

40

a5

45

18

a5

=1 3 ] 1 3 | | I | | P
az459g4042444543mzzmzszaaaszwm_(t;)/a
. 00

Rys. 14
gdzie oznaczono
(19.15) A= ;—:, % = 1=b(f*4-0)+y/ [1-b(f* P +adf? x,= x(f,).

Jako szezegllny przypadek rozwazymy przyldad piyty czysto sprezystej. Ponie-
waz w tym przypadku b= d =0, to znaczy x = 0, réwnanic (19.11) upraszeza
sie do postaci

' 2
(19.16) p=—z

681




Catkujac (19.16), znajdziemy

R
(19.17) f= ]/.f&%— o =t
Krzywa powyzsza przedstawiona jest na rys. 15.

W drugim szczegdlnym przypadku bc = 1, to znaczy » = (3/2)% mamy z (19.11
(19.18) ap®-2bfp—d =0

Ooraz rogwigzanie

(19.19) — %[]/fz+%g_f].

N T U NS VSO N S NN (R Wy NV SN NN S N NN SN DU DU NN SR U R
0246&"ll]4244451202224262330323#&5384042«JGAt.ﬁ_ro)/aa

Rys. 15

Catkujac (19.19) otrzymujemy zwiazek ugigcie-czas w postaci

7 20_2 2 - t_to
o]

gdzie a, okredlone jest za pomoca wzoru (19.9), za§

(19.21) = ~f+]/f2+ bz, zp = z(fy).
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Kizywa (19.20) wykreslona zostala na rys. 15 dla rozmaitych warunkéw poczat-
kowych,

Jako trzecie z kolei przyblizenie rozpatrzymy ogdlna postaé réwnania {18.13),
do ktérej zastosujemy metode malego parametru. Jako maly parametr przyjmu-
jemy wielkodé .

Wyrazajac wspolczynniki (18.10) przez x», mamy z (18.13)

3
b = b{}%, bo = —13(2) b

(19.22) 73

2

¥
d=dypx, d,—= (—)

3] a

Przy powyiszych oznaczeniach dostajemy z (18.13) nastgpujace réwnanie:
’ 2 ’
{19.23) F2 +ap2——?[l——xbo (ftc)]p—wnd, = 0.

Funkcjg p rozwijamy w szereg potegowy parametru x:
(19.24) P == GQytrgy et L Ao,

gdzie g, = ¢,(f). Podstawiajac rozwinigcie (19.24) do réwnania (19.23) oraz po-
rownujgc wspotezynniki przy jednakowych potegach s, otrzymujemy w rezultacie
Tozwigzanie w postaci

(19.25) P =p.+ > wq,,
N - o v=1

gdzie p, jest identyczne z rozwiazaniem dla plyty czysto sprezystej, wynikajacym
z rOwnania (18.13) dla b = d = 0;

' 2
(19.26) pé+ap§~—7pe =0.

Catkujac (19.26) mamy

3
19.27 =4,
15:27) = apFc
gdzie
3—ap,fy . 6 m|[R\*
19.28 —_ ——— 2 - pr SES— .
( ) C apo 0> pO ﬁi 7 ﬁ) h
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Calkujac (19.27) powtdrnie otrzymujemy relacje ugiccie-czas w postaci

L ffy 11,
(19.29) g(faw 2 +%, i f_f}_” _ l‘aﬂt _

Krzywa powyzsza podana jest na rys. 17.
Zadawalamy sig rozwigzaniem rownania (19.23) z przyblizeniem do liniowego
wyrazu wigeznie w rozwinigeiu (19.24). Przyblizenie to daje

5

030 p= it s S pegy-

—c gy

gdzie C okreflone jest za pomoca wzoru (19.28),
F ‘ ‘

400 —

300

250
37 Z"z—zzirln("z"a}z "
22 EEZT Z Iy

e T

w5 (h)

160

100

050

I 1 1 1 1 I | i 1 | 1 1 | 1 1 t i
o 2 4 6 8 W © W 4 4 2 29 24 % 28 30 ¥ M4 ¥ B 0 ¢ Attt )/a
aiflg

Rys. 16

Rozwiazanie (19.30) jest stuszne dia
(19.31) 0w 1,

co wynika z warunku zbieznosci szeregu (19.24).
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Calkujge réwnanie (19.30) dochodzimy do zwiazku ugiccie-czas w postaci

3V AL (e g [ Ay fIBf1B,

Ay Ay 2k
Ay 4By f+B, vy 2f+B, % +B,
+—=In +2 arc lg— - —arct e
2 fR+Bafot+B, Vi 2]/-D1 s 2]/D1 ]
2A5_f4_33 arc tg 2f+_53 —arctg Zﬁ,—t% = tgr{,’
2y/ D, 2y/ D, 21/ Dy a
gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia:
(19.33) D, = 4B,—B:, D, =4B,—BZ.

v 17 Pk, 4
T )+ g2 o= g (1)

el 4

20

15

40

05
025

L L Lt o) e b —
0 2 4 8 & @ 2 H #B B8 w2 ™A 2&2830323435,_1##,%)/&0

Rys. 17

Tutaj By, ..., B, sa wspolczynnikami rozlozenia wielomianu

(15.34) frtafita f+as = (f*+Bif+By) (f*+B,f+By),
posiadajacego wszystkie pierwiastki zespolone.
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Dla danych B,,..., B; znajduje si¢ wspélezynniki A,, v, As - Z nastepujacego
ukiadu:

C
( =" Al Aybd,=al,

3

(19.35) 1 @At Bydyt Ayt By Ayt Ay — 20—ay,
B4A2+B3A3+-82A4+BIA5 = i dy— U3,

L a2A1+B4Aa+B2A5 = —ddy,

gdzie
19 1197 62048 ( . 166633
N =5 A B 8192f“[1+82411 * f“"i&oa;s)]“‘*’
(19.36) 0 3173 . 36
S TE R

RVEIEE
|5~
W tym celu, aby otrzymaé rozwiégzanje rownania (18.13) dia

(19.37) . 1< %< oo

przy zastosowaniu metody malego parametry, wprowadzamy jako maly parametr
odwrotnosé s

1
19. _ 1
(19.38) Z

Wyrazajac wspblezynniki réwnania (18.13) przez parametr § mamy
b d,
{19.39) he=—2, g%,
B B
a wtedy réwnanie to przybiera postaé

(19.40) By’ +Pap*—-2[f—b, (f2+c)1§ —dy = 0.

Funkcje p przedstawiamy w postaci szeregu potegowego
(19.41) p= kot ) Pk,
p=1

Podstawiajac szereg (19.41) do réwnania (19.40) oraz pordwnujac wspolezynnik
przy jednakowych potegach f otrzymujemy przyblizenie zerowe w postaci

(19.42) ky = ﬁiﬂw)
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identycznej z (19.1) dla » == oo, Tak wige rozwigzanie réwnania (19.42) przedsta-
wione jest formutg (19.8).

Przyblizenie liniowe ma postaé

¢ e

(19.43) ky = "t [P

f
ff 2bge (f2+c)2ebnfn df
fo

Poniewaz 2bye jest ulamkiem, catka powyisza nie da sie wyrazi¢ przez funkeje
elementarne. Rozwijajac funkgje wykladnicza pod znakiem catki w (19.43) w szereg

Pip=f7p |
°r
p=mikf)?
4
)
34
2 th 2-przyblizenie

L L1 e e g,
o 1 2 3 4 5 & 7 & ¢ M M ®© 43 4 4 P

Rys. 18
Pip=i/B| B=m(Rfn)?
’r w=4, f=~0
w=1, =1
1 ) b

4 4234565564041424344'4545;-

Rys. 19

polegowy przy uwzglednieniu wyrazu kwadratowego wlacznie oraz wykonujac
catkowanie, przedstawiamy rozwiazanie w postaci liniowej

(19.44) P = kotuk,
Iub szezegblowo (rys. 19)
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2 by f2 %
(19.45) p— ce [ ¢

¢ 1 5
W{f—l_}?W e (fLRbee _ fliohecy |

142b,¢
bo(1+-byc) 24-byec(44-b4c)

3-4+-2bse 2y — - heN P Moe) 53 0 _ .. o

Bo(14-Byc)

bZ
“+2hoc 2b, 0 [ -2bye a .
i ) g B gpions ]|

Jak widaé z (19.45) dla » - co drugi wyraz w gldwnym nawiasie dazy do 0.
Wyraz ten dazy réwnicz do zera dla dowolnego 1 < » <{oo przy ugieciu f zmie-
rzajaeym do nieskoficzonodc,

Tak wige rozwigzanie (rys. 19 i rys. 21

cf .

(19.46) P = 24 )
przedstawia krzywa graniczng dia rodziny krzywych okreslonyeh réwnaniem {19.45),

Istnieje mozliwo$é otrzymania rozwiazania réwnania (18.13) dla catego przedziatu
0<% <{co przy zastosowanin metody malego parametru. W tym przypadku
nalezy przyja¢ jako maly parametr stosunek (AR

20. Z badania wyboczenia w zakresie duzych ugie¢ w p. 19 wynika, ze plyta
odksztalca sig w czasie w ten sposéb, iz pierwsza pochodna jej ugiecia zmierza
do zera przy ¢ zmierzajacym do nieskoficzonodei. Diatego tez teoretycznie nie ma
czasu krytycznego nawet w przypadku plyty czysto sprezystej.

Latwo sprawdzié, Ze crasu krytycznego nie bedzie réwniez w przypadku, gdy -
predkosé odksztalcenia na brzegu plyty jest proporcjonalna do aktualnie wywola-~
nego ugigeia, to znaczy gdy

(20.1) m=1If.
W tym przypadku z réwnania (18.2) przy oznaczeniach (18.10) otrzymujemy
(20.2) I rafSfi—B—2b(f* 1)l f2f —djr =0

lub redukujac rzad réwnania
1
f

Wysta'}czy rozwazy¢ jedynie przypadek plyty czysto sprezystej. Poniewaz b =
=d =0, to mamy z (20.3)

(20.3) ‘ pap——B3-2(f*+e)lp—-d = 0.

(20.4) P +apt-- %p =0,
skad

4 f3
20.5 _4_rF
(205) P=Ynxc
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gdzie

I ap[)f;)
— fa__ LMY,
(20.6) C j(; o

Widaé natychmiast, ze pochodna ugigcia w (20.5) zmierza do zera gdy f — co.

Catkujae (20.5) otrzymujemy relacje ugiecie-czas

FofE 8
20.7 —f2 2l = (t—1,).
( ) (f f L] )+ f%g a ( 0)
Hp=F/p )

d B=mi{Rin)?

5

4 H

i

Seiste rozwigzanie £=0
2 H Drugie preyblizente
Scisle rozwizanie Fy=1
1
I 4 1 T T T T 7 e P
¢ 1 2 3 4 5 § 7 § @ W H © 149 4 4% r
Rys. 20
PiB=F/8 §

5 p=miRi)*

4

3

Drugie przybiizerve
o\ R L s
 Pierwsze prayblizenie
W=
1
1 I £ 1 1 T t t :

0 1 2 & 4 5 5 7 8 9§ 0 M B M 46

44 (11) Rozprawy Inzynierskie
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Jak wynika z rozwigzania (20.7) dla ¢ — oo ugigcie wzrasta nieograniczenie.
Zatem pochodna ugigeia dazy do zera w nieskoriczonym okresie czasu.

Nalezy podkreslic fakt wprawdzic oczywisty, ale charakterystyczny dla zacho-
wania si¢ plyty w zakresie duzych ugieé. Mianowicie, w przeciwienistwie do przy-
padku malych ugieé wszystkie rozwigzania dla ugieé duzych sg stuszne réwniez
dla f, = 0, to znaczy dla plaskiej postaci plyty w chwili poczatkowej obserwacji,
o ile uwzglednimy odksztatcenia sprezyste. Wniosek ten nie obejmuje przy-
padku (19.8) otrzymanego dla x=oc0

21. Rozwazmy teraz problem wyboczenia plyty w zakresie duzych ugicé, gdy
odksztalcenia sprezyste moga byé pominigle w pordwnaniv z odksztalceniami
petzania.

Najpierw zbadamy przypadek geometrycznej liniowosei.

Réwnania fizyczne dla pelzania maja postaé (9.1). za$§ funkcja predkodci prze-
mieszczenia jest

(21.1) = —gplo),
gdzie g jest predkoscia odkszialcenia na brzegu plyty. Stad predkodei odksztaleefi
sg odpowiednio réwne

(21.2) g, = —m@, g, = ——mi.

Przyimujac, e cieklo$é jest zalerna od stanu napreZenia, obliczymy z (7.2)

wr a8z ]

oraz pochodna £'. Zaleznoéé dla cicktodei ma postaé ogélna (7.4); dlatege bierzemy
pod uwage uklad réwnan dla plyty pelzajacej (9.9) i (9.10).

Podstawiajac predkosci odksztatcess oraz (21.3) do réwnania réwnowagi 'w plasz-
czyinie $rodkowej (9.9), otrzymujemy nastgpujace réwnanie rdZniczkowe dla
funkcji ¢:

s [4(2) 128 anin () ]9+ 2 e (&) -

—36—D4, ("ip) #3005 L 2L

Latwo sprawdzi¢, ze dla n = 3 réwnanie powyzsze posiada. rozwiazanie
D
(2L.5) ¢ = 7+Ce,

przy czym D = 0 dla plyty pelngj. Warunek brzegowy @(1) = 1 daje stata C =1,
tak Ze rozwigzanie jest liniowe,

(21.6) g =op.
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W wynika otrzymujemy z (21.3)

(21.6.1)

£2 = const(g) = 3m?.

Przyjmujac funkcje ugigcia w postaci (12.5) oraz korzystajac z réwnania (9.10y
dostajemy po zastosowaniu metody Galerkina rownanie rézniczkowe dla para-

metru f,

. R\ T
@17 fmé(%) (i) mf = 0. d

Rozwigzanie (21.7) ma postaé

mdt

(218) f= el
lub

t—fg
21.9) f=fe®™
jesli m jest state (rys. 22a).

Ostatnie rozwigzanie jest identyczne

z (12.41) dla % = oo,

g

8

7

)

5

4

3
Przejdziemy obecnie do duzych ugieé. j
Funkcje predkodci przemieszezenia przyj- &
b

mujemy w postaci

il

(21.10) #—= —§e+—§<p(9)-

Fi

50
45
40l
35+
98-
25~
20

BOAr iy

Rys, 224

13 2 -1,
Bl n(g) - 5"

1 1 ] 1 ] I i [} P
W M6 B W2 N % A1),

Rys, 22b °

Zatem predkodel odksztaleed sg réwne

. V di  dw dw dyp
21.11 e —_— e e — e 2.2
(21.11) “T Rde do dp m+kd9 -Blg®(1— 0%,
. 1 u P
&y = 5 — = —m-+k1;

54

691




edzie

(21.12) m = %, k= Zﬁp(%)ﬂ.

Zaktadajac fizykalna liniowosé kotzystamy 7 rownania réwnowagi w plaszezyznie
srodkowej plyty (9.7). Réwnanic to wyznacza nastgpujacy warunek dla poszu-
kiwanej funkeji ¢@:

ddp  ldp o
13 il S it OO S, _ 2 '
(21.13) 7 -+ o d P d9(5-—18¢%--130%)

Przy warunkach brzegowych
(21.14) PO =0, g)=1

rozwigzanie (21.13) ma postad
(21.15) @ = %(7*30@2—!—3694—1396) .
Stad otrzymujemy predkoéci odkszialeen

g, = ¥m+—k—(7—90g2+18094#78.9“)+8k(1—292+94) ol
12
(21.16)
- _m—|-Tkz_(7»30Q2+3694—13g6).
Podstawiajac powyzsze wiclkoSci oraz funkcje ugigeia w réwnanie réwnowaigi
(9.8), dalej stosujac do tak otrzymanego warunku metode Galerkina, dochodzi-
my do réwnania rézniczkowego dla parametru f:

APEREYEA Y L
(21.17) f[1+~ﬁ(5) f ] mz—aof— 0.
Jego rozwigzaniem jest funkcja (rys, 22b)
. 13 0 A=Y
(21.18) Lﬁ(f S+ ln(ﬁ) =

22. Dalszym krokiem naprzod w badaniu wyboczenia plyty pelzajacej bedzie
uwzglednienie opréez geometrycznej, fizykalnej nielinjowosci. Zaktadamy zatem, Ze
cieklodé jest funkeja intensywnosci naprezen wedlug relacji (2.8). Poniewaz w tym
przypadku réwnanie réwnowagi w plaszezyZnie érodkowej jest bardzo skompli-
kowane, gdy staramy sig spetnié je przy ogéinym zatozeniu predkosel przemiesz-
czenia, przeto ograniczymy sig do uproszczonych zatozen. Przyjmiemy mianowicie
funkeje predkodci przemieszezenia w postaci spelniajacej warunki brzegowe, a wa-
runek réwnowagi spelniony bedzie w przyblizeniu.
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Zatozmy predkosé przemieszezenia w postam
(22.1) = —ngJr.Rk@(lm 2),
wtedy predkosci odksztalcedt sa
{ &, = —m+k(1—11g*160"—8¢%),
¢, = —m-+k(l—g%.
Poniewaz intensywno$¢ naprezef zaleina jest od g, rozwiazanie problemu 7a-

lezeé bedzie od wykladnika funkeji cieklosci n,
Warto$¢ 2 wedlug wzoru (7.2) wynosi

(22.3) Q= 3mP-omk(1—6¢>1-8p*—40%)+k*(3—360° 18191 — 39205 1
444008 —256010-1-6401%),
Obliczamy pochodna £ i wprowadzamy ja wraz z (22,2)i (22.3) oraz funkeja
ugiecia (12.5) do réwnania rdwnowagi (9.10). Stosujac do tak ofrzymanego warunku

metode¢ Galerkina dochodzimy do nastgpujacego réwnania rézniczkowego dla
parametru f:

(22.4) @+ a)f* >+ 0uf2 D) af 2+ (e fP eyl fh dyodf = 0,

(22.2)

gdzie _ \
( 212 1207 n—1
h=T488, G =,
4379 61 n—1
=35 bh=—5
(22.5) )
195
€y = 0 €, =2,
' 3 3 R\2
e ool
Podstawiajac
(22.5.1) p=f
dostajemy zamiast (22.4) réwnanie
(22.0) ap*+bp*tep+d =0,
w ktérym

(22.7) ! a=fafta), b= af(bf*+b),

¢ = e frhey), d=dddf.

Wprowadzajac nowa zmienng

b
(228 : x = p-}—.—?’-a—:
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mamy zamiast (22.6) réwnanie

{22.9) x¥34+3Px420 =0,
gdzie

. 1 2 — 1 3 A
{22.10) P = e (Gac—b ),’ Q= —54_a§(2b_ —9abe+-27a* d).

Wartoéé wyrdinika
22.11) d = P34-Q%,
decyduje o rozwigzaniu réwnania (22.9).

W dalszym ciggu zakladamy n = 3. Wtedy

[547,32-1078f0—9,1 - 1075 4.-1,42 - 1075 f2 -2,41 - 10~
22, = « 1088 } .
(22.12) & = 1575 10% o788 L LG

F4l

500 —

1 ] ] [ - [ | |- 1
6 2 4 6 & M ® W 6 4 W 22 ¥ N B W H M Bafrin,

| E 1 1 |

Rys. 23

Yatwo stwierdzi€, ze wyrdinik (22.12) jest dodatni dla kazdej wartosci £ Wy-
nika stad, ze réwnanie (22.9) ma jeden pierwiastek rzeczywisty okreflony wzorem

(22.13) X — V?Q+ Ve -+ ]“’/—Q—I/E,

w ktérym _

fo43,78- 10722 -3,35 - 105 /25,92 - 10~
7488 {2+ 1,46)° ’

praktycznie biorac, jest ujemne dla kazdej wartodci /° (podwdjny pierwiastek licz-
nika zawarty jest w przedziale 1072 <C | f| << 1077).

(22.14) Q= --94-10%?
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Z podstawienia (22.8) mamy (por. rys. 24)
b 3, T e S =
(22.15) p:~3_a+]/—g+1/a +1/—0-v%,
gdzie p jest dodatnie dla kazdej wartodei f.

Fwigzek ugiccie-czas moze byé zoaleziony przez catkowanie rozwigzania (22.15).
Tak wigc

s af
(22.16) f B
vV —orve +y —o-vo —

Jo
1#ef |
026 —
020
Rozwigzanie Scisle
. 045 \ ——-—~ Rozwigzanie przyblizone
00
oos

Rys. 24

Podamy jeszeze dia celéw pordwnawczych przyblizone rozwiazanie rdwnania
(22.6) przy pominigeiu p* w stosunku do pozostalych wyrazéw., Mamy wtedy do
rozwigzania rownanie

(22.17) bp*+-ep-+d = 0.
Wyrdznik powyiszego réwnania
(22.18) A = @l(e, f+ el —4dy B P 4b) 17 >0,

a dodatni pierwiastek ma postaé (por. rys. 24)

(22.19) p — (e f24e) +V (er oo —4 d, (b 2 Bo) 7]

a [4
2f(B1f* 1)
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Calkujac (22.19) otrzymujemy relacje ugigcie-czas w postaci ogdlnej dla dowol-
nego n (w zasadzie nieparzystego)

¢ ¢ | R e
@) G fp Gt (/- YR)-
1 02]/K+(clcz—2d byfe+ck
fo 2y Ko+ (e ca—2d, by) f2+ €2
1 €6a—2d, by l/ (ef— 4d1bljk+(01 4d b)) 24 (e 6a—2d1 b)) _ Tk
4 Yt —4d b, ]/(02 4d, b)Y Ky (2—ady b)) FE-- (cyea— 24y b)) @

gdzie

2\ 1 [ RY
(22.21) o = (?) - (E) :
K = (B—4db) f24-2c 002 b)f* 18, Ky = K(fy).

Na rysunku 23 prrzedstawiono zredukowane krzywe ugigcie-czas obliczone na
podstawie rozwigzania (22.20) dla # = 3 i1 rozmaitych warunkdw poczatlkowych.

Na rysunku 24 wykre§lono dwie krzywe podajac zaleznodé predkosé ugiecia-
ugigcie. Linia ciggla przedstawia rozwigzanie Sciste rownania (22.6), za$ linia prze-
rywana rozwigzanie réwnania (22.17). Jak widaé, zastosowane przyblizenie daje
dobra zgodnosé z rozwigzaniem $cistym.

23, Dotychezas w naszych badaniach statecznodcl poczyniliSmy upraszczajace
zalozenie odnosnie zmiennoséci intensywnosci naprezen po grubosci plyty. Miano-
wicie przyjimowaliSmy ¢, jako funkcje jedynie zmiennej promieniowej i crasu.
W ten sposdb material plyty posiada szezegdlne whasnodei fizyczne, ktore mogg
by¢ uwazane za przybliZenie rzeczywistego zachowania sig w danych warunkach.

Jezeli intensywnoé¢ naprezen zmienia sie wzdinz grubosci plyty, musimy uwzglednié

" jej zalezno$¢ od zmiennej z. Poniewaz w tym przypadku obliczenia natrafiajg na
nadzwyczajne trudnosci, ograniczymy sie do najprostszych mozliwie rozwazaf.

Ogélna postat predkosei odksziateen wynosi

h diw 1 dii 1 dw dw

@0 A NS TR o
. s b 1di +_1 @
*~ R gdo Ry
gdzie
(23.2) sl
’ h

jest bezwymiarowa zmienng pionows.
Gdy rozwazaé tylko male ugiccia, znika trzeci wyraz w pierwszym wyraZenin
(23.1). Ograniczymy si¢ do tego przypadku.
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Przyjmujac funkcje predkosei przemieszezenia (12.3) oraz funkcje ugiecia (12.6),
mamy z (7.2)

(23.3) 0 = k2 (1305 —120213) 221 6kym(2g®— 1) 2 3mit,

gdzie '
-k Y2

(23.4) ko = 4f(R) :

W dalszym ciagu ograniczamy si¢ do rozwaZania samego pelzania. Wyprowa-
dzajac rownanie rownowagi obliczamy momenty zginajace

(23.5) 1
R 1., ..
M,= iy 3 (é,+2¢,) zdz.

Podstawiajac do wyraZen na momenty (23.5) ciecklosé

(23.6) [B],_, — %ABz Ve,
otrzymujemy
1 3 .
[ M, = KF f zdz = KF[JH,
, | ]/ C22+D2+E
(23.7)
: 22dz
M :KGJE—KGJ T,
| Y CA+ Dz 1 E Lol
gcizie . : -
C = kE{13p1—120*1+3), D = blkgm (26°—1),
(23.8) o, PP s o
E=3m? F=k0(3—7®, G=F(3-57, K_EW
Wzory redukeyjne daja dla nieoznaczonej calki
_ 3(Q2CE—D%z—DEg,; =5 SD™6CE
@39)  h=5=cacE-py VP ooy
gdzie
(23.10) 5= [V Dz TE d-.
Dalsza redukeja catki (23.10) daje
4CE—D?
(23.11) J =23 ZCITE,D 1/0 1Dz +E+—g Ly
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gdzie

23.12 e f e —

( ) ? %/C22+D2+E
Przyimujac

(23.13) y3 = Cz*+ Dz +E,

przeksztalcamy J, do postaci

2ydy

23.14 A . A
@19 ’ 2f]/40y3+p2 4CE’

tj. do postaci calki eliptycznej. Jednakze obliczenie wartoéci catki napotyka na
duze trudnosci ze wzgledu na funkeyjne wspdtezynniki i dlatego tei wyniki nie na-
dajg si¢ do przedstawienia na tym miejscu,

Wyrazenia dla momentéw (23.7) uproszeza si¢ znacznie, je§li zatozymy, ze pred-
kosé¢ odkszialcenia na brzegu plyty jest bardzo mala, a sama plyta dostatecznie cien-
ka. Przedstawiajac momenty w postaci

(23.15) M, = 6K r =25 G

matye MRy

pominglismy pod pierwiastkiem w (23.7) wyrazy poza Cz* Latwo sprawdzié, ze
pominigte wyrazy s male, poniewaz w kazdym przypadku zachodzi nieréwnoéé
(23.16) F=m.

Ustawiajac réwnanie réwnowagi momentéw dostajemy

’ , T h _aw
(23.17) (BF' C—FCYo+3C(F—G)y = —% EG,FQMQ.
Poniewaz
2 Yeom
(2318) o, = —Wl 9,

za$ funkcja ugiecia ma postaé (12.5), to dostajemy po zastosowanin metody Ga-
lerkina soéwnanic rézaniczkowe dla parametrn £

(23.19) f 122 ;/9 ( ) V7=o.

Réwnanie powyZsze ma rozwigzanic

(23.20) f= V ,/7 122 i’/%(%)z(ptﬂ)]a.
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Kilka krzywych ugiccie-czas dla rozmaitych warunkéw poczatkowych pokazano
na rys. 254. Na rysunku 255 podana jest zaleino$¢ predkosci ugigcia-ugiecie.

Z rysunku 25g widac¢ znaczny wzrost ugiecia w krdtkim stosunkowo okresie
jako wynik wplywu zmiennofci intensywnoéci naprezen wzdiuz grubosci plyty.
Im wigksze jest ugigcie poczatkowe, tym szybszy wzrost ugiccial.

24. Rozwazmy zagadnienie wyboczenia przy deformacji sprezystej i pelzanin
wychodzac z najbardziej ogdlnego rdwnania (7.7), np. dla n = 3.

Zauwazamy, ze réwnanie (7.7) jest wynikiem przeksztalcenia réwnania (6.13).
Dzielac to ostatnie przez 2G9P oraz obliczajac granice przy 2G@ rosnacym nieogra-

F

12
a0
Fi b

o4

03

1 -— -
4ﬁnt'ﬂ‘fa)/ﬂ: 0 {f 2 & 4 5§ 6 T & § U F/a;

Rys. 25

niczenie dochodzimy do” réwnania (9.6), wyprowadzonego dla plyty pelzajace.
Whnioskujemy stad, Ze jesli GAB? w réwnanin (11.3) jest bardzo duze, to wyraz
zawierajacy

Vo

GAR®
moze byé pominigty. W ten sposdb réwnanie (11.6) dla samego pelzania wynika
z ogblnego réwnania (7.7). Poniewaz (11.6) zastosowano w p. 22 dla przypadku

nieliniowoéci geometrycznej i fizyeznej, vzyskane rozwigzanie moze byé uwazane
Za pilerwsze przyblizenie rozwigzania problemu postawionego powyzej.

1 Blizsza analiz¢ wplywu zmian intensywnodci naprezen wzdluz grubodei plyty przeprowadzimy

w innej pracy dla plyt {ypu «sandwich». Analize taka podal dla preta o przekroju dwuteowym
M. Zvczrowskr, [19]. '
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25. Z przedstawionej w poprzednich punktach analizy wynika szereg wnioskéw,
ktére obecnie podsumujemy.

W p. 12 zastosowaliSmy warunek catkowy Galerkina do réwnania rézniczkowo-
catkowego (6.1), ktore nazwaé mozemy «oryginalnym» i oddzielnie do rdwnania
réiniczkowego (8.2), ofrzymanego z pierwszego droga dwukroinego rézniczko-
wania i eliminacji catld. W wyniku otrzymaliémy w pierwszym przypadku réwnanie
liniowe na parametr f ze zmiennymi wspolezynnikami, w drugim za$ réwnanie nie-
liniowe o wspolczynnikach stalych, Rozwiazanie pierwszego z réwnad jest réwno-
cze$nie rozwiazaniem drugiego. Stosujac podobne postgpowanie w przypadku
duzych ugig¢ w p. 18 otrzymaliémy w obu operacjach identyczne réwnania. -
Wynika stad, Ze kolejno$¢ zastosowania metody Galerkina nie miala wplywun na
rozwigzania postawionych zagadnien,

W naszych rozwazaniach zalkladaliémy, Ze proces deformacji wywolany jest jedno-
stajnym $ciskaniem plyty w jej plaszezyinie Srodkowej. Zgodnie z tym, zatozyli§my
pewna predkosé odksztalcenia na brzegu plyty. Problem polegal na okredleniu
zachowania si¢ plyty w czasie, $ciSle mowiac, jej punktu érodkowego pod wplywem
tak danepgo obciaZenia.

Dalej zatozylimy neuntralny stan plyty poczatkowej ¢ =1,, odpowiadajace]
przytozeniu obciazenia. W czasie procesu odksztaleenia powstaje zmienny stan
napre¢zenia, odpowiednio do zalozonej na brzegu predkosei. Jesli nwrzgledniamy
samo tylko pelzanie, a ciekto$é i predkosé odksztalcenia na brzegu jest stata w czasie,
to napreienia sa réwnieZ stale.

Stan ugigcia poczatkowy zwigzany jest, w my$l zalozefi, z geometrycznym uksztal-
towaniem piyty nieobciazonej. Poniewaz réwnania wyprowadzone w p. 71 9 sa
stuszne dla dowolnych warunkéw poczatkowych, nic nie stoi na przeszkodzie,
aby mozna bylo stan poczatkowy naprezenia uwzglednié. Naprezenia w danej chwili
obliczamy wiedy z formut ogélnych (5.3), w ktorych o, oznaczaja naprezenia istnie-
jace w chwili ¢ = ¢,.

Jezeli plyta przed obciaZeniem jest plaska a w chwili ¢ = ¢, pod obcigzeniem,
to niezaleznie od wielkosci sit, w §wietle teorii malych ugied, pozostanie nadal plaska.
Jezeli dla plyty w zakresie duzych ugieé zaobserwujemy, w chwili poczatkowej
(pod obcigzeniem) zmiang formy, §wiadezy to, Ze znajduje si¢ ona w stanie poza
krytycznym. Obserwujemy wtedy z uplywem czasu ugigcia, jakie zachodza juz
po doraznym wyboczeniu plyty. Nie odnosi sig to jednak do plyty, ktéra nie wyka-~
zuje odkszialcen sprezystych.

W naszych rozwazaniach o wyboczeniu zakladamy neutralny stan plyty w chwili
poczatkowej. Mozna jednak réwniez przyjaé, ze w chwili poczatkowej ¢ = £,
plyta zostala obciazona w plaszezyznie $rodkowej napreZeniami, a nastepnie
odksztalca si¢ z pewna predkoscia. Jezeli chodzi o warunki poczatkowe, to te
dwa przypadki nie sg sobie réwnowazne. W pierwszym bowiem przypadku
zaloZzona na brzegu predkosé odksztalcenia nie powoduje w chwili ¢ == 7, napreZed,
w drugim natomiast przypadkn mamy pewien stan naprezenia w chwili poczatkowej.
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Wielkos$é predkodci odksztalcenia na brzegu ma w przypadku danych warunkdéw
brzegowych w napreeniach znaczenie fizyczne, poniewaz decyduje o zachowanin
sig plyty w czasie. Jezeli rozwazymy plyte poddana dziataniu naprezef w czasie,
zgodnie z krzywymi napreZen wynikajacymi 7 rozwiazaf podanych w p. 17, ktéra
odksztalca sig, dla przykladu, z predkoscig stata na brzegn, to stwierdzamy pewna
fizyczng charakterystyke materiatu plyty, Fizyczne znaczenie m wychodzi na jaw
szezegllnie, gdy uwzgledniamy tylko odkszialcenia pelzania. Poniewaz w tym
przypadku material plyty uwazamy za spreZydcie sztywny, proces jej odksztaleenia
charakteryzuje jedynie wielkosé m.

W geometryczaie i fizycznie liniowym przypadkm oraz dla stalej predikosei m
naprezenia w plycie zmienne sa w czasie wedhug kezywych wykladniczych (rys. 7).
Po pewnym. okresie czasu zaleznym od wielkosci » naprezenia te réinig sie malo
od okreslonych statych wartodei, Ten okres jest krdtszy dla mniejszych #, z drugiej
za$ strony naprezenia osiagaja duze wielkodel, Dla » zmierzajacego do 0 krzywa na-
prezen dazy do lini prostej. Ta ostatnia przedstawia wykres naprezet w plycie spre-
Zystej. Zmieniajgc punkt czasowy obserwacii w ten sposob, by naprezenia byly prawie
state, obserwwjemy praktycznie biorac pelzanie w warunkach stalych naprezen.
Takie podejécie bedzie bardziej uzasadnione dla malych »x, gdy okres czasu potrzebny
na ustalenie sig naprezenia jest krotki.

Dla predkoéei m proporcjonalnej do wywolanego ugigeia napreZenia sa zmienne
wyktadniczo z ugigciem (rys. 9) i zblizaja sie do stalej wartosci, réwnej naprezeniu
w chwili krytycznej dla f— oo, Naprezenie konieczne do wywolania utraty sta-
tecznosci przy pelzanin jest wigksze dla wigkszych wartoscl » (rys. 10). Graniczna
wartoéé odpowiada » = co. Dla plyty czysto sprezyste naprezenie w chwili krytycz-
nej jest proporcionalne do ugigeia poczatkowego (rys. 8).

Dla predkosci m proporcionalne] do odwrotnoéci ugiecia, naprezenia wzrastajac
poczatkowo, spadaja nastgpnie :gwaltownie i wreszcie daza wolno do zera przy
f = oo (rys. 12). Dia plyty czysto sprezysted, naprezenia ustalaja sie po krdtkim okresie
czasu (rys. 11), krotszym dla mnigjszych ugieé poczatkowych, Przy zaloZenin, Ze
naprezenia mato roznia sie od statych, ten rodzaj procesn odksztalcenia plyty pelza-
jace] moze byé uwazany za umocnienie przy petzanin pod driataniem stalych naprezen.

Zachowanie si¢ plyty w czasie i w warunkach ustalonych na poczatku tego punktu
zalezy od obcigzenia. «smuklofci» plyty, ugiecia poczatkowego i wlasnoéci fizycz-
nych, Wszystkie wymienione parametry, procz ugiecia poczatkowego, wyrazone sg
wielkodcia wspolezynnika ». Zgodnie z tym z fizycznego punktu widzenia otrzymu-
jemy dwa graniczne przypadki: x = 0 dla plyty czysto sprefystej oraz » — oo dla
plyty pelzajacej. Wszystkie posrednie whasnodoi fizyczne wyraZone sa przez » zawarte
pomigdzy zerem a nieskoficzonodcig.

Nalezy podkredlié, #e dla geometrycznej liniowosci nie otrzymujemy rozwigzan
dla £ = 0. W przypadku duzych ugieé rozwiazania sa poprawne réwniez wtedy, gdy
poczatkowa postad plyty jest plaska, o ile uwzgledniamy odksztalcenia sprezyste.
Whiosek ten nie obejmuje przypadku, gdy x» =oo,
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Jest rzecza charakterystyczng, Ze predkod$¢ ugieela dla malych ugieé wzrasta
w sposéb ciagly do nieskonczonodei dla f— oo (por. np. rys. 11 rys. 224). Dla du-
zych ugigé predkodc ugiecia wykazuje poczatkowo tendencje wzrostu, a na-
stepnie szybko maleje do zera dla f—oo, (por. np. rys. 19). Tendencja wzrostu
jest wyrazZniejsza dla mniejszych ugie¢ poczatkowych. Jest oczywiste, 7e rozwazajac
duze ugigcia powinnismy w poczatkowej fazie otrzymal przebicg krzywej ugiceia
jak dla maltych ugigé. Na wykresach zaznacza si¢ to punkiem przegiecia krzywych
(por. rys. 22b), wyraznym jedynie dla matych ugieé poczatkowych.

Gléwnym celem badania wyboczenia przy pelzaniu jest okreflenie czasu istnienia
konstrukeji jako funkeji wspommianych powyze] parametréw. Ze wzgledu na to,
ze z koniecznodci operujemy w naszym badaniun modelami cial teoretycznych, nie
zamierzamy okrefla¢ czasu istnienia z technicznego punktu widzenia. Naszym ce-
lem jest znalezienie teoretycznego czasu krytyeznego, to znaczy punkiu czasowego,
w ktdrym predkodé odksztalcenia wzrasta nieograniczenie.

Z naszej analizy widaé, Ze teoretyczny czas krytyczny wystepuje w przypadku
malych ugieé, gdy predkosé odksztaleenia na brzegu plyty jest funkcja rosnaca dla
0 < % < oo, oraz przy m stalym dla 0 < 2 < 1/2 - (3/2)%. Wniosek ten jest ogdlnie
stuszny dla materialu lepko-spreZystego. Dla plyly sprezystej czas krytyezny wy-
stepuje rodwniez dla stalej predkosci m.

Jezeli chodzi o duze ugiecia, czas krytyczny, zgodny z nasza definicja, nie wyste-
puje nawet wtedy, gdy predkos$é odksztalcenia na brzegu jest funkeja rosnaca.

Jest rowniez rzecza charakterystyczng, chociaz oczywista, ze w chwili krytycznej
nie otrzymujemy skoficzone] wielkodei ugiecia. Dia ¢ = ¢, ugiecie roénie nicogra-
niczenie. Tak wige w 7adnym przypadku predkos¢ odksztalcenia nie zmienia znaku.
atwo jest zatem upewnié sie, czy czas krylyczny istnieje, biorac granice predkosei
ugigcia przy f—oo. Jezeli czas krytyezny istnieje, to w granicy otrzymujemy nie-
skoniczona predkoéé ugiecia. Z rozwiazad podanych dla duzych ugieé widad, e
predkosé ugiccia maleje do zera przy f— oo,

Niektore wyniki uzyskane w zakresie czasu krytycznego stoja pozornie W Sprzecz-
nofci z ogdlng opinig (por. np.{7],[16]iin.), Ze teoretyczny czas krytyczny w przypad-
ku materialu lepko-sprezystego nie istnieje (fub jest nieskoficzony). W naszej analizie
stwierdzilismy dla takiego wlasnie materigh istnienie czasu krytycznego w przedziale
0 <2< 1/2(3/2)® dla m = const. Sprzeczno$¢ tg wyjasnié mozna na podstawie
przyietego przez nas schematu obcigzenia plyty, ktére ma charakter wymuszony.

Poréwnujac wyniki otrzymane przy rozwazaniu malych i duzych ugieé na-
lezy wziaé pod uwage wielkoéé wspblezynnika wsmuklodeiy plyly (A/R)PE wyste-
pujacego w parametrze okreSlonym jako czas zredukowany At = (1—i,)/a. Dia
duzych wgigé wielkod¢ tego wspdlezynnika jest znaczoie mniejsza niz dla od-
ksztaicen malych. Wynika stad, Ze jednostki zredukowanego czasu s3 w obu
przypadkach réZne, a krzywe ugicé nie sa bezposérednio pordwnywalne.

Fezeli dysponujemy krzywymi ugiecie-czas dla $cifle okreflonych wlasnodei ma-
terialéw rzeczywistych, z ktdrych wykonana jest plyta, to mozemy okreslié punkt
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czasowy, w jakim plyta przestaje spetniaé swoja role jako element konstrukeyjny.
Zachodzi to wskutek: zniszczenia spekania Iub niedopuszezalnych odksztalces.” Mo-
zemy wtedy okresli¢ czas krytyczny w szerszym pojecin, przewidujac okres istniedia
konstrukeji z praktyecznego punktu widzenial,

Zmienno$¢ intensywnodci naprezen wzdhluz grubosci plyty, uwzgledniona _]edymc

dla malych ugieé, wydaje si¢ mie¢ duzy wplyw na ich przyrost, jak to widaé z po-

rownania krzywych na rys. 1 i rys. 252 dla % = oo 1 przy zatozeniu, c a{,_a* Dal-
sza analiza w tym kierunku jest konieczna.

Wyniki teoretycezne i numeryczne uzyskane w przedstawionej pracy powinny byé
rozwazone krytycznie. Teoretyczne modele i zastosowane przyblizenia moga sia-
nowi¢ jedynie podstawe dla oceny zjawisk zwigzanych 7 zagadnieniem statecznodei
przy petzaniu plyt kolowych z materiatdéw rzeczywistych.

1 Sposdb wyznaczania obcigzefi krytycznych, zastosowany w pracy, odpowiada w zupelnosei
jednej z metod okredlania obcigzen kaytycznych w klasycznej teorii statecznodci plyt. Metoda
{a polega na zatoZeniu, 7¢ plyta posiada pewne poczatkowe wygiecie. Wiedy wielkoSci obciazed
w plaszezyZnie srodkowej, przy kidrych ugiecia rosng nieograniczenie, sa obciazeniami krytycznymi
(por. 8. Timoszenko, [14]). Wielkosci te dla ciala lepko-sprezystego przy m = const nie ulegaja
zmianie w przedziale

0 <2< 1/2(3/2)
Zmienia si¢ tylko czas krytyezny (por. rys. 7).
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Pesmome

WMCCIEHOBAHHE BVYIIVUHMBAHMWA B VYCJIOBHAX IIOJI3VUECTH KPYI'OBBIX
IINJACTHHOK IIPH MAJBIX M BOJBIIKMX [POTHABAX

Hcomeosanne BEIOYYNBAHNA B YCAOBHAX IIOJISYUECTH COCTONT B MPOBEeHAN 0DIeTo aHATHIA
hOB(‘.‘,E[CHHH ITACTHHE 5 M3TOTORJICHHON M3 IIGJ!BY‘-IEI‘D Ma’repnana, HO}IBEpFa}DHICﬁCH CIKATHIO
B €€ cepeuHHoit HOBEPX;IOCTH. IIporece nehopmanyia HawansHoH (HOpMBI NIACTHHKH, XapaKTe-
pusyomeiica GonpinM YBCIHUCHHEM XpOTHDa HOPH MAJIOM POCTE IEPeMenIeHus, HagLIBACTCH
BRIIYYHBAIIHEM B VCMOBHAX INNOJI3YUCCTH. J70 ZBIEHHE MOMKET IIPUBOAHUIE K 6CCI{D}IGLIHDMY
YBGMHYCHHIO Hporuba, 2 BPEeMEHHasA TOYKA, B KOTOPON 5TO0 IPOHCEOOHT, HasbIBACTCA KPUTH-
YecHHUM BPeMeHem. -

Bompoc BrIIyusBaEwA B YCIOBHAX IOASYUECTH BEIABHHYICA TONBKO JIMIE B HOCIIEJHHE
20 mer. 11epBLIM 2HANM3OM IO STOMY BONpOCY ABIstercE pabora CHIdPUIA. Heckoneke net
NOBKE IOABISIIOTCA paboThl B 06NACTH CICIM(HATECKOr0 BONPOca BLUIIYIARAHHA B YCIOBUAK
nonsyuectu A. M. OPEVIOEHTAIL, A.JI. Pocca, M. MarPuHA u A, P, PXAHMIIBIHA,
B mocneHue TOABI TOABIACTCA DAL TEOPETHUECKHX H SKCIEDHMETANbULIX nyGauKanuil xacao-
IEXCA TUIABHEIM 00pasoM crepykeell, UTC CBHACTCHLCTBYET O OOMBHIOH 33@HTEPEcOBaHHOCTH
wccnemoRaTenelt sty Bonpocesm. O6pas gocTmxesmit B 570 obnacty mator obzoper . A, T'vib-
TA, P, 1. Tooda, H. PMEHH 1 B, P. I'BINEPA. B Racrosiee Bpems, B CBASH C OBICTPBIM
PA3BUTEM COBPEMEHTNON TeXHEKH, OCHOBAHHON Ha pafoTe KONCTPYKIMOHHLIX MATEPHAIOR B YCJIO-
BUAX GONBNINX HATPYSOK M BLICOKHMX TEMIEPATYD, BOIPOC BLUIYUMBAHMN B YCHOBHUAX IOAZY-
Y eCTH BBIABHHYICA HA IEPBBIA Inad.

Cpega paboT, TOCEBANIEHALIX BLIIYUHBAHUIO TUTACTHHOK B YCHOBHAX IXOJIBYUECTH CHEAyeT
ormermTh paborer I, MKEPAPA, T. X. JIuHA, E. E, MATXAV3EPA u B, I, HEBEMIFICA,
M, H, PABOTHOBA, C. A, HIECTEPMKOBA, T, X. X. TTalitia, u P. M. IDXOHCOHA, B, 2KVKA,
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a zaxoxe M. JI Canperca, X, C. . MAKKOMBA m @, P. IIIEXTE. Bee mpurenenmmie
BRIE ABTODLI BSHMMAMNUCH INIACTHHEAMHA C TOUKH 2PEHHSA TEOMETPEUCCHOMN JIMHEHHOCTH, TONSKO
HEKOTOPDLIE YUHTLIBANE (PHIMUECKY0 HENHHEHHOCTE U YIpyrue Iedopmanmn. Kak 910 wmspectro
ABTOPY HACTOANIEH PaGorhl, BONPOCH! BLUTYUMBAHNSA IIACTHHOK B YCIIOBHAX HOM3YYECTHE B I'eo-
METPUYECKH HENHHEHHOM HpejCTABNCHHH [0 CHX IOp B JHTEPATYPE HE PaccMCTpHBAImCE, Ka-
HWETCA, YTO TAKOH MONXO[, C TOUKY IPCHUS UPAKTHYECKHY IPHMCHEHMH TEOPHU, ABJIAETCH 0UeHE
BAMKHLIM,

B macTostmielt paBoTe 3TOT BONPOC MO CPABHEHMIO C CYIIECTBYRITFMHE J0 CHX IOp paborami,
KACAYOIMUMUCH CTEDYKHEH M IUTACTHHOK — IIOCTABJIEH HHAUE, Kpaepsle yOIOBES Ja10TCA B topme
IepeMeneRull, 4 TOUHEE FOBOPA IPHHAMAIOTCS B KAYECTBE CKOPOCTH AethopMaline Kpas ILIacTUEK,
Taxol momxon, no MHEEHHIO 4BTOPA, XOPOIIO COOTBETCTRYET ACHCTEHTENENEIM YCIOBHAM PaboThL
KOHCTPYKIEH 4 oGsieruaeT hHSHTECKYI0 WHTEDIPETAIHIG Pe3yIBIATOB. DTOT HOAXOM SABIHETCH
TAKHE BBITOAHBIM C TOUKE 3PEHHA SKCHEPHMEHTATEHLIX HCCIE/[OBANHIH,

B nepsoit wactH paborst azercst GhOpMyIHEpPOBKA BOIIPOCA B NPEAONOMKEHHA A KPYTOBBIX
INACTHHOK ¢ 3AIUCMICHELIMU KPASMM, UMEIONHMA BOSMOYKHOCTE HEPEe/IBIKEHH,

DH3mgecKui 3aK0H A HeCHKHMACMOTo VUPYrO-TIIGN3YICId MATCPHANA OPHUHMAETCH B BHIE

rhe &y ~— COCTABMNAIONIAS CKOPOCTH HAedhopMaruas, o*:-i — COCTABJIANOMIAA [EBHATODA HANpH-
JKEHKH, ¢ — Moxymb gechopMarum coBura H @ — @D{0;) — TEKyYecTb, ABLOLIASCE B o0em
dysrIIelt UHTCHCHEHOCTH HATPMKeHH .
TeoMETPHUNCHUME 3aBHCHMOCTAMYE It CHOpoCTH AcOpMANHMH B CEPEiHHHON TIIOCKOCTH
CYTh
. dit dw . I
Er:W—;—W’ s,pﬂ?-.

BriBopsrea ofnmme ypaBHeHnsT s KPYroBBIX TUIACTUHOH, COPABCANMBLIE IS medopMHpo-
BAHHOLC YOPYrore COCTORHEA u molsywecrd. CHcreMa Ipex ypaRHenuil, ypaBHEHHS paBHO-
BECHA HANPHKCHMH B CepeQHHHON IUIOCKOCTH, YPARHEHEA PABHOBECHS MOMEHTOE H YCTOBHA
COBMECTHOCTH AS(DOPMALINE, BMECTE C KDACBLIMH YCIOBHAMI CNUPEACNAIOT (QYHKIMIO IIPOFuta
H TONMHBIE CKOPOCTH JechOPMRIHM M -CKOPOCTH AehOPMATIHE nonsyvecTH (ecnd mpemefpew
yapyrolt gedopmaneeit),

Amamua OrpaHHUNBACTCA ONpeHS/ICHREM pocra 1porufa BO BPEMERH.

YCIOBHE: CROPOCTD AIPOTHOA PABHA GECHOHETHOCTH Tlae? TEOPLTMUCCKOE BPEeMS THOTEPH YCTOM-
YHBOCTH B YCIOBHAAX TIONI3YUECTH.

Hecnenopanus NPOBOHAINCE MPHHEMAST HEMOCPeCTBEHHO GopMy dhyHKIu# Iporsta w 1 dopmy
DYHRIHY DEPSMCINEHHA ¥ B CePeNMHEON IIIOCKOCTH INIACTHHKY KAK GyErRuEN Bpemenn. TIpu-
BEACHHBIE BBIUIE NPEATOAMHCHAA I03BOILIIOT ABTOMATHUECKH YAOBIICTBODHTS YCIORHIO COB-
MCCTHOCTH. Y1005 yIOBIETBOPATE YPABHEHIIO PABHOBECHST TIPHMEHACTCA MHTETPANEHOS YCIIOBHE
Tanepruna. Tamxum cmocoGoM oOmpenerseTcs NporHS B CEPEHHHON IUTOCKOCTH IINACTHHKE KA
(OYHKIMIO BpeMeHE M3 OGBIKHOBEHHBIX HeduHeHRIK muddepenIyaILELIX YpaBueHui, B

Crepgpa obcy:xnaerca caywail PCOMETPHYCCKON u hraHYecKoll nuHeHHOCIN, KOr/g ILTACTHHKA
HO/BEPTacTCA CIATHMIG ¢ IMOCTOMHHOH CKODOCTLIO HA Kpaio. PacCMATPHBAIOTCH HEKOTOpLIE
CIIy4an, B KOTOPEIX 574 CROPOCTE HPONOPLHOHANDLHA BHISBAHHOMY HpOruGy MIIH €ro o0paTHOCTH
W OHOPENCIAIOICA COOTBCTCIBYIONIHE HANDIKEHHA. 3aT¢M YUHTHIBAETCA TEOMETPHYECKAS He-
JmEeHHOCTE crOpocTH AehOPMALHE M ONpPee/ I ioTeH SaRICHMOCTH npora6 — Bpemd. Pemnenne
YPEBHEHHH MOTy9Iactcd METOHOM BO3MyIHCHHI. OrbpaceiBan yupyrue ,ued)opman;uﬁ, HAXOJHUTCH
PEIICHme A cuyvas (PH3HUeCKOM M reomeTpuueckoil HemmmeisocTH, Bimidomme H3MEHUHBOCTH
HATCHCHBHOCTH HANPMKCHUE [0 TOMIINHE ILIACTHHKE HCCNEAYETCA IPMOIIKeNKbIN crocobon,
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IloBencHie NNACTHEKH BO BPCMEHWU 3aBHCHT THABHBIM ofpasoM OT MCXAHEYECKHX CROHCIB
MarepuaNa, HaTPysKu, THOKOCTH ¥ HAYajBHOTO npornfa. BiuusgEme BeeX ITHX [EPAMETPOB
BRIDAMACTCA, 38 WCHIIOUCHHEM IOCHERHETO, C IOMOIBIO woachdprmpenta %, COrTACHO TOMY,
JUIS WHCTO YAPYTOH IUMACTHHHY % = 0, a [l HHCTo nongyucH InacTHHKH ¥ = oo (ecnm pac-
CMaTpUBaTh husHUEcKHe CBOHCTRL).

KopcraTupyercs, UTO TCOPETHHECKOS KPHTHYCCKOS BPEMA CYHIECIDYCT B o0nacTH MagbixX
fIporHGOR IMARCTHHKI, CCAW CKOPOCTh HNedhOpMALIMH Ha KPato ABTACTCH BospacTaroniel dyarmueit
mporuda (A < # < 00.) 11 CHOpOCTH nedopMaIEy, MOCTOSHAOR BO BPEMEHH, TEOPETHUECKOE
KpUEAUECKOE BPEMA FOARIASICA HA yaKoro murepsama 0 <z < 1(4)* Ina wmcro ynpyroit
TETACTHIKY KPATHUECKOS BPeMs OTPEeACTCA KA BPEMA, B KOTOPOM CHRATHE NOCTHTAET HPUTH~
wecKoll BeNEUMHEL.

CoracHo Hameit ypeduHRNMAE HET KPHTHHECKOFO BPCMEHRE IIPIT PAcCMOTPCHEN COJLIINK 8-
chopmarnit Ha KPAIo FAXKE TOFNA, KOra CKOpOCTh Bedopmanui Ha KPalo sIBIACTCH BOSpacTalomei
dyarnuei npornba.

TMenaryres OBIMINE BaKIFOUEHHASL, IT0 KPHTHYECKOe Bpems BO3PAcTact ¢ POCTOM BILIAHAHA IOJI-
sydectr. HeKOTOpsIe ¥3 BBINIE IPHECHCHHBIX aaxTIoueHn IPOTHBOPETAT, HA BHJ, OOIIEMY MuS-
HUIO, UTO OJHAKO MOMKHO OOLICHHTH NPHHATOH B pafore cxemol HATPY3KH.

Jna mansiXx npornfoR NNACTHEKH HE IONYYacICsl pemrennil COPaBeKEBLIN AMA HAUAIBHOTO
IIOCKOTO COCTOmHNs, B cnyuae GOMEeX medpopmanuil oTu PENIEHHS CHPABCINABEI TAIOKE U
TAKOIO COCTOSHHS, €CNMH TOIBKO YUeeTh yupyrme negopmarnmd. M Tax, IOCHe/HEE JAKIOUCHIE
HECHIPASEINEO JUIA % == o,

VceneaoRanme HIMEHIHBOCTI HEATEHCHBHOCTH HAIPAYKERHH TI0 TONMIIAC MASCTHIRI ABICICT
B OBIIEM CAyYac TPYAHBIM, YIPOIISHHBIH AHAMIS B CIIyYac MANLIX mporubons M TOJBKO [N
caMoll I0JI3YUECTH YKAIBIBACT, KAMETCA, Hi SHAUMTENBHOS BIIIIHNC 9TOi TEpPEeMEeHHOCTH Ha ITpo-
rr6pl. Heobxomqmme! AanbHEHIIHEe HCCHEJOBAHHA B STOM HAIPABICHHH.

TeopeTHURCKHe DesyNIBTATE! CIIeyeT ODCYIUTE KPHTHUCCKH, & UDHHATLIC B paboTre TeopeTH-
GECKHE MONEN HBIHIOTCH SHUHCTREHHO Gasoi fNs OnpeeieHn ABNCHHRH, CBASAHHEIX ¢ IPO-
GreMoll BLIMYUHBARHS B VCIOBHSX JIOASYUCCTH HPYIOBBIX INECTHHOK. .

Summary ,

INVESTIGATION OF CREEP BUCKLING OF PLATES
IN THE RANGE OF SMALL AND LARGE DEFLECTIONS

By investigation of crecp buckling we mean a general analysis of the behavior in time of a plate
made from a creeping of its material which undergoes a compression in its middle plane. The
process of deformation of the initial shape of the plate characterized by a large increase in
deflection for a small increase in displacement is called creep buckling. This may lead to an
infinite increase in deflection, and loss of stability of the plate occurs. The corresponding time
point s called critical time.

The problem of creep buckling has atéracted interest only in recent years. In 1943, W, SIEGFRIED
pointed out the possibility of creep buckling. A few years later there appeared references to a spe-
cific problem of creep buckling of columns advanced by A. M. FREUDENTHAL, A. D, Ross, J, MARIN
and A. R. RsHANICYN.

In a short period of time, a large number of papers have been published, and different methods
for analysis of creep buckling, mainly of columns, have been presented. Recently, I. 4. H. HurT,
N. J. Horr, T. Freag and W. R. HELLER have published methodical reviews of the problem. At
present, the topic of cresp buckling has become of interest in connection with the rapid development
of modern technique as concerning engineering materials subjected to high loads and high temper-
atures.
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There is little published information on creep buckling of plates. As far as the present author:
knows, there is no published paper on creep buckling of plates in the range of large deflections..
This problem seems to be very important from the point of view of practical application of the-
theory. o

In the present paper, the problem of creep buckling has been established quite differently from-
the approach in other papers dealing with columns and plates. Instead of a prescribed load, we-

- assume as given the displacement conditions or strictly speaking, the deformation rates on the-
boundary. Thus, the deformation of the plate has a forced character and siresses are variable in,
time. Such an approach is in agreement with real conditions for plates in steady-state creep, and
facilitates the physical interpretation of the results obtained. It should be emphasized that the-
quantities assumed as essential are usually measured experimentally.

In the first general part of the present paper, the problem and assumptiions are stated for citcunlar-
plates with freely clamped edges.

The physical law for an elastic and creeping incompressible material is assumed to be

Lk
éix = % + Pajy
where £y, is strain rate componest, o?ff ~— stress deviator component, G — shear modules and:
D = P(o)—fluidity, being genetally a function of stress intensity ;.
The geometrical relations for deformation rates in the middle plane of the plate are in general::

_di  div dw @

Er dr O dw ar’ T

The assumptions made, the general equations for circular plates are derived, valid for both elastic
and creep deformation state. The system of three equations — equation of equilibrium of stresses
in the middle plane of the plate, equation of equitibrium of moments, and the conditions of com-
patibility, together with boundary conditions, determine deflection and total strain rates OF Cree
strain rates (if elastic deformations are disregarded). ] '

The analysis is restricted to prediction of deflection increase in time. The condition: deflection
rate equal to infinity gives the theoretically critical time point of creep buckling.

In investigation, the following manner of procedure is applied: The shape of deflection function w
and the form of displacement function # in the middle plane of the plate are assumed directly as
functions of time, The above assumptions make it possible to satisfy the condition of com-
patibility. To satisly the eguations of equilibrium, the Galerkin’s integral condition is applied.
Thus, the deflection at the center of the plate as function of {ime is found from ordinary non-
linear differential equations.

In the second part of the present paper, a geometrically and physically linear case is discussed
when the plate undergoes compression with constant velocity on the boundary. Some par-
ticular cases of velocity proportional to deflection produced, and reciprocal of deflection, are
considered and corresponding stresses found. As the second approach, the geometrical nonlinearity
of deformation rates is assumed and deflection-time relations evaluated. The solutions of non-lihear
differential equations are obtained by using the perturbation method. When elastic deformations
are disregarded, the solutions for both linear and non-linear cases are found. The influence of varia-
bility of stress intensity through the thickness of the plate is considered and discussesd.

The behavior of the plate in time depends essentially on mechanical properties of the material,
load, slenderness ratio and out-of-straight parameter. The influence of all these parameters, except
the one out-of-straight, is expressed through the value of the coefficient #. Therefore % = 0,
for purely elastic plate and % = oc for purely creeping plate (as regards physical properties).

it is found that theoretical critical time exists for small deflections of the plate if the deformation
rate on the boundary is an increasing function of defiection (for 0 < % <C o0}, For the deformation
rafe constant in time, the theoretical critical time appears only in the smallinterval 0 <Cx << % (%)3
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The critical time for a purely elastic plate is defined as the point of time at which the compression
in the middle plane of the plate attains its critical value. There is no critical time, according to our
definition, when large deflections are considered, even if the deformation rate on the boundaty is
an increasing function of deflection. In general, we conclude that critical time increases with increas-
ing influence of creep. Seme of the above conclusions are apparently in contradiction with general
opinion. That can be explained, however, by the assumed scheme of loading of the plate.

For smail deflections of the plate, we do not obtain solutions valid for an initially flat form of
the plate. In the case of large deflections, the solutions are valid also for an initially flat form of
the plate, if only elastic deformations are taken into account. Thus, the last-mentioned conclusion
does not hold for x = oo, :

The investigation of variability of siress intensity through the thickness of the plate is very difti-
cult in the general case, The simplified analysis made in the case of small deflections, and for creep
only, seems to show that a great influence on deflection increase is exertcd when this variability
occurs, Further investigation is necessary.

The above theoretical and numerical results should be regarded critically, and the theoretical
models of the present paper may constitufe a hasis for an evaluation of phenomena connected with
the problem of creep buckling of circular plates.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
YPET PAN
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