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1. Pojecie powierzchni granicznej

Pojecie wytezenia materiatu w punkoic jest dobrze znane. Zazwyczaj definiuje sie
je jako stopieti zblizenia stanu fizykalnego w okreslonym punkcie ciala do pewnego
stann niebezpiecznego (stanu granicznego lub granicy niebezpiecznej), oznaczo-
hego ogdlnie przez K, na przyklad granicy sprezystodci S, granicy plastycznosci Q
lub granicy wytrzymatosci R, [51] i {52]. Niezalezne parametry, decydujace o osig-
gnigeiu stanu niebezpiecznego, nazywac bedziemy czynnikami wytezenia. Odkda-
dajac te czynniki na osiach pewnego, na ogot kartezjafiskiego ukladu wspitrzednych,
otrzymujemy n-wymiarows pizestrzefi czynnikéw wytezenia. W przestrzeni tej
stanowi niebezpiecznemu odpowiadaé bedzie pewna powierzchnia (hiperpowierzch-
nia), ktéra nosi nazwe powierzchni granicznej. W ujeciu geomelrycznym wyte-
ienie bedzie wiec stopniem zblizenia punktu P, reprezentujacego w przestrzeni
czynnikéw wytezenia stan fizykalny ciata, do powierzchni granicznej,

Nauka o wytezeniu materialu stanowi wiec z jednej strony podstawg teorii pla-
stycznosel, z driugei — teorii wytrzymatodel (zniszczenia).

- Lokalne pojecie wytezenia materiaty rzadko jednak moze dawaé ocene pracy
konstrukeji jako calo§ci. Ocena taka moze mieé migjsce badZ wtedy, gdy w jedno-
rodnym ciele panuje jednorodny stan naprezenia, badz wtedy, gdy $cidle okreélony,
zawsze ten sam punkt ciala jest puxﬁ_lktem najbardziej wytezonym (ten ostatni przy-
padek odnosi sig zreszta tylko do analizy wyteZzenia wzgledem granicy sprezystodel
Iub do analizy wytesenia cial kruchych, nie zdolnych do uplastycznien). W prze-
ciwnym razie nalezy zajaé si¢ analiza pracy pewnego przekroju danego elementu —
belki, plyty tub powloki (przekroju niebezpiecznego) - lub analiza pracy konstrukeji
jako catofci. Przekréj mozemy uwazaé za obciazony np. uogélnionymi sitami
wewngtrznymi (sita podhuzna, momentami zginajgcymi itp.), wtedy stan niebez-
pieczny odpowiada pewnej powierzchni gramicznej w przestrzeni tych czynnikdow,
Analizujac natomiast konstrukcje jako catoéé, co z punktu widzenia obliczen wy-
trzymatodciowych jest z reguty hajwazniejsze, musimy uwzglednié dzialanie WSZySt=
kich tych czynnikéw, ktére posiadaja istotnie niezaleiny wplyw na mozliwoss
osiagniecia przez konstrukcje stanu niebezpiccznego. Czynniki te sa z reguly po-
szezegolnymi obeigzeniami konstrukeji, lecz, jak zobaczymy, moga to byé réwnies
wielkosci zupelnie innego typu. Nie precyzujac chwilowo jeszeze, jakie stany be-
dziemy uwazali za stany niebezpieczne przekroju Iub konstrukgii, stwierdzimy,
Ze stany te beda (pod pewnymi dogé ogolnymi zalozeniami) odpowiadaé pewnej
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powierzchni granicznej w przestrzeni wspomnianych czynnikéw. Przez analogi¢
do pojecia wytezenia materiatu w punkcie mozemy wprowadzié pojecic wyteZenia
przekroju lub wytezenia konstrukeji jako caloéci. Pod pojeciami tymi bedziemy
mianowicie rozumieé stopiefi zblizenia stanu fizykalnego rozpatrywanego przekroju
Iub konstrukeji do stanu nicbezpiecznego. Niezalezne czynniki decydujace o osiag-
nigciu tego stanu bedziemy nazywaé i w tym przypadku czynnikami wytgZenia;
podobnie wprowadzié mozna pojgcie n-wymiarowej przestrzeni czynnikow wytgZenia,

Do problemu jednoznacznosei powierzchni granicznych dla przekroju i konstrukeji
odnosza sie bez wigkszych zmian uwagi zamieszczone W pracy [51] w zwigzku
z analiza powierzchni granicznych dla wyteZepia materialu w punkcie ciata.

Wprowadzeniu pojecia wytezenia przekroju i wytezenia konstrukcji zostanie
poéwigcona odrebna praca, Celem obeenej, w pewnym sensic pracy przygotowawcze],
jest natomiast analiza samych powierzchni granicznych w przestrzeni czynnikow
wylgzenia i sprecyzowanie zwigzanych z tym pojet. Praca posiadaé bedzie wyrazna
my$l przewodnia jakkolwiek w jej sklad] wejdzie réwnicz szereg uwag o charak-
terze dygresil.

Stosowane tradycyjnie wzory «wytrzymatosciowe» bez wzgledu na to, czy opie-
raja si¢ na analizie noSnofci sprezystej, czy noénofci granicznej elementu, wyko-
rzystuja zazwyczaj tylko jeden punkt fub pewna czeéé powierzehni granicznej.
Jednym z celéw pracy bedzie podanie przykladow kompletnych powierzchni gra-
nicznych, co umozliwi nie tylko okreslenie zakresu stosowalnoéci poszczegdnych
wzordw przy zaanym, ustalonym sposobie obciazenia, lecz réwniez obliczanie wy-
tezenia przy danym rozktadzie prawdopodobiefistwa osiagniecia poszezegdlnych
punktéw powierzehni, mianowicie gdy «drogg» w przestrzeni czynnikdw wyte-
Zenia mozemy okredlié tylko z pewnym prawdopodobiefistwem.

2. Powicrzehnie graniczne dla wytezenia materizln w punkeie

2.1, Dobér czymikéw wytesenia, Powicrzchnie graniczne dla wytgzenia materiatu
w punkcie sg najlepiej dotychczas zbadanymi powierzchniami granicznymi, lecz
‘mimo to nawet w tym najprostszym przypadku istnieje szereg probleméw niedo-
statecznie nagwictlonych badZ z powodu braku odpowiednich danych doswiad-
czalnych, bad% tez z powodu niewlasciwego ich wykorzystania. )

Za czynniki wytezenia uwaZza sig W rozwazanym przypadku z reguly sktadowe
stanu naprezenia; jezeli dane cialo jest izotropowe i jezeli pomija sic wplyw wszel-
kich innych mozliwych czynnikéw wytezenia, to iloéé istotnie niezalenych czyn-
nikéw mozna zredukowaé do trzech, na przyklad trzech naprezen gléwnych lub
pewnych innych trzech niezmiennikéw stanu mnapr¢zenia. Przestrzefi, w ktorej
czynnikami wyteZenia sa trzy napreZenia giéwne, bywa pazywana przestrzenig
Hajgha-Westergaarda, Juz tutaj nasuwa si¢ waipliwo$é, czy na poszczegdluych
osiach powinny byé odcinane naprezenia glowne, czy tez jakie$ inne niezmienmniki.
Nie formulujac na razie stanowiska w tej sprawie zajmiemy sig nieco szerszym
zagadnieniem.
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W. Burzynskly, 1}, [2], pisze, iz «wylgzenie pewnego punktu ciala jest stanem:
fizycznym, zwigzanym écifle ze stanem naprezenia, wzglgdnie, co na jedno wychodzi,.
odksztalcenia tego punktu». Sformulowanie takie posiada charakter bardzo nie--
ogblny i moze byé stusznie jedynie w odniesieniu do powierzchni granicznej, do--
tyczacej granicy sprezystoici. W innych przypadkach isinicja na ogdt powazne:
réznice migdzy powierzehniami granicznymi budowanymi w przestrzeni naprezef:
Haigha-Westergaarda i w przestrzeni odksztalcer.

Dla przykladu wezmy pod uwage plaska tarcze, wykonang z niefciSliwego ma--
terialu idealnie sprezysto-plastycznego o ograniczonej platformie plastycznosci
(rys. 1). Zatbzmy, ze material tarczy zaréwno w zakresie sprezystym, jak i plastycze-

nym, podlega hipotezie Hubera-Misesa-Hencky’ego. Umdwmy si¢ nazywaé punkt.

Q pgranicy plastycznodei, punkt R granica wytrzymalodei tego ciala. Jezeli tareza.
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ta jest dwukierunkowo rozciagana tak, Ze panuje w niej jednorodny plaski stan
naprezenia, to w plaszozyZnie naprezef oyop powierzchnie graniczne (krzywe gra-
niczne) dla granicy plastycznodci i granicy wytrzymatodei, odnoszace si¢ do do-
wolnego punktu tarczy, oczywiscie pokryja sie (rys. 2). Zupehie inna sytuacja
wystapi na plaszezyinic odksztalced eje,. Piszac réwnania e, = g, oraz g, — g,
i rugujac z nich ¢ z warunku niesciSliwoéci otrzymamy na plaszczyznie s,s, dwie
elipsy, na ogol silnie odbiegajace od siebie (rys. 3). Przypusémy, ze stan fizykalny
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dowolnego punktu rozpatrywanej tarczy jest w pewnej chwili przedstawiony pun-
ktem. P na plaszczyZnie naprezefi i na plaszezyZnie odksztalcei, i Ze interesuje nas
stopiefi zblizenia tego stanu do granicy wytrzymatosci R (wylgzenie wzglegdem
granicy wytrzymatoéci). RozwaZajac ten problem na plaszezyZnie naprezen stwier-
dzimy, ze nasz stan jest juz bliski granicy wytrzymatosci, podezas gdy na plasz-
czyznie odksztaleeri sytuacja jest zupefnie odmienna. PoniewaZ na ogol nie ma
powoddw, by z tych dwéch interpretacii jedna uprzywilejowaé, wiec bez dodat-
kowyeh danych problem zblizenia si¢ do stanu niebezpiecznego pozostalby otwarty.

Analiznjac wartnki pracy elementu znajdziemy jednak dodatkowe dane, ktdre
pozwola rozstrzygnaé postawiony problem. Istotng rolg odgrywa tu mianowicie
wyszukanie czynnikow istotnie miezaleznych. Jezeli czynnikami tymi sg napreZenia,
to wowczas nalezy rozpatrywad problem w plaszezyZnie naprezen i wiedy punkt P
mozna uwazaé za bliski granicy wytrzymaltodel; jezeli natomiast odksztalcenia,
to odleglo$é punktu P od granicy wytrzymalodci jest jeszeze duza.

Pewng komplikacj¢ wprowadza tu fakt, iz w zastosowaniach praktycznych czesto
czynniki niezaleine sa trudno uchwytne. Jezeli weimiemy pod uwage maszyng
wytrzymatoéciowa o napgdzie mechanjcznym, to zasadniczym czynnikiem nie-
zaleznym jest ilo§é obrotéw §ruby pociagowej, a wigc odksztatcenie. Natomiast
juz w przypadku maszyny wytrzymatoéciowej o napedzie hydraulicznym problem
jest znacznie bardziej zlozomy. Przypuéémy, Ze cisnienic wylwarzane jest pompg
tlokowa o stalym skoku. Czynnikiem niczaleznym jest tu iloé¢ wykonanych sko-
kow tloka w trakcie proby wytrzymatosciowej. Przy zalozeniach, ze olej jest nie-
Scisliwy, przewody nie zmieniaja $rednicy pod dzialaniem ci$nienia i pompa podaje
te samg ilo§é cieczy niezaleznie od ci§nienia, przesuw ramy maszyny (a wige i od--
ksztalcenie) bylby proporcjonalny do iloci wykonanych skokéw tloka, a zatem
mozna by go uwazaé za niezalezny czynnik wytgzenia. W rzeczywistosci dos¢ po-
wazng role odgrywa $ci§liwosé cleczy zmniejszajgc przesuw, i czynnikiem wylgzenia
jest nie odksztalcenie, lecz pewna do$é ztozona funkeja odksztalcenia i naprezenia.

Prostym przypadkiem, w ktérym niezalezny czynnik wytezenia stanowi napre-
Zenie, jest obcigZenie ukladu statycznie wyznaczalnego sila, kidrej wielko§¢ nie
zalezy od odksztalcei (obcigzenic statycznie wyznaczalve, np. cigzar whasny).
Natomiast juz w przypadku uktadu statycznie niewyzpaczalnego wystgpuje istotny
wplyw odksztalcen. ' ‘

Dobdr czynnikéw wytezenia jako wielkoéei istotnie niezaleznych posiada szczes
gblne znaczenie przede wszystkim dla geometrycznej interpretacji wytezenia, zwia-
zanej 7 odlegtoscig punktu P, reprezentujgcego dany stan fizykalny, od powierzchni
granicznej, a nastepnie dla. wprowadzenia matematycznej definicji wytezenia, [51].
Oczywibcie, jezeli powierzchnia ta okreflona jest rownaniem

@.1) F(%,, X9, .00, X,) =0,
i jezeli wprowadzimy inne wielkoééi, zalezne od x,, mianowicie
2.2y - V=¥, Xay o Xy) (=1, 2, ..., n),
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to w przestrzeni zmiennych p; powierzchni (2.1) odpowiada pewna powierzchnia

(23) G(ylayz’ "':yn):O'

Jezeli transformacja (2.2) jest tylko przesunieciem lub sztywnym obrotem, to za-
stapienie powierzchni F przez powierzchnig G jest nieistotne, transformacje taka
stosowano przy analizie wytgzenia materialu w pracy [51]. Upraszczajac nieco
zagadnienie mozna natomiast powiedzied, ze w ogdlnym przypadku transformacja
(2.2) zmienia réwnomierng podziatke na osiach x, na nierownomierng na osiach y;,
co wypacza znaczenie odleglo$ci punktu od powierzehni graniczne]. Czasem naste-
puje nawet pewna degeneracja niektérych zmiennych, jak np. w rozwazanym przez
nas poprzednio przykladzie, gdzie dwom kezywym w plaszezyinie &8, odpowia-
dala tylko jedna w plaszezyinie o,0,.

Z punkiu widzenia analizy wyteZenia, na poszezegdlnych osiach przastrzem
czynnikéw wylgzenia logicznie uzasadnione jest wige jedynie odcinanie czynnikéw
istotnie niezaleznych. Dobdr takich czynnikéw nie zawsze jest latwy; okaZe sig,
7e przy analizie wyt¢zenia konstrukeji jako calo§ci dobér jest z reguly tatwiejszy.
Odcinaiac jednak na poszezegdinych osiach naprezenia gidwne w sposéb w pewnym
sensie Lradycyiny, popelniamy z reguly blad na korzy$¢ pewnogei, bowiem punkt
reprezentujgey dany stan fizykalny lezy blizej powierzchni granicznej w przestrzeni
naprezent niz w przestrzeni odksztalcen. Wyjatek stanowilyby jedynie materialy
o «sziywnej» charakterystyce (silniejszy od liniowego wzrost naprezen ze wzrostem
odksztalcen), jednak materialy takie stosowane sg raczej rzadko.

2.2, Powierzchinie graniczne w przypadku naprezed zmiennych w czaste. Oprocz napre-
7efi (lub odksztalcen) mozemy si¢ spotka¢ z wicloma innymi czynnikami wy-
tezenia materialt w punkcie. Nalezy tu przede wszystkim temperatura, dalej
wilgotno&é (np. drewna), gradient naprezen itd. Czynniki te omoéwiono dokfadniej
w pracy [51} 1w tym miejscu nie bedziemy do nich powracali.

Poswiecimy jednak chwile wwagi bardzo czesto spotykanemu przypadkowi
paprezen zmiennych w czasie. Jezeli nawet przyjmiemy, ze czynnikami wyteZenia
sa wylgcznie napreZenia, to w rozwazanym przypadku ilo$¢ tych czynnikéw jest
z reguly Znacznie wigksza niz w przypadku naprezen stalych w czasie. Pewna ogdlng
analize stanu naprgZenia zmiennego w. czasie podaje J. KoZeSnik, [17].

Ograniczymy sig do naprezefi sinusoidalnie zmiennych; wtedy, w przypadku
jednoosiowego stanu naprezenia, gdy

2.4) ' o = 0,0, sin (wit¢),

czynnikami wytezenia sa: naprezenie $rednie o, 1 amplituda o, (jeZeli sq to istotnie
wielko$ci niezalezne); wplyw czestodei w jest raczej niewielki, a wplyw fazy ¢ zu-
peinie pomijalny, Powierzchnia graniczna bedzie wiec krzywa w ukladzie 6,0,;
krzywe takie sa powszechnie stosowane w teorii zmgczenia materialdéw i nosza
nazwe wykreséw zmeczeniowych Haigha, Wypada tu wspomnied, 7e interpretacja
do$é rozpowszechnionych wykreséw zmgezeniowych Smitha jako kizywych gra-
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nicznych bylaby raczej sziuczna. Jest to jeszcze jedna zaleta wykresdéw Haigha
w stosunku do czgsto krytykowanych tradyeyjnych wykreséw Smitha, [23].

W przypadku plaskiego zmiennego w czasic stanu napreienia bedziemy mieli
z reguly cztery, w przypadku przestrzennego stanu naprezenia — sze§¢ czynnikow
wytczenia. Io$é ta moze byé nawet wicksza, gdy poszezegdlne naprezenia glowne
zmieniaja sie z roing czestoscia o lub réing faza ¢. Zwlaszeza faza ¢ wydaje sig
tu odgrywaé istotng role, zmiana jej moze w sposob zasadniczy wplywaé na rodzaj
pracy elementu. Przedstawienie powierzchni granicznej w tak duzej flofel wymiaréw
stwarza pewne trudnodci; w literaturze mozna spotkaé z reguly nicktore przekroje
tych powierzchni: np 6y, = dp, =0 lub o, =17, =0 (cykle symetryczne, S.
W. SERENSEN i inni, [41],) fub ogdlniejsze, o, = const, 7, = const (S. D. PoNo-
MARIEW 1 inni, [33]).

Interesujace przyklady roznych «Sciezek» w przesirzeni czynnikOw wytgZenia

w przypadku zmiennego w czasie stanu napreZenia podajg S, D. PONOMARIEW
i inni, [35]. Zastosowany tam sposdb obliczania wspdlezynnika bezpieczedstwa
odpowiada pewnemu szczegdlnemu przypadkowi zaproponowanego przez autora
ogdlnego sposobu obliczania wytezenia materiafu w oparciu o powierzchnie¢ gra-
niczna w wiclowymiarowej przestrzeni czynnikow wytezenia, [513 i [52].
2.3. Powicrzchnia graniczna odpowiadajaca parabolicznej hipotezie Mohra. Mysl postugiwania
sie przestrzenia naprgzett gldwnych moZna znaleZé juz w pracach H. HERTZA
(por. W. Burzv¥sgr [1]). Od czasu wprowadzenia jej przez B. T. Hawgna
i H. M. WESTERGAARDA do teorit wylezenia sposdb przedstawienia poszezegolnych
hipotez przynajmniej w tej przesirzeni szybko si¢ rozpowszechnil. Jedynie chyba
hipoteza Mohra i hipotezy pokrewne zwigzane sa z teoria obwiedni w ukjadzie -
ot. Znane sa sposoby przechodzenia od jednej interpretacii do drugiej (W. Bu-
rZYNSKL, {11, M. M. FrioNiEnko-BoroDicz, [4]) i czgsto uwaia sig, Ze obie te
interpretacje sa réwnowazne. Okazuje sig jednak, Ze przedstawienie hipotez wy-
tezenia tylko za pomoca obwiedni kryje w sobie pewne niebezpieczefistwo blfgdnego
sformutowania réwnania samej hipotezy.

Hipoteze O. MoHR4, jakkolwick bywa bardzo ostro krytykowana [17 1 [13],
wcig? jeszeze mozna spotkaé w réznych pracach, przynajmniej jako punkt wyjécia
przy formutowaniu innych hipotez (M. M. FILONIENKO-BORODICZ, [4], C. TORRE, [45]).
Zwrécimy uwage na fakt, iz powierzchnia graniczna przy przyjeciu obwiedni
w plaszezyZnie o7 w postaci paraboli drugiego- stopnia, najczefciej stosowancj,
posiada ksztalt bardziej skomplikowany niz si¢ to za,zwyczaj sadzi.

Zaltozmy, Ze rOwnaniem obwiedni jest '

2.5 ' T=10 ]/c2—~cr :

réwnaniu temu odpowiada w ukladzie o, oyy; parabola (por. np. W. BurzyNsxky, [1],
M. M. FiroNmeNko-Boronicz, [4])

2.6) ) (0021262 (000 = dcte,—f,
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gdzie dla naprezeni gldwnych zastosowano wskaZniki rzymskie, aby zaznaczyé
USZEregowanie o, = Oy == Oyy. Z warunkow o; = K, dla o — 0 (czyste rozcia-
ganie) i ¢, =0 dla o, = K, {czyste $ciskanie), ottzymuje si¢ znane réwnanie

(27) . (GI_GHI)Z'I'(%_I) (0‘1—|-0‘HI)K,.—MK,,2 =0,

gdzie K, i K, oznaczaja w sposéb ogdlny granice niebezpieczne przy rozciaganiu
i $ciskaniu oraz

(2.8) %=

(z reguly x 2= 1). By przej$é do ukladu oy, 0, 0y nalezy rozpatrzy¢ wszelkie mozliwe
kombinacje uszeregowania naprezen giéwnych; ostatecznie otrzymuje sig powierzeh-
nie, ktéra W. BurzyNski, [1] nazwal piramida paraboliczna. Pizekroje tej po-
wierzchni plaszezyznami o, = const (stala wartos¢ §redniego napreZenia normal-
nego) sa na ogél krzywoliniowymi szefciokgtami, ktorych kontur zlozony jest
z szefcin lukow paraboli.

Okazuje sig jednak, Ze rownanie r_.;-,
(2.7) posiada charakter nieogélny. Po
pierwsze, najwigkszej mozliwej war-
toci o,, mianowicie

.

- (1-}-2)p ]
(2'9) Glﬂlm“. =0y 8 (% 1) K ’ .
odpowiada
(3x—1) (3—x)
(2.10) oy = WIQ ’ Rys. 4

wigksze wartodci o’ 2 zatem stany zblizone do wszechstronnego réwnomicrnego
rozciggania, mozliwe sa tylko przez styczno$é wielkiego kola Mohra do obwiedni
w punkcie 6] = Oy, (A. LBON, [19]), co powoduje «nasadzenie» na wierzcholtek
wspomnianej piramidy paraboliczne] pewnej czglel trdjsciennego ostrostupa Ga-

- lileusza. Druga, jeszcze wazZniejsza zmiana zaj§é¢ musi w wainym technicznie przy-
padku » >>3; wiedy warto§é oy, okreflona wzorem (2.10), jest ujemna i przy-
padek jednoosiowego rozeiagania moze byé odwrzorowany jedynie kolem Mohra
stycznym do paraboli w punkeie o; = oy, - Istotnie, fatwo sie przekonaé, ze wiedy
réwnanie (2.7) nie spelnia wymaganych warunkéw odnoénie stycznosdci odpowied-
nich kdt do -obwiedni. Nalezy wtedy przyjac

@.11) G = €3 = K,

i po wykorzystaniu warunku dla jednoosiowego §ciskania réwnanie paraboli w ukia-
dzie opopp przybiera postad

212)  (Or—ou)+2() 195 —1P (0 F0) K,— (4 145 —4—) K2 =0

617




Ma ona zastosowanie dla ‘
(2.13) O < —(142—2Y140)K,,

natomiast dla —(1 —I—x—2]/ 1+%)K, < o < K, mamy o, = K,, co odpowiada
stycznofci migdzy wielkim kolem Mohra i paraboliczng obwiednia w punkcie
o; = K,. Tak wiec powierzchnia graniczna zbudowana w oparciu o stosunkowo
proste réwnanie obwiedni (2.5) posiada postaé do$é ztozong. Jednak wiaénie ana-
liza odpowiedniej powierzchni granicznej ulatwila nam ustalenie zakresu stoso-
walno$ei réwnania (2.7) 1 wyprowadzenie rownaf, odpowiadajacych hipotezie
Mohra w przypadku x > 3.

2.4. W sprawie trzeciego niezmiemnika stanu napreZenia Inb odksztalcenia. Wykorzysty—
wanie niezmiennikéw stanu naprezenia lub stanu odksztalcenia w teorii wy-
tezenia datuje sig juz niemal od stu lat. Istoinie, z definicii wytezenia wynika
jego niezmienniczo§¢ z uwagi na przyjecie ukladu wspolrzednych, zatem moze
ono byé tylko funkeja niezmiennikéw., Wiasnosé ta uwidacznia sie szozegdlnie
w przypadku cial izotropowych, bowiem wtedy wytezenie jest funkcja niezmien-
nikéw symetrycznych.

Jak wiadomo, sposréd wszystkich niezmiennikéw tensora drugiego rzedu tylko
trzy moga by¢ niezaleine. Klasyezne ndezmienniki, ktdre bedziemy ogdlnie ozna-
czal przez Ji, J; 1 J5, nie sa tu zbyt dogodne. Juz M. Levy, [20], postuguje si¢ napre-
Zeniem Srednim o, oraz innymi niezmiennikami, ktdre nosza obecnie nazwe nie-
zmiennik6w dewiatora (napreZenia lub odksztatcenia), J,, oraz Jy,. Mamy mia-
nowicie, w przypadku stanu napreZenia 1 w odniesienin do kierunkdéw ghdwnych,

(2.14) Jy = 0y toytoy,  Jy = 0y0yF0u0ytasoy, Sy = 00,0
oraz '
O tagtay
O'm == —3—-—w5
@15 4

| Jap = (0,—0,) (02—0,)+(a—0,) (05— 0, )+ (0’3—0'@:) (o1—a,)

L Jip = (01—0,) (0a—0,) (00,
Niezmiennik J,;, odgrywa zasadnicza role w teorii plastycznoéci stanowiac podstawe
energetycznych warunkéw plastycznoéci.

Wiele uwagi znaczeniu niezmiennikow w teorii wytezenia poswigeit W, BURZYNSKI,
[11i 2 Zaproponowana przez niego hipoteza, ktdra byla pdézniej formutowana
na nowo w tym samym brzmieniu przez wielu innych autoréw (por. [51]), propo-
nuje jako réwnanie stanu niebezpiecznego pewien zwigzek pomiedzy o, 1 Jyp.
Trzeci niezmiennik stanu naprefenia traktowany byl raczej marginesowo, Okazuje
si¢, ze zardéwno trzecl niezmiennik J, jakiJE'D' sa do analizy wytgzenia niedogodne.
Tak np. warunek plastycznoéci Treski -Guesta, zapisany za pomoca niezmiennikdw
dewiatora stanu napreZenia, posiada do$é zlozona postac

(2.16) AT3, 273,436k, 96kA 64K = 0,
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przy czym k oznacza granice plastycznosci przy $cinaniu. Rownanie to moZna
znalezé juz w pracy M. Levy’eco, [20], ale w tej formie nie bylo dotychczas wy-
korzystywane. Niezmiennikiem Jy;, postuguja si¢ na przyklad R. HiL, [11], oraz
W. PRAGER 1 P. G, HODGE [36], jednak w sposdb ogolny bez podania jakichkolwick
zastosowan:

Wydaje sig, Ze z uwagi na zastosowanie w teorii wytt;zema korzysine jest postu-
giwanie si¢ pewnym innym frzecim niezmiennikiem stanu naprezenia Iub stanu
odksztalcenia. Wprowadzenie takiego niezmiennika zwiazane jest wiagnie 2 inter-
pretacja hipotez wytgzenia jako pewnych powierzchni w przestrzeni naprezed lub
odksztalcen. Szezegdlnie korzystny jest tu mianowicie niezmiennik o wprowa-
dzony wzorami

2
L e g 03 cosw,

(2.17) Oy = crm—l—%o'icos (w—% :m):

2 ( 2 )
Oy = Gyt 50,C08{m 7
| 3 Vo3
lub podobnymi, réznigcymi si¢ w sposOb nicistotny (w stosunku do kata @ wpro-
wadzonego w pracy [51] roinica wynosi #/6, przy czym zamieniono wskasniki
21 3, co powoduje «zmiang skretnosci uktadu» ; wzory (2.17) sq jednak wygodniejsze
z uwagi na interpretacj¢ znang z teorii réwnan algebraicznych trrzeciego stopnia).
Jezeli 0 << o << w/3, to wiedy oy > 0, 2> 05; znajomo$é takiego uporzadkowania
jest bardzo wazna w przypadku niektérych hipotez wytezentowych. WIGH{OSC o
jest tu intensywnodciag naprezef, réwng o, = ]/ 3T, .

Niezmiennik e posiada szereg interpretacji 1 wykazuje wiele korzyéci w stosunku
do J; lub J;,,. W. W. Sororowsky, [43], wykorzystuje go przede wszystkim do
sparametryzowania warunku plastyczno$ci dla przestrzennego lub plaskiego stanu
naprezenia, przy czym w nicktdrych przypadkach parametryzacia ta upraszeza
efektywne rozwigzanie problemm; T. PeLczyisk, [32], zwraca uwage na zwigzek
tego niezmiennika z teorig rozwigzywania réwnan algebraicznych trzeciego stopnia,
a stosowane w pracy [32] «gwiazdy napreZen» nasuwajg pewna analogie z elekiro-
technikq pradow tréjlazowych; J. Murzewskr, [25], interpretuje go jako wspol-
rzgdng w walcowym ukladzie odniesienia w przestrzeni naprezed, co dla naszych
celéw jest szezegdlnie cenne (pozostalymi wspdtrzednymi sg wtedy o,, /3 11/2/3 o).
W zakresie liniowo sprezystym dla. ciala izotropowego zachodzi pomiedzy wpro-
wadzonym' za pomocca wWzoréw (2.17) ni¢zmiennikiem stanu naprezenia a analo-
gicznym niezmiennikiem stanu odksztalcenia prosty zwiazek w, = w,; réwnoéé te
postuluje si¢ czesto réwniez dla zakresu niesprezystego. Szereg nowych hipotez
wytgzeniowych poshiguje sig niezmiennikiem @ Iub podobnym (np. J. MAJER, [21],
M. M. FiroNIENKO-BORODICZ, [4], J. MurzEWSK1, [25], i inni).
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Za najkorzystniejsze trzy niezmienniki stanu napreZenia mozna wigc przyjac
6, 0; Oraz . Znajomos§é tych niezmiennikéw umozliwia bezposrednio obliczenie
naprezefi gltownych, (2.17), czego nie moina bezposrednio uzyskaé przy innym
doborze niezmiennikéw. Zastapienie jednego ukladu niezmiennikéw przez drugi
nie sprawia zasadniczych trudnoéei; odpowiednie wzory zestawione zostaly w ta-
blicy 1.

Zwroémy uwage na wzdr okreflajacy cos3w; wyrazajac te wielko$€ jako funkcje
skladowych stanu naprezenia otrzymujemy

(2.18) €08 3w =

_ 2 (o,—a,)(0,—0,) (0, —~0,)+222, 75 78, — (0,—0,) T3, — (0,—0,) 12, — (6.—0,) 73, )
2 [oi+a§+a§—d$0'yw~ayaz—o'zdz—£— 3(z%,+ rﬁz—l—rgx)]w 2

Wzér ten tacznie ze wzorami (2.17) pozwala obliczy¢ naprezenia gtéwne jako funkcje
sktadowych stanu naprezenia. Oczywiscie, nie stanowi on nic nowego w stosunku
do wzoréw Cardana na pierwiastki réwnania trzeciego stopnia; jest tylko wyko-
rzystaniem tych wzoréw do przypadku analizy stanu naprezenia i uwydatnia zna-
czenie niezmiennika .

Dla przyktadu podamy jeszcze posta¢ ogolng warunku plastycznosci w oparciu
o hipotezg najwigkszych naprezen stycznych, wyrazony za pomocy niezmiennikdw
6, 0, i w. Korzystajac ze wzordéw podanych w tablicy 1 napiszemy najpierw réw-
nanie (2.16) w postaci

@19 ot sin®3w—(Q* 010t = O,

gdzie oznaczono ( = 2k. Wyciggniecie picrwiastka z réwnania (2.19) wymaga-
toby wprowadzenia znaku wartosci bezwzglednej. Dogodniejszy wzér uzyskujemy
przez podstawienie sin®3w = (I— cos 6w)f2, wiedy ostatecznie

21(Q—aPQ*

‘ 6
2¢f

(2.20) - cosbw=1—

Wzér ten zwraca uwage na szeSciokrotng symetrig rozpatrywanej powierzchni
granicznej i jest znacznie bardziej przejrzysty od wzoru (2.16).

3. Powierzchnie graniczne dla przekroju plyty lub powloki

Na drodze do analizy wytezenia pewnego elementu czy pewnej konstrukeji jako
catodci zatrzymamy sie na dwoch etapach poérednich. Beda one obejmowaly analize
stanéw niebezpiecznych (granicznych) dla pewnego ustalonego przekroju elementu
o ile ten mozna traktowaé (pod pewnymi wzgledami) jako jednowymiarowy (pret,
belka) lub dwuwymiarowy (plyta, membrana, powloka). W kolejnoéci zajmiemy si¢
najpierw przekrojem plyty lub powloki, ktére lgcznie bedziemy nazywali diwiga~
rami powierzchniowymi, poniewaz jest on wlaciwie pewnym odcinkiem (prosto-
padtym do powierzchni $rodkowej), a dopiero péiniej weimiemy pod uwagd
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przekrdj preta, posiadajacy dwa wymiary, co w pewnym stopniu komplikuie za-
gadnienie (zaleznoS¢ powierzchni granicznej od ksztaltu przekroju, kidra nie wy-
stepuje w przypadku przekroju déwigara powierzchniowego).

Najpierw rozszerzymy pojecie stanu granicznego. Zazwyczaj pojeciem tym o-
kre§la si¢ stan, odpowiadajacy plastycznemu wyczerpaniu no$nofcli przekroju
lub calej konstrukeji, wiee pod t¢ szeroka nazwe podeiaga si¢ pojecic dodé waskie,
Istotnie, analiza fego stanu jest chyba najwazniejsza z punktu widzenia zastosowan,
Dla naszych celéw ogdlne] analizy wytezenia korzysina bylaby catkowita zmiana
tej terminologii, aby pod szeroka nazweg podciagnaé odpowiednio szerokie po-
jecie; cheac jednak pozostaé moZliwie w zgodzie z nazwami tradycyjnymi rozsze-
rzymy jedynie pojecie stanu granicznego na kazdy sian rozgraniczajacy dwie sg-
siednie fazy pracy przekroju lub konstrukeji (granica migdzy faza sprezysta a upla-
stycznieniem jednostronnym, miedzy uplastycznienierm jednostronnym a dwu-
stronnym itp.), a jezeli zajdzie konieczno$¢ specjalnego wyodrebnienia, to stan
odpowiadajacy plastycznemu wyczerpaniu noénosci przekroju lub konstrukeji
nazwiemy stanem noénodci granicznej.

Hoé¢ standw granicznych np. dla przekroju dZwigara powierzchniowego bgdzie
wiec na ogdl znacznie wieksza niz odpowiednia ilo$¢ standw granicznych (granic
nicbezpiecznych) dla wyteZenja materialu w punkcic. Jedynie w wyjatkowych przy-
padkach ilos¢ ta bedzie sig pokrywaé, Tak np. gdy materiat elementu posiada wykres
rozciggania przedstawiony na rys. 5. (material taki bedziemy nazywali materiatem
liniowo sprezystym o ograniczbnej wytrzymatosci), to istnieje tylko jedna powierzch-~
nia graniczna dla wytgzenia materiaty w dowolnym punkcie, jedna powierzchnia

graniczna dla dowolnego przekroju i jedna dla konstrukeii

- jako calodci; budowanie tej powierzchni zwiazane jest jedy-
R nie z poszukiwaniem kreséw gornych pewnej funkeji jednej,
dwéch Iub trzech zmiennych przestrzennych (mianowicie

naprezenia zastgpezego). Jednak juz dla materialu idealnie
sprezysto-plastycznego, nawet o ograniczonej «platformie

plastycznosein, sprawa przedstawia sie z reguly zopeinie

7 & inaczej, W preestrzeni naprezen istnicje tylko jedna po-
Rys. 5 wierzchnia graniczna dla wytgzenia materialu w punkcie
(odnoszaca sig do granicy plastycznodci, utoZzsamionej

tu z grapica sprezystodci i — pod wegledem wielkodci naprezen — z granica
wytrzymatoéei), natomiast ilo$é powierzchni granicznych np. w przestrzeni nogdl-
nionych sit wewnetrznych dla przekroju diwigara powierzchniowego moze by¢
bardzo duza. Beda to kolejno powierzchnie, odnoszace sie do pojawienia sig pierw-
szego punktu uplastyeznionego (odpowiedni stan bywa czasem zwany noénoscia
sprezysta), do pojawienia sig uplastycznienia po drugiej stromie przekroju (np.
przy zginaniu z udziatem sit podtuznych), wewnatrz przekroju (wplyw sit poprzecz-
nych), wreszcie do pelnego uplastycznienia, czyli wyczerpania. no$noéci przekroju,
Oczywiscie ilo§¢ tych powierzchni moze by¢ réina zaleznie od rodzaju obcigzen.

o
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Kazdy z wymienionych stanéw moze w pewnych przypadkach zashugiwaé na mimo
stanu niebezpiecznego, np. w przypadku plyty Zelbetowe] na ogdl bardziej niebez-
pieczne bedzie pojawienie si¢ napreien rozciagajacych w betonie, niz uprzednie
uplastycznienie po stronie Sciskania.

Rzecza pierwszorzedne] wagt jest, jak zwykle, ustalenie czynnikéw wyteZenia,
a wiec wielkosel istotnie niezaleznych. Dotychezas wigkszos¢ powierzehni granicz-
nych, odnoszacych sie do przekroju diwigara powierzchniowego, budowano dia
uzyskania dogodnego narzgdzia teorii plastycznodci takich ustrojéw. Budowano je
w przestrzeni tak zwanych wewneirznych sit uogélnionych, mianowicie dwach
momentéw gngeych (liczonych na jednostke dlugosci przekroju) o wektorach
wzajemnie prostopadiych M, i M,, dwoch sit podluznych wzajemnie prostopad-
lych N, i N,, dwdch sit stycznych T, 1 T, dwoch sit poprzecznych T, 1 T,
i dwoch momentéw skrgcajgcych A, i M,,. Ogélny przypadek odpowiadatby
wiec przestrzeni dziesieciowymiarowej. Przy pominigcin wplywu krzywizny powloki
(a wige oczywiscie rowniez dla plyty) mamy T, = T, oraz M = M i ilo§
wymiarow redukuje sic do ofmiu; jezeli wplyw sit poprzecznych mozna pomingé;
to dochodzimy do przestrzeni szeSciowymiarowej, W dalszym przypadku szczegdl-
nym symetrii obcigzenia i samego elementu mamy M, = T, = 0 i iloé¢ wymiarow
redukuje sie do czterech. Rdéwnania powierzehni granicznych dla pelnego uplastycz-
nienia przekroju dZwigara powierzchniowego mozna znaleZ¢ w pracach A. A.
IrusziNa, [14], D. C. DruckERA [3], E. T. ONATa, [30], W. W. ROZDIESTWIENSKIEGO,
[37], P. G. HonGre'a, [12], M. Sz. MiKiELADZEGO, [22], A. SAwWCzUKA, [39], oraz
A. Sawczuka i J. RycHrLewskieGo, [40]. Przypadek powlok «technicznie orto-
tropowych» rozpatrywal Z. MRrOz, [24]. Wplyw fciliwosci na stany graniczne
przekroju plyty przy czystym zginaniu zbadano w pracy autora [50].

Budowanie powierzchni granicznych w przestrzeniach wewnetrznych sit uogol-
nionych przynosi pewne korzyéci, na przyklad zezwala na interpretacj¢ energetyczna.
Na tej drodze H. ZieGLER, [47], dowodzi, ze powierzchnie te muszg byé wypukle,
jezeli powierzchnie graniczne odnoszace sig do poszezegdlnych punktéw przekroju
sg wypukle. Jednak nie zawsze sity wewngtrzne sg wielkofciami niezaleznymi, a wigc
czynnikami wytezenia; wielko§ciami niezaleznymi moga by¢ np. uogdlnione od-
ksztalcenia (kyzywizny, wydiuzenia itp.) lub jeden Iub kilka parametréw, charakte-
ryzujacych rozklad temperatury. Nalezy pamietaé, Ze przy postugiwaniu sig innymi
czynnikami wyteZzenia (po za sitami wewngirznymi), nicktore twierdzenia, np.
o wypukiodci powierzchni granicznej, moga juz sig nie stosowac.

W badaniach do$wiadczalnych staramy sie wlagnie, aby czynnikami wyteZenia
byly nie sily uogdlnione, lecz raczej odksztalcenia. Wezmy pod uwagg powloke
walcows, poddang jednoczesnemu dzialanin sily osiowej, momentu skr¢eajacego
i ciénienia wewnetrznego. Préba taka jest jednym z klasycznych dodwiadczen me-
chaniki cial niesprezystych. Jezeli przyjmiemy, Ze wydlnZenie i kat skrecenia uzy-
skujemy dzicki napedowi mechanicznemu, to czynniki wyteZenia sa tu wprost
nogélnionymi odksztatceniami, podobnie jak w zrywarce o napgdzie mechanicznym.
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W przypadku napedu hydraulieznego czynnik niezalezny (ilo§¢ skokow tloka
pompy) jest zwigzany pewna funkcja zaréwno z odksztalceniami, jak i napreze-
niami, jednak wplyw odksztalcen jest przewazajacy. Szezegllng uwage zwrécimy
na dzialanie cisnienia wewnetrznego. Jezeli ci$nienie to wywolywane jest cieczg
niedcisliwa, to oczywiscie niezaleznym parametrem jest ilodé cieczy wewnatrz po-
whoki, a wige odksztalcenie. W przypadku cieczy scidliwej pewna rolg odgrywaja
réwniez napreZenia (sity podiuzne), poniewaz wplywaja one na objetoéé cieczy,
jednak dominujgca role odgrywaja nadal odksztalcenia. Zupelnie inaczej przed-
stawia si¢ zagadnienie, gdy ciSnienic wywolane jest za pomoca gazu: ci$nienie gazu
jest praktycznie niezaleine od niewielkich zmian objetosci, zatem, praktycznie
biorac, czynnikiem wytezenia jest tu sila podiuzna (btonowa), réwnowazaca to
ciénienie. Ukladu takiego statamy sig nie stosowaé, poniewaZz jego zniszezenie
mialoby charakter eksplozji, niebezpieczny dla otoczenia; tak wigc staramy sig
raczej, by czynnikami wytgienia byly nogdlnione odksztatcenia lub wielkosci zbli-
zone do odksztatcen. Przykiad ten jeszcze raz wskazuje na znaczenie wlaSciwego
doboru czynnikéw wyteZzenia: ten sam stan fizykalny powloki moze by¢ dosé da-
leki lub cafkiem bliski stanu niebezpiccznego w zaleznoéci od tego, czy ciSnienie
wywierane jest przy pomocy cieczy czy gazu, a wige jaki czynnik (odksztalcenie
czy napreZenie) jest istotnie niezalezny.

4. Powierzchnie graniczne dla przekrojn prota

Wigkszos¢ uwag, uczynionych przy analizie powierzchni granmicznych dla prze-
kroju dZwigara povmerzchmowego, odnosi si¢ réwniez do tego przypadku, Takze
i tu bedziemy si¢ poshigiwaé rozszerzonym pojeciem stanu granicznego i badaé
powierzehnie dla poszezegolnych stanéw granicznych.

Analiza wytezenia przekroju preta jest przede wszystkim o tyle waina, Ze w przy-
padku statecznie wyznaczalnego sposobu zamocowania noéno$é sprezysta lub
noénoéé graniczna przekroju niebezpiecznego jest réwna odpowiedniej nosnosci
catego preta. Jest to wiec przypadek blizszy analizie wytezenia konstrukeji jako
caloci ni% rozpatrywany poprzednio przypadek przekroju déwigara powierzch-
niowego.

Najezeseiej buduje sig powierzchnie graniczne dla przekroju preta w przestrzeni
vogdlnionych sit wewngtrznych, ktorych mamy tutaj sze§é: dwa momenty gnace
M, i M,, moment skrecajacy M, = M, dwie sity poprzeczne T, i T, i silg podiuzna
N = N,. Jakkolwiek ilo&¢ ta jest mniejsza niZz W przypadku dZW1ga.1a powierzchnio-
wego, co zmniejsza ilos¢ wymiardw przestrzeni czynnikéw wytezenia, to jednak
dodatkowa trudno§é powoduje uzaleznienie powierzchni gramiczne] od ksztattu
przekroju preta. Z pojgciem tym zasadniczo nie spotykamy sie przy analizie prze-.
kroju piyty lub powloki, chociaz istnieje i tam jeden wyjatek: czasem dla uprosz-
czenia rozwaza si¢ plyte lub powloke warstwowa («sandwiczoway), ktorej przekrdj
redukuje sie teoretycznic z odcinka do dwéch skrajnych punktow (lub, ogolnie],
skoficzonej ilogci punktéw), co zamienia operacje catkowe na dodawanie.
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Trudno byloby zamieéci¢ tu dokiadnicjszy przeglad znanych powierzchni gra-
nicznych dla przekroju preta, budowanych w przestrzeni uogdlnionych sit wewne-
trznych. Dla zadnego ksztaltu przekroju nie podano dotychezas réwnania powierzch-
ni granicznej w ogdlnej, szcze$ciowymiarowej prrzestrzeni sit wewnetrznych nie
tylko z uwagi na no$nos¢ graniczna przekroju, lecz nawet z uwagi na noénoéé
sprezysta, co jest problemem znacznie prostszym. Jedna z przyczyn jest fakt, iz
najprostszy ksztalt przekroju z uwagi na jedna z sit wewngtrznych nie jest jedno-
czesnie najprostszym przy innych sitach (np. przekréj kolowy jest dogodny przy
analizic skrecania, ale stwarza pewne trudnosci przy analizie Scinania; przeciwnic
jest z przekrojem prostokatnym). Wspomnimy jednak o bardzo ogélnej analizie
A. A. GwozpiEwa, [10], ktéry podal przyblizony (wariacyjny) sposéb okre$lania
powierzchni granicznej dla rury cienkoéciennej przy dzialaniu wszystkich szedciu
sit wewnetrznych.

Znane powierzchnie graniczne z uwagi na noénoé¢ graniczna budowane sa z re-
guly w przestrzeni o mmniejszej ilosci wymiardw, a wiec z wylaczeniem wplywu.
niektorych sit wewngtrznych. Czesto ilo$¢ wymiaréw redukuje sig do dwéch, a wiedy
powierzchnia graniczna przechodzi w kizywa graniczna, Réwnanie takiej krzywej
dla jednoczesnego zginania i rozciggania preta o przekroju prostokatuym podat
K. GREMANN, [7]. Stan graniczny jednoczesnie rozcigganego i skrgcanego preta
o przekroju kolowym badat A. NADA, [26], ale ostatecznie rownanie krzywej gra-
nicznej podano dopiero péznicj, [38]. Krzywa graniczng dla jednoczesnie zginanego
i skrgcanego preta o przekroju kolowym podaje praca S. PIECHNIKA i M, ZYCZKOW-
SKIEGO, [34]. Przestrzenne powierzchnie graniczne dla jednoczesnego dziatania
momentu gnacego, sily podluinej i poprzecznej w przypadku przekroju prosto-
katnego i dwuteowego podali K. KLGPPEL i M. YAMADA, {15], Pewne ogdlne roz-
wiazania, odnoszace sig do jednoczesnego zginania i rozciagania pretéw o réznych
ksztattach przekroju podali: M. Zyczrowskr, [53], (metoda nogénionych szeregéw
potegowych) i J. Orxisz, [31], (doborem zastgpezego przekroju wielopunktowego).

Podobnie jak i w poprzednio rozwazanych przypadkach nie zawsze sity wewne-
trzne sg czynnikami wytgzenia., Powierzchnie graniczne powinny byé budowane
réwniez w przestrzeni innych czynnikéw wytezenia; powierzchnie graniczne dla
Jjednoczesnie rozciaganego i skrecanego preta o przekroju kolowym w przestrzeni
uogénionych odksztalcel zbadane zostaly w pracy [48].

5. Powierzehnie graniczae dla konstrukeji jako calodci

5.1. Uwagi ogélne. Zbudowanie powierzchni granicznej dla konstrukeji jako
calodci wigze si¢ z podstawowym problemem wytrzymatosei materialéw, miano-
wicie z ustaleniem lub doborem wspélezynnikéw bezpieczefistwa konstrukcji.
Zazwyczaj uwaza sig, Ze wspdlczynniki te moina okre§lié bez znajomosci samej
powierzchni granicznej; podejicie takie odpowiada zalozeniu badz proporcjonals
nego wzrostu wszystkich czynnikéw wytezenia, bads proporcjonialnego wzrostu
niektérych przy ustaleniu innych (np. temperatury). Jezeli zalozenie to nie jest
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spelnione, to znajomo$¢ powierzchni granicznej lub przynajmniej pewnej jej
czedcl jest niezbedna.

Pewne uwagi dotyczace wytgzenia ciala jako calodei moina znaleZé w ostatnim
rozdziale pracy W. BURzYNSKIEGO, [1]. Autor wyraza przypuszczenie, iZ pewna
miara wytezenia calego ciata moze byé cafkowita energia odksztalcenia postacio-
wego tego ciala. Wydaje sig jednak, iz przypuszezenie to nie zostalo potwierdzone
doswiadczalnie: z jednei strony, w przypadku materiatéw kruchych, wyteZenie
calego ciala jest wyraZnie zwiazane z wyt¢zeniem lokalnym i powierzchnia graniczna
moze tu byé budowana w oparciu o kres gérny (z uwagi na poloZenie punktu)
stosownie obliczonego naprezenia zastgpezego; z drugiej strony, w przypadku
materiatéw ciggliwych, oprécz powierzehni granicznej zbudowanej w analogiczny
spos6b czesto jeszeze powazniejsze znaczenie posiadaé bedzie powierzchnia zbu-
dowana w oparciu o teorig plastycznodei (powierzchnia noénogei granicznej). Zadna
z tych powierzehni nie ma na ogdl nic wspélnego z energia odkszialcenia posta-
ciowego calego ciala.

W rozwazanym obecnie przypadku ilosé powierzchni granicznych moze byé
jeszeze wigksza niz przy rozpatrywaniu analizy wytezenia przekroju: dla ciata idealnie
sprezysio-plastycznego beda to powierzchnie odpowiadajace poczqtkovﬂ uplastycz-
niénia, pojawieniu sig kolejnych dalszych obszaréw uplastycznionych, pojawieniu
sie.np. kolejnych przegubdw plastycznych, wreszcie zniszezeniu, Moze réwnies
wystapi¢ przypadek pojawienia si¢ stref odciazenia. Hosé stref moZe byé czasami
zwickszona wskutek istnienia niejednorodnoscl materialu: pewne rozwaZania
na ten temat mozna znalezé np. w pracy W. OLsZAKA 1 W. URBANOWSKIEGO, [29].

Czynnikami wytezenia konstrukcji sa czesto niezaleinie dzialajace sity zewng-
trzne. Tlo&€ tych sit moze by¢ bardzo duia, co odPoWiadaloby duzej flodct wymia-
r&w  przestrzeni czynnikéw wytezenia, jednak w zastosowaniach praktycznych
7 reguly nie wszystkie dzialajace sity sa od siebie niezalezne i w. kO]le:kWGl’lC_jl ilosé
wymiaréw. moze ulec zmniejszeniu. : ‘ :

572, Przykiad belki statycznie niowyznacealnej, Jako prosty przykiad weimy pod
uwagq be]k@ statyczme mewyznaczalnac, przedstawiona na rys. 0. Prazypusémy,

- ze obie sity Py i P, sa niezalezne'i mogg

B AR I W przyimowaé wartodel dodatnie tab- ujemne;;
1 : - a belka wykonana jest z materiatu idealnié

dr w0 = £ 2 gprezysto-plastycznego.
A’ ‘-’3 ' 3 " Dla okreslenia niebezpieczefistwa znisz-
2K 2 ) a 1 czenia belki musimy wtedy znaé catkowita

powierzehnie gramozn@ (krzywel granlcznq)

PR W plaszczyzme Ple
Zbudujemy dwie - krzywa granicine: zé ‘wzgledu na’ n0énosé spr@zysta 1 “ze
Wzglc;du fia nosnosc grauucznzaC W zakresm sprgzystym mamy ‘
13 3- 13- 3

_Rys,, 6.
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a momenty gnace w mozliwych przekrojach niebezpiecznych wynosza
.a 3a . ]
(5-2) My ?ﬁ(BPl*”?’Pz)s MB = _T6(P1+P2)a ME = (13P2 3P1)

Jezeli oznaczymy moment odpowiadajacy poczatkowi uplastycznienia przez M,
mianowicie M = WQ (gdzie W jest Wskazmklem Zginania, czasem okre§lanym
dodatkowo przylmotmklem «sprf;zystym») to kreflac szeS¢ linii o réwnaniach
My =M, |Myl = M i |M;|= M i biorac pod uwagg ich odcinki, lezace naj-
blizej poczatku ukladu P, P,, otrzymujemy poszukiwang krzywa graniczng. Krzywa
‘ta jest szesciokatem (rys. 7).

.. Rys. 7 7

Przechodzac do zakresu plastycznego (noénoéé graniczna) musimy rozpatrzyé
wszystkle mozhwe schematy zniszczenia (b@dz,iemy tu korzysta¢ z eclementarnej

teoru nosnosm gramczne_] belek) Zniszczenie sa.mego tylko Iewego przqsia odpowia-
da rownahiu

¢

k M
63 o o Py=43—0
(gdzie M= 205, s jest nofnofeid graniczny ﬁrzefl'{ro‘ju‘:z; "u“}éigirnla zginanie,. .S,
momentem statycznym polowy przekroin wzgledem osi érodkowej).;? Podobnie
zniszczenie samego tylko prawego przgs%a odpowmda rownaniu

i

(54) . 'L‘{ i?,__ H ¢

S
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Wreszcie przypadek jednoczesnego niworzenia si¢ przegubdéw pod obiema sitami
(przy -réznych zwrotach tych sify odpowiada réwnaniu

(5.5) o Py—P, = :’E47

Odpowiednia kizywa graniczng przedstawiono réwniez na rys. 7; dla przykladu
przyjgto M= 1,5 M, co odpowiada prostokatnemu przekrojowi  belki.

Analiza krzywych granicznych, przedstawionych na rys. 7, pozwala wysnué
interesujace wnioski odnosnie pracy rozwazanej belki. Okazuje sig, ze W przypadku
P, = —P, lub P, ="7P,/9 lub P, = 9P,[7 réinice pomigdzy no$noécia spreZysta
i noénoécia graniczna sg najmniejsze; w przypadku M = M (teoretyczny dwuteow-
nik) malejg nawet doizera. Najwicksze réznice odpowiadaja natomiast przypadkom
P, = —3P, oraz Py = —Pyf3. '

Budowanie tego typu powierzchni granicznych nie stwarza na ogot powazniej-
szyech trudnodci, chociaz w przypadku  wigkszej ilosci niezaleznie dziatajacych
sit iloé¢ koniecznych do zbadania przypadkéw szczegdlnie rofnie doéé szybko.

5,3. Przyklad rury grubosciennej pod dzialaniem ciénienia wewnetrznego i femperatury.
Sily zewnetrzne nie sg oczywiscie jedynymi czynnikami wytezenia. Bardzo istot-
nym czynnikiem jest czgsto temperatura. Dla przykiadu rozwazymy rure grubo-
§cienng o promienin wewngtrznym g 1 zewnglrzaym b pod drziataniem ci$nienia
wewnetrznego p, = p i nierdwnomiernego rozkladu temperatury. Przyjmiemy,
7e rura nie jest obcigzona sila osiows, a rozklad temperatury jest logarytmiczny

te b
(5.6) f(r):-—‘g"ln—r',
In;
co odpowiada ustalonemu przeplywowi ciepla, oraz ze rdinice temperatury s tak
nieznaczne, iz nie posiadajg wplywu na warto$é granicy plastycznoéei Q. Rozkiad
naprezenh w zakresie sprezystym jest wtedy dany wzorami, [5],

(_ @ | b2\ Eat b a B\, b
. “r“m?(l—ﬁ)—”—ﬁ[ln7+m(l—ﬁ)1“7;}
2(1—»yn—

a
a*p b? Eat b oa B\ b
0'9=ﬁ;—2(1+7)+~"—”—“—|j1*“lnf—2—_“§(1+—2)ln*]:
(5.7 < b—a r 2(1#v)ln% r b*—d F a
2
GZ=J'&?(1’21112_£“_21“%)’
21—} In—
L ( v)na
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gdzie dla uproszczenia zapisu opuszezono wskaznik przy oznaczeniu temperatury;
o oznacza wspdlczynnik rozszerzalnodci cieplnei. Bedziemy poszukiwaé powierzehni
granicznej (krzywej granicznej} sprezystej, to znaczy odpowiadajacej pojawientu sig
pierwszych odksztalcet plastycznych. Przy zalozemiu, Ze material jest idealnie
sprezysto-plastyczny 1 podlega hipotezie Hubera-Misesa-Hencky’ego, oznacza to
osiggniccie przez kres gorny intensywnofci naprezen o; wartosci réwnej Q. Inten-
sywno$¢ ta jest oczywiscie funkgja promienia »: moze ona osiagac swoj kres gbrny
na brzegn przedziahy, a wige dla r = a lub r = b, Jub wewnatrz przedziatu w miejscu
odpowiadajacym lokalnemu maksimum. Zbadamy jedynie brzegi przedzialu oraz
kilka punktéw wewngtrznych bez doéé zmudnego badania ekstremum; okazuje sig
zreszta, Ze W rozwazanym przez nas przypadku ekstremum to nie bedzie wigksze
od wartodci na brzegach przedziatu, ‘ '
Ograniczymy sig do rury o stosunku promieni a/b = 0,5 i oznaczymy /b = p;

wtedy
r "f:%(‘_“Elﬁ')f"wf%ﬁz[—‘““132_(1”912)]’
SR 1 I ]
\ o‘zm—ﬁz(lfi{z;ﬂ(l—l-Zlng—%InZ)‘

Wprowadzimy teraz bezwymiarowe czynniki wytgZenia ¢ i ¢ proporgjonalne
do cidnienia wewnctrznego p 1 temperatury z = t,. Wspdlczynniki dobierzemy
tak, by ¢ =1 odpowiadalo poczatkowi uplastycznienia wskutek samego tylko’
ci$nienia wewnetrznego, a 7 = 1 poczatkowi uplastycznienia wskutek dziatania
samej réznicy temperatur. W obu przypadkach (oddzielnego dzialaniaqiz) uplastycz-
nienie rozpocznie sig na wewnelrznym promieniu, zatem podstawiajac ¢ = 0,3,
p=cy, =0 oraz p=0, {= c,7 mamy

2 5
te e D o,

Eigtcl 08 ® 8 2 8 :
2 2 - ) ——. el [ — .
02 == F(0—»)In®2 [(1 31112) —;—(I 31112) (I 31112) ’

skad ostatecznie
3
[q—ﬁg

(5.9) ' 2(1—)Q1n2
Ce.= Ea(1—81n2)
3
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oraz, gdy oznaczymy krotko

NP -

1 1 1 1
-’T(I—E) =fi =10, 7(1-{-?) = f3=1f5(0),
; lilng~ 1r;2 (1~15)] =fa=ra(0)»
(5.10) E 1—*—3—1.112
%[Hl Q—-wlﬁ(l-f- )]=f4:ﬂ;(@),
1~'§1n2

\

to sktadowe stanu naprezenia przedstawimy wzorami
(5.11) 0, = (g thn0, 0,={faq+iDC, .= (fitf)Q.

Podstawiajac te wartoéci do wzoru okreélajacego intensywnos¢ napreZen otrzy-
mujemy

(5.12)  of =[(fitfi-AL) @+ LT+ Lt ffi—2Lfs— 211D 471 0%

Kresy gorne (ze wzgledu na g) tej funkcji przyréwnane do Q* wyznaczaja poszuki-
wang krzywa graniczng na plaszezyznie gv. Funkcja of jest jednak dos$¢ zlozona
funkcja zmiennej o, natomiast przy ustalonym ¢ krzywa o; = Q jest latwa do zba-
dania elipsa w plaszczyznie gr. Korzystniej jest w tym przypadku nakresli¢ kilka
takich elips dla réimych p; obszar znajdujacy si¢ wewnatrz kazdej z nich bedzie
obszarem bezpiecznym, a odcinki elips polozone najblizej poczatku ukladu (lub,,
ewentualnie, obwiednie) utworza kriywéc graniczna,
Piszac réwnanie of = O w postaci

(5.13) A4+ Bgr =1,

stwierdzamy, ze elipsa jest obrécona w stosunku do osi uktadu o kat

B
(5.14) tg2p =

oraz, ze jej polosie wynoszy

(5.15) ab = V2 .
V A+t V=4 B

Elipsy takie dla p = 0,5, 0,6,..., 1,0 przedstawiono na rys. 8. Krzywa graniczna
jest zasadniczo elipsa dla ¢ = 0,5 (promiefi wewngtrzny), «Scigta» elipsa dla p=1;
przy pewnym zwiazkn miedzy temperatura i ci$nieniem punkt zewngtrzny rury staje
si¢ punktem nicbezpiecznym:. Obwiednia w tym przypadku nie wystepuje.
Dopiero tak zbudowana powierzchunia graniczna daje nam pelny obraz pracy
rury przy jednoczesnym dzialaniu ciénieriia wewngtrznego i réinicy temperatur.
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Warto zwrdcié uwage na punkt, odpowiadajacy najwigkszemu cidnieniu wewnetrz-
nemu . g. Korzysci zastosowania odpowicdniej temperatury byly badane w pracy
P.M. Ociearowa, [28], gdzie podwyiszenie dopuszezalnego ci$nienia nazwano
termofretazem. Przy przyjgcin hipotezy najwigkszych naprezen stycznych siwier-
dzit on moznoé¢ optymalnego wykorzystania materialu rury, co oznacza przeci-
nanie sie wszystkich elips w tym samym punkcie. W naszym przypadku (hipotezy
AT
{t

14

4 1. |
| Aﬁ‘

Rys. 8

encrgetycznej) takie przecinanie sig nic wystgpuje, ale odleglos¢ poszczegdlnych
elips od punktu przecigeia sig elipsy ¢ = 0,5 z elipsa ¢ = 1 nie jest wielka. Intere-
sujgca jest rowniei mozliwoée podwyiszenia dopuszczalne] temperatury wewngtrz-
nej wskutek zastosowania odpowiedniego cifnienia; «przyrost wytrzymalosci»
jest tu wprawdzie mniejszy, ale réwniez rzedu kilkudziesieciu procent.

5.4, Inne czymiki wytezenia. Oprdcz wymienionych juz czynnikéw wyteZenia
istnie¢ moze jeszeze wiele czynnikdw czesto o zupelnie innym charakterze. Wymie-
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nimy tu dla przykladu mimoesrod dzialania sity rownoleglej do osi preta ((w przy-
padku pretéw smuklych wplyw tego czynnika moze byé bardzo duzy) lub wilgot-
noéé elementu wykonanego z drewna. W przypadku obcigzen zmiennych w czasie
beda graly role wartosei Srednie, amplituda, ewentualnie czestosé i faza poszczeg6l-
nych, np. niezaleznie dzialajacych obeigzen. Niektore czynniki posiadaja istotny
wplyw tylko przy niektérych typach obeigzefi: tak na przyklad niewielka krzywizna
pierwotna preta jest prawie bez znaczenia przy obciazeniu prostopadlym do jego
osi, a moie mie¢ powaine znaczénie przy obcigzeniu osiowym.

Ze znanych powierzchni granicznych dla elementu jako catosci wymienimy po-
dana przez W.W. SOKOLOWSKIEGO, [43], krzywa graniczng (Scislej biorac, czesé
krzywej granicznej) dla rury grubosciennej pod dzialaniem ci$nienia wewnegtrznego
i zewnetrznego i sity osiowej z uwagi na noéno$¢ graniczna tej rury oraz para-
metryczne rOwnania podobnej powierzehni graniczne] (w istocie rdwniez tylko
czesei tej powierzchni) przy ogélnym kolowo-symetrycznym obciazeniu rury grubo-
$ciennej w pigciowymiarowe] przestrzeni czynnikdéw wytezenia, [49]. Kompletna
krzywsg graniczng dla tarczy pierScieniowe]j, obcigzonej ciSnieniem wewnetrznym
1 zewnglrznym, mozna znalezé w pracy W. KrzysiA 1 M. ZYCZKOWSKIEGO, [18].

6. Powierzchnie graniczne ze wzgledu na stateczno$é konsirukeji

Osobno wyodrebnimy powierzchnie graniczne ze wzgledu na utrate statecznosci
konstrukeji. Utrate statecznodei utozsamia sig czesto ze zniszezeniem konstrukeji,
wige wiasciwie powierzchnie graniczne ze wzgledu na utrate statecznodei nie sa
niczym nowym w stosunku do dotychczas analizowanych powierzchni, jednak
© warto po$wieci¢ im osobng uwage w zwiazku z tym, Ze sposéb ich okreflania jest
nieco odmienny. ,

Niezaleznymi czynnikami powodujgcymi utrate statecznodci sg z reguly sily
Zewnghizne w sensie uogdlnionym (momenty, obeiazenia ciagle itp.), choé moga
istnie¢ réwniez inne czynniki, np. temperatura, Jezeli utrate statecznodci wywoluje
tylko jeden rodzaj obciazenia, to oczywiscic powierzchnia graniczna redukuje sic
do punktu i nie jest dla nas interesujgca; podwiecimy wige uwage uiracie statecz-
nosci w przypadku jednoczesnego dziatania kilku typéw obciazen.

Istnieje wiele prac poswieconych obliczaniu statecznosei pretdw  obeigzonych
kilkoma sifami. Wyniki ich zebrane 53 jednak w postaci nie podajacej bezposrednio
powierz¢hni lub krzywej granicznej: najeze$ciej podaje sie np. wartodci (Py+Py),
jako funkeji Py/P, (vozwiazania odpowiedniego réwnania preestgpnego). Podejécie
takic wydaje si¢ z géry narzucaé pewien stosunek P,/P,, ktéry jednak w praktyce
nie zawsze jest ustalony. Znajomo$¢ wartoéci krytycznych typu (P,-FP,), pozwala
Jednakie na zbudowanie bez specjalnych trudnosei odpowiedniej krzywej lub po-
wierzchni granicznej Iub choby jej czgdci. Dla przyktadu podano na rys. 9 jedna
éwiartke kizywej granicznej dla preta jednostronnie utwierdzonego obciazonego
sit osiowa P; na swobodnym koficu i sila osiowa P, w polowie dhugosci; odpo-
wiednie wartoSci (P;+P,), jako funkgii P,/P, zaczerpnigto z monografii S, D.Po-
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NOMARIEWA 1 innych, [35]. Zebrane w odpowiedniej tablicy tej pracy wartosei sit

krytycznych nie zezwalaja na naszkicowanie krzywej granicznej w pozostatych
¢wiartkach plaszezyzny P P,.

Przedstawiona na rys. 9 cze$é krzywej granicznej nieznacznie odbiega od odcinka
linii prostej, laczacej odpowiednie punkty na osiach ukladu, jednak polozona jest
nieco powyze] tej proste]. Fakt ten zwigzany jest z oszacowaniem i jednoczesnie
wzorem przyblizonym DUNKERLY’EGO, [33], okresla- g
jacym plat powierzchni granicznej pomiedzy osiami 53
ukiadn, na ktérych odcieto wartodci poszezegdlnych
sit krytycznych dzialajacych z osobna, P, za pomo-
ca nastgpujacego wzoru przyblizonego:

n P].
(6.1) 2?— — 1.
i=1 T ik

Wzér ten daje bledy przez niedomiar (na korzysé -
bezpieczefisiwa): Scisle warto$ei krytyczne P, odpo. 6
wiadajace zatozonym stosunkom tych sit sa niemniej-

sze od spelniajacych réwnanie (6.1). Réwnanie 5
DUNKERLY'EGO  okresla pewna hyperplaszezyzne
w przestrzeni obciazen krytycznych, posiada wigc
postaé stosunkowo bardzo prosta: jego dokltadnodé
nie zawsze jest jednak zadawalajaca.

Znane sg nicktére fciste réwnania powierzehni
granmicznych odpowiadajacych ufracie statecznodei
pod obcigZeniami zlozonymi. Pierwszy prawdopo-
pobnie przypadek zlozony rozwigzal A. GREEnHILL,
[9]. wyprowadzone przez niego réwnanic krzywej ¢
granicznej dla jednoczesnego 4ciskania i skrecania
dwuprzegubowego walu o przekroju kolowym jest
réwnaniem paraboli. Podobny problem dla pretéw .
o innych ksztaltach przekroju i innych rodzajach Rys. 9
zamocowania koncéw badali R. GrammeL, [8], E. L.

Nixorar i wielu innych badaczy. Warto réwnie# wspomnieé prace. I. E. Szasz-

Kowa, [44], kidry poprawil i uzupelnit rozwigzanie GRAMMELA, podajac krzywe
grapiczne dla réinych stosunkéw gléwnych momentéw bezwladnodci przekroju
preta. Powierzehni¢ graniczng dla jednoczesnego zginania ukoénego, Sciskania
1 skrecania preta zbadal bardzo szezegdlowo J. NALESZKIEWICZ, [271; rozwazany
problem odpowiada czterowymiarowej przestrzeni czynnikéw wyleZenia, wiec praca
[27] podaje tylko kilka tréjwymiarowych przekrojow odpowiedniej powierzchni.

Szezegblnie wazne sq przypadki obcigzen ztozonych i powierzehni graniczoych
w teorii statecznosci plyt i powlok. Wiele takich powierzchni granicznych a najezes-
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ciej krzywych granicznych podaja monografie, np. [16]11[46]. W nicktérych bardziej
#lozonych przypadkach zaleca sig stosowaé przyblizony wzér DUNKERLY’EGO (6.1).

Wypada zaznaczy¢, Zze powierzchnia gramiczna zbudowana jedynie w odnie-
sieniu do statecznoéci elementu musi z reguly by¢ uzupelniona przez pewne inne
warunki wytrzymaloSciowe, na przyklad przy poddanin preta jednoczesnemu
dziatanin sily osiowej i momentu skrecajacego warunek wytrzymaloSciowy daje
ograniczenie powierzchni po stronic rozciagania.

7. Uwagi koficowe

Celem pracy bylo zwrdcenie uwagi na ogdlno$é pojecia powierzchni granicznej,
podkreslenje znaczenia konstrukcji powierzchni granicznych i doboru whadciwych,
istotnie niezaleznych czynnikéw wytgZzenia, Znajomos$é powierzchni granicznej
zezwala na najlepsza orientacie co do charakteru pracy konstrukeji 1 najwlasciwsza
oceng wspolczynnika bezpieczefistwa, uzalezniona od . przewidywanej «drogi»
w przestrzeni czynnikéw wytgzenia. Samo pojecie wytezenia konstrukeji moze by¢
wprowadzone wzorem analogicznym do zaproponowanego w pracy [51] dla wy-
tezenia materiatu w punkeie, Do wprowadzenia takiego wzoru niezbedna jest wladnie
Znajomoéé odpowiedniej powierzchni granicznej. Analiza wyteZenia przekroju
i konstrukeji bedzie przedmiotem oddzielnej pracy.
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Pezome
TPAHMUHLIE IIOBEPXHOCTH B TEOPHMM «HATVIH,
(IINTACTHYHOCTH U HPOUIHO‘CTI/I) :

B pafore NPHBOAMTCA AHANM3 TPAaEMYHBIX HOBEpxHOCTSl, COOTB"CTCTByIOIl(IdX «HATYTE »
MaTepHana B TOUKE, (HATYTE) CCUCHMA M 4HATYTE» KOHCIPYKLMH B TEIOM (moHATHE CHATYFH Y
Breneno B[51]). Taxne NOBEPXHOCTH CTPOATCH B #-PA3MCPHOM NPOCTPAHCTSE GaKTOPOB ¢HATYIH ¥}
B xadecrse (EKTODOE HATYIH ONpENCIIAETCH KWMIAs HE3ABUCHMAS BCIHYINA, BIMAOAL
CYIHECTBEHHO H2 JOCTHIKEHME ONAcHOro (NpejesbHOrO) COCTOAHHA B TOHKE, B CEUCHHH HIH
B KOHCTDYKIIHH.

CroeruaisHoe BHEMaHUE obpamiacTes Ha NoAGop {DaKTOpOB ¢HATYTHY, CPABHHBAS, HAIPH-
Mep, OIACHOCTE Pa3pyUICHHS 3aMKHYTOH IHTHHAPUHIECKOR 0GOI0UNKH, HAIOJHCHHOH JKEAKO-
CTBIO HIIHM Fa30M IOJ HEKOTOPBIM ONPEHEeNCHHBIM JIABJICHHACM.

B mepBoM CHYYAE OTACHOCTS MEHBIIE, TaK KAaK (awropamMu «HRTYTH ) ABIATCA S/ECh Ke-
GopManE, B IPYroM CAYYAE QMACHOCTE ORI, HEO (hakTOpamu CYTh 3/16Ch HAUPMMEHN, 8 NaH~
HOE COCTOSHME, KaK IPAaBHI0, SBJLCTCA Dollee JANEKHM OT NPEASNsHOTO B IPOCTPAHCTES He-
dbopmanpw, UeM B mpocTparcThe Hanpspiermit (puc. 1, 2w 3).
 CHCTEMATASHPYIOTCH H OBCYIARIOTCA M3BECTHDLIC TPAHMYHDLIE NOSEPXHOCTH [T ¢ HATYTH D
CEUEHMA W ¢HATYTH) KOHCTPYKIMHU. A IPWMEpa CTPOATCA FPAHMYALIC IOBCRXHOCTH IJTH
CTATHUECKE HEOIpeNeacHHOH Basky (prc. 6), OCHOBRIBEACH HA TEODHA YNPYroil Hecynle# cro-
coBHOCTH ¥ TCOPHH HpeeNsHel mecymell cnocobGroctr (puc, 7). IlpoBoguTcsa TaloKe aHanns
YOpyroft TPaEuunoll HOBEPXHOCTH JUIA TOJCTOCTEHHUH TpYOBL HOA BANAHAEM BHYTPEHHETO
[@BICHAA B TeMmepatyphl (pmc, 8). B sarUIodeHue DACCMATPHBACTCA KORCTPYKIAA TPAHHUHOH
TIOBEPXBOCTH B BHAY BOSMOMKHCCTH DOTEPH YCTOHURBOCTH JMCMEHTOM HPHMED TAKOH IOBEpX-
HOCTH, COOTBECTEYIOINHIT HATPYSKE CTEPXKHS OBYMA CINEMH, fAeTCH Ha pHe. 9.

Summary

LIMIT SURFACES IN THE THEORY OF ¢ EXERTION » (FLOW AND FRACTURE)

This paper is devoted to the analysis of limit surfaces for the exertion of the material at a peint,
the exertion of a cross-section and that of the structure as a whole (the idea of «exertion»
was introduced in [51]). Such surfaces are constructed in the n-dimensional space of . exer-
tion factors. The exertion factors are defined to be any indepsndent quantity influencing in an
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essential manner the attainment of the dangerous (limit) state at a point, in a cross-section or
in a structure.

Particular attention has been devoted to the problem of appropriate selection of the exertion
factors, Thus, for instance, the danger of destruction of a closed cylinrical shell filled up with
liquid or gas under pressure is considered. In the first case the danger is less because the exertion
factors are strains, in the second case they are stresses and it is greater because a given state
is as a rule more distant from the dangerous state in the space of strajns than in that of stresses
(Figs. 1, 2 and 3).

The known limit surfaces for exertion of cross-section and structure are systematized and
discussed. As an example the limit surface is constructed for a statically indeterminate beam
(Fig. 6) on the basis of the theory of elastic and wultimate load carrying capacity (Fig. 7).
The elastic load carrying capacity is also analysed for a thick-walled tube subject to internal
pressure and temperature (Fig. 8). In the final section the construction of the limit surface is
discussed from the viewpoint of the stability loss of an element. An example of such a surface
or a bar loaded with two forces is illustrated by Fig 9.
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