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1. Zagadnienie drgan popizecznych preta o 'zmiélmym przekroju, spoczywajg -
cego na nigjednorodnym podlozn sprezystym i écxskanego zmienng silg OSIOWEL,
prowadzi do réwnania rozniczkowego .

(1.1) By")"'+(Ny'y +Ky— #w“y =4,

gdzie y(x) jest amplituda drgan, (x) obquemem wymuszajacym drgania o cze-
stosci katowej w, B = B(x) zmienna sztywnoscia zginania preta, N = N(x) zimienna
ita osiowa, K = K(x) zmiennym wspolczynnikien” podatnoscl pod}oza (typu Win-
klera) 1 g = pu(x) zrmenna masg preta.

Po wykonaniu w (t.1) operacji rézniczkowania otrzymu}e sig mejednorodne
liniowe rownanie rdiniczkowe czwartege rzedu, w ktorym przy poszukiwanej
funkcji ¥(x} i czterech jej kolejnych pochodnych wystepuja zmienne wspolczynmkl’
Rozwiazanie Scisle tego réwnania w przypadku ogélnym nie jest znane, rozwia-
zanie przybl]zone za§ moina na]wygodme_] Wyznaczyé sprowadza]qc rowname
rézniczkowe do liniowego réwnania calkowego.

W przypadku statych wspdlezynnikéw B, N, K, p i przy swobodnym podparciu
obu koficéw preta duze ustugi oddaje przedstameme funkcji y(x) w postaci sze-
regy, sinusowego

M
(1 2) ) o (JC) Zym_SIna JC am,j Ts
gdzie a jest dlugosqu pera '

Celem niniejszej pracy jest wykazame, Ze rOwnieZ przy zmiennych wspolezynnikach
mozna uzyskaé formalnie écisle rozwigzanie réwnania (1.1) w postaci (1.2), przy
czym w przypadkach zginania, zginania ze fciskaniemi i w przypadku drgad wy-
muszonych wspdlezynniki rozwinigeia (1.2) wyznacza sig z nieskoﬁczoneé& vktadu
algebraiczaych, liniowych rownaf nicjedporodnych o. prostej strukturze; w przy-
padkach wyboczenia i drgan wlasnych. do wyznaczania parametru obcigzenia kry-
tycznego lub czgstoci drgan stuzy odpowiedni-nieskoriczony uktad jednorodnych
algebraicznych réwnan liniowych. Okazuje sig, Ze w celu otrzymania zupelnie
zadowalajacego przyblizenia wystarczy z reguly uwzglednié zaledwie kilka piers
wszych wspolczynnikéw szeregu (1.2), podobaie jak to ma miejsce przy zastoso-
waniu szeregébw Fouriera do. rozwigzywania réwnania (1.1) przy stalych wspol-
czynnikach, Rozwiazanie réwnania (1.1) uzyskuje si¢ nie tylko przy swobodnym
podparcis obu koficéw prqta lecz takse dla szeregu innych kombinacji warunkéw

brzegowyct
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2. U podstaw proponowanej metody leza proste zwiazki dotyczace sumy i réznicy
szeregbw sinusowych. Niechaj S, beda wspodlczynnikami rozwinigeia sinusowego
funkcji S{x)

S5(x) = D, S, sine, x,
m=1

Sm - %f S(z) Sinamz dz’ am =
0 ) :

Zbadajmy sumg dwéch szeregdw
-
MZJIS @ sina, 4 ;X4 2 S, 02 smam X
Pxerwszy z tych szeregéw mozZna przedstaw;c w postaci
o9
2.1 : m§1 S0 SN0ty 4 ;X = MJZ_'HS,“ jo; sinex,

drugi za§ napisaé mozna, jak nastepuje:

o0 i=—1
D S0k sing,,_x Z Siyjodysinex = ) Spyeft; sinappet
=1 r=1w-_] i=1—j
i=j-1 -
+ 21 L 00 sinex = — 2 —io3; sineyx+ Z; S a8 sinagx.
i=1 j==1 §== :
Jednakze ¥ ; =al;, a ponadto jest widoczne, ze S; ;= —S;-; wobec czego

i=j—1

.2 2 S0k sing,,_;x = 2 8,_jaksingx+ 2 +j“-+1 sino;x,
m=1 i=1

Dodajac (2.1) i (2.2) stronami otrzymujemy

(2.3) Z St (sin o 4 ;X -1-5iN0, . ;X) = 2 (S j o ;S jolr, ysina,x.

=

Zajmijmy sig teraz roéznicg dwich szeregdw

oo o oo
3 S, 0¥ sing,, x— Y Syaktsina, x.
m=1 m=1

Podobnic jak poprzednio zapisujemyy

o0
ZlSmaﬁr“‘ SiL L, 4 ;X = Z’ S ;03! sina,x,
m= i= -i—
(24 - A
=J

ZlSma?;"'l sine,,_;x = — D S sina, X+ 2, 05 siney X,
m— =1
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Poniewai e = —ai"! i jak poprzednio S;_; = —S§,.;, to
i=ji—1 o0
2.5) 2 Spoar-lsing, jx = — Z S,“ s singx+ ) Sy et sinegx
i=1

i po odjecin (2.5) od (2.4) mamy

(2.6) ZS ap(sina, . ; x— smam_Jx) 2 (Sm O Syl T sin X

m=1 m=1 BTN

Oprocz wzorow (2.3) i (2.6) wyprowadzimy jeszcze jéden, rownie prosty wzor
pomocniczy, przy pomocy ktérego nadawaé bedziemy otrzymywanym nkladom
réwnaf posta¢ kanoniczng, bardziej wygodna w zastosowaniach.

Otoz jezeli T; sa wspolczynnikami rozwinigeia kosinusowego funkeji T(x),

o 2 4 o ‘
T(x) = %E—I—Zﬂcosajx, T; :;f T(z)cosa;zdz,  a; :—Jg—-,
=1 0 .

a 8, wspoélczynnikami rozwinigcia sinhsowégo funkeji S(x) 1y, dowolnymi w'sp('il-'
czynnikami, to zachodzi réwnosc

(27) To?”ms + 2 T(?m-;'g —J+ym+1 m+1) — 2 (Tm—_ryj m+1y-—3)S .

Istotnie, mamy

Tﬂym m+2 '}"m“ m=j _ To?’m + Z m-— i?isr' = TﬂymSm—i_

lm—

-1

+ 2 Tm :y1S+ 21 Tm iyisi-

i=—1

i=m

TﬂymSm+ 2 ijm JSm—J Z m— :VlSi Zﬂuhy—-rsu

j=1 i=1

o oo

E T_'iym+jSm+j = 2 T't'—inSiv
j=1 i=m-+1

a po dodaniu obu ostatnich réwnoéci stronami otrzymujemy (2.7), poniewa?
e = Ty
3. Zajmijmy sig teraz réwnaniem rézniczkowym (1.1). Przy zalozeniu swobodnego
podparcia obu koficow preta przyjmujemy rozwiazanie (1.1) w postaci (1.2). Funkcje
B(x), N(x), K(x) i u(x), tj. sztywnos$¢ zginania preta, sile osiowa, wspdiczynnik
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podatnosei podtoza i mase preta na jednostke dliigosei przedstawiamy w postaci
nastepujacych szeregdw kosinusowych:

B |\t )
N, . v
_ E N(x) = —T—i—gm_cosajx,
3.1 3 .
K(x): ngf:&.c{)_sajx’

p#(x) = %‘1 + Z'“J 0S8 ;X
-1

\

Na podstawie (1.2) i (3.1) znajdziemy

o0 o0 '
. B, .
By = (fﬁi—!— E B, cosajx) E (—a)p,sina,x = .

B X . 1 v - o .
= _—f,n;1a?"ym smna, ¥ — 2;31- Z O Ve (SIDL Oy X810 05X,
lab zgodnie z (2.3)
1 o0 7. o0 i
By” = 2 Z amy"” smamx -2"' 12 nt—_)ymw +am+_,ym+]) Slna X.
m=1 i=1 p=1

Résniczkujac 63tétﬁie:wyr_éien‘ie dwukrotnie otrzymujemy

(3 2) (By”)” == —Za;lnym Slnam x Z Z m——_}ym J"i anH Jym-}-_r) SIH amx;
m=1 j=1 m=1 -

Nastepnie wedtug (1.2) i (3.1) mamy : o S

) N i -00 V 00 -
Ny' = (-21 -+ Z: N; cosa J,-x) :2 Ly Yy COS A X =
=

m=1

i Ny 1 o "
= 7 2 , o Y COS(!,,,JC—I—-EZN_; 2 UV (GOS a,"+jx+CO$ am—j_x)
m=1 - J=l m=1 .
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i po zrozniczkowanin

7 (Ny’)’ - '72/ mym smamx ZN Zyrn(aman1+J Slnam+1x+

m=1

_i_amam—'j sin amwjx) - ‘_Zamym Slna’m x—

M=

[=.0)
ol (S.lla 'x-!~sina X)+ o0 (sina x—sine, - X)]
ym (ST m+j m—j Y Tha m+ f m=f >

&M%

lub na pods'tawie (2.3} i (2.6)

Ny = —Z I Sin ZN Z{(a,,,_Jy,,. AR P

m=1 " Wl

+(a""Ja.fym—j*am+jajym+-j)] Smda,x,

, 1 N1\ :
(33) (Ny’) - _—2 mym Slnamx——?ZNjZam(am—jym—j_l_am+jym+j) sma, X.
=1 m=l

m=1

Zoajdziemy rowniez

(K—arp)y = (I; et ) Zym sma,,,x—}—z (K;--w? pycosa, xEym sina,, x =

=1

__(-KO 0)2[1,0) Zym Smamx—l_ Z(K wﬁﬂj)zym(sman+_}x+51nam—- )

m=1" m=1

czyli zgodnic z (2.3)

B4 (K—olp)y — (Ko—w%) 2 P SN+

H’l_]-

[ee]

1 \ :
+ “2_ (‘KJ —w? nu’]) 2 (yrﬂ—j+ytll +_j) S, X .

j=1 m=1
Dodajac (3.4), (3.5) i (3.6) stronami i rozwijajac réwnoczeSnie prawg strong

réwnania (1.1) w szereg sinusowy,

(3.5) g(x) = 2 G SN0, X,

m—
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otrzymujemy po przyréwnanin wspolezynnikéw przy odpowiednich furikcjach: x
nastepujacy nieskoniczony uklad réwnafd do wyznaczenia wspélezynnikéw v,
szeregu (1.2):

(3.6)  (Bpy,——Nyoy, A Ko o) 3+

+ Z’ [(—B Ht*‘] Ai;iamam—j_l_-Kj_wZMj)ym-—j+

+ (Bjaﬁaa£1+} —N; am m+}+I(:i_w .‘u’j)ym+j] - 2‘]m (’n = 1! 2! 3> )

‘Za pomoca (2.7) latwo nadajemy ukiadowi (3.6) postaé¢ kanoniczng

o

%[(Bmﬁi m+J)am J (N -—J+Nm+j)amaj+ wm—f Km+j—-w2(/"m-—j_ﬂm+j)]yj:2qm
= ) o )
(m=1,23,..)

lub

-8

| at
(37) i I:(Bm—j_Bm+j)m2j2 (]Vm J+N +J)m.] l—(-Km—_r m+J) -

754—
i

1|

1
-

4 at
— 0ty - Ium+_f) ]yj Zin (m=1,23,..).

Wprowadzamy jeszeze zamiast niewiadomych y; nowe niewiadome v; i ostatecznie
otrzymujemy :
'

. ¥
V=t yi= g

J
o]
2q,, a*
C. oy, =2m 7 =1,2,3, ...
21 W e =123,
1 at
ij = 'Bm—j m+J' (vaJ—i_Nerj) J 3'62 _¥_

38 N |
L&, 1 &
+ (K’rr!—j_ﬁKm +J') ;;;Ejf F - (nl"’Jn—j_nu’m—Fj)mTjg ? ’
1 &
Cmm - B()M-BZm-—'(NO_I“sz)ﬁ?‘—*“
1 g

it

&

R K)o o= o)
\

- UKlad (3.8) pozwala wyznaczyé wspolczynmkl szeregn (1.2) stanowigcego To-
zwigzanie réwnania rézniczkowego (1.1) przy swobodnym podparciu obu koficow
preta. Nizej pokazemy, ze moina za pomoca (3.8) uzyskaé rozwiazanie réwniez
przy innych warunkach brzegowych.

Zbadajmy teraz na przyktadach liczbowych efektywnosé proponowanej metody
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Dla swobodnie podpartego preta o diugosci @ i sztywnofcei zmieniajacej sig sy-
metrycznie i liniowo od warto$ci B na podporach do rB w §rodku rozpictosci,
obcigZzonego réwnomiernic ¢ = const, moina oczywiscie latwo znaleié Sciste
wyrazenie dia linii ugiecia (rys. 1).

" Ugiecie w- §rodku rozpigtosei wynosi

. gat 2r—1 _ .
Viax = 384(!’*1)33[12 e In 7+ Qr—1) (4r 15)%1]

4
REERERRANRRRNENE

EI

Rys. 1

I~

dla réznych wartofci r otrzymujemy wartosci zestawione w tablicy nastepujacej:

r 2 4 6. 8

_3;!, Ve 0,00768 0,00432 0,00305 0,00235
qa

Dla poréwnania wyznaczymy teraz linig ugigcia rozpatrywanego preta za pomocé
uktadu (3.10). Uwzgledniajac symetrie mamy

1/2

B ﬁl4Bf[2(rf1)C+l]cosmC di =

sin ]:'EC

0s jrl+

— 4B [(2 —1¢ sin jd ]w

0

e § . t ;

== — 3(21—1)%? (J: 2,6, 10,...),
T

B, = 4B [RO— I+ 14 = BG+D),
0

4 g, & 8gat 1
In= P =135, - F =g
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a zatem -

Cmm : B B2m = B[’+1+2(21 1) g 2] . (m = 15 33 53 i )_2 .7

8B 1 e
._.?(21""*1)'(—;1-:-“52- N _]eS].l mM—f = 2, 6,‘ 10. ey
Cm—j - Bm-'j_—‘Bm+j - SB 1 . .
_ ?(2:‘~ l)mq—'erﬁé’ 7 jesli m-j : 2,6,10, ...,
i ukiad (3. 10) przybiera postaé '
1 8 1 8gat
[(r+1)—!—2(2r—l)j—r§] vI“&E(Zr_l) v3+ (2r l)ﬁv,i—— s 58
8 1 - 1 8 . 1 1 8ga*
'—:’?(21*—1)2171 —|—- [(r+1)+2(21—1)§3-_;§:| V3—7';§(2i—-——1)z1)5+ e = 27 W,
8 1 8 1 . 1 1 8gqa*
;;E(Z’“l)gg"1“7?(2"_1)“4”"3"" [(r+1)—§—2(21— )25 2]v5+ =125 2B "

Jako pierwsze przyblizenie przyjmujemy

4
P )y 394 I
L Ji Yinax 5B *

r+1+2(2r—1)%-

ktére prowadzi do nastgpujacych wynikow:

¥ S A 6 g

3

_:_'Ly,‘,}a’x { 0,00725 0,00407 -0,00283 0,00217
qat

czyli btad w granicach od —5,5%, do —7,7%.
Przyjmijmy teraz » = 8 i obhczmy trzy wspolczynmkl v Z nastgpu;qcego ukiada

TOWnan
12,040 v, —3,040 v, 40,338 v, — S,
3,040 1,--9,338 1, —3,040 v, — %
- Ay 8ga®
03387 -3,040%+9,122%, = >, §="2,

v, = 0,0935, v, =00388, 1, =0,0105.
Stad znajdziemy
8ga*

_ gat
g == 0,00233 0,

1
9

/
Vs (0,093
tj. blad wynosi okolo 0,85%.

20 038+ 0 010) Sq" — 0,0892
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Jako nastgpny przyklad wyzaczmy sile krytyczna dla preta swobodnie pod-
partego na obu koficach, o przekroju zmieniajacym si¢ skokowo w polowie roZpie-
tosci, obciazonego sitami osiowymi N i (s—DN, (rys. 2).

(5-IN <«
ol — =t
Rys. 2
Mamy w tym przypadku
‘ 1j2
B, = (frBdC+de§)— (r+1)B,
0 ife
- F 2(—1)B Sinjfn
B; = 2([}'3003]%@&@4—] BcosperC) —_—
L] 1/ = J
msmﬂvco i - sin e cosj%
Al b 0 costt
=0, B yByoy— (r l)B ‘2'2 i 2 2’
7T ji—m

'siniﬂ;cosﬂ;’z—mm il n
_As—nN TR Ny 6y
. .

Ny = (S+DN, Nppy =0, Nj_,+N;pm ;
PF—m

J—m

) 1 a*
Con = GHDB—(SHDN—5 .,

4

n H [(r I)B(m sm“'L cos 1% ]smﬂcosﬁ;) —

2 2 2 2

mi —

mm st 1 &%
— (55— I)N(]Sﬂl—z—COS N msmﬁz—c 5 2)mjn2].

'Otrzymujemy zatem nastepujacy uklad jednorodnych réwnan:
o 4 2 i
| [(Fﬂ-l)Bf(S+1)N;]Vﬁr;[(f’—l)B 5 —(S—DN g“—g] net o =0,
1 a2 2
[(p—l)B 3OV ]v1+ [(;—l—l)B (S—i—l)N ] Vot
‘4 2 1 a

[(1;1)32 (S—1N 1%:;:] [(1+I)B (SHDN- o 2]v5+ L —0.

28 (9} Rozprawy Inzynierskie
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Pierwsze przyblizenie nzyskujemy z warunku C;; = 0, skad
' Bm? r4-1

@ s1

Drugie przyblizenie prowadzi do réwnania

1
Nllch ~

) B—(S 1N"2][ B (S 1N-1“2]
e+ B—(S DN SN e+DB-(S+DN 3 55 |

—w[(r——l)B—m(SHI)N 1 “—g]to.

W tablicy 1 zestawione sa wartoéci pierwszego i drugiego przyblizenia sily krytyce-
nej dla réznych wartoei r i s.

Tablica 1
§
1 2 / :
@@BN® | 100 0,667
1
(@xB)N® | 1000 0,662
T @fmmNg | 150 1,00
2
(@=B)N® | 1340 0,938

Warto$ci w drugim wierszu tablicy sa dokladne, [1], natomiast wartoéci z ostat-
niego wiersza sa obarczone bledami 3,19 oraz 3,477
Za pomoca ukiadu (3.10) mozemy wyznaczyé czestodci drgah whasnych belki,
na ktérej umieszczone sa cigZary skupione. Rozwiazmy prosty przyklad belki nie-
wazkiej o stalej sztywnoéci B z masg x umieszczona w §rodku rozpigtosel (rys. 3).
Dla tego przypadkn mamy

[ 8 © By=2B, B;=0,
" o -
[ ‘ ’ T _2 =2 cosiﬁ’i
) 7 2£ iy Ha a}“’ Y a.fu 3 2
Rys. 3

Ho— HMom = _2(—?' (1 —COs m:rs) 2

2 " 7T 1 4 7T
My—j P4y = Tﬂ [005 (m—])?—-cos (m+J)§] = —ﬁi Sm_ﬁ—- sm%

va

Oznaczajac
4 at
T

otrzymujemy uklad réwnah jednorodnych

, MW , Jm

¢ l—cosmm S"T'z_ %ow Sm—Z_ '

(2B_5 T) VTR L j* v=0 (m=13,5,..),
F#Em
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czyli

@B-omiey 9 "8 g 25 V5t

1 ¢ !
9§V1+(ZB—§T)V3+Q”22—5V5 =0,

Ograniczajac si¢ do jednego wyrazu v, obliczamy

4y ot 7 Ba
o=-"12 wt=128, @e= E?]/*

a 7 2u
100 kG cm?
. . L — . 7 % — —_—
Przy B=2-10%-80 = 16 - 107 kG om?, 081 sk ' ¢ 100 em, mamy

a? 16 - 107 - 100 - 981
0% V 2100
zamiast 274 1/sek.

Tok obliczenia pozostalby oczywiscie niezmieniony, gdyby niewazka belka po-
siadala zmienng sztywno$é, a na belce umieszczone byly skupione Iub ciagle masy
o dowolnej zmiennodci.

4. Dla pretéw spoczywajacych na sprezystym podiozu mozna za pomocsg ukladu
rownan (3.8) uzyskaé rozwiazanie nie tylko przy swobodnym podparciu obu kohcodw.
Objasnimy to na przykladzie preta o obu koricach swobodnych, spoczywajacego
na sprezystym podiozu i obcigzonego w $rodku sita P (rys. 4a). Pret ten mozna
uzyskaé ze schematu prrzedstawionego na rys, 4b, zmniejszajac do zera sziywnosécl
preta B w przedziatach 0 < x < a/4, 3a/d4 < x < a.

Mamy zatem dla naszego zagadnienia funkcje sztywnosci B(x) 1 wspodlezynnika
podatnosci podloza sprezystego K(x) okredlone w nastepujgcy sposob:

Bx)=0, K(x)—0 dla 0<x<ad, 3a4<x<a,

B(x)=B, Kx)=K da a/4<x<3af4. :

a P
Wobec tego znajdziemy ! 8
2p ma m—i 3

qmr_—;sinT_i( 1)2 (m=1,3,5,..), La@ﬁ];%_l

= a* )/ 784,8 = 277 1/sek,

o =

3/ 3/4
B=28 [ &=B B =28 [ copidi= -
12 11 i—
_ 2B smsjl—smﬁ = 4—Bm Jm cosEA
o 4 4 oA 2 Rys. 4
2B . m=n 2B =t
B, = — 51nTcosmn~—?( 1 2 (mu—ml,!3,5,...),

a8+
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sin(j—m)%— cos (j-—m)% sin (j+m)% cos(j+m)%

B B o 4B o B
R J—m ' Jjt+m =
J+rn—2 i-m 2 Sm(j——m)— Sln(;+m)_
4B 4 4 -
:—( 1) *® T i—m + Jer (m,j=1,3,5,..)
i analogicznie
1n~1
K-':-' Kg, Kam :‘—— __( 1)
‘ jtm-2 sin(j—m)2 sin (j-+m)
K_, —K.,, = 4K (—1) °? 4 4
J—m J+m — 7 J—m J+m

(m,j=1,3,5,..).
Uklad rownan (3.8) przybiera postac

-1 wd o ,ml sin (f— m)zr
[1+—( 1)2](B+K ﬁ)v,ﬂt D7 YD |t

L
JjEm J

Sin(j”i*'}n)g m—1

4 1 & 4Pt .
+—J.W~— (B‘%KW‘;) —~»———( n? -2— (m,]fl,B,S,...)‘.‘

Wprowadzamy znane oznaczenie

K =468

i przyjmujemy dla przykladu fa — /)2, po czym otrzymujemy uklad réwnai

m—l 1 4 m—1 it sin (‘;_m)?:_i
[ mn ]( 4)1):::";'}“[“(_1) 2 2( 1) 2 -

j—m

i=m

sin (j+ m)E

4 1 4-243p el _
F— (1+;§1ﬁ)1{im -y —=(—1) E (m,j=1,3,5,.)

*

tub w formie rozwinif;tej

4 1 4 1 I ‘
( )(1+1) Vi (1+ ) T 6(1“|"25)V5+

4 1 1 4-243P
+;'€(1+Z§)”7+'"“T’
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a1 1y { 2 1 4 1 1y
- 5(”3)"1*(“3%) (”81')"3—; ‘ E(HE)H

3

?

Jr%' 110(1+4111'")V7+...: %4_%;@
;;fi— : %(1+§l§)v1—% ' %(H%S) Vs (1+ )(1 F6125)%_
- (1+1225) vt -z%—iﬁ;&_])
;; . %(I—FTIQI)VI‘F: . 110(1—!—121-)123—% ; ;_(l+ﬁlj§)Va+
+(1 72)(1+2401) o= m%_}%_

Ograniczaige sie do czterech pierwszych wyrazdw rozwinigcia znajdziemy

3275 v, 0,707 v,— 0,221 v,++0,216v, — iy%sp. ,
0,707 9,40,797 v,— 0,641 v4+0,128 v, — —0,111 - ,f; L
0,221 v, 0,641 vt 1,1307,— 0,637 v, — 0,040- 4.%95,

0,216 %,-1-0,128 v, ;0 6377,4-0,909 v, = —0,020. ‘ngaf_

Rozwigzujge ten uktad réwnan otrzymujemy

v =0,601, v,=1169, v,=:1,042, v, =10,402,

1 1
y=0,601, py= v =0130, y3—--v,—0042, = ! v, = 0,008,

9 25 49

';:zyli funkcje ugiecia preta w postaci

. 3
¥(x) & (0,601 sin e; x+0,130 sin oy x+0,042 sin ¢, x+0,008 sina, x )———;—P
Ugigcie w frodku dlugosci preta wynosi
‘ 3
Va2 -(0,601—0,1304-0,042—0 008) 2; P 15,45 242%,
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. w poréwnanin z dokladna wartodcia v, = 15,53 -242P(B, [2], nasze przy-
blizenie obarczone jest blgdem wynoszacym zaledwie okolo —0,5%;. Ana-
fogicznie otrzymujemy przyblizona warto$¢ ugigeia na koficu preta (dla x = af4)

1 4-24
win ~ (0,6014+0,130—0,042—0,008)—— ——— . _ .
Yuin 0,601+ )1/2 p- B 14,73 - 24*P|B,

ktéra w pordéwnaniu z dokladng wartofeia y,,, = 14,86 - 242 P/B wykazuje ok.
—0,9% bledu.

Obliczanie momentdw zginajacych za pomoca otrzymanych wartodci vy, ..., ¥
ij. przy ograniczeniu si¢ do ukiadu czterech réwnan prowadzi oczywiicic do znacz-
nie wiekszych bledéw. I tak na swobodnym koncu otrzymaliby$my

1 4—24}74(1770 a4t 2 p
V2 ay/2

M = (0,60141,169—1,042—0,402)
zamiast zera,
" Z przytoczonego powyze] przykladu wynika, Ze uklad réwnan (3.8) pozwala
na rozwigzanie zagadnien zginania, wyboczenia i drgafd pretdw o zmiennej sztyw-
nosci, $ciskanych zmienna wzdluz osi preta sifa osiowa 1 spoczywajacych na pod-
tozu sprezystym o zmiennym wspolczynniku podatnodel, przy réznych warunkach
brzegowych. Istotnie, przy zmiennej sztywnodei preta i zmiennym wspolezynniku

a !P
B __s(x)

B(X) e - e——

A \ %K*; ? Ky l

! Kix) l

7] J, ) ﬂL &y

Rys. 6

podatnodci podtoza caly tok rozwiazania pozostalby bez zmian, jedynie wspot-
czynniki B; i K, przybratyby inng postaé, odpowiadajaca funkcjom B(x) i K{(x).
Jasne jest réwniez, 7¢ zupehie analogicznie uzyskaé mozna rozwigzanie np. dla
preta przedstawionego na rys. Sa, swobodnie podpartego na lewym kofcu i zu-
pelnie swobodnego na prawym, obierajac schemat wyjéciowy uvwidoczniony na
rys. 5b i dokonujac odpowiedniego przejécia granicznego ze sztywnoscia B na
odcinkn /<< x < g,

Réwnie prosto, za pomoca ukladu (3.8) rozwiazaé mozemy pret o zmiennej
sziywnosci B(x), §ciskany sifami S(x) i zginany dowolnym obcigZeniem poprzecznym,
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spoczywajacy na jednej podporze (skrajnej) niepodatnej i kilku podporach sprg-
zystych o réznych wspotezynnikach podatnosci Ky i K, (rys. 6a). Ustrdj wyjsciowy
przedstawiony jest na rys. 6b. We wzorach (3.8) bedziemy mieli dla tego przypadku

2 2
K, = -;fK(Z) dz = —a—(KlJ,—Ka),
9

K; = %IK(Z) cosa;z dz = % [K; cosa; b -+K; cos oy (5 -41)]
]

Sprawdzimy stuszno$é takiego postgpowania na prostym przyktadzie belki dwu-
przgstowej réwnomiernie obciazonej 7 podpora sprezysta w polowie dtugosci belki
(xys. 7).

2

. g
Jesli KO:%K, Kj:—achos’%, to otrzymamy l! HREREERE H_E]A

zgodnie z (3.8) l__ gi % —Jr

1 a '
€, — 2B|-2K (1—co8 mm) — Rys. 7
m=

2 7 | 1 4 mr . jo K &
c.,— = T _ AT aein ™ gt L
w = K [cos (m—7) 5 —C0s (m+p) ?.]mﬂjz " 4 sin —~sin~, e gl

dq
= m=135,..),

q"!
tj. nastgpujacy uklad réwnan
, .
Sin—— o SIS

1 &® 3 4
[2B+2K(l——cos mﬂ)gi%] vm+4K§i mzz Z 2 Y= 8q§ i

B J7Fm
m,j=1,3,5 ...).
Przyjmujac K = 48 Bfa® znajdzicmy
sin sinj;’E
22 8ga* 1
Q2+ 1,97}y, +1.97 —= 2 Fa q4 (mj=1,3,5..),

B m*
J#Em
czyli
8gat
3,970, —0,219 v, +0,078v;— ... = — o0
1 8qa*
—0,219 ¥, +2,024v,—0,009v+ ... = o7 5
4
0,079~ 0,009 35+ 200355 .. = 1o St
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Ograniczajgc si¢ do pierwszego wyrazu rozwinigcia obliczamy
o .
1 — 0.00658 7%
v ,006 B

ugiecic w Srodku p{ = 0,00658 - ga¥/B i moment w Srodku M = 0,065442,
podezas gdy dokladne wartosci wynosza

5 gat 3
N A 4 e S 2
Y=g g 0,006519a*/B, M 649 0,0469 ga?.
Obliczajac trzy pierwsze wspdlezynniki v, uzyskujemy
B, 1fx) warto$¢ momentu obarczong blgdem ok. 10%.
Warto jeszeze zaznaczyé, ze uklad réwnan (3.8) daje
b mozno§¢ wyznaczenia czestofei drgan wlasnych preta

o zmiennym przekroju o obu koficach swobodnych
5 (rys. 8a). Pomocniczy schemat wyjéciowy uwidoczniony |
l L ’ jest na rys. 85.
Rys. § We wszystkich rozpatrzonych przykiadach otrzymy-
waliémy kanoniczne uklady réwnan o wspolezynnikach
naprzemiennych, z . najwickszymi co do wartodci bezwzglednej wspolezynnikami
polozonymi na gléwnej przekatnej macierzy. Zbiezno$é ukladdw, ktére rozwiazy-
wane byly z reguly metoda iteracyjng, jest szybka i istnienie rozwiazania nie budzi
watpliwoéei. Ogdlnego dowodu regularnosci ukladu (3.8) nie udalo sie jednak
augtorowi dotad przeprowadzié.
Metoda zastosowana w tej pracy moze byé wykorzystana réwniez do zagadnien
zginania, statecznodei i dynamiki plyt o zmiennej sztywnosei, [3].

w0 Bt g,
B—=( B-—={)
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Peawo Me
H3I'¥E, YCTOMUMBOCTE H KOJEFAHHSI CTEPIKHEM
ITEPEMEHHOT'O CEUEHMS

B paBore jamo opuamsEo-cTporee pemenre mudibepennmanraoro ypapmennma (1.1) xoneGanmix
CTEPIHA € NEPEMCHHON JHECTKOCTEI0 Harnda B(x) » nepemennofl moroHHoil maccoll p(x), ToKomA-
HIETOCA Ha YODYTOM, BRHKJICPOBOM OCHOBZHHH ¢ NepeMeHHBIM Koaddmumentom mocrermms K(x),
CHHATOT0 NEPEMEHHON Npogomof el N(x) B mojsepruyTore IeHCTBHIO MONEPEUHO Bo3My-
HIAOIIER HArpyaKM, q(x) cos wt.

Ilpy yonowuax mapHEpHOTO OMUpanys 0GOHS KOHIOB CTCDIKIN, YPIBHERNE YHPYFO# JIHUHM
TpUHEMACTCA B BUAC pAfa P ypre no cunycam (1.2). Bee mepemenmnie koaddmmumenro
nudGepeREALHOTO YPABHERNA BAAYH DA3NATAIOTSA B TPHTOHOMETPHMYCCKNE DPSALL TI0 KOCH-
Hycam. C HOMOIHIO BYX BCHOMOTaTeNBHLL dopmyxn (2.3), (2.6) neman uacts ypasuemust (1.1)
TPHROSHTCA K TPHIOHOMETPHYECKOMY DALY IO CHHYCAM, 2 341¢M, IPUPABPNBAA KoahduuuesTs:
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a1or0 papa xoaddHMIHEHTAM PASHOIKEHNA  ¢(X) = 3 gy Silld,x, TOMYUYAIOT BECHOHEUHYO CHC-

remy ypapuennii (3.8) mma oupenenenus I{OB(];!(i)ﬂr;;HEHTDB Dypre paga (1.2), Ins npu-
Be[IeRu:L chCTemBT (3.8) K XAHOHMTCCKOMY BHJIY HCIONB3YETCH BerlomoraTesmaas opmyma (2.7).
Crpyrrypa cuciemer ypassennii (3.8) BeckMa TIPOCTa, KayKe B camom oBIIeM cIlydae, HOTEa BCe
roabduupente: B gudepenrmansnon ypapuenms (1.1) aepnsores GyHKamaAME nepemenHoR x,

Pemenve, nonywennoe A MIAPHAPHO ONEPTOTO CTEPIKEA, 0B0BMAeTCS HA Jafaum Marmba,
YCTOHUMBOCTH K KoycOammH crepsrueil, HOKOAIINKCH Ha YIEPYIOM, HEOJHOPOMHOM, BHHKIEPOBOM
OCHOB2HHH, ¢ [BYMA CBOGOAHBIME KOHITAMM, MM OMHEM CBOGO[HBIM U IPYIUM MIAPHAPHO OIEp-
TBIM KOHIIOM. Pasprhinsoe pacmpefesieHHe IIPOAONBHBIX CHJI, COCPEACTOUEHHRIE MACCHT M TOUSY-
HbIe, YOPYIWE ONOPBI YUMTHIBAIOTCH Ge3 HAKUX-TA00 3aTpyHHeHHIT.

Pafiora moAcHeRa PANOM YHCIOBBLIX HPHMEPOE, 2 PEIYNBTATLI CPABHEHEI C PEIUCHHAMM, IO-
JIYYEHHBEIMH NPYTHEMHE MCTONAMIE.

Summary

BENDING STABILITY AND VIBRATION OF BARS WITH
VARIABLE CROSS-SECTION

This is a formally accurate solution of the differential equation (1.1} of vibration of a bar with
variable flexural rigidity B(x), variable mass u(x)}, resting on a Winlkderian foundation with variable
foundation modulus K(x), compressed by a variable axial force N(x) and subjected to a load
g(x) cos wi. '

The ends being simply supported, the defiection curve is assumed in the form of a Fourier sine
series (1.2). All variable coefTicients of the differential equation are expanded in Fourier cosine series.
By means of two auxiliary equations (2.3} and (2.6), the left-band side of Eq. (1.1) is reduced
to a Fourier sine series. Equating the coefficients of this series to those of the expansion g(x) =

= Sy, sin a,, x, we obtain an infinite system of equations (3.8), for the coefficients of the series
n

(1.2). The system (3.8) is reduced to the canonical form by means of the auxiliary equation (2.7).
The form of the system of equations (3.8) is very simple even in the most general case of varia-
bility of all the coefficients of the differential equation (1.1). -

‘The sohrtion obfained for a simply supperted bar is generalized to the problem of bending,
buckling and vibration of bars resting on an elastic foundation and having both ends free or one
end free, the other being simply supported. It is not difficult to introduce concentrated masses
or elastic point supports,

The paper is illustrated by a number of numerical examples, each result being confronted with
another solution. '

ZAKEAD MECHANIKT OSRODKOW CILAGEYCH
1PPT PAN

Praca zostala ziviona w Redakcfi dnia 25 styeznia 1961 r.
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