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1. Analiza ruchu oscylatora

Oscylator harmoniczny przedstawiony na rys. 1 sklada si¢ z cigzarka o masie M
zawieszonego na sprezynie o stalej ¢. Na skutek spuszczenia z wysokodei H cigzarka
o masic m oscylator zostaje pobudzony do drgaﬁ. Zbadajmy jego ruch. Wychylenia
cigzarkéw m i M oznaczaé bedziemy odpowiednio przez x i y, za$ predkosci przez
uiv, przy czym wartosci dodatnie predkodci odpowiadajg ruchowi w doL

W momencie poprzedzajacym bezpoérednio uderzenie cigzarck m
posiada predkosé

(1.1) w =Y 2gH,
za$ ciezarck M jest w spoczynku (v, = ().

Nastepuje proste, Srodkowe uderzenie niedoskonale sprezyste,
w rezultacie ktérego cigzarki uwzyskuja predkosci, [1],

Yl IS 0

e 2 bl
gdzie p = m/M. Wspdlezynnik &k < 1 cechuje stopiefi sprefystosci
uderzenia, przy czym zaklada si¢ w plerwszym przybliZeniu, Ze jest
on niezaleiny od predkodei uderzenia- oraz postaci obu cigzarkow,
czyli ma charakter stalej materialowej. Rys. I Oscylator

iy

Jezeli p > k, to po uderzeniu cigzarek uderzajacy porusza sig nadal l;azﬁ;:;;i;f;g
w dél (u, > 0), natomiast w przypadku p < & nastepuje jego odskok  4eaia00m

(15, <C 0) i po pewnym czasie powtérne uderzenie,

Ten ostatni przypadek, jako interesujacy z prakiycznego punktu widzenia, bedzie
wylacznie przedmiotem dalszych naszych rozwazan. Predko$ci cigzarkow moina
teraz napisaé w postaci :

(1.2) Uy = — Uy,

(1.3) vy = Py,

gdzie
_ fe—p

(14) . : Ct:-i—:!jlu’— . . (C! >0)s
= 1Tk

(l '5) ﬁ - 1—|"JLL
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Na skutek pierwszego uderzenia cigzarek M rozpoczyna ruch harmoniczny
z predkodeig v, oraz crzgstodcia katows o = ]/ c/M . Jezeli pominiemy istnienie
oporéw zarowno zewnetrznych jak i wewnetrznych (sprezyny)l, to wychylenia
ciezarka M okreflone sa wzorem '

(1.6) y = Asinowt,

przy czym amplituda 4 po pierwszym uderzeniu wynosi

=2
(L7 4=

Tymczasem ciezarek uderzajacy odskakuje na wysokosé

uﬂ a2u2
1.8 h=2t =—1—=aH,
_( ) 2 g
ktéra osiaga po czasie
u ait
1.9 = -2,
(1.9) | P

liczac od momentu uderzenia,

Poréwnujge wzor (1.8) ze wrzorem k= k*H, znanym z teorii uderzenia kuli
o plaska $ciang, widzimy, ¢ w rozwazanym przypadku wspolczynnik a przejmuje
role wspdlczynnika k.

Po osiagnigeiu wysokodei h cigzarek m zaczyna swobodny spadek (w prozni)
wedhig réwnania

(1.10) x = %(:4')24;

Czas t = 1, po uplywie ktérego nastapi powtdrne uderzenie, mozna wyznaczyé
z warunku x = y, ktéry po uwzglgdnieniu (1.6), (1.7) 1 (1.10) przyjmuje postad
nastepujaca:

(L.1D) \ %(r )2 h= smwr

W celn uﬁikni@cia trudnodci zwigzanych z poszokiwaniem pierwiastkéw row-
nania przestepnego przeksztalémy (1.11) za pomocg zaleinoéci (1.1), (1.3), (1.8)
i (1.9); w rezultacie otrzymuje si¢ Wzor

2
(1.12) #:ﬁ,

( +B smwr) g

1 Uproszezenie to jest dopuszezalne, poniewaz przeprowadzona tutaj analiza ruchu dotyczy
wylacznie pierwszego lub co najwyzej dwoch pierwszych okresdw drgaf oscylatora, kiedy to tla-
mienie (dalekie od krytycznego) nie wplywa jeszcze w sposob istotny na wielkos¢ wychylenia,
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ktory umozliwia latwiejsze okreslenie poszukiwanej wielkosci 7. Miancwicie Jezeh.

T << %f4, to popelniajgc blad nie wigkszy od 10%, mozna przy_]ac sin wr/cor = 1 o
a wowczas

T~ 2(a+p) Y 2H]g.

Jezeli wr >mf4, to wzdér powyzszy nalezy traktowaé jako pierwsze przyb]jzénie
w metodzie kolejnych przyblizen.

Predko$é w, cigzarka m w momencie poprzedzajacym bezpodrednio uderzenie
wtérne znajdujemy ze wzoru (1.10),

Q13)  wy = B =g (r—1). e .
Ciezarek M ma wiedy predkodé o‘: ¥
(1.18) ¥, = [P, — v, cosr, . \\ A?]T_
y . , .. . . Ui 10 =
ktéra po uderzeniu wtoérnym zmienia sie i Y /
gwalttownie do wartoéci 5 4 .' -
[ §
, 1+k —pk ¥ y
y— WATR) o 1ok, A 2
1-+u 144 A
iub 5 Xy
(1.15) v = pfg(z—1")+ (L—puf)v, cos @t. -
- v
Od tego momentu wychylenia ciezarka M ’ H“
opisane sg nowym réwnaniem A, /
(1.16) »" = Ajsinewt+dycosat (¢ 2 7). NN
Stale 4; i 4; wyznaczone z warunkdw po-
czatkowych
, Yy . . Rys. 2. Wychylenie i predkosei ciezarkow;
D= . =- Py s oT,, Dl =mw linia ciggla — ciezarek M, linia przerywana.
S i cigzarek m
okreflone sy nastepujaco: ‘
(1.17.1) Al = % (1—up cosﬁm)w"wﬁ(wz') cos T,

(1.17.2) Ay = Mﬁ [vy coswt—g (v—1)] sinwr .

Jezeli wzér (1.16) zapiszemy w postaci rOwnowaznej
V' = A'sin(wt+g),
to
(1.18) = VAT A
jest amplitudg wychylenia cigzarka M po uderzeniu widérnym. Wychylenia cigzarkéw

oraz ich predkosci w rozwazanym okresie przedstawiaja krzywe na rys. 2.
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2. Deodatni 1 ujemny efekt uderzenia witdrnego

W celu okreslenia, w jakim stosunku pozostaja do siebie amplitudy wychyled
po pierwszym 1 po drugim uderzeniu, wprowadzmy do rozwazad wspélczynnik
Al
2.1 =],
@ | w2

ktéry mozna nazwaé wspolczynnikiem uderzenia widrnego. Wykorzystujac wzory
1.7, (1.1, (1.17) i (1.18) znajdujemy po prostych przeksztalceniach

(2.2) e = [14-aF2428 sinty+ 55 siny4+-2(1—f) x
5 VB8 sin yLa® cos y—F (2-+F sin?p)/E—1,

gdzie
— k—u 1+k
i=pa=pyrl, F=up—uro
1 1+
(2.3) i #
¥ = o1, d= g— %

Wspdlezynnik » zalezy wige od czterech parametrdw:
w=1ux(u, k, o, H).

Na rys. 3 przedstawiono wykres zaleznoéci » = »(H) dla p = 1/2 (linie ciagle)
i u=1/4 (linie przerywane) oraz dla kilku czgstoci . Wykres sporzadzono dla
wspllczynnika k = 5/9, co odpowiada uderzeniu kulki stalowej (spuszczonej
z niewielkiej wysokoéci) o plytke stalowa.

Rys. 3. Wykres zaleznodci » = »(H) dla k = 5/9 oraz
w = 10, 20, 40 sec!; linia ciagla u = 1/2, linia prze-
rywana g =-1/4

Interesujace jest, ze wspolczynnik » dla znacznego zakresu wartoéci H i w przyj-
muje wartodcei dodatnie. Oznacza to, ze wskutek odskoku cigzarka m 1 nastgpuja-
cego potem uderzenia wtornego amplituda wychylenia cigzarka M jest wigksza
niz w przypadku uderzenia pojedynczego (A" > A).
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W zwigzku z tym mowic¢ bedziemy o tzw. dodatnim efekcie uderzenia wtornego,

Na marginesie zauwazmy, ze P.J. GALAKA wykonal ostatnio (por. Prikladna
Miechanika, t. VI/4, Kijéw 1960) pomiary wspdlczynnika uderzenia za pomoca
stalowego walca uderzajacego wspolosiowo w dno stalowego cylindra, osadzonego
sprezyécie. Wychylenia obu mas rejestrowane byly na papierze Swiatloczulym.
Dla wysokosei spadku lezgcych w zakresie 0,138 em < H <{0,452 cm autor jako
warto$é §rednig podaje k = 0,85. Jest to liczba o 55%/, wigksza od przyjetej powyzej,
a podawanej w literaturze (np. [1]) dla przypadku kuli uderzajacej o plaska, nie-
ruchoma $ciang. Nalezy zauwazyC, ze przy wigksze] wartodel tego wspdlczynnika
dodatni efekt uderzenia wtdrnego wystapi z jeszcze wicksza wyrazistodcia niz to
wynika z krzywych na rys. 3. '

W przeciwieistwie do dodatniego efekt ujemny (x < 0) odpowiada przyttumieniu
wychylenia amplitndalnego (4" << A).

Zjawiska tego nie nalezy jednak brad¢ za lagodzenie skutkéw pierwszego uderzenia,
albowiem wspomniane przytlumienie amplitudy nastepuje juz po uprzednim (jedno-
razowym) osiggniecin wychylenia amplitudalnego o wielkosci 4.

Wreszcie w przypadku granicznym (x = 0) uderzenie wtérne nie powoduje zmiany
amplitudy (4" = A}; jest to tzw. efekt zerowy. '

Wspdlezynnik uderzenia witdrnego » wzrasta monotonicznie w miarg jak H
maleje, Thamaczenie tego faktu jest oczywiste; im mniejsza jest wysokos§¢ spadku
ciezarka rm, tym szybciej nastapi powtérne uderzenie 1 wéwcezas dodatkowy impuls
energii zostaje udzielony cigzarkowi M jeszcze w pierwszej ¢wiartce okresu, kiedy to
predkosci obu cigzarkéw sa dodatnie.

Zauwazmy, ze bezwymiarowy parametr 6 (2.3) mozna wyrazi¢ przez bezwymia-
rowy czas y, po uptywie ktérego nastgpuje powtérne uderzenie. Xorzystajac w tym
celu ze wzoru (1.12) znajdujemy

4

E smy
@.4) sl 7)( 7if )

A zatem sposrod czterech parametlrow a, 8, v, 1 6 tylko trzy sa niezalezne. W zwiazku
z tym okazuje sig celowe przedstawienie wspdélczynnika » jako funkcji parametru 5.
Wowezas bowiem przy ustalonej warto$ci & otrzymuje sig dla kazdego stosunku
mas u jedna krzywa, zastepujaca pek krzywych (dla o = var) w ukiadzie wspéi-
‘rzqdnych %, H. Uklad #», & daje zatem krzywe bardziej uniwersalne od krzywych
w ukladzie », H.

Na rysunku 4 przedstawiono zalezno$é x» = x(5) dla dwdoch wartoci g = 1/2
i1/4 oraz k = 5/9.

Jak widaé z rysunku krzywe (e przy § — oo zblizaja si¢ asymptotycznie do pros-
tych 2 = x,, okreSlajacych maksymalna (dla danego u) wartosé wspoiczynmka
uderzenia wtornego.

Ze wzory (2 2) wynika, iz dla wyznaczenia tego maksimum nalezy znalezé granicg
wylazema dsiny, ktéra dla § —» co staje sig symbolem nieoznaczonym oo - 0 (przy
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ustalonej wartosei @ £ 0 warunkowi & — oo odpowiada H — 0, a wowczas takze
v = ot — 0),
Positlujac sig¢ wzorem (2.4) znajdujemy latwo
sin y
t4

lim 6 siny = lim 4> (a+/§
d—00 y->0 7"
Ostatecznie otrzymuje sie

@9 = limx = [14@+PH4B @201 ) VA G+~ 1.

d—+o00

):4@+@-

"8 osser

WA

z-

a4 @@ﬁ_ﬁ__mf,,,,______7 ¥ -

3 7 e
42

: e
05 - : A

Y

at a2” A03 | 85 [a7|it0 i 2 3l 4 5 8| 7480 [}
J

Rys. 4, Krzywa » = »=(8) dla £ =5/9, p == 1/2 1 1/4

W ukladzie wspdlrzednych x, H (rys. 3) wartoéci », odpowiada punkt na osi
rz¢dnych (H = 0), bedacy punktem skupienia krzywych s == x (), odpowiada-
Jjacych réinym czgstosciom w przy danym stosunku p. Nalezy zauwazyé, iz wspol-
czynnik » przy H = 0 ma tylko znaczenie formalne, poniewaz w tym przypadku
nie mozna w ogdle mowi¢ o uderzenin, Wartos¢ », wyznaczona ze wzoru (2.5) po-
trzebna jest jedynie przy sporzadzaniu wykresdéw x = #(H) Iub x — x(d).

3, Efekt uwderzenia wérnego na plaszezyZnie fazowej

Efekt uderzenia wtérnego posiada prosta interpretacje geometryczna, jezeli
ruch cigzarka uderzanego przedstawic na plaszczyZnie fazowej (rys. 5). Stan ruchu
(tzn. wychylenie i predkos$é) ciezarka w momencie poprzedzajacym bezposredanio
nderzenie wtérne reprezentuje punkt P, za§ po uderzeniu — punkt P’. Z rysunku 5a
wida¢, Ze gdy uderzenie to nastapi, zanim jeszcze punkt P osiggnie pewne graniozne
potozenie Py, to zawsze promiel OP| = A’ bedzie wickszy od promienia OF, = A.
Przypadek kiedy A" > A okreéliliémy powyiej jako dodatni efekt uderzenia wi6r-
nego. Dla efektu ujemnego mamy odpowiednio OP’ < OP_ (rys. 5c¢).

Kat srodkowy 20 odpowiadajacy zmianie predkodci v przy efekcie zerowym
(rys. 5b) moina wyznaczyé z warunku

1 wvp—vy 1 y—y

R e R

2
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ktéry po wykorzystaniu WZOroW (L.1D), (1.14) i (1.15) przyjmuje postaé

. V. /5 = &
3.1) SInoz-Q-(]/ﬁaslny+a —F eosy).
a v/ b Lviw Avio
T h / PN
[ ; I
0 . G X g ] ¥
5. 7h -
fd
>0 =0 n<f

Rys. 5. Ruch cigzarka M na plaszezyinie fazowej w przypadku dodatniego, zerowege i ujemnego
efektu uderzenia wtornego

Efekt zerowy okreslony jest na plaszezyi-
nie fazowej katem

(3.2) :
'}}g = (an-])g;--k(-—-—l)"“uﬂ (n = ], 2’ 33 “‘);

mierzonym. od dedatniej pdlosi y/o w kie-
runku zgodnym z ruchem wskazdwek zegara.

W zwigzku z tym mozna ustali¢ przedzialy
wartoéci kata v, {(rys. 6): dia efektu do-
datniego

(3.3) Yo < VT <9ha
oraz dla efektu ujemnego
(3.4) Vonz <Y~ < Vi

ey N

Rys. 6. Zakresy dodatniego i ujemmnego
efektu uderzenia wtornego na plaszczys-
niec fazowej

4. Znaczenie praktyczne dodztniego efekin uderzenia wiérnego

Rozwazania przeprowadzone na modelu oscylatora harmonicznego i wynikaiace
stad wnioski zachowuja swa wainosc takze w odniesieniu do elementéw sprezystych
o charakierze kontinuum. Woéwezas jednakie przez M nalezy rozumieé mase ele-
mentu uderzanego zredukowana do miejsca, w ktérym nastepuje ‘uderzenie.

W uproszczonej teorii obcigzen udarowych przyjmuje sig, iz cigzar uderzajacy
zostaje trwale zwigzany z elementem uderzanym (uderzenie doskonale plastyczne),
po czym dalszy ruch obie masy odbywaja wspdlnie. W wyniku tego zatozenia (jak

ig*
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rowniez wskutek nieuniknionego wplywu tlumienia wewnetrznego) moment nie-

bezpieczny wystepuje po uplywie 1/4 okresu drgan wiasnych uktadu podlegajacego
uderzeniu,

- Tymczasem w $wietle uzyskanych powyzej wynikéw okazuje sie, ze tak obliczane

maksymalne naprezenia ndarowe mogg by¢ oceniane z niedomiarem, jezeli tylko

parametry ukladu sprzyjaja wystapieniu dodatniego efektu uderzenia widrnego.

O tym, jak wielki blad moze wowczas powsta¢ przekonuje nas wykres na rys. 3;
np. dla g =1/,, w = 10 sek!, H = 2 ¢cm wzrost wartoéci maksymalnych napre-
zefi udarowych spowodowany underzeniem wtérnym dochodzi do 40%, (x ~ 0,4).
Nalezy wprawdzie zauwazyé, ze przy tak nieznacznych wysokosciach spadlu H
napreZenia te sa w ogdle niewielkie, co moze w pewnym sensie pomniejszaé niebez-
pieczenstwo wynikajace z powodu uderzenia wtérnego. Tym niemniej dla ukladow
o malej czestodel wlasnej efekt ten wywiera doniosly wplyw takze i przy wickszych
wysokoéciach .

N.K. Sritxko podaje w swej ksiazce [2] (stre 96, 1ys. 42) oscylogram ugi@é prze-
kroju $rodkowego belki swobodnie podpartej, poddanej obcigzeniu udarowemu.
Na oscylogramie tym widoczny jest wyraZnie dodatni efekt uderzenia wtdrnego.
Autor wspomnianej ksiazki stwierdza wprawdzie, iz wychylenie po drugim uderzeniu
bylo w danym przypadku wigksze od wy-
chylenia po uderzeniu pierwszyin, jednakze
nie analizuje zupelnie tego zjawiska od
strony iloSciowe].

e

B

W
N oy Krzywe na rys. 3 sporzadzono przy
Sy 0 zalozeniu stalej wartosci wspdlczynnika k
S My ] P s
g - o i = Tymczasem pomiary wykazuja, ze wspol-
Econy czynnik ten ma ogol maleje ze wzrostem

wysokosci spadku A, [1}. Uwzglednienie
tego faktu daje krzywa odchylona w kie-
rankn wickszych wartosci =, ktorej orien-
tacyjny przebieg przedstawia linia prze-
rywana na rys. 7. Z tego powodu rzeczywisty pizedzial wartoSci H, przy ktérych
wystepuje efekt dodatni, jest wickszy niz to wynika z krzywych na rys. 3 (HY > H®%).

Wryznaczenie krzywej % = = (H) uwzgledniajace] te¢ poprawke wymagaltoby oczy-
wiscie znajomosei funkeji k£ = k(H), co — jak si¢ zdaje — dotychezas nie zostalo
ustalone. - '

Rys. 7. Krzywa = »x(H) w przypadku stalej
i zmiennej wartosci wspolczynnika uderzenia

5, Whnieski

Analizujac przebieg krzywych x = x(H) nalezy stwierdzié, ze dodatni efekt
uderzenia wtérnego jest szczegdlnie niebezpicczny w odniesieniu do ukladdw spre-
zystych o malej czgstoéci whasnej oraz w przypadks malych wysokodei spadku
cigzarka uderzajgcego.
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Jezeli zatem przy wyznaczaniu naprezed udarowych jakiego$. elementu 's.t'v'vié'r.d'zi
my mozliwosé wystapienia tego efektu (do czego stuza zaleznofci podane w p.. 3};_ P
to zamiast stosowanego dotychczas wspolczynnika dynamicznego pm, nalezaloby & -
przyimowaé w obliczeniach uj = g (1-4-2).

Natomiast w przypadku, kiedy mamy do czynienia z efektem: ujemnym, nalezy
zachowaé wspélczynnik u, bez zmiany, stosownie do uwagi podanej w p. 2, do-
tyczace] tego rodzaju efekti.
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Peawme

BTOPUYHEIN IIPAMON VIAP B TAPMOHWYECKOW OCITHJIISTTOP

TaeTca aHANMI TIOBEAEHAR TAPMONEYECKOTO OCHMIULIIOPA, B XOTOPOM KoJebaHus BOs-
Gy)Rm@a0Tcs ¢ IOMOINGIO THPBKH, MAHALOIIeH ¢ W3pecrHoll Beicorsl. Berepcrsue yoapa (ue
aBCOOTHO YIPYTOro) IEphKA OTCKAKHDACT, 4 3aTeM HACTYIART BTOPHUHEBIH yaap.

MoKaspIEaeTCH, YT0 B HEKOTOPLIX CHYUX BTO MOMHET BLISBATL POCT SMILIHTYASI OTHIOHCHHST
OCIFIIIATOPA, HO CPABHCHHI) € AHAJIOTHUHLIM OTKIOHCHHEM TIPH CAMHOBPEMCHHOM yaAape.
Taroil POCT aMIAUTYAbl, HASEARHLIE IONOKUTENEHBIM 3G dCKTOM BTOPUIHOID ¥Japa, HaGmona-
eTcH Ha CTAJFHOM GanKe mojsepueHHoll yIapHOH HArpysKe C IOMOIBIO TAJAIOIENH IHpPEKH.

PaccmarpaBaercs ABIDKERNE OCHEIUIATOPY Ha (Ja30Bo#l IUTOCKOCTH M JIAX0TCA 3ABHCHMOCTEL
NIO3BOILIIONTHE OTPEECTRTS Pof adbera BTOPHIHOTO YIapa PN MEBECTHEIX TEAPaMeTPAX CHCTEASI,
HOABEPTaloIeicT yaapy.

Summary

SECONDARY SIMPLE IMPACT ON A HARMONIC OSCILLATOR

The object of the present analysis is the behaviour of a harmonic oscilfator of which the vibra-
tion is excited by a weight falling from a certain height. As a consequence of the impact (which
is not perfectly elastic) the weight rebounds, this being followed by another impact,

1t is shown that this secondary impact may cause in some cases an increase of the displacement
of the oscillator in relation to the displacement produced by a single impact. Such an increase
of the amplitude, called the «positive effect« of the secondary impact has been observed on
a steel bar subjected to the action of a falling weight.

The motion of the oscillator is discussed in the phase plane, relations being given enabling the
determination of the type of the effect of the secondary impact, for known parameters of the system.
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