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Przy projektowaniu konstrukcjii ramowych wigkszych rozpigtosci potrzebna
jest znajomoé¢ rozkladu naprezen w narozach ramy. Ze wzgledu na skomplikowany
ksztalt naroza wyznaczenie naprezenn metodami statyki elementarnej prowadzi
do znacznych bledéw i dlatego konstruktorzy w watpliwych przypadkach uciekaja
si¢ do badai eksperymentalnych. Ponizej podamy metode obliczenia naprezen
w narozu sprezystej ramy o przekroju prostokatnym i ksztalcie przedstawionym

na rys. 1. g

]
Rys. 1 ’ ~ Rws 2
1. Biorac pod uwage funkcje analityczng
(1.1} w=z%  utiv=x2—)22xy
i oddzielajac czesé rzeczywista od czesci urojonej otrzymamy dwie rodziny hiperbol
{1.2) y=2xy, u=x2—

ktére tworza ortogonalne wspdlrzedne przedstawione na rys. 2. Po wprowadzeniu
- wielkoéci bezwymiarowych v/v, =, u/v, = f mozemy wyznaczyé wspolrzedne
prostokatne x, y jako funkcje wspdlrzednych krzywoliniowych e, f:

x1:2 =% %l’/ﬂ?: Vo= & %l/"—ﬁ"ﬂf s

gy =1 ]/*1;'22 ]/B:?D Yau = L %]/—[3“‘"6' R
ot — a2+/5’2.
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Indeksy 1, 2, 3, 4 oznaczaja poszczegdlne Cwiartki plaszezyzny xOp, a dla intere-
sujacej nas pierwsze] Cwiartki otrzymamy wyrazenia

(1.3) x:]/g;/}?ﬁ, y:l/lg_,/;;g

Funkcja naprezed (funkcja Airy'ego) dla plasklego sprezystégo stanu napiecia
spelnia znane réwnanie rézniczkowe
&2 %

,4 = _— _
(1.4 AAF 0, A P - P

Wprowadzajac oznaczenia

dx Ay . [ox\' (o)

4> = (G o) =)+ (3]

ot ot

=gt

moZemy operator Laplace’a przedstawié w postaci (por. np. [1], [2])

. B
huhvvg

Poniewaz wspoirzedne speiniajq warunki Cauchy’ego dla funkcji analitycznych,

otrzymamy wyrazenie

(L.6) A=

1
dvae

Ry =R = =

i réwnanie biharmoniczne (1.4) przyjmie postaé nastgpujaca:
AAF = 16v5%cA* (e A*F) = 0.,

Po rozwiniecin otrzymamy ostatecznie rownanie rozniczkowe nastgpujacej postaci:
(L.7) AAF = 16v;5® [CEA"+ (2a —{—Zﬁ ﬁ )]AxF =0,

Znajac funkcije naprezen F latwo obliczymy naprgﬁenia; korzystaé bedziemy
przy tym ze znanych wzordw na naprezenia we wspdirzednyeh krzywoliniowych:

[, _Lo(1eF) 1 anoF
W o \E v ] aw ou
t a1 aF\, 1 ok oF
1. o= 20 o
18 T 6u(h au) W v v
18 1'aF+1 Bh OF
| " T T R au\h e ) TR ey ou
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2. Sprezyste pasmo tarczowe przedstawione na rys. 3 jest zginane momentem
zginajacym M, przytozonym w duzym oddaleniu od poczatku ukladu. Warunki

brzegowe Téwnania réiniczkowego (1.4) i (1.7) sa nastepujace:

dia =0 F:E:O;
2.0 on
' oF
dla a=1 F=M, ——=0.
on

Przyjmiemy funkcjg naprezed w nastepujacej postaci:
2.2) F = Fyt+F, = M(302—20%)+D (a2—2a*+ab) e H".
Rozpatrzmy blizej poszezegblne wyrazy obranej‘ y

funkcji (2.2). Wyraz F, speinia warunki brzegowe M
(2.1), gdyz spelnione sa nastgpujgce zaleznosci: :

[FO]amU = 05 _[Fﬂ}azl = Ms
I
da foy da. oczl__a?— .
X

Przy oddalaniu si¢ od poczatku ukladu w kierunku R
ys. 3

wzrastania rzednych osi x (lub y) wspoirzedne o staja
sie proporcjonalne do wspdlizednych p (lub x) i wyraz F, przyjmuje odpowiednio

postaé
2 3
n=als(3) (]
2.3) : ’ ’
r=wp(a) (2]
L . X0 Xg

a naprezenia o, przéchodza; odpowiednio w naprezenia
2
_ OF _ oM ( - 23’) ,

g. = —
00 ¥ Yo
Q24 -
) R M|, ,x
Y ax? x3 X/

Mozna to latwo wykazaé, jezeli funkcje F, wyrazimy we wspoltzednych prosto-

katnych wzorami (1.2);
2 3 2 3
nos(G) (o) 65
Yo Xo Vo XoJo

L
6M | x* xy
=S 2
2.4.1)
‘ " __Gwﬂi(yz_zyf‘x)
S V- R Y
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Dla okreslonej hiperboli w pewnym oddaleniu od poczatku uktadu (rys. 4) stosu-
nek x/x; (lub p/y,) dazy do jednosei i wyrazenia (2.4.1) przyjmuja postaé (2.4). Jak
mozna latwo zauwazyé, sa to naprezenia w sprezystym pasmie o krawedziach

o rownolegtych i wysokodel x, (lub y,) — zginanym momentem
N& zginajagcym M, Funkcja F, spelnia wice warunki brzegowe (2.1)
| | oraz moze byé uwazana za rozwigzanie réwnania (1.7) w pew-
' ' nym oddalenin od poczatku ukladu wspokrzednych. Stosujac
wzory (1.8) mozemy obliczyé naprezenia, ktdre przedstawia wyraz
pierwszy obranej funkeji (2.2). Wykresy naprezen pokazano na
rys. 5. _ ‘

Drugi wyraz wyrazenia (2.2) przedstawia funkcje, kidra dazy do zera przy

f—-o +too, adaa=0 oraz a =1 przyimuje nasicpujace wartosci:

[#1)io = [Fl]azl = [%] Y = [—%}}:i] . =0,

Rys. 4

vl 2
L
p-—<2,25
K
-« I\ O
& =)
o
¥ N f\%?uv
S & o
= ;
‘) ‘Q c\‘:.!
2N Q{w
™~ b
% Ay
S 58 Onj c?
25 =
X=05625 fi-13)
a=02500
=052 |
a0 Tox
Rys, 5

Mozna wige przyja¢, ze funkcia ta uzupelnia wyraz pierwszy wyrazenia (2.2)
w okolicy poczatku ukladu wspdlrzednych, a nieznane parametry D oraz k nalezy
dobra¢ tak, aby réwnanie (1.7) byto spelnione mozliwie najdokladnicj. Drugi wyraz:
wyrazenia (2.2) okre§la w tarczy zréwnowazone naprezenia (rys. 65).

Parametry przyjetej funkcji naprezefi mozna wyznaczyé jedna z metod wariacyj-
nych [3]. Ponizej zastosujemy metode najmniejszego odchylenia kwadratowego..
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Warunek wyznaczenia parametrdw ta metoda przedstawia nastgpujaca calka:

02 = [(AAFPdA = [{AA[M(3a3—20%)4-D (62 —20*+a%) e} dd — min.
: A 4

8 - o5
=

Warunki (2.5) stanowia uktad dwéch rdwnan algebraicznych nieliniowych ponie-
waz parametr k wyst¢puje w wykladniku potegi. Wspdlezynniki tych réwnafi sa

2.5)

b
Yy
2
Tir177 v % . &
ﬁ_s_ggﬁ M ‘/
A
A
on) % a
B H
= & b
¥ o
S & 0-0,8502M
2N o -2,906
T
= & &
Q’eaf t'i\r
853 Q
Q‘Qiﬁf‘ﬁ 1
a=02500
: | x=00%5 -
F7 37  a=0 ox
Rys. 6

. catkami po obszarze tarczy A, Pierwszy wyraz funkcji (2.2) nie spetnia réwnania
biharmonicznego jedynie w okolicy poczatku ukladu wspoélrzednych, co wynika
ze wzordw (2.3) i (2.4). Dlatego tez aby uproéci¢ wyznaczanie nieznanych para-
metrow D oraz k zazgdamy, by waranek (2.5) byl spelniony tylko wzdluz prostej
f =0, gdyz tam wlasnie mamy maksymalne odchylenie §2. Pozwoli to nam na
znaczne uproszczenie oblczen.

Rozwinigcie lewej strony roéwnania (1.7) prowadzi do nastepujacej postaci réwna-
nia rozniczkowego:

MF L F W *F 0°F
e a2 - _ - Ry A Apn
(2.6) AAF=c (aa4 P T ag) T2 T2t
PF PF | &PF  PF
—{—Zﬁ——aazaﬁ“ "5-21618785 '1“—6,? +5—ﬁz =0.
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Biorac pod uwage wyrazenie (2.2) otrzymamy dla §=0:

2 3
% = M(6—120), % = — {2M,
641?0 B aer"iFﬂ__
fat — damapr
ar,  ¢F PR
dadfp — batdp -
2 I ZF
.7 ) %% = 2{1—6a+6a?), %ﬁ?l = —2ka®(1—20-}0?),
\ B PF
%f“?l = 12(—1-2a), V@ﬁlz = —dka(l—3a1207),
54 - 1 p
_"ai} — o4, Lag;l  12ka (1—2a-ta2),
OF
W? = — 4k (1—6a-+60")
[AAF)_g = 6M(1—6a),

oraz . ‘
2.8) [4AF ]y = 2D[(1— 180-+420%)—ka?(9—38a-+ 33a?)+-k2at (6 —12a--6a)].
 Po wprowadzeniu oznaczeft
a = 6(1—6a},
r=2(1-18a+42a%),
l § = —202(9—38a-1-33e2),
t = 208(6—120-1 607)

(29 "

mozemy wyrazi¢ réwnanie (2.6) w nastepujacej postaci:
(2.10) [AAF)y_y = AAF+AAF, = Ma-{-D (r+ks+k2).

Element diugosci df rzednych § moina wyrazié wzorem znanym Z geometrii

rézniczkowej: -
LN A
d'l—wdvw 2]/6 do;

1w

Odchylenie kwadratowe wzdiuz prostej =0 mozna wéwczas przedstawic
w postaci nastepujacej catki:

dla prostej f =0

1 — : da
@.10 [6p0 = V%0 f [Mat-D (ks HROP 7o

0
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Po zrézniczkowaniu wyrazenia (2.11) wrzgledem obu parametréw otrzymamy
nastgpujacy uklad réwnan:

' d:
f f [Ma (r+ks4-k*0)+D (r--kes+k2 1) ,/_;i':o
(2.12) l 0 L )
l f [Ma(s+2k8)-+D (r+Hks+k21) (S+2kt)}17% — 0.

Z pierwszege réwnania (2.12) otrzymamy parametr D:

f Ma(r+ks+-k2H —
,/a

(2.13) D= —
f (r—i—ks—}—kzt)z—_
J Va

Po wprowadzenin (2.1'3) do drugiego réwnania (2.12) i zastosowaniu nastepu-
jacych oznaczen {por. (2.9)]:

1

l a —faa —360fl(1—6a)2%,

1
d
| arzn ar]/— = sz(l—ﬁa)(]—18a+42a2)'l/% itd
i

t

otrzymamy rdwnanie

.14

(2.15)  k*(as *—ar sO)-k® (ar £2-4-a5 st—at $*—2at 1i)-| k2 (3ar si—>3at 75)+
+k(ar s*+2ar ri—as rs—2at %)+ (@r rs—as 1%) = 0.

Jest to 10wname algebraiczne czwartego stopnia wzgledem niewiadomej & ;-wspot-
czynniki rOwnania przedstawiajg sumy iloczynow calek (2.14). Catki e przedstawiaja
nast¢pujace wartosei z doktadnoscia do piatego znaku dziesigtnego:

] ar = —52,000, % = 404,30, 2 = 3,5664,
(2.16) as = 1,3714, 75 = —19,357, st = 0,10150,
l at = —0,38800,  rf = 1,9399, 2 = 0,028200.

Po wprowadzeniu (2.16) do (2.15) otrzymamy poszukiwane réwnanie algebraiczne:
(2.15.1) 0,078004*-1-0,09510%%— 38,37 k2 — 46,58 k--451,4 = 0.

Plerwiastkami tego rownania sa nastgpujgce liczby rzeczywiste:
ky=2906, k=219, kg=—415 Fk,= —21,9.
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Poniewaz funkcja F, jest funkcja malejacy przy § — 4= oo, rozwigzaniem wlasci-
wym nie moga byé pierwiastki ujemne. W celu okrelenia wiadciwego pierwiastka
dodatniego obliczymy odchylenie kwadratowe wzdbuz prostej f = 0 i wybierzemy
ten pierwiastek, ktory daje warto$¢ mmiejsza.

Wedlug wzoru (2.5) mamy

da

1
(2.17) 52 — f [Ma+D{r+ks+k20F .
g Va

" Stosujac wzory (2.13) i (2.16) otrzymamy nastgpujace wartoSci:
k,==2906, D; =08502M, 5 =41,60;
k, =219, D, =0,1062.M, §° = 1695

Poniewaz &y = 2,906 daje mniejsze odchylenie &2 — te wiasnie warto$¢ nalezy
przyjaé jako pierwiastek wiasciwy. Fizyczna interpretacia wyboru jednego z czte-
rech pierwiastkéw jest prosta: funkcja

2
%LMMF AA f (2.17) posiada cztery ekstrema, z kto-
g ——— AAF (k-2.906) rych najmniejsze jest przy & = 2,906,
—— ABF (k-29) D = 0,8502 M. Jezeli obliczymy rzedne
pr -

AAF wzdhuz prostej § =0 dla obu
. dodatnich pierwiastkow, to otrzymamy
wykres przedstawiony na rys. 7. Po-

v o
! A
W ‘-\4 {8~0} wierzchnie zakreskowane skosne i pio-

a5+

i nowo przedstawiaja odchylenia od
Rys. 7 zera w przypadku stosowania obu
v pierwiastkGw.

3. Po wyznaczeniu parametrdéw funkcje naprezen przedstawia nastgpujace wy-
razenie: :

(3.1) F = Fy| F, = M[(3a*—20%)-0,8502 (a2 —2u’-+at) e **¢4"].

Korzystajac z wzorow ogdlnych (1.8) mozemy wyznaczyé naprezenia w tarczy.
Po obliczeniu wartofci pomocniczych

s I .
o_ 1 s TE_
32 ) Ou 4 VYRV 5*; Vnye '
| o_ 1w 'k
L Ay v e
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wyznaczymy napreZenia, kiore przedstawia wyraz pierwszy

[ gl = 12£— [e? (1-—a)+2¢2 (1—2a)],
Vol

(3.3 1 o = —12£c¢2 (1-—a),
i 1%4
M

0w _ 2.7 —).

W = 12 =)

Drugi wyraz funkeji (3.1) przedstawia nastgpujace naprezenia;
(o _ M

off) = 4:0,8502 - [0 (3—15a-+14a?)-+f? (2— 120+ 124%) +
°

+2,906 52 (1 —20+a?)] & 2006 B
M
W — __ 4. o Tae(] — g 242 (1. 2y __
(3.4) oy 4-0,8502 o fo(1 3a+2a)—|—2,906a il ¢! , 2a-+a?)
—2,906-2 % (1 —2a-1-a2) (2- 2,906 32— 1)) e 29085

T — 4. 0,8502%&;6 [(1—3a-+-202) (4-2,90602—1) |-
L]

.

+ 2,906 2*(1 —2a+02)+4.2,906 52 (1 —3a+-2a2)] g 2408 "

Naprezenia catkowite przedstawia suma o = o'®4+¢™ a wykresy naprezef po-
kazano na rys. 8.

PowyZsze wzory znacznie si¢ upraszczaja dla prostej f =01 w tym przypadku
olrzymamy nastgpujaca postad;

[0u]pg = 4v£a{3(3{,5&)-—%0,8502(3—I5a+14a2)],
[i}

4 vﬂap (1—a)+0,8502[(1 - 3+ 2a2)--
0

[Ju ]ﬂz(} -

+2-2,9060® (1 —2a-Fo)t,
[Tuu}ﬁzﬂ =0.

Zauwazmy, 7e miara ¥, jest kwadrat dlugoéci, a sama warto$¢ v, moze byé uwazana

za kwadrat wysokodei b, w narozu tarczy (rys. 84). Naprezenia dla prostej f = 0

mozna wyrazi¢ za pomocg wysokodcl tarczy w narozu przyjmujac d/by = £, v, = b2
oraz a = &2:

(0,10 = 435 E13G—5E)+0,85020— 158+ 1489,
i

[0, Jpmo = — 4 g E{3(1—E)-H0.8502[(1—38+ 264+
9 .

‘ -+2-2,90684(1—2&2 &1},
{Trw}ﬂ:ﬂ = 0. . ‘
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4. Przyjeta uprzednio funkcja (2.2) przedstawia rozwigzanie przyblizone, Ana-
lityczne ujgeie bledu popelnionego przy stosowaniu zalozonej funkcji jest zagadnie-
niem trudnym i dlatego zadowolimy si¢ tutaj analiza uproszczong.

@
g -y
&
N
i
I
6!1
3
=3

Rys. 8

Zauwazmy, Ze znajomodC stanu napigeia w samym naroZzu jest najbardziej
potrzebna, gdyz w pewne] odlegloéci od naroza naprezenia sa bardzo zbliZzone
do naprezen wystepujacych w belkach o zmiennej wysokoéci (por. np, [4]). W roz-
wigzaniu (2.2) parametr k nie wplywa bezposrednio na naprezenia wzdluZ prostej
f=0 ([e¥],_y,= 1) i jego wplyw na napreZenia w samym narozu uwidacznia
p si¢ tylko poprzez parametr D, ktéry z kolei przed-

stawia wzor (2.13):

4
BT 1 o ar--kas+ktat
Y ST = - 4 D=—-M A T T A IRV
S S & J B - P2A-2kFs kR (821 2r8) -2k st -+ kY
v R ¥ 0 “f A Jezeli wprowadzimy wartosci licebowe (2.16), otrzy-
e mamy dla naszego rozwigzania nastepujacy wzdr.
— 2
(4.2) D 6M 52,00—1,3715+0,3879k

"404,8—38,71k 17,4462 +0,2030k> 1 0,02820k* *

Podstawiajac rézne wariodci k otrzymamy wykres przedstawiony na rys. 9. Jest
rzeczy widoczna, ze bardzo duze zmiany parametrno k w granicach od zera do pieciu
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wywoluja minimalne zmiany parametru D w granicach od 0,75 do 0,85. Mozemy
stad wyciagnaé wniosek, 7e naprezenia w samym narozu zaleza tylko w minimalnym
stopniu od funkgji thumigeej drugiego wyrazu wyrazenia (2.2). Zjawisko to posiada
prosta interpretacje fizyczna: skladnik e~** wyrazenia (2.2) wplywa (nie zmicniajac
wypadkowej) na ksztatt rozktadu naprezefi dopiero poza poczatkiem ukladu wspdi-
rzgdnych (por. rys. 6), a w myél zasady de Saint-Venanta sposdb zaczepienia mo-
mentu w pewnym oddaleniu od rozpatrywanego obszaru nie ma wplywu na rozklad
naprezefl w tym obszarze. A wige réwnicz i skladnik e~** nie wplywa w istotny
sposéb na naprezenia w samym narozu tarczy. Wylania si¢ przez to mozliwoéé
znacznego uproszezenia obliczed przez zatoZenie parametru k bez istotnej (z praktycz-
nego punktu widzenia) zmiany wartodci napresen wzdiuz prostej §=0. Jezeli

w punkeie (1,8) (rys. 8) obliczyliSmy uprzednio naprezenia o, = —17,2, to przy za-
fozeniu kolejno k=0, 1,2, 2,906, 4, 5 otrzymamy odpowiednio g, 17 7,
—17,4; —17,2;—17,5; —18,0. Np. dla k = 0 tok obliczen jest nastgpujaccy
(4.3) F = FybFy = M (302 20%)+ D (*—26° -+ )

E
(4.4) AAF = 2-0—F+ af + ?aof: =

= 6M (1—6a)-+2D(1—18a+420%) = Ma-+Dr.

Korzystajge z warunka na minimum odchylenia kwadratowego wzdluz prostej
# = 0 otrzymamy jedno réwnanie analogiczne do réwnania (2.13) lub 4.1}, z ktorego
WwyzZnaczymy parametr I:

ar 52,00
D= —M o = 6 i M= 077 M,

Scisleisze rozwigzanie zagadnienia przedstawionego w p.2 mozemy uzyskal,
jezeli przyjmiemy funkcje naprezéni w postaci nastepujzcego szeregu:

Ty .

i=0 fe 0

E=0,1,..n.)

Jezeli ograniczymy sig do dwéch wyrazéw otizymamy Wyrazeme (2.2). W dalszym
ciggu uwzglednimy réwniez trzeci wyraz szeregu (4.5) i przyjmiemy ndstgpu;ch
postaé funkcji naprezest:

4.6 F= F(,+F1—}~F2 M (302 —20%)-- Dy (0®— 203 FaPe—hb® |
-+ Dy (a®—202--a%) (aﬁ %) ek

Jak wynika z wyzej przeprowadzonej analizy parametry k;, wplywaja w minimalnym
stopniu na warto§¢ parametréw D, i dlatego w celu znacznego uproszezenia obliczen
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jako parametry k, i k, przyjmiemy uprzedunio obliczong wartos¢ k = ks = k; = 2,906,
Postepujac identycznie jak w punkcie 2 wyznaczymy wartoéci Dy, 1 Dy:

4.7 ;= Di(a®—20%+0%) (a— ——;—)e*“” = — & (a®—4a®+-5ot—20) e ;

(4.8) [AAFZ}ﬂ o = D, [(1—36a-+2106—2600%)—k (9 —76a165a4—10245) +
i (6a4 — 240543065 —1207)] = D, (r,-+ksyH21),

52 2 I/v f {MQ+D0 (f +kS+k2 t)_i’Dl (r1+ks1+k2 tl)jz /ﬁ_ 3

P .
9D, f [Ma(r+-Fes+k21)+ Dy (r-+hs+k2 1)+
¢

Dy (rths+HE2 ) (ks k)] »—]6/1—2 =0,

4.9y

852 r

Do f [Ma (ry+hs; k2 6) 4Dy (r+ ks k2 8) (ry-Hhesy -+ k2 1) -
J .

Dy (ks e 2 o,
Yo

“

Po wykonaniu catkowania otrzymamy obok (2.16) jeszcze nastepujace wartosci

[ 75, = —31,400, 5 f, = 0,05758, 2 = 0,0030300,
roty = 1,6973, 52 =2,5814, fr = —0,90510,
i =2709,1, 5.7 = 4,9082, s = —0,011700,
(4.10) { 7T = -—0982,96, 55 — —2,4504,  f1 — —0,0077640,
Fs = T4848, st = 0089780, ar, — 113,56,
= --2,4208, as, = --0,13108,
L at; — 0,12810,

Wprowadzajac k = 2,906 oraz wartosci (2.16) i (4.10) do (4.9) otrzymamy réw-
nania, z ktérych wyznaczymy D, oraz Dy:

M—1,1766 Dy-+1,3049 D, = 0,
M—1,1715 Dy+1,8817D, = 0;
Dy = 0,8415M, Dy = —0,00760M.

Wartod¢ D, jest prawic identyczna 7 wartoécia otrzymang w punkcie 2. Wyraz
trzeci wyrazenia (4.6) przedstawia nastepujace naprezenia wzdloz prostej f = 0:

o, = 0,00760M (— 6a-t-6002— 140031 90a®), .
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Naprezenia te sa bardzo male (rys. 6a) w stosunku do naprezen, kitdre okreslaja
dwa pierwsze wyrazy 1 dlatego stuszne bylo przyjecie tylko dwdoch wyrazéw roz-
wigzania przedstawionego w p. 2.

5. W podobny sposéb mozna rozwigzaé zginanie tarczy o zaokraglonym narozu
(rys. 10). Przyjmiemy wyraz pierwszy funkcn naprezen

w postaci nastqpujacego wielomianu: y
= M(C,+Coa-t+Cyo2+Cyat). -~
Biorac pod uwage warunki brzegowe problemu: T
dla  a = 0,0625 Fe g: 0; A \e,
oF \ 2= ™)
dla gy=1 F= M, — == (), ' ¥
an Rys. 10
mozemy wyznaczyé state C: -
5.1 F, = M(0,01392—0,4551a-+3,868402—2,4273a®)
(5.2) AAF, = 16 M (7,7369—43,65070) = [6Ma.

Wyraz drugi przyjmiemy w postaci nastepujacej funkeji:
Fy = D(C -+ Cua-Caa2+Coa+ Cyot) e HP,

Stale C; wyznaczymy z warunkdw:

aF.
dla a = 0,0625 F=—2=0;
dn
OF
a—=1 F]_=Tnl:0;
_ 140065 on

2 o
Po wykonaniu cobliczenn znajdziemy
(5.3) F; = D(0,003906—0,13281a+1,2539642—2,1250a3+-a®) e *#,
[AAF 1, = 16D{(2,5078—38,250e--84,000?) —
—k (0,007812--0,796870+22,5700%— 80,7500 6608 -+
+£2(0,0468702—1,59370% 15,0466+ —25,500a% - 12¢%)] =
= 16D (r+ks-+I%r).

Postepujac identycznie jak w p. 2 otrzymamy rownanie algebraiczne analogiczne
do (2.15.1), z ktdrego wyznaczymy parametr k:

506,0—49,58%k—20,0942-1-0,160k34-0,062k* =
k=40066, D=20729M

17 (8) Rozprawy InZynierskie’ 257




Znajyc oba parametry obliczymy naprezenia:

7y = ?M?{_0,9102a+46,4213a2*72,8178a3+

0 .
+£7 (30,9475 —58,2543a)-1-0, 729 [(—0,26560.+12,530002 —
—63,750034-5604)+52(10,095—53,1598a 168,39 3402 —

—34,5610a%-16,264004)] e—«,ossﬂs} _

Wykres naprezen przedstawiony jest na rys. 11.

Rys. 11 Rys. 12

6. Tarcza przedstawiona na rys, 12 Jjest rozciggana sifg przylo_iona w nieskon-
czonosci. Dla tego przypadku warunki brzegowe mozna okredlié nasig¢pujaco:

dla a=0 F:a—F=O;
on
61 oF  OF P
a=1 F=Pm, - = —-— = —= = const,

ox oy ]/2

Biorac pod uwage wzory (1.3) oraz rys. 12 otrzymamy nastepujace zaleinosci:
e =le],y = ]/T+ﬁ3,

62 m— a3 VR eaFB LV a—h),

[Fliey = Pm = E]’z/ﬁ(] e +p+V e —p)
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Wyznaczymy pochodne funkeji naprezed na konturze:

oF 1(ax aF  éx aF)
,“ *

R AY T TN
6.3)
aF_1(ay oF 8y aF
ay  B\ou ou & ov )
Ox 1 (Bleytl Oy 1 (Blo-1
VT Ywiers’ T a2 Yo
€5 ox 1 (a/c) @y 1 afc

a2 YRVeAB W T YT Ywyep

Uwzgledniajac wyrazenia (6.4) i warunki brzegowe (6.1) mozemy z réwnah
(6.3) wyznaczy¢ pochodne w kierunkach # i v:

. oF P - -
J [?E{Lxlz:Z;;pﬁj(Vcr+ﬁkﬁV%r—ﬁ)’

(6.5) -
l [W]m 1 4(,‘.“]/\) (l/cl+ﬁ -i" ]/Cl_ﬁ )

W ten spos6éb warunki brzegowe wyrazone wrorem {6.1) mozna zaplsac rOwniez
w postaci (6.2) oraz (6.5).

Zatozymy funkcjg naprezen o budowie analogicznej do (2.2) przyjetej przy zgi-
nania:

(6.6) F = Fyb D (02 —203--ab) e+,

Wyraz F, powinien spelmac warunki brzegowe (6.1). Przyjmiemy zatem naste-
pujaca postaé fego wyrazu:

6.7 Fy = [ (B BYat+fa(B)ed-£ (B) o,

Z warunku (6.1) oraz (6.2) i (6.5) otrzymamy nastf;;iujqce zaleznoécei:
[ LB =£HE =0,

[Folaes = 5B (B = L (Ve Ff + VP,

(6.8) < [ aF, - Y . _
[ av ]H = % B+ = ;lcl_]/;:(]/cl—l_ﬁ + 'I/leﬁ)a

oF, —
|50 | = 5 o) - et o).
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Warunki brzegowe przedstawione wierszami pierwszym i trzecim wzordw (6.8)
sa sobie rdwnowazne, wobec tego z dwoch pierwszych réwnan wyznaczymy poszu-
kiwane funkcje:

oy = Pﬁ‘[i(1/c1+ﬁ+1/éi—7)—-4-i-—1(1/c1+ﬁ +1/51—ﬁ)]’

1) = PYR[ T B Ve D) e (VaTB H Ve P
Stad mamy

(6.9) F= Fy}-F; = i 12/"“ [(]/ e B+ V cﬁﬁ)(zgz%) u—

~(ertB—Ver—B) (2+ -2%) a3] 4 D (02—2ad o) e 4.
1

Parametry D oraz k wyznaczymy analogicznie jak to uczyniliSmy przy zginaniu.
Rézniczkujac funkcje (6.9) wedlug wzoru (1.7) otrzymamy nastgpuiace wzory
dla f = 0:

©610)  AAF = AAFy 4 AAF, = 2

— (1608640324 0°—
2y, ]/vo

70008 — 1950 +16505)}- _1%22 [2(1—18a+420%) —
0

— 2hka? (9—38a+33a2) -+ 12k2at(1—20+4-a?)].
Po przyjeciu (2.14) oraz po wprowadzeniu oznhaczef

a = 1604864032402 70005 — 19504+ 165a>
oraz na r, s i ¢ wedlug (2.9) stuszne beda réwniez wzory (2.11), (2.12), (2.13) oraz

(2.15). Otrzymamy wiec réwnanie, z kiérego mozemy wyznaczy$ k:
ar — - 10123, a@s = 363,72, at = 64,512
0,16806lc4—6,53628ic3'—6829,4k2~16107k+48718 =0.
Picrwiastkami tego réwnania sa liczby
kyoaa = 1,74; 22,7; —4,35; —169.
Praktycznie waznym jest pierwiastek % = 1,74 oraz obliczony za pomoca
wzora (2.13) parametr D = 0,842P)/v,. Wykres odchylenia funkeji (6.10) dla

prostej f = 0 przedstawia rys. 13, Zaleino§¢ D od parametru k moina wyrazié
wzorem analogicznym do (4.2): '

52,718+ 1,8943k—0,3360/c% -
8,71/ 1 7,4461*1-0,2030%5-+0,0282K%

D=6V 45153
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Jak bylo do przewidzenia, takze w tym przypadko naprezenia [oulp_s sa bardzo
mato zalezne od parametru k (rys. 14).
g
Wﬂﬂf
o aa
2 AAR (k=1H)
b
S T b

ANNNNNN S 1 {8-0)

Rys. 13 _ Rys. 14

Przez zrdzniczkowanie funkcji naprezed olrzymamy wzory na naprezenia. Po wpro-
wadzenin oznaczen

(6.1 1)

( =3(Ver b B + V-8 )*—(]/C‘H‘ﬁ +Vea—F)»

B=—2(/c+p+ ]/E:F)“FZ—CI(]/CH-ﬁ#“]/Cz“ﬁ)’
s z_i-.(]/cl-pﬁ—— Ve—f) —%[]/E—L—ﬁ(l'—zcﬁ)— ]/ﬁ(l—;-zcﬁ;)] >
D = L Vet T o) gl ver(1i22) -y 1122]]

naprgzenia mozna wyrazi¢ w nastepujacej postam

.

o, = ]/7 {24033 Bu®)- 2¢* (2446 Ba)—f (Cu - Da¥)+-

+4-0,842 [(302— 1564 1404)+ 2 (2— 1201 1 262) -
17482 (@20 | at)] e 1.748%),

g, = P {/9 +2c*—. (Ca? —i—Da"‘)—aZ (24--3Ba)—
Vo o
—4:0,842[02 (1 3a-+2a%) -4 L7482 (1—2a+a2)—
—2-1,74c*e*(1=2a-+0®) (2-1,7452—1)] e—1=743’} s
P
Ty == - (2Co-} 3Dat)+

A+ (Ca Do) —4-0,84208 [(1—3a--26%) (4- 1,740 — 1)+
+1,740> (- 2a-+a)+4- 1,748 (1 — 3a-{ 209 e~L74#%),
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Dla prostej f = 0 otrzymamy nastepujace wzory:

g, = /* a{l5 (3—2a)4-4-0,842 (3—15a-+ 14a?)],
. 9 ., 7
o, = — l/g i 10—9&—7a +_2~a3 +4-0,842[(1—3a+2a+
Yo .
+2-1,74a (1—2&—}—&2)}},
T,, = 0.
Wykres ¢, przedstawiony jest na
rys. 15.
“;3_\ 7. Tarcza przedstawiona na rys. 16
LA e jest écinana dwoma sitami T. Sily
¥ B % te wraz z momentami przyloZzone
N
no %" I\ g
I F o
> N %&““ e
\‘?‘)29 ;\
B Qe
& 487 -
=457 | 9)
- x=02500 '
187 245 a=00675 >
a=0 '
Rys. 15 Rys, 16

sa w nieskoficzonoéci, a wzdluz prostej f = 0 wystepuja tylko naprezenia Scinajgce.
Dila tego przypadku warunki brzegowe okreSlimy w nastepujacy sposob:

dla v=0 F—égzo;
on

7.1 '
"o =1y F*Tm ~£F—f~6~F—f r
’ Toax dy y2

Biorac pod uwage wzory (1.3) otrzymamy warto$é funkcji naprezen na konturze:
x—y Vo oy
| | =2 = O (Ve Y ep),
7.2)" V2 -
TyYv —
[hm1 = Tm = '2/" Vertf—Vea—p).
Korzystajac ze wzordow (6.3) i (6.4) otrzymamy pochodne wzdtuz krzywej ¢ = 1:
&F
e = = (Ver+5-+V e—
5|, = 5oy VaTBH/aD,

[%EL Sintrrs /_—(Vcl+ﬁ Ve p).

(1.3)
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Pierwszy wyraz funkcji naprezen przyjmiemy w postaci funkgji (6.7). Z warunkéw

Fo= Fu @A — T (e V),

. OF, » T. S -
-ﬁ=%@+m®—ma;§Wm%Mw@

wyznaczymy funkdje £2(8) i f2(B):
(7.4)

Tl/ {(l/cmﬁ ]/clﬁ)(3+)a——(]/cl-]—ﬁ Ve @(2_ 2% )ag}_

Drugi wyraz funkcji naprezen przyjmiemy w postaci nastepujace:
(7.5) F, = Df(a*—2a% o) ek,

Wartofci F; oraz dF,/on na krawgdziach tarczy sa rdwne zern, funkcja ta maleje
ze wzrostem |}, lecz — w odréznieniu od wprowadzonych w p. 21 6 — jest anty-
symetryczna wzgledem prostej § = 0. Przyjeta funkcja naprezen F = Fy-+F, spelnia
warunki brzegowe (7.1) oraz — co moZna latwo sprawdzié — spelnia réwnanie
rézniczkowe problemu {1.7) wzdiuz prostej § = 0. W celu wyznaczenia parametrow
ki D za pomoca warunkéw (2.5) nie mozna si¢ ograniczy¢ do calkowania wzdhz
prostej § == 0. Najbardzie] celowe byloby calkowanie po obszarze calej tarczy,
jednak ze wzgledu na trudnosci rachunkowe ograniczymy si¢ do calkowania wzdhuz
krzywe] § = 4+ 1. W ten sposob funkcja naprezen spelniad bedzie warunki brzegowe
wzdluz obu krawedzi; réownanie réiniczkowe bedzie spehione éciSle w pewnej
odleglosci od poczatku ukiadu i wzdhiz prostej § = 0. Natomiast wzdluz krzywej
B = -1 nasza funkcja napreZen dobrana zostanie na zasadzie minimum odchylenia
kwadratowego.

Postgpujac podobnie jak w p. 2'1 6 obliczymy AAF:

(7.6) [AAF},_, = BT 11,421 48 4840 8,17420 + 14,56307+0, 10950 -
vl} l/v“
40,1039 32D [(15—30a-}-54a2) —
- —k(16—96a-+1290" —1260°+105a%) +
14 (8—48a+12002— 1 8463 -+ 15004 — 6065 1-3005) —
—k® (4802 — 9603 +88at- 80aS+ 400y +
+kA (Ba—1603+ 1604 — 160"+ 8a®)] e*,
Jezeli poszezegdlne wielomiany wyrazenia {7.6) ozZnaczymy literami a, 1y, ..., Fa»
to (7.6) mozna zapisac krocej: .
a7 [AAFl =L g 2P ok R e

v.,/
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' Odchylenie wzdluz krzywej f = 1 moZna przedstawi¢ w nastepujace] postaci:

1
[ 5 = f [ BT* -|—4~-r_—(r0+kr1+k2:2—|—k r3—|—k414)e“"] ds = min,
Vol Vo v

(7.8) i i ' -
| [ds] = ,/T‘foT da s

Po wprowadzeniu oznaczenia

%M 4 D
81w, ]/ v0 ]/vo
i rozwinieciu wyrazenia w nawiasie otrzymamy wzor
[ 2
5 (_Sf_) {EZ—I-ZXe" (@1 | KOy KSRy kA ar)+
Yol Yo
X e T 2T TR (27T L T2 (ot )+

29 R Qg Fat 2, Farb - 2K0 (FyTa - TaTa)
. K
Ak (2r2_r4+F§)—3—2k"'i"3_r4+k3F§]} — min,

1 1
a? == fa“’ds, ary = farzds itd .

Lo !

5',7 A 1 I} 1 L L 1 1 n I i n
25 38 35 X

Rys. 17

Po Wykonamu calkowania wyrazenie (7.9) przyjmie nastgpujaca postac:

(7.10) 0% = ( ) [265,12-}-2 % X(—259,16-} 1,6812k—26,613K |-

Yo I/E

-24,335k3--4,2599k4)+ ¢ *F X2 (347,32—88,163k 4 -
+4187,45k2—125,84k*+9,7504k*+3,59364%

+4,6216k%—1,6176k7+-0,1384%%)] = min.

Ze wzgledu na to, ze w wyrazeniu (7.10) parametr & wystgpuje w wykladniku

potggowym, najwygodniej okreslié minimum metodg graficzng (rys. 17). Tym spo-
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sobem okreslamy k = 1,4; X = 3,25 oraz D = 0,81 TV'v, . Naprezenia 7,, okre-
slaja nastgpujace wzory:

(7.11)

gdzie

( Tup = T/é{aﬁ (24A—3Ba)+2c* (2D —3Da)y-+-a* (D Ea)—i—
Yo

+2:0,81 [282 (1 —3a+2a%) 442 (1 —3a-+2a%) (1 ——2,8,82)+
i (1—2a-+a) (1-2,86%)] e-l’w},

2T

[le],ﬂzo = /** &2[(5D-7Ea)+0,81(5—14(1—;—9,12)],
¥ ¥

- (aTh Ve D3 o).

— (VaTE Ve D )

{(I/cl+ﬁ+}/cs—ﬁ)+ [l/c1+ﬁ(—ﬁ~)+|/1—ﬁ( ﬁ)]}

w{(l/cgrﬁJrl/cl—ﬁ)ﬂL [’/“'“Lﬁ (w—_)ﬂ/ P (‘I_Ff")]}




Wykres naprezen przedstawiony jest na rys. 18. Na rys. (184) przedstawiono
wplyw drugiego wyrazu (7.5) funkcji naprezed (powierzchnia zakreskowana).
Jak mozna si¢ bylo spodziewaé, wplyw ten jest niewiclki, gdyz wyraz pierwszy
(7.4} spetnia réwnanie réiniczkowe wzdhuz prostej § — 0 i w technicznych obli-
czeniach mozna poprzestaé tylko na jednym wyrazie (7.4) funkcji naprezen.
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Pesome

HATIPADKEHHS B VIUIY PAMEI ITPAMOYIONBHOTO CEUERNUS

B paBore maerca cnocot OMpENENCHIS HAUPMHEHNI B yapyrod nmactuoke B dopme yrum
pamer (Pmc, 1).

Dywruun manpssennit (Gysxuns Opu) paetes = dopme mommmoma (2.2) upH mOMOmM
HOBBIX KPHBOMMHEHHBIX KoopjuHar. TlapameTpr! GbyHKNME & HampmxcHME — ONpE/IeIsIoTc
€ HOMOIIRIO BAPUANMOHHOTO UCUMCIEHHR W3 YCIOBHA MHHMMYMA KBANPATHUROIO OTKITOHEHHS
(2.5) aro MpHBONET K pEMIEHHIO ANTEGPAHUCCHOTC YPABHEHHS uerBeproil cremeny (2.15).

Onpepenaiorcst HAUPAKCHAS B YIUIY, HAXOMSUTAMCH o] ReMCTBHEM MOMEHTA, PACTATHBA--
IOIIEH CHIIBL W CIBHTA,

Summary

THE STRESSES IN A CORNER OF A FRAME OF A RECTANGULAR CROSS-SECTION

A method is presented for the computation of the stresses jn an elastic plate in the form of
a corner (Fig, 1). The Airy stress function is represented by means of a polynomial, (2.2), in terms
of new, curvilinear coordinates. The parameters of the stress function are found by means of the
variational calculus from the condition of minimum square deviation (2.5), which leads to an equa-

tion of ‘the fourth ‘order, (2.15). The stresses are calculated for & corner loaded by a moment,
a tensmg force and’ a. shear force,
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