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1. Uwagi wstepne

Praca niniejsza jest kontynuacja cyklu publikacji autora, majacych na celu wy-
jaénienic wptywu odksztafcalnodei przekroju poprzecznego preta cienko$ciennego
na sile krytyczna. W publikacjach tych, z kitérych zacytojemy [1] i [2], przyjeto
jako zalozenie podstawowe istnienie dwoch przepon poprzeczaych na obu koficach
preta, kiore uniemozliwialy catkowicie znieksztalcenie przekrojéw skrajnych,
podczas gdy odksztalcalno$é wszystkich przekrojéw posrednich byla catkowicie
swobodna, Zalozenie to umozliwialo okreflenie zmiennofci za pomocg funkcji
sin (nmx/l) dla wszystkich niewiadomych geometrycznych oraz cos (nax/l) dla nie-
wiadomych statyczaych (sil &cinajgcych) i rozwinigeie powierzchni ugigeia Scianek
pracujacych jako plyty w pojedyncze sinusowe szeregi Fouriera; przyjecia te umozli-
wialy vzyskanie prostego rozwigzania, poniewaZ wszystkie réwnania problemu
byly spelnione dla kazdego n oddzielnie.

Otrzymane w ten sposéb wyniki liczbowe przedstawione w pracach [1] i [2] po-
zwolily na wyrobienie pewnego pogladu na istotg zjawiska, przede wszystkim zad
wykazaly, Ze znieksztalcenie przekroju moze mie¢ w niektorych przypadkach (szcze-
gélnie w pretach krétkich) bardzo duzy wplyw na wielko$¢ sity krytycznej, redukujac
ja niejednokrotnie do vtamka teglj_ obcigzenia, ktore mozna obliczyé ze wzordw
elementarnej teoril pretdw cienkoéciennych, to znaczy ze wzordw Eulera lub Wlaso-
wa. Wykazano poza tym, ze w tych przypadkach, w ktdérych wplyw odksztatcal-
nosci przekroju jest szczegdlnie duzy, mamy do czynienia wiadciwie z nieomal
czystym wyboczeniem plytowym, za§ odkszialcenia pretowe sa wowcezas znikome.
Fakt ten nasuwa przypuszczenie, ze usztywnienie preta dodatkowymi przeponami
poprzecznymi, ktére w dalszym ciagu bedziemy nazywali przeponami podrednimi,
powinno mie¢ zasadniczy wplyw na wielko$¢ sity krytycznej, poniewaz odksztalcenia
plytowe Scianck bgda wowezas wydatnie zmniejszone.

Praca nienigjsza poswigcona jest wilasnie rozwigzaniu tego problemu Zalozenia
beda identyczne z przyjetymi w poprzednich publikacjach autora, mianowicie:
material sprezysty, osiowe Sciskanie, wolne i dopuszczajace swobode spaczenia
przekrojéw skrajnych podparcie preta, stala grubos¢ kazdej $cianki; poza tym
wszystkie zalozenia klasycznej teorii ustrojow cienkosciennych z wyjgtkiem zato-
7enia nieodksztalcalnosei i}rzckroju poprzecznego. Metoda rozwiazania nie bedzie
odbiegaé w swej koncepcji od stosowanej w pracach [1]1 [2], wymaga jedynie pewnych
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uzupehien, ktdre sprawiaja, jak zobaczymy, 7¢ zagadnienie staje si¢ znacznie bar-
dziej skomplikowane pod wzgledem matematycznym i wymaga wprowadzenia
nieskofczonych ukladéw réwnan. Zakladajac u czytelnika znajomoéé cytowanych.
prac przyjmiemy wprost bez szczegOlnych wyjaénied niektére wyprowadzone tam.
wzory i definicje. Sposéb rozwiazania problemu przedstawiony ponizej jest zupelnie
ogblny, jednak z powodu bardzo duzych trudnosci rachunkowych ograniczymy si¢ do
szezegdlowego rozpatrzenia wyboczenia gigtnego przekroju ceowego stezonego jedna
dodatkowa przepona poérednia i do podania jednego przykladu liczbowego, ktory
jednak dobitnie wykazuje duza doniostosé praktyczng omawiancgo zagadnienia.
Rozwiazanie przeprowadzimy zakladajac nieodksztalcalno$é pdtek cecownika,
co jak wykazano w [1], nie wplywa praktycznie biorac na wyniki'. Rozszerzenie
metody na inne rodzaje przekroju poprzecznego, inne postaci wyboczenia lub na-
przypadek dowolnej ilodci przepon posrednich, jak réwniez uwzglednienie odkszial-
calnofci wszystkich Scianek nie nastrgcza zadnych zasadniczych trudnodci, kom-
pliknje jedynie niezmiernie réwnania oraz obliczenia, ktére beda wowczas
mozliwe do przeprowadzenia tylko przy uZyciu maszyn elektronowych.

2, Wyhoczenie gigine prefa ceowego steZonego trzema przeponami

Rozwazmy pret o symetrycznym przekroju ceowym stezony dwoma przeporiami
na podporach oraz jedng dodatkows przepona poérednia umieszezong w przekroju
X = xo (rys. 1). Przekréj poprzeczny i zasadnicze ozhaczenia pokazano na rys. 2,
na ktérym C oznacza érodek cigzkoéci. Wyboczenie gigtne cechuje sig symctria'g‘
odksztalcen wezgledem osi u (rys. 3), wobec czego scharakteryzowane jest przez
dwic niczalezne wiclkodci geometiyczne: przemieszczenie & przekroju w kierunku

in—&-
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Rys. 1 " Rys. 2. : - Rys. 3 ) e

1 Nalezy jednak ticzy¢ sig z tym, Ze bledy péwodowane przez to zatozenie beda tym. Wiqkszé,.
im wigeej jest w precie przepon podrednich, poniowaz 7muszaja one $ctanki do pracy plytowef
w kierunkii podluznym, tzn, w kierimku osi preta. R
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osi i oraz kat obrotu ¢ krawedzi. Rownania réwnowagi odkszta}conej dolnej pdtki®
przedstawiaja si¢ jak nastepuje (por. {1], [2]): .

- EIgw'—!—EAé:”—?EbS},”wap — 0,

@ N
ot g pal[ sy sk —m =0
FT ) 6(14») |V~ =0

Pierwsze z tych réwnan opisuje zginanie potki w plaszezyznie rdwnoleglej do osi «,
za$ drugie — jej skrecanie przy narzuconej osi obrotu pokrywajacej sie z krawedzia
ceownika. W zwigzku z tym p jest obcigzeniem roztozonym, dzialajacym na polke
PO przéjéciu preta do poloZenia rownowagi statecznej przy wyboczeniu, zaé m — roz-
tozonym momentem liczonym wzglegdem krawedzi ceownika (rys. 4). A4 jest prze-
krojem poprzecznym polki, I jej momentem bezwladnosci,

1
A = bd, I—Eélﬁ
za§ S jej momentem statycznym wzgledem osi v. Liczba k == o/E jest bezwy-
miarowym wspolczynnikiem przedstawiajacym stosunek naprezen osiowego $ci-
skania ¢ do modulu sprezystodci E.

Odksztalcony $rodnik pracuje jako plyta jednokierunkowo —
sciskana napreZeniami o, wolnopodparta na przeponach
skrajnych x =0, x =1 oraz podparta przegubowo® na prze-
ponie §rodkowej x = x,, ktéra przemieszcza sig wraz z catym :
przekrojem i oddzialywa na $rodnik rozto- ~
zonym wzdtuz prostej x = x, lHiniowym obcig- . ‘ &

.,

\

zeniem r(¥) (rys. 5), Z powodu symetlu
odksztatcedi - obcigzenie " to musi by¢ syme- /
{ryczne wezgledem osi u, zatem da sig przed- C - WJ

stawi¢ szeregiem Fouriera zawierajacym

jedynie wyrazy kosinusowe: Rys. 4 Rys. 5
o 2mn V
(22) . I(})) = E(R0+ Z Rm cos ﬁmy)s ﬁm -
m=1

Zatem powierzchnia ugigcia érodnika w(x, y}) musi spetniaé znane réwnania réz-
niczkowe plyty jednokierunkowo $ciskanej naprezeniami o = kE i ;ednoczesme
zginanej obcigZeniem p(x, ¥):

&w otw &Pw 12(1—'v2) 3w

12(1—2%)
@3 Fatigagr ta= oL v

s P )

? Ze wezpledu na symetrie odksztalcen wystarczy rozpatrywad polowe przekroju poprzecznego.
.3 Zakladamy, Ze wszystkie przepony sa wiotkie na zginanie. Sztywnod¢ zginania przepon jak
réwniez sposob ich polaczenia ze fciankami nie moga mie¢ wiekszego wplywu na wyniki,
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W dalszym ciggu zastosujemy znane formalne rozwinigcie w sinusowy szereg
Fouriera sily skupionej P {(por. rys. 6);

w |
@.4) P= ng; sina, % sing,x, @, =0

p , Biorac pod uwage wzor (2.4) mozemy przedstawic
1 obciazenie p(x, ¥) érodnika w postaci

p(x ¥) =r(y)- Z sina, X, sina, x

n—l

Wgn 2
r |

Rys. 6 fub podstaWIaJac (2 2

2.5 p(x ) = iﬁ; (R{, ZR cosﬁmy) ysma,,xg sina, x.

m=

Przy wykorzystanin wzoru (2.5) przepiszemy réwnanie (2.3) jak nastgpuie:

O G chw 12(1~v2) Fw
Q6 GaPympt it ko T
L) < .
S (RO—I- ;,,2_11 R, cosﬁmy) fj_;sma,, Xy SHL0L, X

Przyjmiemy rozwigzanie tego réwnania w postaci

2.7 w(x, y) = glf;a () sina, x,

ktéra umozliwia spelnienie warunkéw wolnepo podparcia Srodnika na przeponach
skrajnych. Po podstawieniu do (2.6) otrzymamy nastepujaca zalezno$c:

oo

@.8) 2( GAf 202 f iﬂgﬁ_lkf,,) sina, x —
r,|=l
24(1 %)
= g (RD + Z R, cosfi, y) sine, x, sina, x.

m=1
Skreélajac w niej po obu stronach znak sumy i nastepnie skrelajac sina, x otrzymamy
dla kazdego n jedno réwnanie rdzniczkowe zwyczajne nigjednorodne o niewiado-
. mej funkeji £,():

12(1 )

(29) t (y) 20‘" f +j‘IV kj;‘ o

_ ﬁ%l—ﬂ ( Rﬂ'”FZ R_m&cosﬁ,,, y) sina, Xp-

m=1
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Jego rozwiazanie przyjmiemy W postaci
(2.10) L) =FA0-H40),

gdzie f(y) przedstawia catke ogdlna réwnania jednorodnego, zaé f,(y) calké szcze-
gblna réwnania niejednorodnego. Jak wiadomo (por. np. [3], réwniez {l] ), catka
ogoblna fo(y) wyraza si¢ wzorem®:

n(0) = 4, chp,y+B, cosq,y+C, Shpn}’“FDn sing, y,
niy —
(2 11) 4 Pu= VTVJ-"’ Vie = ]/m } 1/12(1 _ﬂfz)]c .+.1

' nw T
EE = - . _
L q. l 7"2:13 You 1/ Rt 1/12(1 ¥ )k 1 +

Catke szczegdlna f,(») przyjmiemy w postaci

(2'12) .}_‘;l(y) FHD —{_ 2 'F'fﬂll cosﬂmy

m=1

Podstawiajac (2.12) do (2.9) otrzymamy

Jl( n0+ 2‘ Hm Cosﬁﬂly) +2aﬁ ot anﬁ cosﬁmy—l_ 2 mﬁlli cosﬁfﬂy_

m= m=1 m=1

] & (1 ( Fpot Z B COSﬁn,y) 24(:1 . ) (R°+ ZR’" cosﬁ,,,y) Slna" Yo

=

Sumujac odpowiednio wyrazy stale i wspdlezynniki przy cosfi,,» dochodzimy
do zalezno$ci migdzy wspdlezynnikami R, oraz F,,:

(2.13) . Fy=TygRy, F,=TI,R

L
gdzie
(2.14) T sina, x, . 2 sina, X, DF &l
n = l DFal— asz LT T DY R LY R ik T 12(1—®)

Mamy zatem ostatecznic po uwzglednieniu (2.13) i odrzucenin wyrazdw anty-
symetrycznych w réwnaniu (2,11)

(215) . J(;; (y) = An Ch.pnyﬁl; Co3 T¥ +I'110—R9 Z nm m:

lll—
za§ wzdr ogélny na powierzchnoie ugiecia wix, y) ma postac

o0

2.16) wix,y = 2 (A,, ch p,y+B,cosg, v+ Ry+ L IR, cosf)‘,,,y) sing, x .

H‘* ?!l—

1 Rozwigzanie ma postad (2.11), jezeli k> [#®a?/12(1 —vD)(z/Dt Inne mozliwodci zostaly
rozpatrzone w pracy [1]; nie majg one wif;ksze_go praktycznego znaczenia.
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Mozemy obecnie wyprowadzié wzory na przemieszczenia brzegowe $rodnika
§(x) = [Whype, w(x) = —10w/[8Y], 1je; Olrzymamy

a=1 m=1

§(x) 2 (-An C’h pn+B COS q;fx+]1n[)R0+ L anR COS mﬂ') Sma X,
(2.17) .
w(x) 2 ( Anpu Sth—I‘B,,q’,, sh q") SlﬁOf. X,

H=
gdzie

—~ h o nmh
Dy = 2pn_'—2__l_y1n,

qnzjqn— p) lyn2‘ )
Jak widaé, réwnania (2.17) spelniaja warunki brzegowe dla funkeji & i y, mia-
nowicie §=&"=9p=0 dla x=0 x=1.
Podobnie wykorzystujac znane zaleznodci

ew | w) Pw Pw B
m, = ‘D(W +“é}?”) i *D[‘a}f* @5 2ay] IOy

mozemy podstawiajac y = kf2, wyprowadzi¢ wzory na oddzialywanie brzegowe
$rodnika na pdélke, mianowicie na moment roztozony my = — {my), .., oraz
obciazenie roztozone p; = [r,),_ye; otrzymamy

fiy == D Z An ar?;(yln_g") Chpn Bn ay (’}’zn I 'V) cos q”
n=
(218) 4 —0‘.,2, 'V-Pn(] RO_ Z -Pmn Rm (ﬁﬁ,"l’aﬁi") cos mn] Slll GL"A,
: m=1
1= D 2 [An aﬁ'}’m (y%n_{' T") Shﬁn*{"Bn aﬁ?ﬂn (?’%n*?’) sin ZIn] sin oy X
\ n=1

Zardwno my jak 1 pl przedstawiajy tylko te czeéé obeiaZenia potki, ktéra pochodzi

od reakcji érodnika. Poza tym na poétke beda
. oddzialywaé obcigzenia z przepony posrednici.
riy) . Obcigzenia te dadza sig sprowadzi¢ do sku-
- Gg pionei sity P dzialajacej w plaszczyZznie potlki,

zlilIIIIIIIIIIIIIIII}III”IIIIfl‘
R

do skupionej sity H dzialajacej w plaszezyZnie
§rodnika i do skupionego momentu M dziala-
jacego w plaszczyinie przepony i liczonego

A wzgledem krawedzi (por. rys. 7). Z warunku

réwnowagl przepony oraz symetrii odksztalcen

Rys. 7 wynika prosta zalezno$é _
n/2 hi2

(2.19) P=% f r(y)dy-m ‘;3 (Ro+ Z R, cosf, )dy
© —hf2 —hi2
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Po przeprowadzeniu calkowania okazuje sig, ze réiny od zera pozostaje tylko
jeden wyraz, mamy zatem S

P —_ *2" hRg.

Rozwijajac te wiclko§é w sinusowy szereg Fouriera wediug wzoru (2..-4) otrzymamif
dodatkowe obciazenie potki ‘

oo

(2.20) . p=—2L ‘;i R, 2 sin g, X, sin ci,,x. -‘

a=1

Sktadowa H oddziatywania przepony na poélke nie wystgpuje_nigdzie w naszych
réwnaniach, natomiast sktadowa M, skupiony moment skrecajacy, przyjmiemy
jako wielko§¢ niewiadoma. Moment ten przedstawimy w postacl rozwiniecia
w szereg Pourjera, otrzymujgc w ten sposdb dodatkowe obcigzenie potki

2.21) nty = E_l_ 5‘ sin a, x; sin o, x.
H" "’-[-

Zatem pelne oddziatywania érodnika na potke wynosza
(2.22) P =p1tps, M= Myt

Mozemy obecnie podstawié wyrazenia na przemieszczenia & 1 ¢ wedhig 2.17,
obciazenie p 1 moment m wedtug (2.22) z uwzglednieniem (2.18), (2.20) i (2.21)
do réwnaf réwnowagi (2.1); otrzymamy w ten sposob zaleznodci

o0

@23) D {A,‘[Q,. chp,—D* i}y, (7, 47) sh 2+
n=1
+Brr{Qr= cos 6IIW'D% a?:’}’zu (V%n_ly) sin E]"]—;—

+-RD (Pn{) Qu+ — sin a’rrxﬂ) +Qn Zf'nm Rm cos W“ﬂ;} sin Oy X == Oa

1
(2.24) Z { - 4,[Dp, sh5,+D*a(y%,—) chp, -+
. B,[®g, sin §,~+D*a2 (3,1 ») cos @ +HD¥*ay Do Ro+
4 D* j (5% +akv) cos mm ,,,,,Rm—;— M sin a,,xo} sina,x = 0.
=3
Wprowadzono tu nastgpujace oznaczenia: ‘

Q2,=a (I—— é’ Si”)—aﬁAk,

225) 1 1 1 52
. R2 L I P
l D=4 {48 A%ad— [( 5 b+ 3 52) k S ]a,,}..
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Skredlajac znak sumy, a nastgpnie sin ¢, x w réwnaniach (2.22} 1 (2.23) otrzy-
mamy dla kazdego » dwa réwnania; w kazdym z nich znajda sie dwie niewiadome
A, i B,, ciag niewiadomych Ry, R, ..., R,,,... oraz — w rdéwnaniach otrzymanych
z (2.23) — dodatkowo jedna niewiadoma M. Jak widaé, iloé¢ niewiadomych bedzie
zawsze wigksza niz ilo§¢ réwnan, ktore zatem ‘nie wystarcza do rozwiazania za-
gadnienia. 7

Dodatkowe réwnania otrzymamy biorac pod uwage te warunki geometryczne
ktére narzuca na powierzchnig ugiccia §rodnika w(x,y) oraz przemieszczenia
potki &£(x), »(x) istnienie nieodksztalcalnej w swej plaszczyinie przepony érod-
kowej. Przepona ta powoduje, ze przekrdj x = x, jest mieodksztalealny. Wynika
stad, 7e dla x = x, musi byé¢ ¥ = 0. Mamy zatem z drigiego réwnania (2.17)

(226) 211 (Anpn Shﬁu—Bn qn sin En) sinn &, Xy = 0.
n=L

Podobnie nieodkszialcalnosé Srodnika w przekroju x = x, wymaga spelnienia
wartinku:

(2.27) W (X, ) == & (Xp),

ktdremu jednak nalezy nadaé odpowiednia forme matematyczna. O ile bowiem

réwnanie (2.26) odpowiada jedne] niewiadome] M, to z warunku wyraZonego

zaleznodeia (2.27) musimy otrzymaé nieskonczenie wiele réwnan odpow1adajaccych

nieskoficzonej iloci niewiadomych R,, Ry,..., R
Wedhug wzora (2.16) bedziemy mieli

Hpree e

(228) W(XO, y) 2 (A Chpny+BlJ €os gily+]-:lﬂR0+ Z I'nm'Rm COSﬁmy) sma,,xo,

H* ]Il'ﬁ

zas wedhug pierwszego ze wzordw (2.17)

(2'29) E(x(]) = Z (Au Ch Pu +Bn cos q"—E—I::DROM{“ 2 um Rm cos HTS"E) sin &y X -«

=1 m=1

Rozwazymy teraz dwie moiliwoéci otrzymania dodatkowych réownan w iloécl
réownej ilodci niewiadomych.

Rozwinigcie obu siron réwnania (2.27) w szereg Fouwriera. Zaréwno warto$C stalg znaj-
dujécq sig po prawe] stronie tozsamodei (2.27), jek 1 funkcje zmiennej y
po jej lewej stronmie mosna rozwingé w cosinusowy szereg Fouriera. Wowczas
warunkiem spelnienia si¢ tozsamosci bedzie identyczno$¢ odpowiednich wspét-
czynnikéw rozwinigcia. Mozna tez postapi¢ inaczej: przepisa¢ (2.27) w postaci

(2.30) £ (xg)—w (x5, ) =0

i rozwinaé lewa strong tej tozsamosci w: szereg Fouriera. Kazdy wspélezynnik
rozwinigcia powinien byé tutaj réwny zeru. - o
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Podstawiajac do (2.30) wzory (2.28) i (2.29) oraz sumujac wyrazy przy wspol-
czynnikach A,, B, i R,, bedziemy mieli '

o0

@31) 2 [4,(chp,—chp,y)+B,(cos 'q—n—COS 4.9+

Z nmRm (COS m:n:—cosﬁmy) sin &y Xg = 0.

m=1

Przedstawiajac lewa strong réwnania (2.31) -w postaci.

' | RS e
(2.32) Zyt k}; Zicospy,  Po=Tpr
otrzymamy nastgpujqce rdwnania:

(2.33) ZOZO, 21:0,---, ZkZOJ""

Dla wspdlczynnikéw Z, otrzymujemy nastepujace wzory:

i oo

Zy = 2 [Are(Chﬁn *%j)lﬁ Sh[_l,,) +

- 21
+ B, (cos D7 0 smqn) + 5’ I' R, cos mﬂ:] sine,x, =0,

mml

(2.34)1I .
g{ " 2+ﬁk shp,,cosk:rz+
2 | sin(g,+4 sin(g,—k )

Jezeli & — oo, to warunek zgodnoSci przemieszezen Srodnika i przepony jest
spetniony $cisle. W praktycznych obliczeniach mozemy uwzglednié tylko skorficzona
ilo§é wyrazdw R, na przyklad wyrazy od R, do R,,; wowczas nalezy ulozy¢ m-i-1
réwnan typu (2.33), to znaczy rownania od Z, = 0 do Z, = 0 wlacznie. Warunck
zgodnoéci przemieszczedd bedzie wtedy spelniony w przyblizeniu o dokladnofei
zblizonej do tej, jaka mozna uzyskaé stosujac przyblizenie wedlug metody naj-
mniejszych kwadratéw. Stosowanie wprost metody najmnieiszych kwadratow
prowadzitoby do bardziej skomplikowanych wzoréw.

Punktowe spelnienie warunku zgodnofci przemieszezei. W praktyczaych przypadkach
wystarczy zawsze przyjecie co najwyzej kitkn wyrazéw R. Woéwczas odpowiednia
ilo$é rownad mozna otrzymaé wymagajac, aby warunek (2.27) spelniat sie tylko
w poszczegdlnych punktach y =3y, ¥ =y, ¥ =y,; otrZymamy wowczas
réwnania typu

(2.35) w{xo, Vo) - £ (x)
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fub

(236) Z[An (Ch.pn Chp?!yl)+B (cosqn_COSQnyr) _l'

"—

+ 24 nin Rm (COS MRE—COos ﬁmyr)] sin @y X = 0.

“m=1

Biorac tylko wyraz R, nalezy przyja¢ y, = 0; biorac wigkszg ilo$é wyrazéw R,
nalezy pamigtad, 7e wskutek symetrii wystarczy spelnienie warunkéw (2.35) dla
jednej polowy przepony, tzn. np. dla y > 0. Charakter otrzymanych przyblizert
odksztatcenia §rodnika przedstawia rys. 8.

Jak wida¢ z powyiszych rozwazarn, dysponujemy w ogdélnym przypadku réwna-
niami czterech typéw. Rownania te zestawiono w tablicy 1. Roéwnania typu 1
powstaja z réwnan (2.23) przez skre§lenie znaku sumy i funkéji ' sine, x ; podobnie
rownania typu II otrzymujemy z (2.24). Réwnania typu I sg identyczne z (2.26).
Roéwnania typu IV przyjmiemy w zaleznosci od stosowanej metody wedlug WZOrow
{(2.33) lub (2.36), otrzymujac odpo-
wiednio réwnania typu IVa lub IVb. Ay By Ay 32 Ay Ba M R, Ry R,
Otrzymany uktad réwnan ma charak-
terystyczng budowe przedstawiong (dla "7
przypadkuy n=3, m=2 1 uzZyca
wzoréw IVb) na rys. 9. W przypadku n=2
szezegdlnym, gdy nie ma polaczenia .

n=3 {

Rys. 8 ' Rys. 9

migdzy $rodnikiem i przepong posrednia, zatem gdy jest r(y) = 0, mamy R, =0
i pozostaja jedynie niewiadome A,, B, i M i odpowiadajace im réwnania typu
I, Il i TI. Oczywidcie mozna spodziewaé sig, {(biorac zwlaszcza pod uwagg
wyniki Hiczbowe uzyskane w [2]), Ze polaczenie przepony ze §rodnikiem nie ma
istotnego wplywu na wyniki, dlatego ten uproszczony sposdb moze byd zale-
cony do stosowania. '

W przypadku, gdy nie ma przepony podredniej jest M — 0 i odpadaja rdw-
nania typu III, wéwezas nieskoficzony uklad réwnaf rozbija si¢ na nieskon-
czong ilo$¢ uktadéw, z ktérych kazdy zawiera dwa réwnania jednorodne. Dla
kazdego n otrzymamy wtedy jedno réwnanie typu I i jedno typu II, w ktérych
niewiadomymi bedg 4, 1 B,. Przyréwnujac do zera wyznacznik drugiego rzedu
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Tablica 1

A1, chp,— D*a v, (¥2,+v) shp,]+ B[R, cos G — D afyy, (y3,—») sin g, 1+

+R, (P,,OQ,,A —sing,x )—5--9,,, 2 T Ry cosma = 0
m=

n=1,2,3...

—A,[Pp, shﬁnﬁ—l)*a;‘h(yfn*v) chﬁn] +B, [@qn sing, D *a; (y;"n-i-v) cos g,,] -

+D*I' R, a“ 4 D* Y‘P R (85 2 ) cosmar- - Msinaﬂxgzl)

m—-r-l
n—1,2,3...

I | > (A,p,shp,—B,q,sinq,) sine,x, = 0

Re=l

E:[A(hf) 21h§)+3( S
chp, ——-—s cos g, —— — sing_ J -+
e % p, n n LI n}"f‘

n

00
-+ 2 IR cosm:m] sing,x, =0

Mm=1

IVa h -

oo o

Mla [ e Pn — shp, cosknt-B,, - (sm(qn~|—kn) 4+ Sm(??!fkﬂ)) T

act R pitf 9.+ B, P

+I'nkRk] sing,x, =0

E=1,2,3 '

o .

2 [An{chﬁﬂwchpﬂyr)~[-Bn(c057fn~—cos g+

n=1
Wb

oo -
s 2 Ty Ry (cosmm—cos f, v,)] sinayx, =0
m—

y=1,2,3...

otrzymamy woéwczas réwnanie przestgpne identyczne z podanym w [4] (por. tez
[1]) i wyprowadzonym przy zalozeniu istnienia przepon tylko na podporach.
Otrzymane réwnania sa jednorodne ze wzgledu na stale 4,, B,, R, i M i kry-
tyczng warto$é wspolczynnika & mozna obliczy¢ rozwiazujac réwnanie przestgpne
powstate w wyniku przyréwnania do zera wyznacznika ukiadu.
Zwréémy uwage, Ze nie moina w obliczeniach przyjmowaé n<: 2, poniewaz
wowezas rownanie (2.26) ogranicza si¢ do jednego wyrazu

(Ayp, shp,—By gy singy) sina; x, = 0,
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Tgys ¢

thus *b

°d £.m Yg—

4W uis ThH—

7 nlmumoo ?rfmw\.vﬂvuwmwn_nnu@.ﬁm Bep

490 () o, @—"d s “Yg—

% tte (+—"34) %4 Yo . q—"B 500 °F

Sqys (a-+-5) ¥ Bn g —2d U 55

b 500 (a-+-T) g0, 7 T uIs B

" (T4 4o, a4 45 g —

b s (a-—"34) 0 oo g —"B 500 Gy

s (e ) Yo, -~ o

T ®NEL
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co oznacza spelnienie warunku y = 0 nie tylko dla x = x,, ale réwniez dla kazdej
innej wartoSci x, zatem mamy wowczas przekroj, ktorego odksztalcalno$é jest
ograniczona do plytowej odksztalcalnosei Srodnika. Podobne ograniczenia odksztat-
calnosci przekroju wynikaja wéwezas réwniez z réwnan typu IV. Zatem minimalna
ilo§é réwnan, jaka moze byé uiyta, wynosi 6 dla przypadku polaczenia przepony
poéredniej ze $rodnikiem (niewiadome Ay, By, Ay, By, M i Ry) lub 5 w pray-
padku braku polaczenia,

Jak wida¢ z powyiszych rozwazan, krzywa wyboczeniowa &(x) preta nie jest nigdy
sinusoidg i moze byé przedstawiona tylko szeregiem Fouriera. Jezeli przepona
posrednia jest umieszczona w §rodku dlugosdei preta, tzn. gdy jest x, = //2, to
krzywa wyboczeniowa musi byé symetryczna (rozpatrujemy oczywiscie wplyw
odksztalcalnodci przekroju na najmniejszg sile krytyczng Eulera, kidra otrzymuje
sig przy jednej pélfali wyboczenia) 1 nalezy odrzuci¢ wszystkie wyrazy dla parzystych
wartosci n. W przypadku dowolnego polozenia przepony rézne od zera beda wszystkie
wyrazy zarowno dla parzystych jak i dla nieparzystych n; kizywa wyboczeniowa
nie bedzie wowcezas symetryczna.

Przyklad. Obliczymy site krytyczna dla preta o wymiarach /=500 cm, h=bh—
= 50 c¢cm, § = 3 cm, ¢ = | cm, przyjmujac ¥ = 0,3. Przepona posrednia umieszczo-
na bedzie w §rodku, czyli jest x, = I/2. Zalozymy, Ze nie ma polaczenia miedzy
$rodnikiem i przepona pofrednia. Obliczenie przeprowadzimy przyjmujac n = 3,
tzn. zachowujge pigé niewiadomych: 4,, By, 4y, By i M, poniewaz A, — B, — 0
ze wzgledu na symetrig odksztalconej preta. Macierz ukladu réwnan przedstawiono
w tablicy 2, przy czym ostatnie réwnanie ulozono wedlug schematu IVb. Drogy
préb podstawiajac rozmaite wartosci wspdlezynnika & otrzymano k = 10,02-10-3.
Sila krytyczna dla przekroju nieodksztatcalnego obliczona przy pomocy wzoru
Eulera Py, = #®EI/l* daje wspolezynnik & — 10,07-10-%. Natomiast sita krytyczna
dla preta posiadajacego jedynie dwie przepony na podporach okreslona jest wspdl-
czynnikiem k = 2,12-10-% (por. [1]). Jak widaé, przepona podrednia wywiera duzy
i bardzo korzysiny wplyw na wielkoé¢ sily krytycznej, poniewaz prawie zupehie
likwiduje wplyw odksztatcalnosci przekroju, ktdry z 799, w przypadku istnienia
tylko przepon skrajnych spada wskutek jej dziatania do 0,5%,. Obliczenie przepro-
wadzone dla » = 1, tzn. przy uzyciu stalych A;, B; i M, daja taki sam wynik k =
=10,02-107%. Stad wniosek, ze odksztaicalnosé plytowa pétek w kierunku podiuinym
ma w rozpatrywanym przykladzie znikomy wplyw na wyniki. Z tego powodu nie
obliczono juz nastgpnego przyblizenia (n = 5).. ;

"W pracy [1] wykazano, Zze duze zmnicjszenie sity Eulera powodowane ]est ZAWSZE
faktem, Zc utrata stateczno$ei ma woéwezas charakter niemal czysto plytowy. Z przy-
toczonego przykladu wynika zatem, z¢ przepona dodatkowa zmusza ceownik db
pracy pretowej redukujac odksztatcenia plytowe do minimum. Oczyw1301e w.przy-
padku pétek o mniejszej grubosci. wplyw. przgpon posrednich bedzie nieco mniejszy,

lecz : pozostanic nlewegtphme nadal czynmklem rozstrzygajqcym o charaktelze
‘wyboczema . .
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PesmomMme

BJIMSAHUE [IPOMEXXYTOUHBIX IUADPATM HA YCTOHYUBOCTD
TOHKOCTEHHOI'O CTEPXKHA

PaboTa cocTamageT MPOAOILKEHNE IPEALIAYIHK IySIHHAIH ABTOpa H1u[2]. ITlensio paborn:
SIBJIASTCH HCCIEOBALHC BAHAHKA TPOMEKYTOUHLIX [qra(pparM Ta yeToRHBOCTE TOHKOCTCHRCLO
CTCP)I{Hﬂ- I{DpOﬁ‘-IaTOI‘O ceucHrd, CHEMACMOTC B OCEBOM HAIIPABJICHIH. Hpe,unonarae’rc:ﬂ TICJIHAA
VIIPYrocTs, cBOBOMMEIE OHOphI crepskas, cBofofa NeIUAHANEM Kpalewx ceuemuit, rafume Ha
1erut mHadparMbl, HOCTOAHHAA TONIIHAA CTEHOK M HeNMedopmHpyeMocTs MOMOK B IUIOCKOCTH
IIOHEPEYHOTO CEUSHHA. '

PaccMaTpARaroTCR NOTEPA YCTOHUMBOCTE TPH WArmbe, ONMCANHAA (YHKIHAMY Ex), w(E)
{puc. 3). BEHAY CHMMETDPEW COCTARIAETCA yPAaBHEHHE PAEHOBCCH (2.1) TONbKO Ui OMHOH TOJKH.
B stux ypaemennns 4 = bé ecrs monepeuroe ceuenue, I = 66°/12 - momenT mRepIHH, F — MOzysb
yapyrocir, SIY — craymueckuil MOMEHT MOMKH 10 OTHOUICHHIO X OCH ¥, P ¥ 7. TPEICTARIAIOT
IIONHYF0 HATPYSKY HOJIKH, FOSBIIAMYICCH TTOCTE [I0TePH yeroftupsoctd (puc. 4), a kK = of/E,rng
¢ — €CThH HAUPAYKEHHE CTEPMHA CHKEMAEMOIe B ocepom Hampansaenuw. Crempa PACCMATHHTRA-
€TCHA KAK DUEHOMEPHO CHMu#eMaT M MsrHbaeman WwiacrHaka (2.3), nNpH UeM HATPYIKA AMHEHEO
PACLIPEACICHA BEONG HPAMOL & = Xp, pearmus (V) HpefcrasieHa .B Qopme  psafma Dypre
{2.2), oTeyga momyuaerch obuiee prrpmienne (2.16) ans wix,y). Hpagmman vy = hf2 monyens:
dopmymsr (2.17) st xpaesnx mepememenumii £, v, w (2.18) gmAa Kpaceerx pearmmi #, 1 p,
crennn. CocpemoTouentoe Bogmeitcread P u M cepeqpmmoii amathparmbl {pHc. 7) macrca dop-
mymamm (2.20) m (2.21), B BuAe pasyioxeHus B paaLl Pypee, OTHYAA HOTyYaeTCs HOMHAS HATPY3-
Ka moimk# (2.22).

Hopcrarman (2.22) m- (2. 17) B (2.1) monyuacw JUIR KOKLOTO ¥ ABA ypaBHeHmI, B KOTODLIX
BBICTYNAQT HOCTOTHRRIE Ay, By, Ry 1 M.

THoGagounoe ypapxenne (2.26) TomyvacTcs Hs yoroBHA ¢ =0 ams x = x. Hansmehnme
YDABHEHAH, COOTBETCTBYIONIHE HOMSBECTHRTM Ry, BEITCKAINT B3 YoIOBHA cornacud (2. 27) mepeme-
THEHMH CTEHKE M CepefMHHOM AuadparMel. PaccMaTpHBAROTCH OBE BOSMOKHOCTE HCHOILSOBAHML
3TOTO YCIIOBHS, A MMEHFO DasIoeHue Toxmecrsa (2. 30) B pan Dypee (2.32), Koo bUIHMEHTED
sotopore Zp s Beipaskensne dopmymamy (2.34), MOMKALT PABHATCA Hy/mo, 2 TAKE TOUCYROE
VAOBIETBOPEHHE PapeHcrsy. (2.27) mpBORAIES. ¥ YPABHCHMAN THIIA (2.36). B pesysILTaTe M0~
NYIACTCA GECKOHeWHSs CHCTEMA OJMODOSHBIX YPABHCHHH, CIPYKIYpa XKOTOPOM TOKA3aNA HA
pirc. 9, B choyuac OTcyTTBHS COSNMICIAA Mexpy cepeijummoll mradparmoil m crenKoit GamE
HET Yixe HemsBecTHBIX R, . IlocmegomaresnpHere. TpubIMHEHNs MOYKHO ITOJIYIHTE, yHOTpeﬁ.IIM
HE3KOHEUHOE HOJHUECTRBO BERIPAMCHIE HO HE MEHee.#2 — 2. -

B pemermom mpmmepe NONYUEHO KPHTHYUECHOS 3IHATEHWE k= 10 (02 -10—*, Torga Kax cor-
“nacno dopmyne Bitnepa mmeem k — 10,07 1078, B cnyqae KOFa CyHIECTBYKITL TOJIFKO Kpaki-

206




Hae muadparmnl nonyqaerca (cormaceo [1)k — 2,12 - 10-*, Kax #a atoro criegyer cepemmast
suadparma BhIZEIBAET YMCHGIICHHE BIHAHHA Ze(DOPMADYEMOCTHE CCUCHHUN C 799, ua 0,5%,
¥ TaKHEM 00pasoM ee JeficTEHE OUEHb BLITGIHO.

FlpencTaBueHHbIA METOR MOMKHY HECHOJIL3OBATE G238 CYIICCTEEHHBIX MAMCHEHHN [T BCAKOTO
PO/l MONEPEUHBIX CEUCHHH, PASMHYHLIX BHOOB MOTEPH YCTOHUMBOCIH, 4 TAIGNE B CAYY4e YUIETA
HebOPMEPYEMOCTH BCeX CTEHIK,

Summary

THE INFLUENCE OF INTERMEDIATE DIAPHRAGMS ON THE STABILITY
OF A THIN-WALLED BAR

This is a continuation of the author’s former papers, [1] and [2]. The object is to investigate
the influence of an intermediate diaphragm on the stability of an axially compressed thin-walled
channel. It is assumed that the bar is perfectly elastic, simply supported and its end cross-sections
are free to warp. The diaphragms are assumed to be perfectly flexible, the walls are of uniforn:
thickness and the flanges are indeformable in the plane of the cross-section.

- The buckling described by the functions &(x) and w(x) (Fig. 3) is considered. In view of the
symmelry the eqguations are established for one flange only. In these equations 4 == &6 is the cross
sectional area, T — 8b%/12 — the moment of inertia of the flange, E—Young’s modulus, S — the
static moment of the flange in relation to the x axis, p and #1 are the full loads of the flange after the
stability loss (Fig. 4) and & = o/E, ¢ being the axial compressive stress, The web is treated as a
uniformty compressed and bent plate (2.3) where the load is the reaction () of the intermediate
diaphragm (Fig. 5) linearly distributed along the line x = x,. This reaction is represented by the
Fourier series (2.2). Hence the general expression (2.16) is obtained for w{x, »). Setting y = #/2
the Egs. (2.17) are obtained for the edge displacements £, ¢ and (2.18) for the edge reactions my
and p, of the web. The concentrated reactions P and M of the middle diaphragm (Fig. 7) is repre-
sented in the form of a Fourier expansion, Eqgs. 2.20 and 2.21, from which the fuil load of the f lange:
(2.22) is obtained. Substituting (2.22) and (2.17) in (2.1) we obtain, for every »n, two equations
involving the constanis Ay, By, Ry, and M, The additional equation {2.28) is obtained from the
condition ¢ = 0 for x == x,. Further equations corresponding to the unknowns R, follow from:
the compatibility condition (2,27) of the displacements of the web and the diaphragm. Two possi-
bifities of making use of this condition are considered. These are the expansion of the identity
(2:30) in & Fourier series (2.32) of which the coefficient Zy given by the Eqs. (2.34) should be zero
or the satisfaction of the equation (2.27) al one point, thus obtaining equations of the type (2.36).
As a result, an infinite system of homogencous equations s obtained with the structure shown at
Fig. 9. If there is no joint between the middle surface and the web, the unknowns R, disappear.
Successive approximations may be obtained by taking a finite number (n.—= 2 at least) of terms.

In the numerical example the critical value k = 10.02-10° js obtained while according to
Euler’s formula &k = 10.07-10-% ¥ there are the end diaphragms alone, we obtain, according
to [1}, k=2.12-1072 Tt is seen that the intermediate diaphragm causes the influence of the deform-
ability of the cross-section to diminish from 79%; to 0.5%;, its action thus being very advantageous.

The method presented may be used with no essential change for cross-sections of any type
and for buckling of any form, any number of intermediate diaphragms and also in the case where
the deformability of all the walls is taken into consideration.

ZAKEAD MECHANIKY BUDOWLI
POLITECHNIKI GDANSKIR]

Praca zostala zlozona w Redakcfi dwia 13 czerwca 1960 r.
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