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1. Uwagi wstepne

Rozpatrzmy dhugi pret sprezysty o przekroju posiadajacym ksztalt waskiego
prostokata (rys. 1). Jesli obcigzymy go momentami na krawedziach x = -/, wow-
czas of jego przyjmie postaé luku kolowego o promieniu R, jednoczesSniec za§ prze-
kréj prostokatny ulegnie wygigcin poprzecznemu w przeciwnym kierunku, tak ze
powierzchnia pasma przyjmie ksztalt powierzchni siodlowej.

W dalszym ciagu krzywizng osi preta 1/R bedziemy nazywali krétko krzywizna
preta,

W miare wzrostu krzywizny preta zakrzywienie poprzeczne zanika i w koficu
powierzchnia preta przyjmuje ksztalt powierzchni walcowej, przy czym jedynie
w poblizu krawedzi y = 4-b wystgpuja nieznaczne odchylenia. Przekréj poprzeczny,
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Rys. 1

ktéry poczatkowo mial posta¢ tuku kolowego o promieniu R/v (gdzic ¥ oznacza
wspdlczynnik PoISSONA), zwrdconego wypukloscia w kierunku przeciwnym do
kierunku wypuklofei walca (rys. 24), wyprostowujc sie przyjmujac postaé przed-
stawiong na rys. 2bL '

Powyizsze zjawisko zanikania ugiecia poprzecznego w miar¢ wzrostu krzywizny
preta objasnil w spos6b écisty H. LamB, [1]. Rozwazania LAMBA przytacza rowniez
A. E. Lovg, [2], 5. 553. W ostatnich czasach w zwigzku z potrzebami lotnictwa
podjeto powyzsze zagadnienie w szerggu prac.

. D. G. AspweLL, [3), rozwija- wywody LAMBA ujmujac je w nieco inny sposob.
Murray i Nies, [5], W. FLuGer, [6], i Y. C. Fung, [7], rozszeizaja problem na
prety o przekroju innym niz prostokatny, a D. G. AsHwELL, [4], oraz R. L. Bis-
PLINGHOFF, [9], stwierdzaja zgodno$é rozwiazania H, LamBa z dodwiadczeniem.

1 Rysunki 2z I 2b zaczerpnigto z pracy [3], s. 712,
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We wszystkich wymienionych pracach rozpatrzono ugigcie poprzeczne przy zato-
Zeniu, ze krzywizna preta jest stala, czyli ze pret podlega czystemu zginaniu. Jedynie
Y. C. Fung i W. H. WiTTRICK, [8], zwrécili uwage na mozliwo$é zastosowania
rozwigzania LAMBA réwniez w przypadku zmiennoéci promienia krzywizny preta,
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. Rys. 2

ale tylko przy pewnych ograniczeniach, o ktérych mowa bedzie niZej. Z drugiej
strony A. KoGan, [10], stwierdza, Ze przy zmienngj krzywiznie preta dodwiadczenie
wykazuje czgsto znaczne odchylenia od rozwiazania LaMpa.

W pracy niniejszej podano metody wyznaczania ugieé poprzecznych preta o prze-
kroju prostokatnym, ktérego krzywizna zmienia sig w sposéb dowolny w kierunku
diugodci preta. ‘

2. Wyprowadzenie podstawowych réwnan rézniczkowych

Jako punkt wyjécia przyjmijmy réwnania dla duzych ugieé cienkich plyt spre-
Zystych, znane w literaturze pod nazwa réwnafi KARMANA. Zatérzmy, Ze obcig-
Zenie normalne g,, dziatajace na jednostke powierzchni plyty, zalezy wylacznic
od zmiennej x, g, = q,(x); wéwczas w przyjetym ukladzie wspolrzednych (rys. 1)
réwnania te moina wypisa¢ w sposéb nastgpujacy:

O*F &*w  O'F Pw aF Pw

2T — A - - - e
@1 DVIw = a0t 2 o Y o 3 T2 sy axay
v 2w \b otw ot
2.2 s — g | _ 0w B
ey . VI=E [( axay) 5 6y2]

W réwnaniach powyzszych przyjr;to nastgpujace oznaczenia: D = Ef?/12(1—»?)
oznacza sztywno$¢ gietna plyty, E modul sprezystodei, 7 gruboéé plyty, w(x, y°
ugiecie powierzchni §rodkowej plyty, F(x, y) funkcje naprezen oraz

o ik ot

4 . Y .
v oxt +2 + gyt .
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Napiecia dzialajace w powierzchni §rodkowej plyty wyrazaja sig za pomoca
funkcji naprezen:
aF *F >F
2.3) szwa y:W,, = *m‘;—

Zadaniem naszym jest wyznaczenie powierzchni ugigcia w(x, y), spelniaiacej
réwnania rozniczkowe (2.1) i (2.2) przy danym obcigZenin ¢,(x), przy czym — po-
niewaz krawedzie dlugie pasma y — 4-b sa wolne od obcigZen — poszukiwana
funkcja powinna spelniaé nastgpujgce warunki brzegowe: przy y = +b

5 w 62w asw Pw 2F 0*F
(2.4) — ey =0, +( —¥) 2 axray =0, E_o, Ty

Rozwigzanie uzyskamy w dwdch etapach. W pierwszym przyjmujemy, ze plyta
pod wplywem obcigzenia zewngtrznego g¢,(x) odkszialca si¢ przechodzac w po-
wierzchnie walcowa, przy czym nie pojawiaja sie oczywifcic Zadne napigcia
‘blonowe; w drugim etapie nastgpuje nieznaczne? odchylenie ugigtej powierzchni
od powierzchni walcowej, tak aby spetni¢ warunki brzegowe (2.4). Tym odchyle-
niom towarzysza nhieznaczne napigeia blonowe wyrajone za pomocy funkcji
naprezen F(x,y).

Thimaczge powyisze na jezyk matematyczny przyjmujemy, ze

@.5) w(x, 3) = mE@+Fwalx, ),
przy czym
(2.6) M 21

t

oraz odpowiednio

@7 | FG, ) = B Fa(y) = Bx).
Podstawiajge '(2.5) i (2.7) do (2.1} 1 (2.2) otrzymujemy

‘ d*wy
‘(2.8) D dx‘L = Gy (x)s

(
I

62F(d2w1 am) O2F 2w, PF 2w,
@9 3

4 ==
DV, 2\ dx? ox? oxt 9yt +2 oxdy oxdy’

2wy, \* [ d2w w \62w
iF oo E, . 2 . 1 2 2
v [ Z ) G o) !

Biorac pod uwage zalozenie (2.6), zgodnie z ktorym powierzchnia ugigeia odchyla
sie nieznacznie od powierzchni walcowej, oraz uwzgledniajac to, Ze towarzyszgce
owym odchyleniom naprezenia blonowe okre§lone funkcja F sg rowniez nieznaczne,

2 Nizej uzasadnimy dopuszczalnoéé zatoienia «nieznacznychy odchylehi powierzchni ugigcia
od powierzchni walcowed. -
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mozemy pomingé wyrazy podkreflone jako male wyzszego rzedu, po czym otrzy-
mujemy zamiast nieliniowych réwnan (2.9) nastepujacy uklad réwnan liniowych:

1 &F
4 e
Dy Wy == R(x) ayﬂ »
(2.10) ViF — Et o &wy
R(x) 8y
W réwnaniach (2.10) oznaczono ghéwna czes$é krzywizny preta przez 1/R,
1 2w
2.11 , _—
@11 R dx?

Zgodnie z zalozeniem (2.5) oraz z raleinodciami (2.4) i (2.11) funkcje w, oraz F
powinny speiniaé nastepujace warunki brzegowe: przy y = 3-b

Pw, | Ow » 8 F
2.12 2 2 i
212 3 TV o R(x)’ e O
o3 w2 o o ar N
Ry ax26 * Bxdy 0.

Dla uproszczenia dalszych wywodéw wprowadzimy bezwymiarowe funkcje oraz
zmienne niezaleine:

_ _J wz(x,y) _Fxp)
2.13) a= g B=4 tef)= s Do, =p
Podstawiajac nowe zmienne do réwnan (2 10) otrzymamy
V%‘Jr s 12(1_v2) %;Z =0,
(2.14)
vig— L 06
R ag :
gdzie :
' F P &
2.15 L= ' e
215 Vi e T gaa T

Korzystajac z symetrii powyZszych réwnat pomnézmy drugie z nich przez jednostke
urojong #, po czym odejmijmy je stronami od réwnania pierwszego. W rezultacie
wprowadzajgc nows funkcije & -zespolong zmiennych a i 3 wedlug wzoru

- (2.16) . Via, ) =V, (o, B)+iVi(a, ﬁ)mcifz A ]/12(1w112)@

olrzymamy zamiast ukladu réwnan (2.14) réwnowazne im jedno réwnanie réznicz-
kowe .

R, &V
2.17 Ay ok 0 O
2.17) | ViV ik Ra) 0,
gdzie
4_52
2.18 2 _ a7
(2.13) | k=130 "")an
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We wzorze (2.16) V, i V; oznaczaja odpowiednio czgsci rzeczywistg i urojona po-
szukiwanej funkeji ¥(e, ), za§ R, pewna stala warto§¢ promienia krzywizny preta
RU — .R(ao)a

Warunki brzegowe (2.12) w nowych oznaczeniach przyjmg postac: przy f—= &1

[ &V, ey P k2 Ry
ap® fa® 1/3(1—»%) R(@)’
>V,
219 y 75 T a 26[3 =0,
av, &V _
de2 7 Badf

.

Czytelnik znajacy tzw. techniczna teori¢ powlok sprezystych stwierdzi, ze pod-
stawowe réwnanie rézniczkowe (2.17) jest w istocie réwnaniem malych ugieé powtoki
walcowej o zmiennym promieniu krzywizny.

Zgodno$é ta nie jest bynajmniej przypadkowa. Zanim przejdziemy do omowienia
metod rozwigzania réwnania (2.17) wyprowadzimy je zupehnie inna droga, uwypukla- -
jac zwiazek migdzy duzymi ugigciami plyt i malymi ugieciami powlok oraz uza-
sadniajac w znacznej mierze stusznod¢ zatozenia (2.6).

3. Wyprowadzenie réwnan roiniczkowych (2.14) inmg metoda

Zalézmy, ze dluga, gietks, ale nierozciagliwa plyig o stalym przekroju prosto-
katnym zgieto nadajac jej ksztalt walca o danym zmiennym promieniu krzywizny
R = R(a), przy czym linie réwnolegle do bokéw krétkich staly si¢ tworzacymi
walca. Znajdsmy obciazenia brzegowe i powierzchniowe niezbedne dla utrzymania
plyty w tej postaci. W tym celu napiszmy réwnania rownowagi elementu powloki
walcowej oraz zaleznosci migdzy skladowymi stanu napigeia i odksztalcenia.

W ukiadzie krzywoliniowych wspolrzednych bezwymiarowych a = x/b, f = p/p
(rys. 3), réwnania réwnowagi maja nasigpujaca postaé:

x+-%w%m+qu =0,
& 5 +be, =
3.0 \ é\;f %-—%Tﬁbqn =0,
+a—ﬁ—bN =0,
ﬁ =0.
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Miedzy napigeiami i momentami z jednej strony, a odksztalceniami z drugiej
istnieja nastgpujace zwigzki:

-

Et
T = m(aﬂx—f—vsf,), My = D(ry+v,),
J o B e
(3.2) y = T:;}g(sy—f‘vﬁx), M, = D(,+-vu,),
Et
= ma)o, H —_ _D(]._V)To

W wyrazeniach powysszych T,,, N, i M,, oznaczaja odpowiednio napiecia nori
malne, napigeia poprzeczne i momenty gnace, dzialajace na jednostkg dhigoge-
przekroju o = const lub f = const 'w zaleznosci od wskaznika m = x lub m — ¥,

Rys. 3

S 1 H oznaczaja odpowiednio sile tngca i moment skrecajacy, dziatajace na jednostke
diugosei przekroju, ¢,, obciazenia na jednostke powierzchni walca w kierunku linit
@, f# Tub normalnym w zaleznoéci od wskaznika x, ¥ lub n,

Pozostale oznaczenia sg zrozumiale jako powszechnie uzywane, przy czym wskaz-
nik 0 u goéry przy odksztatcenjach &2, £, o' oznacza, ze mowa o odksztalceniach
warstwy srodkowej walca. W przypadku plyty nierozciagliwej (s2 = &) = w? =10),
zgiete] w ksztalcie walca (x, = 1/R, #, = 0, 7 = 0) mamy zgodnie z zaleznofcia-
mi (3.2)

I, =0, T,=0, S§=0,
3.3) D »D

IR O N (O
a po podstawieniu do rdwnand réwnowagi (3.1) otrzymujemy
( 1 1 oM, D a1
& =g M= g aa':?ﬁa(f)=
(34) 1 4 =0, |

H=20,

1 8N, 1 M, D 62(1)

BT e TB e T B IE\R
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Stwierdzamy wige, ze plyte moZna utrzymaé w postaci walca o danym promienin
krzywizny R{o), jezeli obciazymy ja zgodnie z rownaniami (3.3) 1 (3.4), mianowicie:

(a) wzdhuz krawedzi krétkich ¢ = 4-//b momentami gnacymi M, = D/R(1-1/p);

(b) wzdtuz krawedzi diugich # = -1 momentami gnacymi M, = »D/R(a);

{c) obcigZeniem powierzchniowym, ktorego skiadowe okreslone sa wyrazenia-
mi (3.4).

Zauwazmy, ze wydluZzenia zewngtrznych warstw pasma (z = -|-1/2) wskutek
zginania wynosza
i muszg lezeé w granicach odksztalcei sprezystych materiatu pasma.

By g, <€ 1

g, = +

odksztalcenia te sa, jak wiadomo, znacznie mmniejsze od jednoéci, a wiec stosunck
grubosci §cianki do promienia krzywizny walca musi by¢ bardzo matym wlamkiem,

(3.5) R <1,

Przypusémy, Zc¢ plyte obcigiono zardwno silami powierzchniowymi wedhug
(3.4), jak rowniez momentami brzegowymi M, wrzdtuz krawedzi krotkich (por.
wyze] p. a), jednakie krawedzie diugie §f = 41 pozostawiono bez jakichkolwick
obcigzen. Oczywiscie tak obciazona plyta nie bedzie miata ksztaltu powierzchni
walcowej, jednakie zalozenie, Ze ksztalt jej bedzie tylko nieznacznie odbiegal od
ksztattu walca, bedzie naturalne. Zadaniem naszym jest wyznaczenie tego odchy-
lenia od postaci walcowe] przy zatoZenin, Ze jest ono nieznagzne,

Powyisze zagadnienie mozna réwniez sformulowaé inaczej. Przypusémy, ze
plyte obciazono $cisle wedlug wymagan sformulowanych wyzej w punktach a, bic
otrzymujac w ten sposob walec. Nastgpnie powloke walcowa o danym promieniu
~ krzywizny obciazono wzdiuz krawedzi zakrzywionych £ = 41 momentami brzego-

wymi M, = —»D/R (rys. 3). Nalezy wyznaczy$ ugiccia powierzchni §rodkowe] walca
pod wplywem danego cbciaZenia brzegowego przy zatoeniu, 7e sq one nieznaczne.

Musimy przy tym oczywiScie odrzucié zaloZenie nierozciagliwosci powloki,
w przeciwnym bowiem przypadku réwnowaga bylaby niemozliwa.

W rezultacie zagadnienie nieliniowe {badanie duzych ugieé plyty) sprowadzono
do stosunkowo prostego problemu z dziedziny liniowej teorii powlek walcowych
o zmiennej krzywiZnie, obciagZonych momentami brzegowymi.

Wobec tegd, ze dana powloka jest bardzo diuga w kierunku zmiennej @, mozna
traktowa¢ ja jako powloke o malym wzniosie {powloke plaska) i skorzysta z od-
powiednich uproszezenn klasycznej teorii powlok’ KIRCHHOFFA-LOVE'A,

Tak wiec w pierwszym réwnaniu réwnowagi (3.1) pomijamy napiecie poprzeczne.
N,, w wyniku czego dwa pierwsze réwnania rownowagl przyjmuja postaé (przy
G = 4y = 0)

T, B as | aT,
(3.6) +—p’ T
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i beda spelione tozsamodciowo, jeSli wprowadzimy funkcje naprezef:

- T, _#e T, 20 5 o0
) : Et  8pr’ Er  da*’ Et  dadp

Dalej, upraszezajac znane zwigzki miedzy odksztalceniami 1 przemieszezeniami

[ Law_ o(u) 1 0w
Tk e ' da\RJ ™ B 0a®’
1 &*w
3.8) 3 %yzwﬁﬁiﬁz’
=l O 1 ou 1 Fw
| B adf bR P B oadf’

otrzymamy po uwzglednienin (3.2):

-

Pw o%w
MF‘?(—&? ”EEZ“)’
D [ &*w o*w
62 | My—‘za"(”aﬁ—a*“ao@)’
D a*w
L H;—mbz(lwv)w—__-aaaﬁ.

Eliminujac napigcia poprzeczne N, i N, z trzech ostainich réwnah réwnowagi
(3.1) oraz biorac pod uwage réwnanie (3.7) i uwzgledniajac, ze nie dziala 7adne’
obcigienie powierzchniowe, otrzymamy nastgpujacy zwigzek’

62M,, BH | M, BEt 00
2 "% 3a aﬁ+ g2 R apE

ktéry po podstawieniu zaleznosci (3.9) i wprowadzeniu bezwymiarowego ugiecia
{ = w/t da nam pierwsze podstawowe rownanie rozniczkowe (2.14):

=0,

Viet

" pa—nZ2 6ﬁ2 = 0.

Dla wyznaczenia drugiego zwiazku migdzy funkcjami ¢ i @ skorzystamy z réwnai
nierozdzielnoci

Rt3

;
Oy, 1 fow® 06
a ﬁ*ﬂ%*%*ﬂ
ey, 6';
[i(@s,, lamﬂ)+i(asx 1 amO)]zo
] F) 2 B B\ 2 da
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Drugie réwnanie (3.10} jest spelnione toZzsamoféciowo. Pierwsze jest rowniez
spelnione tozsamosciowo, jesli pominaé w nim dwa ostatnie sktadniki z matym
mnoznikiem 1/R podobnie jak uprosciliSmy wyzej pierwsze rdwnanie réwnowagi (3.1).
Trzecie natomiast po przeksztatceniu go na podstawie wzoréw (3.8), 321 37N
da ostatecznie poszukiwany zwiazek w postaci drugiego podstawowego rdwnania
rozniczkowego (2.14);

t L
. R &
Co sig tyczy warunkéw brzegowych, to zgodnie z powysszymi wywodami krawedzie
f = -k1 obcigzone sa momentami brzegowymi My, = —vD|R, a wigc przy f = -1
powinno byé

4

0.

0% lill vh? D

3. W TR "
' &L #*r PP
T 5w = O

Poréwnujac réwnania (3.11) z (2.12) stwierdzamy catkowity zgodnoéé wynikéw
obu wywoddow.

W rezultacie wige odrzucajac male wyzszego rzedu bads tez badajac raz plyte
nierozciagliwa, a nastgpnie powloke rozeiagliwa, dekonalifmy linearyzacii nie-
liniowego zagadnienia dla duzych ugieé dhugiego pasma, na ktére dziala dowolne
obcigzenie ¢,(x) i ktérego dwi¢ krawedzie dlugic y = L& sa catkowicie swobodne.

4. Mefody rozwigzywania réwnan (2.14) lub 217

A. Przypadek szezegdlny R(o) = R, = const. W tym szezegdlnym przypadku roz-
patrzonym przez LAMBA oraz w szeregu prac cytowanych na wstepie mozna z lat-
woscig uzyskad rozwiazanie w postaci skoniczone;. Poniewaz nalezy spetni¢ warunki
brzegowe wylacznie wzdhuz krawedzi § = --1 oraz poniewaz krzywizna nie zalezy
od zmiennej a, przeto moina zalozyé, ze funkcje poszukiwane réwniez nie za-
lefa od «a,

(4.1y ' C=4p, D=90).
Podstawiajac (4.1) do (2.14) otrzymujemy

LS. S S
Z. drugiego rownania (4.2) mamy
43 TP _ L cac
( . ) dﬁ2 - Rt) ) 1 2]8'

Stata C, musi znikaé wobec symetrii ugi¢¢ { wzglgdem zmiennej f. Stalg C; wyzna-
czamy z warunku réwnowagi:

1
T.dB =0,
[
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Podstawiajac pod znak calki wyrazenie (4.3) przy uwzglgdnieniu (3.7) otrzymamy
i
[4
26, = — = _[ rdf.
Jezeli ugiecie ¢ liczyé bedziemy od linii przechodzacej przez $rodek clezkosci

krzywej £(B) (rys. 2a); to cafka powyzsza bedzie réwna zeru i ostatecznie otrzymamy
na podstawic (4.3)

d*@ !
4 e — .
(4.4) (L
Po podstawieniu do pierwszego rownania (4.2) znajdziemy
di
5 — =0,
(4.5) T +4kt =0

Z warunkéw brzegowych (3.11) dwa spelnione sa tozsamoéciowo wobec zalozen
(4.1), dwa pozostale za§ przyjmuia nastepujaca postal: przy = =1
d*i k? d*
(46) e = Y e, — =0,
ap* V30— ap®
Latwo sprawdzié, Ze calka réwnania (4.5) speiniajaca warunki (4.6) jest funkcja
{parzysta)
4.7 ¢ = C; chkp coskf+C, shkf sinkf,
gdzie
c — ¥ shk cosk—chk sink
e V30— sh2k-- sin2k
. — 9 shk cosk-+chk sink
2 l/3 1—?) sh2k- sin2k

(4.8)

Zauwazmy, z¢ w danym praypadku, gdy krzywizna jest stala, rownania (4.2) sa r6W-
naniami $cistymi w ramach teorii KARMANA dla duzych ugieé plyty. Otrzymujemy
je z réwnaf (2.9) bez pominiecia jakichkolwick skladnikéw. Wobec powyzszego
analiza rozwigzania (4.7) pozwoli zorientowac sig, o ile zalozenie (2.6) bylo sluszne.

Przy malych wartosciach parametru &
4.9 k<1
otrzymujemy z réwnania (4.5)
{ = CHCof+Cuf*+ G5
Jesli pominaé nieistotng stala C,, to wobec parzystosei funkcji £, znajdziemy
{= Csﬂz-
Z czterech warunkéw brzegowych (3.11) trzy ostatnie spelnione sa tozsamosciowo,

a pierwszy daje
»b?
2R,¢

{= £,
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czyli zgodnie z (2.13)

2

(4.10) Wy = TR;

Wynik ten jest znany z elementarnej teotii zginania preta.
Ugiccia poprzeczne okrestone wzorem (4.10) sa bardzo male, gdyz wobec zato-

zenia (4.9)
Wy vh*

Y
—_— ax = B K* .
/ 2R0 s 2R e R YT

Przy bardzo duzych wartodciach parametru k:
4.11) kel
mozna przyjaé |

sh k ~ chkm%e",

sh 2k—+sin 2k = sh 2k &~ %eg"

i w rezuliacie wzory (4.8) przyjmuja nastgpujaca postac:

= SN S {cos k—sin k),
V 3(1—4%

s

YT ="y

(4.12)
.e* (cos k-+sin k).

7 warunku (4.11) wynika, ze state calkowania sg bardzo malymi liczbami, a zatem
zgodnie z (4.7) najwickszych ugieé nalezy sig spodziewaé tam, gdzie ch kf i sh k8
osiagaja najwicksze wartodci, tj.-w poblizu krawedzi § = +1.

Gdy B~ 1, to jak wynika z (4.11) mozna przyjaé

chkf a~ shkf ~ —;ue"ﬁ

i wtedy funkcja (4.7) przy uwzglednieniu (4.12) ma postaé:

_ Y kaep 8y
21 /S‘(T;ﬁje [cosk(l—pB)y—sink(1—FA)].

Wprowadzajac nowa zmienna niezaie;’znq

(4.13) fr=1-0,
otrzymujemy przy k > 1 '

A4 — —kB, — g1 .
(.19 | 2]/3(1_1’2)3 (coskp —sinkp,)
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Stwierdzamy wigc, Zze W tym przypadku odchylenia od powierzchni walcowej
maja charakter efektu wybitnic brzegowego i zanikaja szybko w miare wzrostu
zmiennej B, tj. w miar¢ oddalania si¢ od swobodnych krawedzi f; =0, Na tym
whasnie polega zjawisko «wyprostowywania sig» pasma, o czym wspomniano we
wstepie (rys. 2b). Najwigksze odchylenie wystepujace wzdiuz krawedzi wynosi

Wy P P
e T saem
A zatem w omawianym przypadku stalej krzywizny osi preta odchylenia powierzchni
ugie¢ od powierzchni walcowej sg istotnie nieznaczne i zatozenie (2.6) jest sluszne.

B. Parametr & 31, promien krzywizny zmienny. Cafkowanie asymptotyczne. Wyiej
przytoczone rozwazania o efekcie brzegowym w przypadku, gdy parametr k jest duzy,
nie sa czym§ nowym, je§li zauwazymy, ze omawiane zagadnienie sprowadza sig do
badania odksztalcefi powloki walcowej, obcigzonej momentami wzdinz krawedzi
zakrzywionych. Wiadomo bowiem, Ze tego rodzaju efekt brzegowy jest charaktery-
styczny dla wszelkich cienkoéciennych powtok sprezystych o nieujemnej krzywiznie
GAuUssa, o ile tylko krawedzie obcigzone nie s liniami asymptotycznymi powierzehni
grodkowej powloki. Zjawisko to omawiane juz przez LOVE'A, [2], zostalo ostatnio
szezegdlowo zbadane przez A. L. GOLDIENWIRIZIERA, [11]. Autor ten uzasadnil
réwnicz i zbadat doldadno$é asymptotycznej metody catkowania roéwnafi réiniczko-
wych teorfi powlok o zerowej krzywiznie Gaussa.

Postgpujac zgodnie z metodg GOLDIENWIEIZIERA szukamy przy k> 1 roz-
wiazania réwnania (2.17) w postaci nastgpumcego szeregu asymptotycznego:

V1(‘1J ﬁ) Vala, B) + .. ]

(4.15)  V(a,f, k)= V=h lV (a, F)+ px

przy czym funkcje f(a, f) oraz V,(a, ) nie zaleza od parametru k. Podstawiajge
szereg (4.15) do réwnania (2.17) i zachowujac wylgcznie wyrazy przy na]wyzsze]
potgdze parametru kb otrzymujemy

) ) Bf 4 af 6f f R af
(4.16) k*¥y(a, pyekri= b [(6&) +2( )( ﬁ) +(a,3)+2 R()(Bﬁ)] 0

Dla wyznaczenia funkcjt f(z, f) zauwazmy, ze po pierwsze interesuje nas jej postaé
przede wszystkim w poblizu krawedzi swobodnej f =1 (lub § = —1), bowiem
w miarg oddalania sie od tej krawedzi funkcja ¥{a, f) szybko daiy do zera; po
drugi z zatozenia funkcja V zmienia sig znacznie szybciej w kierunku zmiennej f
anizeli w kierunku «. Nadajac powyzszym postulatom formg matematyczng
mozemy napisat: po pierwsze ‘

@17 f@p = [af] = 1+[f'321] -0 . [6f] @,

] i 21 ap
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po drugie
of
{4.18) [%@E]ﬂ

a
= [6/3]
Z zaleZnodci (4.18) i (4.16) wynika:

¥l .
[a_ﬁ]p = &= ]/R(a)

Interesuje nas wylacznie znak uwjemny; oirzymujemy wige po uwzglednieniu (4.17)

419 Sle, f)~ —(1-1) R()

Podstawiajac (4.19) do szeregu (4.15), w ktérym zachowujemy tylko jeden wyraz,
oraz rozdzielajac czgs¢ rzeczywista od czefei urcjonej, nastepnie okreflajac funkcje
Vola, §) tak, aby spelni¢ (w przyblizeniu) warunki brzegowe (2.19), oirzymujemy

(4.20) V,={0= ?]/g(l_vﬂ) - e~} (Cosk, B,— sink, B,),
gdzie

— RO .
4.21) k= kl/ RO

Zmienng f, okreflono za pomocy wzoru (4.13).

Poréwnujac (4.20) z (4.14) stwierdzamy, 7¢ mimo zmiennoéci promienia krzywizny
otrzymano identyczne rozwigzanie z tg tylko rdinica, e zamiast statej & figurujacej
w (4.14) wystepuje obecnie zmienna k,(a). Tego rezultatn mozna bylo oczekiwaé,
gdyz przyjecie zatozen (4.16) 1 (4.18) jest w istocie réwnowaine pominieciu pocho-
dnych funkeji Via, ) wzgledem ‘a wobec jej pochodnych wzgledem f, 4. réwno-
wazne zalozeniu

v _av
(4.22) P < ok
Fung i WITTRICK przyjmujac zalozenie (4.22) uzyskali rownieZz w wymienionej
na wstepie pracy [8] rozwigzanie (4.20), jednakZe przeprowadzajac calkowanie
w sposdb opisany wyzej vmozlwiamy analize dokladnoéci otrzymanego rozwig-
zania i w razie konicczno$ci mozemy podwyzszyé jego dokladnodé, obhcza]acc
dalsze wyrazy szeregdbw (4.15) i (4.17) (por. [12]).

Zalozenie szybkiej zmiennosci nieznanej funkcit Vi, §) w kieranku zmiennej ﬂ
przy duzych wartociach parametru & jest dopuszezalne tylko w przypadku, gdy
krzywizna 1/R(w) zmienia si¢ znacznie wolnigj niz funkcja ¥(), co'jednak nie zawsze .
ma miejsce. W miare wzrostn predkodei wzrastania funkeji 1/R(z) w kierunku e
zanika efekt brzegowy, ktorego cecha charakterystycznq jest szybka zmiennoéé
funkcji w jednym kierunku,
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Zajmijmy sie nicco szczegélowiej przypadkiem, gdy k 5 1, jednakze krzywizna
1/R zmienia sig prawic tak szybko jak funkcja ¥(e, ) w kierunku zmiennej £,
co oznacza, 7¢ przy roinmiczkowaniu wzrasta ona prawie k-krotnie.

W tym przypadku mozna funkcje 1/R przedstawi¢ na przyklad w takiej postaci:

o
Ra ~ R’

1
R(@) — Ry(l-+c)

jesi  a <0,
(4.23)

(Idce ™), jedli a >0,

gdzie ¢ jest staly dowolng, a A jest stdly rzedu jednosci.
Rozwiazania réwnania (2.17) mozna obecnie szukaé w postacl szeregu

42 Vi, §) = Ve Vi) e M VB e i

Podstawiajac (4.23) i (4.24) do réwnania (2.17) i przyréwnujac wyraZenia przy
jednakowym wykladniku otrzymujemy szereg réwnan rézniczkowych liniowych
ze stalymi wspSlezynnikami:

&V, | U BT
T iye ap

v,
dpt

(4.25)
k2 c d,.
+2|:(n2k)2+1 ] dﬁz Lt (mAAV, = —i2kR—— Tie pr 1

(n=1,2,3,...)

Rozwiqzaﬁje tego ukladu nie nastrecza zasadniczych trudnodci, ale jest dosé zmudne.

C. Parametr & maly. Metoda kolejnych przyblizei. Zgodnie 7z nieréwnodcia (3.5)
stosunek #/R, jest wieclkoscig bardzo mata, nasuwa si¢ wigc my$l przedstawienia
obu poszukiwanych funkcii w' postaci szeregdw potggowych wzgledem matego
parametru #/R, jak to ostatnio zaproponowai A.A. Nazarow, [13], przy rozwia-
zywaniu réwnaf rézniczkowych teorii powlok o malym wzaiosie.

Dla zilostrowania tej metody rozwiazania wygodniej bedzie przyjaé za punkt
wyjécia réwnania (2.14), przy czym przepiszemy je w nastgpujacej postaci:

v

5
VL = — Ag(@) 4
(4.26) N
VP — @) - G
gdzie
BE
X A==
.27 D glo) = R()
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Szukamy rozwigzania w postaci szeregébw potegowych

t t\
= EoﬂLRCl‘l’(—) Cz"r

(4.28)
D == Pyt — ¢+( )@+

Podstawiajac szeregi (4.28) do réwnan (4.26) i przyréwnujac wyrazy przy jednako-
wych potggach parametiru otrzymamy szereg réwnaf biharmonicznych:
( Vi, =0, V4@o =0,

bS] &%,
v~ @Rt Vo=@

(4.29)

Vi, = Ag( ) (3521 E V4@ g( ) 6521 s

.

Warunki brzegowe (3.11) przyjmujg nastgpujaca postac: przy =+ 1

3 & 5 Co . v Pors Plurr

- a1 Y3 Hel),  —gp Ve T %,

{4.30)
Py *n 2D, P, _
6138+(2 v)azaﬁ D AR =0, ﬁaaﬁiﬁo (n=0,1,2,...).

Réwnania r6zniczkowe okredlajace funkcje @, oraz odpowiednie warunki brzegowe
sa jednorodne, a zatem mozZna przyjaé

¢0=0.

Rozamujac podobnie stwierdzamy, ze wszystkie funkcje £ z nieparzystymi wskaz-
nikami oraz funkcije @ z parzystymi znikajg:

By By =By = ... P,, =0,
{y =8y =G = ... lapta = 0.

W rezultacie wigc zamiast (4.28) otrzymujemy nastepujace szeregi:

£o, ﬁ)—én(a,ﬂ)Jr( ) Calets )+ - ( ) Canlt, ) -
(.31

B(a, ) — m[aﬁl(a ﬁ)+( ) 3<a,ﬁ)+---(R—O)m@z,.ﬂ(a,m ]

W celu zbadania zbieznosci powyzszych szeregéw najlepiej zastosowaé powyZsza
metode do rozwigzywania réwnaf, ktdrych §cisle rozwiazanie jest znane, a wigc np.
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do przypadku stalej krzywizny R = R, == const. W tym przypadku mozna réw-
nania (4.26) w postaci nastepujacej:

4Lt o
_ B R, df®’
(4.32)

&Pt &

dg* R, dp*’

Szukamy rozwigzania w postaci szeregow (4.31), przy czym oczywiscie ¢, 1 @, sa
funkcjami wytacznie zmiennej §.

Podstawiajac (4.31) do (4.32) i przyréwnujac wyrazy przy jednakowych potegach
parametru #/R, otrzymujemy

[ & 2D, _ &
dgs = gt~ 4p’
d*, dzdil &b, &,
P _ A0 4B,

| dpt - dp? ? dpt dﬁz -

‘Rozwigzujac uklad powyiszy z uwzglednieniem warunkéw brzegowych (4.30)
znajdujemy

vk* 5 2 _fﬁ' B° .
(*39 s vz)[ 24 (ﬁ B +15) ]

Okazuje si¢ wige, Ze w istocie mamy rozwiniecie funkeji wedlug parametrn k. Obli-
czenia wykazuja, 7e calkowanie ukladu réwnan (4. 29) jest bardzo klopotliwe przy
konieczno$ci zachowania duzej ilogci wyrazéw w szeregach (4.31), totez metoda ta,
aczkolwiek moze byé zawsze poprawna, jest jednak efektywna wylacznie przy
szybkiej zbieznosci uzytych szeregdw, a wiec przy malych wartoéciach parametru k.

D. Parametr & dowolny. Rozklad - szereg trygonometryemmy, Nic ograniczajqd ogols
nofci rozwazaf zalézmy, ze krzywizna 1/R jest funkcja parzysta zmiennej o, tak
ze moina ja rozlozyé w szereg kosinusc’)w

(435 - 1 Z 1 cos npa,
R R n=0 n
gdzie

b
43 e,
(4.36) _ =5

Calki réwnania (2.17) szokamy réwniez w postaci szeregu kosinuséw

(4.37) ' V= ‘S’ V() cos npa,
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w ktérym funkcje zespolone V,(f) zaleZa wylacznie od zmiennej §°. Zauwazmy przy
sposobnosci, ze przy odpowiednim doborze stalych catkowania w calce wy(x),
spelniajacej réwnanie rézniczkowe (2.8), rozwigzanie réwnania (2.17) w postaci (4.37)
odpowiada oparciu krawedzi krétkich plyty (¢ = + I/b) o przepony sztywne w swojej
plaszezyznie, a idealnie gietkic w kierunku prostopadlym, tzn. spelnia nastgpujace
warunki btzegowe: przy o= 4+ Ifb

(4.38) M,=0, T,=0 w=w({@+wy(e,f)=0 r=0
Podstawiajac szeregi (4.35) i (4.37) do réwnania (2.17) i przyréwnujac wyrazy
stojace przy kosinusach jednakowych katow, otrzymamy nieskoficzony uklad
réwnafi roiniczkowych liniowych, zwyczajnych, ze stalymi wspdlezynnikami:

e '
ot et Gri Bt )
AN B
< +(%;+ )%,Z”- ) o
dd; —2(p i) dﬁ; (VL 20kt {11 dd;;+2[( R
L +4:;.) ddﬁf']}—o G=1,23,..).

Stosujac w prakiyce powyisza metode zachowujemy kilka pierwszych wyrazow
szeregu (4.37) np. do wskaznika »n = m. Wéwcezas uklad (4.39) bedzie si¢ skladat
z (m-+1) réwnan rézmiczkowych rzgdu 4(m--1). Uklad taki moZna rozwiazaé
stosujac znane metody teorili réwnad lniowych ze stalymi wspdlczynnikami.

Dla okrelenia 8(m--1) rzeczywistych stalych catkowania nalezy spetni¢ 8(m--1)
warunkéw brzegowych po 4(m-+1) warunkéw na kaizdej krawedzi zakrzywionej
B = + 1. Zgodnie z (2.19), (4.35) i (4.37) warunki te maja nastgpujaca postaé:
przy f= 1

(@, » R
W rm — o pn ZVm - kz-——g-,
dp® (o) V3= R

d 17”1 2 de .
(4.40) e +Q2—») (pn) B 0,
Va0, =0 =012
.

2 O jle pasmo jest nieskodiczenie diugie, moina Szeregi trygonometryczne zastgpic catkami
FOURIERA. ’ :
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Co sig tyczy szybkofci zbieZnofci w powyZszym procesie, to zalezy ona przede
wszystkim od zbiefnosci danego szeregu trygonometrycznego (4.35).

Obliczenia podobnego typu wykonane przy rozwiazywaniu innych zagadniefi
a przytoczone w ksigzce W.W. Nowozmowa, ([14], s. 225 i dalsze), wykazuia,
ze calkowicie wystarcza zachowanie 3-5 wyrazéw w szeregach (4.35} i (4.37), nawet
przy nader niekorzystnej postaci funkgji krzywizny preta 1/R(a).
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Pesome

O BOJLIHNX MPOTMBAX TOHKON VIIPYTOM ITOJOCEL

B pabore paccmarpuearorca Gomblime Nporudel, MUIHHHON, TOHKOMH, yIOpyroit
IUIECTHHKH, MPAMOYIONGHONY MOMEPEUHOr0 CEUeHHA, HACPYKEHHON MpPOH3BOIL-
HOH HOPMAMEHOK NOBEPXHOCTHOH HArpyaxo#, WaMeRAOMEHCA BAOIL JIUHLL
IUFACTHHKY M IOCTOAHHBIME H3THOAIOU[MMM MOMCHTAMY, IeHCTBYIOIIMME BIOME
KOpPOTKEX CTOpoH. [[IWHHBIC CTOPOMEI IVIACTHHKH — CBOGOIHEL.

3amaua IHHEAPH30BaHA M IPHBEACHA X CHPEISTICHHI0 KOMIDIEKCHOH dyHuiuu
IBYX BCINECTBEHHBIX IEPEMEHHEIX, YIOBJICTROpsION(eit - muneiinomy putepen-
IuaNILHOMY  ypasHenuio (2.17) ¢ nepemensnmu KoodbHITHEHTAMA ¥ COOTBETCTRY-
MM TPaBHYHBIM YCIOBHSIM,

YKasa® DAY METOMOB PEIEHHS YIOMAHYTOTO VPARHEHUHA, IPUYeM 9TH METO/IBI
3AUMCTBOBAHEl M3 JIMHEHHOH TEOPHM TOHKHX, YOPYTHX, IIOJOTHX 000NOUeK.
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Summary

ON LARGE DEFLECTION OF THIN ELASTIC STRIP

This paper deals with large deflections of a long, thin elastic plate of a rectan-
gular cross section, loaded by any lateral forces varying along the length of the
plate and by constant bending moments acting on the short edges. The long
edges of the plate are free,

The problem is linearized, and reduces to the evaluation of a complex function
of real variables that satisfies a Hneary differential equation (2.17) with variable
coefficients, and sunitable boundary conditions.

Some methods of solution of this equation are considered, the methods being
based on the linear theory of thin-walled, elastic, shallow shells,
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