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1. Rozwazaé bedziemy punkt M poddany dzialaniu sity centralnej F, ktorej
kierunek przechodzi stale przez ogniske A paraboli (P), po ktére porusza sig
punkt M (rys. 1).

Niech O hedzie wierzchotkiem paraboli. WykreSlmy okrag przechodzacy przez
punkty OAM. Srodek C tego okregu znajduje si¢ na symetralnej {A) odcinka OA.

Zgodnie z twierdzeniem NeEwTONA punkt C porusza sig po prostej (A} z pred-
koécia stata réwna 3/8 chwilowe] predkodci punkiu M w wierzcholku @ paraboli. '

Dla dowiedzenia fego twierdzenia
rozwaza si¢ réwnanie toru parabolicz- U by
nego P we wspolrzednych biegunowych
odniesionych do bieguna 4 umieszczo-
nego w ognisku paraboli i osi AX
(rys. 1):
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i oblicza sie, Zze predkoséé polowa jest

stala:

prdo

— 2 J— .

Q) Cdi=r*dd= A—cos OF
Przez catkowanie uzyskuje si¢ wyra-

Zenie okreélajace rzedna wierzchotka C

(rys. 1}:
i C

Kwadrat predkoéci, z jaka porusza
~ si¢ punkt M po torze (P), wynosi

o)

2 7
4 Ll 2(2;{ (1—cosf). @)
P Rys. 1
Widac, ze dla 0 ==& jest v, = 2C/p. Stad
3Cc_3
(5) mj? — ?Vﬂ.

Twierdzenie NEWTONA jest wigc udowodnione,
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2. W bardzo interesujacym artykule opublikowanym przez Arnaldo MASOTTIEGO,,
[1}, vogélnia si¢ twicrdzenic NEWTONA przez umieszczenie bieguna sily centralnej
Fw dowolnym punkcie 4, ktéry nie pokrywa si¢ z ogniskiem B toru parabolicznego
(P) punktu M (rys. 2). Wykazuje sie, Ze zawsze istnieja dwa dobrze okre$lone
stale punkty M, i M, o tej wlasnoéci, ze srodek okregn przechodzacego przez punkty
M, M, i M, porusza sig po symetralnej (A1) odcinka M, M, ze stalg predkodeig,
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Rys, 2
Réwnanie biegowe paraboli (P} (rys. 2} i stalo$¢ predkodci polowej pozwalaja
wyprowadzi¢ zwigzek
(6) K—3Ct= 2p®cigd0—6bp ctg?0+3(52+2ap) ctg0 +
+2(p ctg?6—2b ctg 0--20) ]/p2 ctg260—2bp ctgf4-2ap.

Przyjmuje sie oznaczenia
(7 - XotXy=s, X X3=gq,
gdzie X, 1 X3 sq odcietymi punktdéw M, i M,. Piszac rownanie kola przechodzacego
przez punkty M, M, i M, i wykorzystujac réwnanie biegunowe toru () wyprowadza
si¢ wyrazenie okreslajace rzedng srodka C tego kofa:

1

(8 = — { 1 4-ctg? 0} [2p® cig? 0 —
) Z[p ctgﬁw(bJrl)—l—]/p“‘ctg‘ZG—pr,ctgG—l—Zap] ( )[ ?

— dbp ctg -+ 52+ 2ap+2(p ctg O—b) ) p? cig? O —2bp ctg 64 2ap| —
— [p ctgf— b1y p?ctg? 6-2b ctg O+ 2ap ] ctg 0+4-g—12;.
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Identyfikujac wspolczynniki przy réznych potegach ctgf w zwigzkach (6) i (8)
otrzymuje si¢ zwiazek

) 4pn = K—3Ct—A4b(3a1p),

kiéry méwi, Ze C porusza si¢ po symetralnej (4) ze stala predkoscia.
Wspdlrzedne punktéw M, i M, wynosza:

(10) Mz=xa:ib2, po=—3b; My:ixg=2p—3a, y;= —3b.

2p
Yatwo sprawdzié, ze M, znajduje si¢ na para- /%fﬂ.b) )
boli (P), h n-§=35-a)
< N\
1 ¥4 = 2pxy; L oy \BE0E
X
i 7e punkty 4, B i M; (rys. 2) sg wspbl- y"—a i
liniowe: \\
\
a b 1 \
(12 £ 0 1/=0. L1
: \
2p-3a —3b 1 ‘\E
Zachodzi réwnieZ zwigzek 1

_
M(xg=20-3a, y;=—3b)

13) BM, = 3BA. Rys. 3

3, Ponizej bedziemy zajmowaé sic zagadnieniem, ktorym mamy nadzieje, nie
zajmowano si¢ dotychczas. Rezultaty, ktdre osiagniemy, sa prawdopodobnie nowe.
Podstawimy problem okreSlenia krzywych (R) o nastgpujacych wihasnosciach,
Jesli punkt M porusza sig po jednej z krzywych (R) pod dzialaniem sity centralnej
F, ktorej kierunck przechodzi przez dowolny biegun 0, to §rodek C okregu (I')
przechodzacego stale przez ruchomy punkt M i dwa ustalone punkty M, i M, po-
rusza si¢ po symetrycznej (A) odcinka M, M, 7 predkoscia staly (rys. 4). W plasz-
czyinie Tuchu dany jest ukiad wspétrzednych Oxy, gdzie O jest biegunem sity cen-
tralnej F, a o§ Ox jest réwnolegla do odcinka MM, (rys. 4).

Jedli 9 jest rzedng $rodka C' okregu (1) przechodzacego przez punkty M, M,,
M, to

x2+y2~sx+q~lz,
2(y—1)

"=
gdzie
§ = Xg+Xg, G = XNpXy.

Ale x = rcosf 1 y = rsinfl, wiec

_ r*—srcosf g1
(14 = T 3 rsinf—1)
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Aby srodek okregu C poruszat si¢ po prostej (A) z predkoécia staly musi byé
13 —‘;—TZ == const,
Przy stalej predkosei polowej mamy

(16) il — .

8
« {w}

il |

.

Rys. 4

Ze zwigzkéw (14), (15) i (16) otrzymujemy

1 d r*—srcosbt-g—01"
2 di f—r sin® = A = const,

skad, po przyjeciu oznaczenia m = g—I2, wynika

(I7)  (msin0—Is cosO-20r—r? sinﬂ)% = —r(m cosB4Is sin0) 4

4 r2(s-- A)—r* (cos 02 A1 sin6) 4 Ar¢ sin?0).
Przyjmujac ¢(0) = 1/#(0) otrzymamy

(18)  [sin6—2lp+(Is cos8—m sinf) (pz]f;% = A s8in?0— (cosf+247 sin N+
-+ (s A —(m cosfl+Is sinf)g?.
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Roéwnanie rézniczkowe (18) okreSla poszukiwang rodzing krzywych (R). Za-
uwazmy, ze rownanie rézniczkowe (17) jest zupelnie ogdlne w tym sensie, ze nie
naklada ono Zadnych ograniczen na wzajemne poloZenie punktow M,, M, i bie-
guna Q. Wydaje sig, Ze scafkowanie réwnania (18) nie jest moztiwe w przypadka
ogblnym. Zajmiemy sie przypadkiem szczegllnym, gdy I=01i m =10, a wiec
i g = 0, to znaczy przypadkiem, gdy jeden z punktdw statych M, lub M; pokrywa
sic z biegunem O (przypadek NEWTONA).

Réwnanie rézniczkowe (18) w tym przypadku przyjmuje postaé

d . cost 8
(19) d_(g — Asinf—g sinfl te sinf

Roéwnanie (19) jest réwnaniem typu RICCATIEGO i moze by rozwiszane w przy-
padku, gdy znane jest rozwigzanic szczegblne @, tego réwnania. Moze to by¢ jakie-
kolwick rozwigzanie szczegblne spelniajace réwnanie (19) przy stalych 4 i s.

Bedziemy rozwazaé jedynie calke szezegdlna odpowiadajaca przypadkowi newto-
nowskiemu, w ktérym tor punktu jest parabola, to znaczy

' 1—cos0
(20) =
Z (19) i (20} otrzymujemy wartoei statych
3 2

A= 7%

Réwnanie (19) przyjmuje postac
dp 3 . cosf ,p 1

@ &~ 2 g 7 S

Dokonujac zamiany funkcii niewiadomej
@ = L (I—cosf)4-z
P
i przyjmujac 1/z = ¢ otrzymamy z (21)
dp _ 1 P
(22) Fa "siﬁw—l_ 2sinf
Dla scalkowania tego rdwnania rozniczkowego poldéimy
w(0) = p,(B)v:(0)
nakiadajac jednoczesnie warunek
dy, 1
b sm "
Otrzymamy
==, = p{ Kt 4 — !
Y= =7 g'i‘ ERE
gdzie K jest staly catkowania,
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Uwzgledniajac teraz kolejno, ze z = 1/y, = (1/p(l—cosf)}+z i r=1Jp
otrzymamy

1

Pﬁgg‘ﬂ
{23) = H

thg— (1—cost) —l——%(l—k cosf)

czyli rownanie biegunowe poszukiwanych krzywych (R).
Aby przej$¢ do réwnania krzywych (R) we wspohrzednych kartezjanskich wy-
korzystujemy zwiazki
24) x=rcosB, y—rsinf
i otrzymujemy rownania
. p—0
lub

25) (Kz—%) VAKX 43Ky - 2pKy? - 4p K- %(1—4K2)xy+

2
+ L —4K%y+p°Kx = 0.

Przyjmujac K = C/2 mozemy réwnanie (25) przepisaé w postaci
(25.1)  (C*=1)p*+8Cx3 1-6Cxy? - 4Cpy*+-8Cpx2+2p(1 — CB) xy+
' +p(1—C®y+2Cp2x = 0.
Jedna z krzywych (R) jest osia Ox, inne sa krzywymi trzéciego stopnia.
Réwnaniami parametrycznymi tych krzywych przy wyborze parametru w ="
=tg 02 sg

(26) x

2 cwer1 YT PO

_ 2 (=w)(Cw=1) =1y

Postawione zagadnienic zostalo zatem rozwigzane w przypadku szezegbloym,
gdy jeden z punktéw statych M, lub M, pokrywa sig z biegunem sily centralnej F.
Dla rozwiagzania problemu w przypadku ogélnym, gdy polozenia bicguna O
1 punktéw M, i M, sq dowolne, nalezatoby scalkowaé réwnanie rézniczkowe (17)
albo (18).
Dla skonstruowania krzywych (R) przyjmujemy
@n - P = ux.
Roéwnanie (25.1) przejdzie wtedy w réwnanie
(28)  [(C?*-D)uP+6Cu+8C] x2+2p [2Cu2+ (1—CHu-+4C)x+
AP [(1—CHu+2C1 = 0.
Rozwigzujac je wzgledem x, uwzgledniajac (27) i oznaczajac
1—C?
A To R
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czyli dla C >0

2
@9) VTTa — lgg ,
otrzymamy réwnania parametryczne
au+1
X=-p — —
wtaut2+ VitRuy 1+a
(30)
: A au-+t1 .
¢ P ut-out-2-+ ]/lJro@u]/l—H;2
Qbliczamy
S ‘
ffi _, au?-+2u—a-+ %ii; (i +2u24+-1)
) du 2ot 24 V' 1+ a?u) 14wt

|/l—|—oa2
1—o®) 2 —day—24- L -1 2y
. (1—o®u o :l:]/l B u(u—a)

[ du —? [t ant-24 ]/Wu]/@]Z
Przyréwnujemy pochodne dx/die i dy/du do zera i otrzymujemy
(32) | { (it D'+ 2 2w +1) =0,

(o102 [(a2—3)ut+ 8ew®+-8am+4] = 0,
Dla 4 = —1/a uzyskamy

(33)

Jesli € < 0, to zamiast (29) otrzymamy (29.1)

1+C®
2c

i znaki -~ w zwiazkach (30) i (31) nalezy zastapi¢ przez F. Zwigzki (33) przyjma
w tym przypadku postac

1 P 1 2

— Y1+ =

a 2
(34 q i
x(——):(), y(m—):O dla a > 0.
o o

Wspdtrzedne x i y daza do nieskoficzonosci dla wartosei u bedacych pierwiast-
kami réwnania

(35) P —3u—4 = 0.
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Rozwazmy dwie wartodci szezegdlne C,
Dla C =1 otrzymujemy z (28)

y = +(2x+p) ]/ i

. 1 konstruujemy odpowiadajaca krzywa (rys. 5).

fxto). yle)] | [ud)ylerl]
L ¥ oy "
-25,p) X
fo.-otZ-1)
o 3 | Rys. 6

Dia € = 0 réwnanie (28) redukuje sie do
- y(FP—2px—p% =0
otrzymujemy wiec of Ox i parabole.
W przypadku gdy a = 1, dyskusja zwiazkéw (31) prowadzi do wniosku, 7e krzywa
ma asymptote rézng od osi Oy (rys. 6). '

Literatura cytowana w tekécie
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Peswme

HCCIETOBAHME ITEHTPAJILHBIX TBIDKEHIH

B paGoTe jjaerca IPEK/E BCEr0 TEOPEMA KACAIOMAACH UEHTPANBHOrO mapabo-
JHYECKOrO [{BHMKCHAA MATEPHUANBHOM TOUKY, TOTA2 KAX I0JTI0C IEHTPANLHOM CHb]
waxommrca B oxyce napaboisl.

Batem jaercd HOBag mETEpIperammsi o0o0menHoit Teopembl HrroToHa, paspa-
Goromran A. MaccoTi, B cayaae KOrja HONIOC IEHTPANEHOH CHILE HAXOZHTCA
B (oxyce napaGoanl. '

B 3arioueHEse NaeTcH OpHIMHANBHOE peniedHe reopemnl HitoToma, onpeneian
CEMEHCTBO KPHBEIX TPEThCH CTENEHH,, IPE/CTABIAIONIEH TPASKTOPHIO MATCPHAILHOH
TOUKM B IEHTPAIGHOM JByokeHMM. J[I7s0 9THX KPUBBIX CIPABEJIEBA TEOpEMa
HpI0TOHA,, KACAFOIASICS LEHTPABHOI0 Mapafonuueckoro JBIKCHUA.

TTaeTcs HECKONBKO KPHBLIX TPETHCHl CIENEHH 9TOro CeMCHCTBA /A HCKOTOPHIX
SHAYEHAN OTACIBHBIX IAPAMETPOB.

Résumé

ETUDE DES MOUVEMENTS CENTRAUX

Dans ce travail on énonce premidrement fe théoreme de NEWTON relatif au mou-
vement central parabolique du point materiel quand le pole de la force centrale
se trouve dans le foyer de la parabole.!

Puis ’on donne une nouvelle démonstration a Fextension donnée par A. MASsOTI
au théoreme de NEWTON pour le cas ou le pdle de la force centrale ne se trouve plus
dans le foyer de la parabole.

On donpe, enfin, un extension originale au théoréme de Newton trouvant une
ctasse de courbes du troisidéme degré représentant les trajectoires du point matériel
en mouvement central pour lesquelles est valable le théoreme de NEwTON relatif
au mouvement central parabolique.

On représente quelques unes des courbes du troisitme degré de cette classe pour
quelques valeurs particulidres du paramétre C. y
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