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Niniejsza publikacja jest dalszym ciagiem pracy[7]. W wymienionej pracy podane
sa rozwigzania, ktdére przedstawione sa za pomocg szeregdw pojedynczych i po-
dwdjnych. Te ostatnie, szczegdlnie w przypadku warstw powierzchniowych plyty
i matych czasdw, sa wolno zbiezne. W takich przypadkach ogrzania, jakie sa roz-
wazane w wymieniongj pracy, szczegdlnie interesujgce sa pierwsze sekundy po przy-
fozeniu Zrodia ciepla, W tych pierwszych sekundach napresenia w warstwach po-
wierzchniowych sa najwicksze. Wraz z uplywem czasu naprefenia maleja i daza
do stanu ustalonego, a dwie ze skladowych — mianowicie skladowa normalna o,
i sktadowa styczna o,,— daZa do zera. W pierwszych sekundach procesu nagrze-
wania, kiedy wladnie zmiany naprezedt w warstwach powierzchniowych sa naj-
bardrziej interesujace, sumowanie szeregdw ze wzgledu na wolng ich zbieznoéé
jest bardzo klopotliwe,

W pracy ninicjszej podane sa wzory asymptotyczne, ktére z praktycznie wy-
starczajaca dokladnodcia pozwalajg opisaé przebieg zmian naprezen w warstwach
powierzchniowych w pierwszych sekundach procesu nagrzewania. Obliczenia
numeryczne sa bez poréwnania prostsze niz w przypadku wzoréw podanych w wy-
mienionej pracy. Podobnie jak poprzednio warunki mechaniczne na powierzehniach
z =+ h beda spelnione dokladnie, a na powierzchni » = & w sposéb catkowy.

Wykaz wazniejszych oznaczen nie objasnionych w tekécie

X

2 ot .
erf (x) =-——= f e * dx— funkcja blgdu Gaussa,
=

oo

2 . '
erfc (x) == ]7;‘ f e 7 dx —funkcja bledu Gaussa,

x

00

ierfe (x) = f erfe (§) dé = 1/% e —xerfe(x),

2erfc(x) = fierfc & dé = % [exfe (%) — 2x f erfe(x)],
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=t  —gsymbol transformacji odwrotnej,

J,(x) — funkcja Brssera pierwszego rodzaju, rzedu n,
7(x) — funkcja HEAVISIDE'A,

1. Pole temperatury

Przppadek 1a. Ograniczymy si¢ jedynie do przypadkéw 7 == 0, poniewaz wtedy
szeregi sa najwolniej zbiezne. Oprdcz tego z rozwiazania dla v = 0 poslugujac
sie catka DUHAMELA mozna otrzymaé praktycznie kazda charakterystyke ogrzania.

Rozwiazanie rownania przewodnictwa

ap AL or Lo, em,
ot at v or o

oprocz warunku poczatkowego
(.2 T(r, z,0) =0,
musi spelniaé warunki brzegowe

T(r, +h, &) =fr), jeSh 0 <r <4,
(1.3 T(r, L:th, £) = 0, jeShi a < r < b,

T,z 1) =0,
gdzie 2a jest §rednicy kota, na ktérym przylozone jest Zzrodio ciepta okreglone funkcja
fr), a 2b oznacza Srednicg plyty.

Po zastosowaniu transformacji LAPLACE'A, okrelonej catka T = f Te ™ dt,
0
réwnanie (1.1) przyjmuje postad

aTL IGTL 6TL 2 2k£
(L4 Py L P g0 =L,

a warunki brzegowe (1.3) po przetransformowaniu wyrazaja si¢ nastgpujaco:
Tu(r, £h,p)=fO)lp, Jesli 0 <r <a,

(1.5) Tur, +h,p)=0, jeSli @ < r << b,
TL(ba Z, P) = 0.

Rozwiazanie réwnania (1.4) moina przyjaé w postaci szeregy FOURIERA-BESSELA

S h (42)
Tt 50 = 2 Aut g gy )

gdzie A, jest wspdlczynnikiem rozkladu w szereg FOURIERA-BESSELA funkcji tem-
peratury okreslonej ma brzegach z = A, a liczby a, s3 pierwiastkami réwnania

{1.6) Jyle,b) = 0,
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natomiast liczby A okreSlone sa zwiazkiem
2= a2t-gn
W celu okredlenia poszukiwanegj funkeii temperatury wystarcza wykonac trans-

formacje odwrotng, okrelong catka
y+ico

J— 3 D
i TL(T,Z:P)B dp

P

T(r, 2, 1) =

Zanim zajmiemy si¢ catkowaniem, przedstawimy funkcje podcatkows w postaci,
w ktorej wydzielimy czesé zalezna od parametru transformacji p. Poshugujac sig
znanymi wzorami znajdujemy:

s |
(17) A,,L = ME J ?’f(i“).fo(ﬂ,,if') dr= A
Obecnie transformate rozwigzania mozna przedstawié w postaci

3 1 ch(i
TL(r: z, P) = ; AnJO(O:u F)FHL(Z)p); JFHL(Z,P) = ? Eh 53;3 .

Ze wzoru tego widaé, ze transformacja odwrotna sprowadza si¢ do wyliczenia catki

5 f Foi(z, p)e™dp.
y—ice
Jak wiadomo z podstaw rachunku operatorowego, duzym wartosciom para-
metru p odpowiadaja male wartofci czasu. Majac to na uwadze postuzymy sie
wyrazeniem asymptotycznym chx. Dla duzych argumentéw x mozna napisac, [1],
N

/4

2 2

chl'x =

Tak wigc
’ e— A=z

Fu@p)=——"1 """

a po wykonaniu transformacji odwrotngj otrzymuje si¢

(1.85 F iz, t) =n(D) %[e_“" 612D orfe ( };_Lii _]/%_OLE}) e
AL erfc( ]/ t ]/_m2 )]

Tak wicc poszukiwane rozwiazywanie asymptotyczne dia matych crasOw wyraza
§ig wzorem :

(1.9) T(r, 2, 8) = 1(0) Y, Audol0ar)Folz, ).
=1,
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W przypadku szezegdlnym, gdy f(r) = T,, otrzymujemy

2Tealty(a,a)

= R @D

a po podstawienin do wzoru (1.9)

o Tea N Sy (0a)
T, z, ) = 7?(f)—b'2— < m)fu (a,1)Fo(z, 1),

Przypadek 2a. Pole temperatury okre§lone jest tutaj réwnaniem przewodnictwa
(1.1), warunkiem brzegowym (1.2) i warunkami brzegowymi:
T, +h, ) =sgn(M)f(r), jesi 0 <r < a,
(L.10) T(r, 4-h, 1) =0, jesli a.<< ¥ < B,
Th,z, 1) =0.

W tym przypadku transformate rozwigzania ze wzgledu na zmiang znaku w pierw-
szym warunku brzegowym w zaleznoici od z nalezy przyjaé w postaci

TC,2,0) = D Ad(oar) S50 = ) Ao Hou e, ).
)y o &

n=1
Podobnie jak poprzednio transformacja odwrotna dotyczy jedynie funkcji H,,.(z, p).
Dla duzych argumentow

—e el
shxy = & sgn (x) 3
a stad wynika, Ze
=M=tz
H,p(z,p) ~ Sgn(Z)T-

Na podstawie powyzszego wzorn moina napisaé, ze

I{nL(ZJ P) = FnL(Z: p) Sgn(Z),

a co za tym idzie, rozwiazanie asymptotyczne w tym przypadku ma budowe podobng
do (1.9) z ta jednak rdéznica, Ze zmienia znak wraz ze zmiang znaku argumen-
tu z:

(1.11) e, z, 1) = n(1) sgn(z) iAnJG(anr)Fn(za 0.

va

Przypadek 3a. Pole temperatury okredlone jest réwnaniem (1.1), warunkiem
poczatkowym (1.2) i nastgpujacymi warunkami brzegowymi:
T, h,ty =f(r), jefli 0<r<q,
T(r,h,t) =0, jeshi @ << r < b,
T(r,—k, 1) =0,
T, z,1) =0

(1.12)
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Jak wynika z poréwnania warunkow brzegowych, rozwiazanie tego przypadku
jest superpozycja obu poprzednich i da sig zapisaé za pomoca funkeji HEAVISIDE'A
#n(z) w nastgpujacej postaci:

R (O G P ACH AN

Zajmiemy si¢ obecnie takimi przypadkami, w ktorych b—occ, Ostatni z kazdej
grupy warunkdéw brzegowych trzeba napisa¢ nastepujaco:
T, z, -0, gdy b-»c0,
Taka postaé warunku brzegowego porzwala zastosowal {ransformacje HANKELA,
okreslona calka

TLH :f TL]‘JQ((IF)dr.
0

Przypadek 1b. Przypadek ten odpowiada przypadkowi la z tg roznica, Ze tutaj
bh—oco, Zastosowanie transformacii HANKELA do réwnania (1.4) prowadzi do
zwyczajnego rownania roiniczkowego
d*Tyrg

dz?

(1.14) = (g* oM Tyg,

ktérego rozwiazanic musi spelniaé przetransformowany warunek (1.3)
1

TLH(a: ZIZ h:p) = ?A(a):

gdzie,' jak wiadomo,
A(a) = f () Joar)dr.

Jak wynika z warunku brzegowego rozwigzanie jest symetryczne wzgledem z
i ma postaé
: 1 ch(z Vq*1-d®)
P ch(hyP+dd)

Transformacja odwrotna okreflona jest catka podwding

—A()

1 y+ioo o
'T(r, z, iy= P f e dp f Trral,{ar)da,
y—ice 0

skad wynika, ze
1 ch(z |/q2+a2)
P i@ ¢

Postugujac si¢ przedstawieniem asymptotycznym, jak to mialo rmejsce w przypadku
la, otrzymujemy

FL(as Z,p) =

oo y+ico
Tr,z,0) = 2% f Ay aty (o) do f

y—ioo

1 chzY g+

e h____ 2 2
P ROV pexp[ (h—1zD Ve +o].
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Po wykonaniu transformacji odwrotnej otrzymuje sig

(1.15) TG, 2, ) =0(0) | Al@ay(ar) F(a, z, 1) do,
gdzie

(1.16)  Fla,z, 1) :%[g—w'!z” erfc (f;/ij —;/;2@)+

2V nr

wewin ato (ML Ly yutt)|

W przypadku szczegdlnym, gdy f(r} = T, mamy
A(0) = Ty J(aa),

a wzdr na temperaturg przyjmuje postaé
T(r, z, 1) = () Toa | Jy(aa) Jo(or) F(a, 7, 1) da.
Q

Przypadek 2b. Przez analogic do przypadku 2a, (poniewaz pierwsze warunki
brzegowe sa takic same) od razi moina napisaC rozwiazanie

(L17) T(r, z, 1) = () sgn (2) | A@) Jo(or) Fla, 2, 1) da,

gdze F(a, z, f) okreSlone jest wzorem (1.16).

Przypadek 3b Przypadek ten jest analogiczny do przypadku 3a z ta réznica,
#e inny jest jedynie ostatni z warunkéw brzegowych. Jest on oczywiscie superpo-
zycja dwoéch poprzednich przypadkow i wyraza sig wzorem

(1.18) G, 2, 1) = 9O (@) | A(@) oy (or) Fo, 2, 1) d.

2. Stan napreZenia i przemieszczenia

W celu wyznaczenia stanu napreZenia postuzymy si¢ tutaj nieco inna metoda
od tej, ktéra postugiwaliémy si¢ w poprzedniej pracy. Wyznaczymy transformaty
LapLACE'A skiadowych stanu naprefenia oraz przemieszezenia i dopiero wiedy
wykonamy transformacje odwrotna. Transformata skiadowych przemieszczenia
wyraza si¢ przez transformatg potencjalu termospreZystego przemieszezenia przy
pomocy znanych wzorow

. ob,

_ oy,
{2.1) iy, = — oraz wy — s

gdzie @y (r, z, p) jest trapnsformata LAPLACE'A funkcji potencjalu termosprezystego

przemieszczenia, a i 1 Wy, sa transformatami przemieszezenia radialnego i osiowego.
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Po uwzglednieniu wzoréw (2.1} transformaty réwnafi przemieszezeniowych
teorii sprezystoéed, [5], sprowadzaja si¢ do jednego réwnania
e2dy, 1 b, | 2D
ot Ty e ooz

Ty, O =ay ii: ,

2.2)

gdzie » oznacza wspolczynnik PoOISsONA, a ar — liniowy wspélezynnik rozsze-
rzalnosci cieplnej.

Podobnie jak w poprzedniej pracy poszukiwaé bedziemy takich rozwiazan szeze- -
gélnych réwnania (2.2), kt6re spetnia dwa warunki: @ (r, 1-h,p) =0 oraz
D, (b,z,p) = 0.

Przypadek 1a. Przypadek ten odpowiada temperaturze okreslonej wzorem (1.9).
Poszukiwanym rozwigzaniem szezegdlnym réwnania (2.2) jest tutaj funkeja

(23) gzjL = %ﬁ' 2 Ar! JO (an P') ZnL (Z, P) »

n=1

gdzie

ch(iz) ch(e,z)
ZL(Z P = 2 [ ch(Ah) " ch (o, h)] .

Skladowe stanu mnaprezenia okreSlone potencjalem uzyskuje sig ze znanych
" zwigzkéw, {5,

(Eij)L = 2G[(@L),ij — (QL)s H}:
gdzie 8;; jest symbolem KRONNECKERA.
Wrypisane kolejno skiadowe naprezenia maja postaé

-

(B‘rr)[.. =20 ('_a_é'" ""Vzgp) = —26‘%’&2 A [JO (G[,, r)ZnL (Zs P)

n=1

- -;_E'Jl(au 1‘)Z,,L(Z, p)] 4
rD

@i = 2G5 5 = —2G D, AuaJi(ea)Zun 2 ),
n=1
4 (o] .
DY Go= ZG(i%%—VZ@L) ~ 2000 Y e zi e -
n=1' )
—a [Jo (o) — ") ] Zu G, p>},
.
(—zz)L - ZG (56QL —VZQ ) - ZG%'ﬂ v A,,GEJ‘J(O!"F)Z,,L(Z P)
n=1

L (Ew)L = 0:
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gdzie

21 p) = [ ,sh(d2)  sh(a, z)]

ch{dh) ~ i ch (a2} |’

" . ch(4z) ch {2,2)
L) = [ i) ek (a,,h)]

Korzystajiac ze zwigzkéw (2.1) wypisujemy skladowe stanu przemieszezenia:

ﬁ - _'%19’ ZA,,(I,,,JI(C("F) lL(zs P)s
2.5

WL = i} é‘lAnJﬂ((anr)Zr:L(zn’ P)

Stan napreZenia powinien spetiaé na powierzchniach z = 44 dwa warunki
brzegowe

(2.6) [o2:(r, £, ) = 0, [0,a(r, A, Pl = 0.

Skiadowe naprezenia okreflone potencjafem spefniaja jedynie pierwszy z tych
warunkéw. W celu spefnienia drugiego dodamy stan naprezenia (o)), ktory
okrefla funkcja Love’'a spelniajaca jak wiadomo réwnanie biharmoniczne, [3],

(2’7) : . V2V2(P — 0_

- Skladowe stanu napreenja okre§lone przez te funkcje wyrazaja sic zwiazkami [3]:

- 2 —
5120, 2w 29) ~W=_2£“a(,,w Lo

TPy Al v 2 —
@.8) 1--29 9z ar 1—2% 8z roorfl’

= 2G . Pl = 26 [, o _thp]

O.ZZ 1 2?) a [(2— )V a 2]3 Grz 1 2}' ar (1 )V {p a 13
a skladowe stanu przemieszczenia

— 1 6299 = 1 3299]

2.9 —— = Ve T |,
29) R s T vyt R Y 78 [2(1 nvie oz®

Funkcje ¢ npalezy réwnicz uwazaé za transformate LApLACE'A wzgledem czasu,
co w dalszym ciggu oznaczaé bgdziemy indeksem L.
Rozwigzanie réwnania (2.7) przyjmiemy w postaci

(2.10) o(r 2, p) = g,; M (z, )Ty (a1,

gdzie

M,1(z, p) = By, sh(a,z)+Cponz ch{a,z).
Wspdlczynniki B,;, i C,;, wyznaczamy z warunkéw brzegowych (2.6), ktdre obecnie
zapiszemy w postaci nastepujacej:

[Gualr, £h, Pl =0 oraz  [Gur, £, Pt (0,2(r, £h, Pl = 0.




W wyniku otrzymuje sig:
BML = [(1_“23")—'1"}"’ tgh (anh) C'nLJ

@11 (1—-29)dA,
Cor = o T TU—anh tgh (o, )] tgh (e, ) T b (ay 1) Kt {P)s

gdzie
2.12) Kunlp) = %{z tgh (1) —a, teh (e )]

Maijac na uwadze transformacic odwrotna, stale catkowania bedziemy zawsze przed-
stawia¢ w postaci iloczynu

BnL = BnKnL (P), Co= CrnI{nL(P)‘
Podobnie bedziemy przedstawiaé funkcje M,.(z, p):

2.13) My (z, p) = M,(2) Ko ().

Poniewaz wyrazenia na sktadowe naprezenia nie dadza sig przedstawm w postaci
krotkich wzordw, zadowolimy sie wypisaniem jch w postaci symbolicznej. Ko-
rzystajac ze wzorow (2.8) mozZna napisaé: -
00

(E”')L = _l—:_—i—,p_ &~ {v'fo(an r)'Pn (Z)"'l‘ag I:Jo(an F)_ Jl(a;r)

n

]M &4 )} K1(p),

o = % 3 (e PO R M) KD
2.14) 1
@ — 2 (WP D) — M, (@)} o (@nr) Kur(p),

l'!'—‘

G- 26 2{(1—@9,,(2:) M @) e e,

gdzie
"M, (2) = (B,+C,)a, ch(a,z)+C,aiz sh(e,z),
M, (z) = (B,+2C,)e; sh(e,2)+C,aiz ch(a,z),
M (2) = (B,+3C,)a} chio,z)-+ C etz shia,z),
P2} = M, (2)—di M, (z) = 2C,¢f ch(a,2),
0,(2) = M, (z)—aZ M,(z) = 2C,a? sh{a,z).
Skladowe przemieszczenia okre$lone funkcjg ¢ i wzorami (2.9) maja postaé

7= Vel MO ),

u
L 12y &~

(2.15) -
| Wy = i 3 D0~ My @) T Kur ).
n=1 .
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Stan napreZenia spehiajacy warunki na powierzchniach z = 44 otrzymuje
si¢ przez odpowiednie dodanie wzoréw (2.4) i (2. 14), a stan przemieszczenia przez
dodanie wzoréw (2.5) i (2.15). 'Tak otrzymany stan naprqzema nie spelnia warunku
na brzegu ¥ = b

(2.16) [on(b, z, Pl = O.

Warunek ten spelnimy catkowo. Skladowa naprezenia (o,,)r, bedaca sumg funkeji
(2.4)1 (2.14), jest na brzegu r = b jedynie funkcja zmiennej z. Funkcja ta jest syme-
tryczna wzgledem zmiennej z i ma wypadkows réwna

(2 17) NL - f{[ﬁ',.,-(b Zy p)}L+ rrr(b z P)}L} dz = 4Gxﬁ2 b - Jl(anb)LnL(p)s

—h
gdzie

A A0, —2v22 tgh (o, h)
D,

—2a, tgh (o, /) Mg_]}_(ﬁ'ﬁn_@} .

1 - (2
Lo{p) = pT {tgh(lh) D,

D, = a,h+ [(1—a,h tgh (o, h)] tgh (a, k).

Przyjmujemy, ze sila N, dziatajaca na jednostke obwodu plyty, roziozona jest
rownomiernie na calej jej gruboéci. Jak wiadomo, [4], stan naprezenia odpowia-
dajacy przeciwnemu zwrotowi tej sily wyraza si¢ ‘wzorami:

! N ' N r I '
(2‘18) (G‘rl‘)L = = —2h£! (U(plp)L = _—i—h&j (GZZ)L - (GI‘Z)L = (GF(D)L = O,
a stan przemieszezenia: )
— N,
= — Ay VL. vl

2G(1+9) 2k 2G(+9h

Suma sktadowych stanu naprezenia (o, (o U)L+(GU)L = (0y;). daje poszukiwa-
na transformate stanu naprezenia. Podobnie My -y buy = o, oraz wL—i—wL—l-wL = Wy,
sa poszukiwanymi skladowymi stanu przemieszczenia.

W celu znalezienia rzeczywistego stanu naprezenia i -przemieszczenia wystarczy
wykona¢ transformacje odwrotna. We wszystkich wzorach zostala wydzielona
czg$¢ zaleina od parametru transformaql 7; sa to funkcie: Z,.(z,p), Zr(z, p),

Z.1(z, p), K,p(p) oraz L, (p). Podstawienie na miejsce tych transformat ich funkcji
da nam poszukiwane rozwigzanie. Podobnie jak to mialo miejsce w przypadku
temperatury, ograniczymy si¢ przy odwracaniu transformacji jedynie do malych
czaséw. Tak wiec wystepujace w wymienionych funkcjach kombinacie funkeji
hiperbolicznych, gdy p—>oo, redukuja sie do postaci:

ch (1z) A=z sh (Az) ~Ah—|z]) h(Al) — 1
ham g —>sgn(z)e »  tgh(dh) =1,
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Wypiszemy obecnie transformaty wymienionych funkeji dia malych czasow:

-~

(2.19)¢

\

’ 1 = Alh—]z 1) .
Zile, P i sam @71 —an G

chia,h)

| I PP » e _
Z,,L(Z,p)w_p_z[e -zl Shia z)] Zt[ " [zl)i%rfc(m_

2y/ut
ch (a,2)

""a"]/;t‘f) -+ ean(h—-[zDiZ eI’va( '/__ —I— ]/ )] h(a"h)
B )

" b k)

VT —aizh h—|z] =] 2>

—+ sgn(z) P, [e erfc 2y = —a, Yut|t € X
X erfc( —1—Otn l/%t)] + sgn (z)2a,,t[ —ou 12D g erfc:v( —lz l
]/x 2]/xt

—a,,]/m‘) S erfc(h +a,,]/xt
2yt

e L | LR G

wa"]/%t)]—l—e“n”' 1z jo erfc(h 1z +a, ]/;t—t)—l-
2wt

+2%[e—ocu(h*|z§) erfc (%ﬁanl./;}) +ean(h—lz\) erfc(h_l/%tl

wlo e a2 Ch((I"Z)

“+a, V%t)] a"t—ch(a,,h)’
Ku(p) m—[ﬂ o g (6 0] = ot e e Vm)—tgh ()] +

erf(a ]/xr)+]/ﬁ ey

[(a,HrR“‘)D,.—%l” tgh (¢, /) —vigh(a, h)] X

+

A'D" _2 ” tgh ( h) ‘Dn

JlL(p)

e DoV B0 (R) o et (o, /) — tgh (o, )]+ ]/ e
(22,

D,
B rtgil(anh) [ erf (o ¥ 08) _l/ 0t —m,,jl

Ze wzgledu na brak miejsca nie bedziemy tutaj wypisywaé przetransformowanych
wzordw na napreienia i przemicszezenia. Aby wzory te otrzymaé wystarczy w (2.4)
(2.5), (2.14), (2.15) 1 (2.17) zamiast transformat podstawi¢ ich same funkcje, okre.

§lone wzorami (2.19).
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Podobnie jak w poprzedniej pracy na ten sam temat, w odréznientu od przypadku
stacjonarnego otrzymuje sig, Z€ DAPI¢Zenia oy i 0,, roznia si¢ od zera.

Przypadek 2a. Podobnie jak w przypadku temperatury funkcja potencjatu bedzie
mie¢ taky samg budowe jak w przypadku la. Rézni¢ sig bedzie jedynie funkcja
zalerna od z i p. Aby otrzymaé funkcje, potencjatu wystarczy we Wzorze (2.3) zamiast
Z..(z, p) wstawié funkcje

1V sh(dn) _ sh(a,2)
2.2 - oM — ulstd |
(2.20) ) Sz, P) pz[sh () sh(ah)
Obie funkcje réznia sig jedynie tym, Ze zamiast ch(x) wystepuje sh(x). Tak wigc
skladowe napresenia okreslone potencjatem () beda przedstawione wzorami
(2.4), w ktorych zamiast Z,;(z, p) i jej pochodnych podstawia si¢ funkeje S,.(z, p)
i odpowiednie jej pochodne lub tez dokonuje sig nastepujgce podstawienia:

wystepuje powinno byé

ch (wz) sh (wz),
{2.21) ch (eoh) sh (wh),
sh {wz) ch {wz),

gdzie o = 4, q,.
Te sama zamiang nalezy przeprowadzi¢ we wzorach na przemieszczenia (2.5).
W podobnie prosty sposéb mozna napisaé funkcje LovE'A. Funkcja ta wyraza
sie wzorem (2.10), w ktérym zamiast M,.(z, p) nalezy podstawi¢ funkcje
(222) Nz, P) = BrrL ch (anz)+ CnL 02 sh (OS,IZ)

lub dokonaé zamiany:

wystepuje powinno byé
{ sh (o, 2) ch(a,2),

(223) ch (a,, Z) Sh (al‘l Z) .

State catkowania wyznaczone 7 warunkow brzegowych na powierzchniach z = 1A
dadza, sie réwnies przedstawi¢ wzorami z poprzedniego przypadku (2.11), w ktorych
nalezy wykona¢ podstawienia

va

wystepuje powinno byc
tgh (a,h) ctgh {e, /),
(2.24) ch (o, /1) sh(a, k),
K(p) Ou{p) = LA ctgh (Ah)—oay, ctgh (e, Mlip-

Skiadowe naprezenia okreélone funkcja LOVE'A beda sig wyraza¢ wzorami (2.14),
w ktoryeh nalezy wykonaé podstawienia okre$lone wrorami (2.23) i (2.24). Po
wykonaniu tych samych podstawiei we wzorach (2.15) otrzyma sie skladowe
przemieszezenia.
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Tak wyznaczone skladowe naprezenia nie spelniaja warunku brzegowego (2.16.)
NapreZenia (o,), maja na brzegu r == b wypadkowg réwna zeru, ale daja moment
¥ éwny

@25) M= f (Gl 2, p Vi b, 7, PV} 2 dz = 4G 2—41 @Bty Eo (),

et}
gdzie
2 —_—
LnL(p) e Ctgh (lh)a h+auh}b E""I“Z;}iza[;: o, h Ctgh(a h)]

o

.2
4 p;laiz —ctgh(a, b) a,h E,+2v[1—a,h ctgh (a,,h)]

PEoSE,

E, = Gy h+ [1 Oy h Ctgh (an h)] Ctgh (an h) .

Skiadowe napreZenia wywolane momeniem o przeciwnym znaku wyrazaja sie
wzorami, [6]:

, . 3zM, ,
(226) . (Urr)L = (0‘¢¢)L = “‘“—T;’ (dzz)L ( )L = (drw)L = {)
oraz przemieszczenia
, f—v» 3zrM ,_ 3My 2v22H-(I—a)r?
2.27) M T Ty Taak 0 R g 2G(1+»)

szostaje obecnie wykonaé transformacjg odwrotna dla matych czaséw. W funk-
cjach podlegajacych transformacji wystgpuja funkcje hiperboliczne i ich kombi-

" nagje, ktére dla matych czaséw, gdy p—oo redukuje si¢ do postaci:
sh(iz) ch(iz)
sh{ih) ch(lh)

— sgn(z) ezl - — g A012) L eteh(AR)— 1.

Przejdziemy obecnie do wyznaczania transformacji odwrotnych wyst@pumcych
W tym przypadku funkeji:

-~

sh(a,,z)]k,ﬁ ,sh(a,2) n

1
Sn(z, 2) ™ 1 [sgn(z)e“’l"“'z" sh(z, /)"~ "sh{a,h)

-+ sgn(z) 2t [ " f"*'zi)z erfc (—2? —au]/xf ) -+
__{__e-l'a"(h*izf) 2 erfe ( ] + ]/—)]

Si(z,p)~ p—la[le_“h"!z“ ch(a, Z)] = 2ar, [e ant—isDeppe (—-—————2_|ZI e

" sh{o, ) it
__a,,]/%t)—[—eﬂu(h Izl)erf ( ]/__ + ]/_‘) :ngan:g -+

3 Rozprawv Inzynierskie - . a3




- :~§—2a,,r[e_“"{"*izl.)i2 er_fc( —

}/x

4102 erfc( ;I

—a,, ]/xt) ?
+a Vut )] |

Sz, )~ ;_2 [}.2 sgn(z)e_“""z”——a?, M] = —alt M -+

xt

sh(a,f) shia,h)

]/% woc,,]/xt)
_|_ea"(h izi)lzerfc( ]/%_i_ @ Vr t)] sg;ﬁz) [ otz

Cl" ]/%t )+e¢n(11 ZD rfc(i; +0t ]/%t )],

4 + sgn (z) 205 t[e_“"(”ﬁi 7D 2 erfc (
(2.28)

% erfc (

,/x

Ous() - 1Aty ot (0, 0] = a1 [ef (o, ) —Clgh e

%

| o { —wal g
+ -merf(a,, ]/%t Y+ o € )

L)~ angra,,hazEﬁz%iz{é —a,h ctgh(e, )] N azﬂ_zj: X
. GhE, +2v[:) %:}h ctgh(a,h)] . m; e

+ 2””_“":3%}‘(“"@] [oc,,terf(a,, 1/%2}")+ 2105 erf (a, 1/@—

L, ge_mﬁt]_mghwﬂ y Lalt B 1 2011 2;,,11 ctgh(@/)) |

" Va(+B)+28, oo ]/m) " 1+E e

L 2ea3 E, %.

Przypadek 3a. Podobnie jak to miato miejsce w przypadku temperatury, POSZY-
kiwane wzory na napreZenia i przemieszczenia sa superpozycja wzoréw z dwéch
poprzednich przypadkéw. Dia ilustracjii oméwimy proces otrzymywania skiadowej
naprezenia oy, '

- 1. We wzorze (2.4) zastgpujemy ZF(z, p) przez odpowiednia retransformate,

okreslong wzorami (2.19).
2. Wykorzystujemy ten sam wzor (2.4) i zamiast 1etransformat ZW(z,p) pod-

stawiamy odpowiednie retransformatory Sz, p).

3. Dodajemy do siebié wzory okreslone w punktach 1 12 i dzielimy je przez 2.
Otrzymana suma odpowiada tej cz¢dci wzorn pa temperaturg, ktorg okredla: funkc;a
potencjalu termosprezystego przemieszczenia.
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4. W taki sam sposdb post@pujemy przy otrzymywamu pozosta}ych czgdel skla-
dowej ¢, a wigc 0, 1 o,

Nie bedziemy tutaj wypisywaé tych wzoréw. Wydaje sie, ze zamteresowany czy-
telnik moZze je otrzymaé bez trudu.

Przypadek 1b. Przypadek ten odpowiada temperaturze okredlonej wzorem (1.15).
Rozwigzanie réwnanta (2.2) przy]mlemy tutaj w nastepujacej postaci: '

(2.29) By(z,r,p) = %0 f A@ady(@r) Zy(z, &, p) do,
1]
gdzie '

Zi(z,a,p) = %[Lh,(_@ __ch{ez) ] -

ch(hyq*+o2)  ch(ah)

Transformaty skladowych napreZenia okreSlone funkeja potencjalu (2. 29) ma_]q
postac:

-

@), = _2@9 fm A (a)a[Jo(ar)z;;(z,a, é)—%Jl(ar)ZL(z, a, p)] da,
@) = —2Gud f A(@) o2 T (ar) Z, (2, a, p) da.

(230) {3 (@) = 2Gxd fm A@) ST (@) Zy(z, a, p) da,

ool = 20 fm A(a)a{%(ar)Zi’(aa,p>—a2 [Jn(ara—

A

b Jzlr.(z,a,p)} da

@rq))L =0; .
gdzje

v [ shEYET®  shiw) |
z = |Va*ta?

£z, @, p) . []/‘I +a ch(h ]/q“raz) — ch (ah) |
hE/q+a) ,éhe) ]
ch(h)/g*+-a®  chioh)

Zgodnie ze wzorami (2.1) skladowe przemieszczenia mozna napisaé jak nast@puje

" !
Zy(z,0,p) = le(q%oﬁ)

iy, :-—xﬁfA(a)ale(af)ZL(z a p)da
. o
ivL == i} f!A(a)dJu(.ar)Z,’—‘(z,‘ct,p) da,
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Stan napresenia powinien spelnia na powierzchniach z = 5 warunki (2.6).
Skladowe napreZenia wyrazone wzorami (2.30) tych warunkéw nie spelniaja.
W celu ich spelnienia trzeba skorzysta¢ z funkcji LovE’a, okre$lonej rownaniem ..
Rozwiazanie tego réwnania przyjmiemy w postaci

2.32) pule, r,0) = fML (z, o, p)olor) de,
gdzie
ML(z a,p) = BL sh (az) -+ az ch (ez).
Wspdlezynniki By, i C), wyznaczamy z warunkéw brzegowych (2.6). Mozna je napisac,
jak nastepuje:
B, = ByK;(a,p) = [(1—2%)~ah tgh(@)] Cy Kp(a, p),

(2.33) (1—29) x0 A{q)

Co= CoKe (0 P) = o T harah (ah)] tgh (ah)} ch (e =P

gdzie

Ki(a,p) = 55 []/q2+a2 tgh (4 ]/q2+a2)—a teh (eh)].

Z uwagi na transfdrmacjf; odwrotng state catkowania przedstawiliSmy w postaci -

iloczynu czefci zaleznej jedynie od o i czefei zaleznej od a i od parametru transfor-
macji p. Podobnie zapiszemy funkcje M (z,a, p):
(234) ML(Z;-asp) :_MO((I,Z)KL(G.,p).

Korzystajac ze wzoréw (2.8) wypiszemy skladowe naprezenia okreslone funkcja
Love'A ¢t

[ oo

2G

@ =129
0

{% (ar) Py (Z)Jraz[fo(a )— M] 6(2)}1& (2, p) dat,

o= g {wo(ar>Po(z)+{,‘—Jl<m)Ma (z)}KLm,p) do,

235 4

00 =gy | (G =M @A Kales D

G = 0 f (1= Q@) My (Y} (e Ko, P) o,
gdzie ,
My = (BB-{— Cpach(az)+ Coa®z shaz),
MU(2) = (Byt2Cy)et shaz) - Coa®z chiaz),
M} (2) = (B, +3Cy)a? ch{az)+Cyaz sh{az),
Po(2) = M’ (2)—a*My(z) = 2Cya? ch{az),
0u(z) = My(z)—0a?My(z) = 2Cyot sh(az).
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Na podstawie WZOr6w (2.9) sktadowe przemleszczema wyrazona przez funkcie ¢,
maja postaé:

(2.36) 3

-

\

= 1 - ‘
B @m*f aJ, (ar) My (2) Ky (o, p)da,
0

[2.0]

By, | R0 M @) @) Kufe, P

Odpowiednie dodanie wzorédw (2.30) i (2.35) pozwala otrzymaé poszukiwany
stan napreZenia. Otrzymane wzory okreflaja dopiero transformaty poszukiwa-
nego rozwigzania. Aby otrzymaé same wartoéci rzeczywiste, wystarczy wykonaé
transformacje odwrotna. Podobnie jak poprzednio ograniczymy si¢ do transfor-
magcji odwrotnej dla malych czaséw. Stosujac przeksztalcenia asymptotyczne jak
poprzednio, ofrzymujemy nastepujace wyniki dla transformacji odwrotnej:

(

2.36.1) 3

I — . 3 mﬂ
ZL(Z,fZ,P)sz[e o m_’"‘+ —

ch(ez) i) —lz]
ch(ah)] = ”[ erfe ( 2Ynt

h—
—a l[_) -i-e“U' 17D erfc( 2yt a +ayxt )] EIIIEZIZ';;

Zi(z, 4, p) ~ ;72 [sgn(z) ]/m e—(h-—i'_zi)z/m_

sh(az)]_ sh (az)
0@ | T ™ shah)

_[_

wi

+sgn(z)ﬁ [e—“”'" zPerfe (f;;ﬁ]/l_z_l_ —e ]/E) —erth=1z grfe (’;*/M -J-

+a lﬁ)]-l-sgn (Z)Zat[ ghlzliye erfc( h— —a ]/%t) -

]/xt
_em(hmlz i} iZerfe f_l:_:é “+a ]/g ] )
2 ]/xt

Z{(z,0,p) ~ pig[(qqaz) etV FTa g2 C1(02) ] g B (az) -

chah) ch (ah)

—|z|

4202t} g olh—lz g2 érfc h— ]/xt e dLF 2e:rfc( — -}
2 ,/xt

]/m
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+a ]/E)] + 51;[3_”"—'2” erﬂ:( };;/I?j_j —a )/k?) +
- h—|z| -
tt2) oppef 121
jl—e“ crfc( X +ay xt )],
Ki(a, p) »~ ?12— [V +a® —a tgh (oh)] = atferf (o ¥'xt )—tgh(ah)] +

+—m ferf (a /22t Y]+ ]/ — e,

Przypadek 2b. Podobnie jak w przypadku 2a, aby otrzymal wzory na napre-
Zenia 1 przemieszczenia, wystarczy w odpowiednich wzorach przypadku 1b zamiast
Zy (z,a,p) i jej pochodnych podstawié funkcic

t [shzy@+ad)  shiez)
(237) . St (Z a, p) [ Sh(h ]/q2+a2) sh(ah)]

.

i odpowiednie jej pochodne.
W tych wzorach, ktére zaleza od funkcji Love’A nalezy wykonaé nastepujace
podstawienia;

zamiast powinno byé

([ sh(uz) ch(oz),
| ch(az) sh{az),
(2.38) tgh{ah) ctgh(ah),
chiah) sh{ah),
CKiwp)  Ouenp) = o VI ctgh (T~ cigh @A)

Po wykonaniu powyiszych podstawiefi wystarcza wykonaé jedynie transformacie
odwrotng. Podobnie jak poprzednio ograniczymy si¢ tylko do malych czaséw
i transformaty odwrotne beda si¢ wyrazaé nastgpujacymi wzorami:

~ 1 —th—|z Y Vot sh (CIZ) . Sh(O:Z)
81z, o, p)~ P—Z[Sgn(Z)e ~ Shioh hj] = t———sh(ah) +

~

4 sgn(z)Zt[e'.“”’ﬁ'“”iz erfc(h —a ) ut ) -+
. ]/%t

' a4 grthlzl) 2 erfc(]; — ta ]/m‘)]

' S M vETs s aepvie g ez . chlez)
Sy(z, o, p) ~ » []/q +a? e q a sh(af) = —af sh(ah) -+

+ 201 [e““”"' 2D erfe (—’;—:/i__i —ayut ) Fetth12D) erfc( —lzl

) l/m‘




+a ]/:E)] -|-2at[ 1z 2 erfe (——]—/——t—" —ayur ) +
*

i < +exti—lzl) g2 erfc( —z] )]

| 2 ]/x
(2.39) o
7 3 3 1 ey s Sh(a2)

Sp(z,a,p)~ pz[sgn(z) (g*+oR)eh-lzDVita —g sh(ah) ]
sh (az)

=t g? ~+-sgn (z)?.aﬂr[ gzl g2 erfc( ]/"f)
2 m‘
p——e
_l_@l(z_[ gmath=lzl) erfc(hT-—a ]/’“)
2

+
+ertlzD erfc( 5 l_—l—oc]/%t)]

‘sh(ah)

Vﬁ)ﬁctgh(ahm

+ [S— erf (a ]/m‘)-}- - g,

0w, )~ — [V o= ctgh(ah]

v .

Przypadek 3b. Podobnie jak w przypadku 3a poszukiwane WZory na napreZenia
1 przemieszczenia sa superpozycia wzordw obu poprzednich przypadkéw. Sposob
postgpowania przy otrzymywaniu tych wzoréw jest taki sam jak w przypadku 3a.
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Peawome

HANPSKEHHOE COCTOSHME W IIEPEMEIEHVS B TOJICTOM KPYTOBOM
ILJIACTUHKE, BhI3BAHHOE IEMCTBUMEM HECTALMOHAPHOI'O TEMIIEPATVP-
HOIO IT0JLA

Hacrosunan nyGIMKALus sBIAETCA Npogonxenmem paborsr [7], xoropas
OLITa IMCYaTaHa 07 TEM CAOMEIM HazBaHueM. B BRImenpuseiengoil pabore [aroTCa
PEILEHEA, IPERCTABIECHBIE C MOMOMIBI0 CYMMEL OJMHADHBIX M JIBOHHBIX PATCE.
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Ortu HOCHCAHNAC B CIIYyJac MalIbpiX 3gagcHait BPEMCHY ABIAKTCA MCAICHHO CXOTA—~
mEmucsa. OAHAKO TAKHX CIYUaeB HATPEBA, KOTODBIE PACCMATPHBAIOTCS B HACTO-
el pafoTe, CHCHMANDHO WHTEPECHBIME SEBJIAIOTCI HMEHHO ICPRBLIC CCKYHIBL
HedCTBIA MCTOYHMKA TCIUIA. BMECTe ¢ HMCTCUCHHMEM BpPEMEHY HAMPSOKCHHA YMEHB-
HIdIOTCA M CIPEMATCA K CTAI[HOHAPHOMY HAIIPSKEHMIO. B mepBRIX CEKYHIAX IIPO-
1ecca Harpesa HauGompUIMe HAMPSHKCHUS JIOJDKALL BEICTYIMTE B TIOBEDXHOCTHBIX
CHOAX. '

B macrosmmefi paGore npuMBORATCA ACHMUTOTHYECKMe (OPMYIILI, KOTOPHIE,
C HPAKTHYECKOH TOYHOCTHIO, MO3BONAIT OMHCATE IIPONECC H3MEHCHUH Hanpsi-
SKEHHA B NOBEPXHOCTHBIX CNIOSX B MEPBBRIX CEKYHZX IIporecca Harpesa.

Cregyer HoDABHTH, UTO BCE MEXAHAUYCCKUE YONOBUA SIBIAIOTCH TAKHMH IXKE
caMpIMH, Kax B pabore [7].

Summary

THE STATE OF STRESS AND DISPLACEMENT IN A THICK CIRCULAR PLATE,
DUE TO THE ACTION OF A NON-STEADY-STATE TEMPERATURE FIELD

This is a continuation of the paper [7]. The solutions obtained in that paper
are represented by sums of simple and double series, which are of slow convergence
in the case of small times. However, in such cases of heating as are considered in
the paper mentioned the first seconds of action of the heat source are of particular
interest. With increasing time the stresses decrease and tend to the steady-state
values. In the first seconds of the heating process the maximum stress should arise, |
in view of the temperature gradient, in outor strata.

In the present paper asymptotic equations are given enabling, with practically
sufficient accuracy, the description of the variability of stress in outer strata in the
first seconds of the heating process.

It should be added that all the mechanical conditions are the same as in the first -
part of the work.

ZAKLAD MECHANIK( OSRODKGW CIAGLYCH
TPPT PAN
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