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1. Wstep

11. Rochome zamkniccia wodne, wykonywane ze stali, mogy byé réznsgo
rodzaju (por. [1]). W tym miejscu wymienimy tylko te konstrukcje zamknigé,
w ktérych poszycie na stronie odwodnej jest zakrzywione wedlug powierzchai
walcowej, zazwyczaj kolistej —a wige klapy soczewkowate (rys. la) i zamknigeia
segmentowe (rys. 1), Poszycie opiera sie na przeponach poprzeczaych i usztywnie-

¢
P
i Yoo i
I -y Preepony | i,
R SN .
| t i | |
! ' ! § |
T D —
F'— T )

fiach podtuznych ustroju noSnego i pod wzgledem pracy statycznej stanowi powloke
walcowq, ktorej rozpigtosé /, czyli odleglos¢ migdzy przeponami, jest zazwyczaj
mniejsza od szerokosei b (rys. la-1c). Powloki takie nosza nazwg powtok krétkich,
Jezeli. poszycie jest gladkie (rys. la), to stanowi ono powloke izotropowq. Poszycie
wzmocnione dostatecznie gesto rozstawionymi Zebrami usztywniajacymi [badZ
o podluznymi (rys. 15), badZ tez poprzecznymi] moze by¢ traktowane jako powloka
‘ortotropowa. . _ I ' ' e

Rozprawy InZynlerskie — 7
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Celem niniejszego opracowania jest okre§lenie stanu napreZenia .w poszyciw
za pomoca mozliwie prostych réwnan teorii powlok walcowo-kolistych.

W pierwszym rzedzie badana bedzie pewna wyidealizowana pojedyncza powloka
walcowo-kolista, ktéra wzdhuz wszystkich krawedzi jest swobodnie podparta (rys. 2).
Podparcic takie nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze na
calym obwodzie przesunigcia radialne w sg réwne
zeru, na krawedziach poprzecznych x =0, x ==/ spel-
nione sa warunki: v==0, u # 0 i na krawgdziach po-
dluznych ¢ =0, ¢ = a analogicznic u =0, v # 0
(rys. 2). Warunki te wskazuja, Zc clementy podpiera-
jace sa W swojej plaszczyZnie niepodatne (przepony
w plaszczyZnie poprzecznei, belki brzegowe w swoich

Rys. 2 plaszczyznach radialnych), natomiast w kierunku do

‘ niej prostopadiym idealnie gigtkie. Poza tym na calym

obwodzie powinny znika¢ sily normalne n,, n, (rys. 3@) i momenty zginajace

Mg, m,, (1ys.3b). Nie znikaja tam natomiast sity ny, i sily ¢, g, Te ostatnie wraz

z momentami skrecajacymi m,,, i, mozna sprowadzié do tzw. zastgpezych sit po-
przecznych q,, q,. A zatem dla krawedzi n,, # 0, g2 #0, ¢, # 0.

Rys. 3

W realnych konstrukcjach bedziemy micli do czynienia z nieco odmiennymi
warunkami brzegowymi., Chodzi tu mianowicie o pominigcie podatnoéci podpor
na obwodzie powloki. Brzegowe sily styczne n, oddziatywujace na elementy brzego-
we ¢ =0, p=aix=0, x =/ wywoluja w samych elementach brzegowych jak
i w czesciach powloki przylegajacych do nich wydluZenia er = du/dx lub g, =
= Qvfadp+wfa. Na skutek tego powstang tam réwniez pewne dodatkowe sily nor-
malne rg lub n,. _ .

Z niescistosciami tego typu spotykamy sig¢ wszakze przy obliczaniu walcowych
powlok dachowych, gdzie np. dla krawedzi x = 0, x = / przyjmuje si¢ warunck
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g, = 0 (co prawda podtuZne belki brzegowe traktuje si¢ tam jako odksztatcalne,
A0, 0w zwigzku z tym rozwiazuje si¢ zagadnienie zaburzefi brzegowych) 1.
Zaleznie od rodzaju powloki zaburzenia zwigzane z réZnymi od zera napreze-
‘niami normalnymi beda mialy wigkszy wplyw badZ to na krawgdziach podiuznych
(powloki dfugic), bad# tez na krawedziach zakrzywionych (powloki krotkic). ‘
. Izotropewe powtoki swobodnie podparte, poddane parciu hydrostatycznemu
lub stalemu obcigzeniu radialnemu, zostaly obszernie potraktowane w punkcie
nastepnym przy zastosowaniu podwdjiych szeregéw Feuriera, [2], [3] i [4].
Metoda zaburzenia brzegowego, do ktdérej uciec sig irzeba w przypadku zlej
zbieznodci szeregéw podwdjnych, przedstawiona zostala w punkcie trzecim.
Przypadek powloki cigglej, kiedy to na podporach poprzecznych x =0, x =1
wystepuje moment 1, a przesunigeie # jest rowne zeru, rozpatrzony zostal pokrétee
w punkcie czwartym za pomocy szeregdw podwdjnych.
W kolejnym punkcie pigtym wyprowadzone zostalo réwname réiniczkowe dla.
powloki ortotropowej bedace pewnym uproszezeniem w stosunku do rozwigzania
scistego. Dla praktyczaych obliczed mozliwe sg jeszeze dalsze uproszczen 'a.

Przedstawione w punktach 2, 3 i 5 rozwigzania odnosza si¢ wiasciwie tylko do
powlok jednoprzgstowych, tym niemniej otrzymane tam wyniki maja znaczenie
ogblniejsze, uwydatniaja bowiem wplyw zakrzywienia na zgieciowy stan napreze-
nia w powtoce i daja migdzy innymi odpowiedZ na pytanie, w jakim stopniu momenty
w powloce walcowo-kolistej réznia si¢ od momentéw w plycie prostokatnej o tych
samych wymiardach bokow.

Tok rozwigzania powloki walcowej swobodnie podpartej pod dowolnym obciaze-
niem powierzchniowym, takze hydrostatycznym, przy uzyciu szeregdw podwoj-
nych przedstawit do§é szczegdlowo' (jednak bez przykladowej ilustracji wynikow)
8. L. Leg, [5]. Opar! sie on.na rownaniach réZniczkowych opublikowanych przez
ASCE, [6]. Roéwnania te, choé nie sa calkowicie $ciste, prowadza juz do doé¢ zawi-
lych wzoréw obliczeniowych. Poza tym przyjat on dla uproszczenia wspdlezynnik
Poissona » = 0, mozna wigc oczekiwaé znacznych niescistofci w wartofci momen-
tow dla powlok stalowych (przypomniimy, ze np. dla plyty kwadratowej maksymalny
moment od obcigzenia réwnomiernie rozlozonego wynosi 0,0368 pi2.dla » =0
i 0,0475 pi2 dla » = 0,3). Wiceej uwagi warto zatem po$wigei wstepnej analizie
réinych teorii powloki walcowo-kolistej z uwagi na ich doktadnos¢ i stopiei trud-
nosci obliczen. " ‘ ' :

1.2. Ogdlnie mozna wydzielié dwie grupy teorii powloki walcowo-kolistej.
W pierwszzj z nich réwnania rézniczkowe zagadnienia otrzymano przy pominigciu
pewnych sit przekrojowych (z reguly sa to m, = mg, = g, = 0). W grupie drugiej
uwzglednione zostaly wszystkie sily wewngtrzne w sposéb $cisty lub tez przy pewaych

t Zaburzenia zwiazane z n,,,;;,_ + O'na krandziach zakrzywionych mozna, jak wiadomo, w spoééf)
przyblizony rozwiazaé na zasadzie pojecia szerokoéci wspdlpracujacej (por. uwagi koficowe, p. 7).
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uproszczeniach, Przy tym avforzy z reguly analizuja réwnanie jednorodne zwigzane
z zagadnieniem zaburzef- brzegowych.

-~ W grupie pierwszej na czolo wysuwa sie szeroko cytowane rozwigzanis FINSTER~
WALDERA, [7]. Nieco odnuenne rozwiazapie podal w tym samym czasic WLAsow, [8],
przyjmujac w pierwszym wariancie &, = 0, a W drogim ponadto y,, = 0. Najdalej
idgcym uproszezeniem w tej grupie charakteryzuje sig aproksymacja SCHORERA, [91.
Do upraszczajacych zalozen e, = 01y, = 0 dochodzi przyjgcie » = 0 i stosowanie
jednowyrazowych wyrazef dla sif wewnetrznych. Przy tych uproszezeniach pod-
stawowe rOwnanie r6niczkowe wzgledem niewiadomego przesunigcia w (po wyelimi-
nowaniu u i 9) przybiera bardzo prosta postaé :

P Bw  at Hw
(1.1 . _aﬁ + a0
gdzie k = 2/12 a2, a oznacza promien krzywizny oraz ¢ grubo$é powloki.
. Mimo daleko idacych -uproszezen rozwigzanie Schorera daje (jak wykaiujq
obliczenia poréwnujace je z innymi metodami dokladnisjszymi, [10]) dobre rezultaty
dla powlok dlugich i Srednich. .
Dla naszych celéw (powloka krétka) metody grupy pierwszej sa mato przydatne,
a to dlatego, Ze okreslenie rzedu wielkosci pomijanego tam momentu #1g jest jednym
z celow niniejszej pracy 2, ‘
W grupie drugiej mamy przede wszystkim do zanotowania liczne opracowania
oparte na tych samych uproszczeniach i prowadzace do stosunkowo proste] postaci
réwnania rézniczkowego zagadnienia: :

1 8 4 =
(1.2) V8wt 9 ona ,
gdzie
)2 2
= 2 -
v o2 + ox2’

Wyprowadzonego po raz pierwszy przez DoNNELLA, [12]. Praca jego jak i pozniejsze
KArMANA i Tsmna, [13], dotyczyly zagadnienia statecznoScl.

Do problemu zaburzeni brzegowych w powlokach dachowych réwnanie (1.2)
z powodzeniein bylo stosowane poOiniej przez JENKINSA, [14], GiBsona i COOPERA,
[15], i GIRKMANNA, [4]. Na fym rownaniu oparte 53 réwniez dociekania niemieckiej
grupy badaczy (NEUBEii, RabicH, RUDIGER-URBAN, GRUNING; por. [16}). Zasad-
niczo do réwnania (1.2) sprowadza sie réwniez réwnanie wyprowadzone dia powloki

" 2'Warto wtym miejscu dodag, e dokladnodé aproksymacji SCHORERA jest identyczna z dokbad-
noécig uzyskiwang przy obliczaniu powloki metods tarczownicy zastgpezej przy dostatecznie duzej
ficzbie tarcz Tub po wprowadzéhiudo normalnych obliczeri proponowanego przez D, YITZHAKIEGO,
111, sposobu -wyokiaglenia wykresu momentow . e : e
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walcowej przez WEASOWA W jego pOZniejszej pracy, [17], [18], z ogolmejsze_] teorii
powlok stabo zakrzywionych przy uzyciu funkcji naprezen @ = V4w,
Scista teorie dachu o.powloce walcowo-kolistej: rozwmal DISCHINGER [19},
bazujac na écistych réwnaniach rézniczkowych. FLUGGEGO [3]. o
Oméwione powyiej teorie odnosza si¢ gléwnie do rozwiazania problemu brzego-
wego dla krawedzi ¢ =0, ¢ = a, kiedy zaburzenie przybiera postaé - B

(1;3) o o e?? sin nx,

gdzie n = nzfl i n jest liczby catkowita, natomiast P jest pierwiastkiem réwnania
charakterystycznego 6smego stopnia.

W wielu przypadkach, miedzy innymi dla powlok 01a1g¥ych mteresu]acce ]est
zagadmeme zaburzenia brzegowego na ‘brzegach x =0, x = l typu

(1.4) ePT gin ne,

gdzie n jest liczba catkowita, rownanie (1.2) odnosi sie bowiem do powlok za_mknie:;
tych (rury). Zagadnieniu temu po$wiccona byla przede wszystkim praca MIESELA,
{20], oparta na réwnaniach $cistych, i péZniejsze opracowania A. JAKOBSENA, [21],
OHLIGA, [22], GIRKMANNA, [4]. Inne prace, miedzy innymi HOFFA, [23], SCHMIDTA
[24], PARME'A, [25], i HOLLANDA, [26]; opieraja si¢ na prostszym réwnaniu Donnella,

Sprawe dokladnodci poszczegdlnych teorii zbadal Mox, [27]. Na podstawie po-
réwnania. pierwiastkéw rownania charakterystycznego dla zaburzenia typu (1.3),
otrzymanych wedlug teorii FINSTERWALDERA, A. JAKOBSENA, JENKINSA, SCHORERA
i dwu innych teorii z pierwiastkami Scistego rownania DISCHINGERA wysnul on
wnioski o zakresie stosowalno$ci wymicnionych teorii przyblizonych. Teorie
Jakobsena i Jenkinsa zapewniaja dobre rezultaty zaréwno dla powlok diugich
jak i krétkich. Stosowanie rozwigzan Finsterwaldera i Schorera nalezaloby nato~
miast ograniczyé do powlok dlogich.

Dokladno$¢ réownania Donnella {(identycznego z réwnaniem Jenkmsa i 1nnych)
dla obu rodzajéw zaburzen zbadana zostala w pracy Horra, [28]. Dla zaburzen
(1.3) potwierdzit on wnioski MoEGO, Co do zaburzenia (1.4) stwierdzit on dosta-
teczng dokladnosé wyrazen dla »n > 4, tzn. dla péifal obeigzenia odpowiadajacych
katowi mniejszemu od m/4.

AMBARCUMIAN, [29], pordwnat dokladnoéé rozwiazania Wiasowa (jest ono row-
nowazne rozwiazaniu Donnella) z wynikami teorii Love’a-Timoszenki dla powloki
walcowej na calym obwodzie niepodatnie podpartej, poddanej obciaZeniu radial-
nemu (rozwiazanic za pomoca szeregdw podwdjnych). Pod uwage wzigte byly
ponadto tdine przyblizenia, z ktérych jedno jest  odpowicdnikiem réwnania
Schorera. ‘Whnioski tej pracy sa zgodne z podanymi powyZej.

Warto dodaé, Ze wysuwane byly propozycie zmodyfikowania réwnania Donnella,
tak azeby bylo ono dostatecznie dokladne réwniez dla powlok silnie zakrzywionych.
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TiNG i YUaN, [30], podaja uzupelnione réwnanie, przedstawione przez samego

DoxNELLA ‘W 1938 1.
s 8ot 05w+04w+1-—v2 4a4w_0
(1.5) . Viw 2-5532 P % at =4 =0

Zawiera ono, jak widaé, dwa dodatkowe wyrazy.
Ulepszone réwnanie Donnella przedstawit niedawno MORLEY, [31), w postaci

(1.6) VA(V2E 12w+

k ox4

Pewne modgfikacje réwnania Donnella byly przedstawione réwniez przez innych
autoréw. Warto wszakze podkreslié, ze chodzi tu whasnie tylko o modyfikacje.

Z przedstawionego przegladu wynika celowosé stosowania réwnania Donnella
w rozpatrywanym zagadnieniu. Znaczne uproszczenie obliczed a zarazem wystar-
czajaca dokladnosé, to zalety tego réwnania. Jest ono wystarczajaco dokladne przy
rozwigzywaniu problemu brzegowego, zarowno typu (1.3) jak i (1.4), bowiem
w tym osiatnim przypadku warunek n = anfa >4 dla powlok zamknie¢ wodnych
z reguly bedzie spelniony. Jednakze rozwiazanie jest szezegdlnie ucigzliwe dla powltoki
krétkiej. Zaburzenia na brzegach zakrzywionych wplywaja na siebie nawzajem
i na zaburzenia na brzegach podiuznych (dla powloki dhugiej n = 1, a =2n;
por. rozwigzanie w [4].

Dla powloki ciaglej prostsze jest zastosowanie szeregdéw podwdinych, analogicznie
jak to zrobiono juz do§¢ dawno dla ptyt utwierdzonych, [321. Jednakze staba zbiez-
1086 szeregdbw nie pozwala dosé dokiadnie obliczyé wszystkich sit wewngtrznych -
w powloce. '

Interesuje nas réwniez teotia powloki walcowej ortotropowej. Réwnania dla sit
wewnetrznych w takiej powloce podal pierwszy DISCHINGER, [19]. Rozwigzanie
to powt6rzyl w znanej monografii LUNDGREN, [33]. Tablice pomocnicze do oblicza-
nia takich powlok opracowal JAKOBSEN, [34], W oparciu o swoja teorig.

Ponizej, w punkcié pigtym, wyprowadzone zostalo réwnanie rézniczkowe bedace
dla powloki orfotropowej odpowiednikiem réwnania Donnella (1.2}

1.3, W pracy niniejsze} stosowane s nastgpujace wazniejsze oznaczenia:

~ g promief krzywizay powhoki,
b = ag, dlugoéé krawgdzi poprzecznej (zakrzywionsj),
D = Etf(1 —2),
D, zastgpeza sztywno$é wydiuzenia w kierunku x w powloce ortotro-
~ powej,
E  modul sprezystosci,
K =E312(1 —3),
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zastgpcza sztywho$é zginania w kierenku x w powloce ortotropowej,
= 12/12¢2, : :

= Kz/Da?,

rozpigtosé powloki,

ficzby calkowite,

momenty zginajace wedlug rys. 35,

~sily normalne i sila styczna wedhig rys. 3a,

sity poprzeczne wedlug rys. 3b,

grubosé powtoki,

skladowe przesunigcia w kierunku tworzacej, stycznej i normalnej
do powloki (rys. 2),

wspOlrzgdne punktu powierzchni §rodkowej powloki,
sktadowe obciazenia powierzchniowego (rys. 3a),
kat zawarty miedzy skrajnymi promieniami (rys. 2),
wartos$cl wedhug (3.3), :

= I{b = l{aa,

= nmwfa,

= /2,

= manafl,

= (1 —»f2)/(1 —),

wspolczynnik Poissona,

= x/a9

— V(1) 2%k,

napreZenia normalne i styczne: oz = noft, 0, = Bft, T4 = Myft,
wspolrzedna katowa,

wspélezynnik wedlug (3.9),

wspélezynnik wedtug (2.23), v, wedlug (5.12),

wspotezynnik wedlug (3.14),

= 00, ( )P = 0%/o&4,

= 9/dvp,

=)+ ).

2. anwiazanie dla powloki swobodnie podparéej za pombeg szeregéw. iitiliivéjnych

2.1. Z warunkéw rownowagi rzutdw sit na kierunki x, y, z (rys. 3a) otrzymuje

si¢ réwnania

e

Hyt g, +Xa =0,

- 4 1 - f
Hy My — - (i, )+ Ya =9,

1 fa L
n, p (m+2my,+m, ) —Za=0.
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--Za.lcznoém migdzy:; sitami. i ptzemieszczeniami przyjmuje si¢ nastepujace}
uproszczonej postaci ([35), rozdziat 5, (i2a- )

11— KT nmaTw

D, Y ¢
B = —a—(u +e’ - vw), My =_~£~;(w"+vw"),
D o K . .,
(2.2) n, = ‘;(‘U +w-Lau’), m, = ;{(W +ww’),
Dp-—» | - _K(1—»)
L nﬂ?ﬁv‘: n.t.vcv = . 2 (‘U +u.): _ Mgy = Mgy = 2 5
gdzié -
S Et Fr3
(2.3) - D=

W Wyrazemach dla sit blonowych w réwnaniach (2.2) pominigto wptyw ugigcia w
i dzigki temu otrzymano 7, = fi,,. ROWniez w wyrazeniu dla momentow skre§lono
skiadniki uboczne i otrzymano Ay, == My,

Po podstawieniu (2.2) do (2.1) i pomini@ciu w drugim z réwnan (2.1) sktadnika
momentowego otrzymuje sie

" 1—w -y I+ | , X-az*—()
u ¥ 2 o' - yw'+ p =0
I a?
(2_.4) . u 42"+ ”+w+Y'——*0
, R “ ‘ -

' o wrk (WO H20" ) — zZ5 = 0,

gdzie
K 2

@3 k= Da2 " a

Eliminujéc z dwéch pierwszych rownah (2.4) u badz tez v otrzymujemy

V4 2 . + ( l-l"'l-’ X" 1 Y")
7)—-——(—|-v)w — W D\t1—y I-—*'I'Y b [
2.6y - L ,
V4 1ot IH_}_ az ( 1+'l¢' Y‘f 2 Xl- XH)
U=w —rw D \l—» 1—v '— .

Uwzgledniajagc w trzecim z réwnatt (2.4) zaleznoéci (2.6) otrzymujemy po wy-
konanin dzialah réwnanie réiniczkowe zawierajace tylko przesuniccie radialne;

2.7 kV3w+(1——v2)w(4)+ LK X — Q) Y — Y — V4 Z]= 0
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W przypadku X Y= 0 réwname (2.7) upraszcza si¢:

a?
(2.8) kV3 w—I—(l — ) W) — ) V4Z =0.

Jest to niéjednorodne réwnanie Donnella dla przypadku obciazenia, radialnegof
Rozwiazanie réwnania (2.8) przyjmujemy W postaci pOdWOjn}ICh szeregdw Fourie-

ra, [2], [3], [4] i [5),

u= Z D mn cos A€ sin 1,
v = g i‘ Vma $in AE COS 7,
w= 3‘ i‘ Wann Sint AE sin 1@,
A 3‘ i‘ Zmn sin A& sin ng, .
"

gdzie przy & = xfa oznaczono

(2.9)

(2.10) ' }b:: s 4,7 ._'—_‘4-,

a M in sa tu liczbami catkowitymi.
Podstawienic w i Z wedlug (2.9) do (2.8) da]e po uwzglednieniu a2fkD =
(22722 Zna at

lwvz K
(12+??2)4 + a4

(211 O Wan =

Z (2.6) przy uwzglednieniu (2.11) otrzymuje sig .
A —v?) A —v33 Zmn at -

Upn = Wi =
22422 p2 K '

: . ( n ) (A2492)4 + _7714

(2.12) | | ¢

249 2+ Q+M) 243 Zpnat
'b'mn e vy W = .
(A2--52)2 I— 1:2 K
(24924 + A4

adlK

Po podstawieniu #, v, w do (2.2) przy uwzglgdmemu (2 11) i (2.13) otrzymujemy

ogdlne wzory dIa sit blonowych 1 momentéw

12a
ny = —— (1 —2) 2 Z — 1292 Zn sin AE sin e,

(2.13) By, =" (I — ¥2) 2 Z - 14 Zmn sin AE sin 5,
12a3 1 ‘
Ry = —Tz—(l — v2) 2 Z ?1713 Zmn co8 A£ cos ng,
m o
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1 .
my=—a2 ' 3 7 @) (242 Zna sin A sin %,

mn n
1
2.13 m, =-—g2 E 2—1— 21 pA0) (A2 922 Zpn sin AL sin 5y,
([c' d.]) lp < < C (ﬂ Jr' )( Tl‘) mn Ny

: 1
My =(1 — ¥) a2 Z‘ Z 7 A7 (324 T2)2 Zn €08 AE COS 1,
ne n .

gdzie w mianownikach
1—2

4
k}..

214 ¢ = (R2+4m2)4+

Dla sit poprzecznych obowigzuja zaleﬁnoéci

1 * ] 1 L] *
{2.15) : 9= (myptr), 4, = “ (GRS )

a dla zastgpczych sit poprzecznych
— R .
e = gat 7 Mgy = — (-2,

(2.16) ) |
—élp =g, + 'E m;:{p = f; (m;,+2m;q,).

Po podstawieniu odpowiednich wyrazen z (2.13) otrzymuje sig

1
o g2=—a ; ;’ [13-+@ —7) AnZ] (RR+PR-  Zonn 08 2 sin e,

1
gy=—a 2 Z [734(2 — ¥) 5A2] (2+n2)? 7 Zmn 008 A& sin ng.
wn /1

22. Dla ogdlnego przypadku obciazenia hydrostatycznego (rys. 4) okredlié
nalezy wystepujaey w (2.11), (2.12), (2.13) i (2.17) wspotezynnik obcigzenia Zma.

o Przy oznaczeniach wedlug rys, 4 dla
) sktadowej Z otrzymuje sig
= H y (2.18) Z=—y{H+talsing —
= | — sin (a — )]}
; (\‘o o W kierunka x skladowa Z pozostaje
z EE "l @ stata i dlatego
E B 0 4 1

i (2.19) Zmﬂ.= ; E Zﬂ,

Rys. 4 - przy czym Zp jest zalezne tylko od m:
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- 4pH 1 ne o 2ya 1
= gin?———
dy - nsm > " n.x

2 . nrwp
{2.20) Zn= P f Z () sin
0

X[(l -— COS 1) ‘sin o — —5/—; 2(sm ay-+sin a; cos rm)] n=12173,...

Dia a; = a; = af2 otrzymuje si¢ stad przy uwzglgdnieniu (2.19)

: _ IGyI{H 2nﬂ:+e:;t_oz[1
221  Zun = 2 o |80 7 Sin > | 1 —cos . —

1 .
HT:W(I-FCOS mr)]}, m=1,3,5,.., n=12, 3,-... .

Réwnania {2.13) wraz z (2.21) okreslaja stan naprezenia w.ogdlnym przypadku
.obcigZzenia hydrostatycznego. '

23. Dla zamknigé osadzonych gleboko zmieno$¢ parcia Z jest tego rodzaju,

#e mozna w przyblizeniu przyja¢ do obliczed stale parcie §rednic Z =—p, dla
ktdrego .

16p 1
(2.22) Zpn ="~ —, m= 1,35 ..:n0=1,35 ...

e mn

Dla tego przypadku obciazenia réwnania (2.9) i (2.13) moZna doprowadzié do
postaci wygodniejszej do liczenia. Mnozge liczaik i mianownik przez 8/=8 at
'i, .oznaczajac
, l 12(0—»2) 14
(‘..23) EH_:;_’ '{p»—-——-—a;zmm—-az—ﬂ’
otrzymuje sig nastgpujace réwné_ﬁia: :

16 4
w=—— L Z Z ——Rmnsmﬂfsm N,

16 pal
y=— E' 252 — ym2 i
u 3 ¥ S e (e2n2 — ym?) cos A sin 5,

' 16 pal
{2.24) 0= S T Ve 2 2 P [(2+v) m2-+&2 n2}sin AZ cos ne,
16
= — pmpa2 Z Z —~—s1n A& sin ne,

sm AE sin ne,

n 'HﬂﬁpawZZ
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16

Ny = +,“§' paye Z Z ———cos A& cos ney, Ly
16
N Sy - pi2 2 2 ——(m2+ve'2n2) Ryun sin A€ sin 'mp, B
(224 ' ‘
[e.d) ]6
my, = plZ Z 2 —“(82n2+vm2) Ron sin AE sin gpp, -
6(1 —w» _ : - . .
My == — —M(nf)ﬁpps Z Z Ry COS AE COS 7, - Ced
m kil

m=1,3,5..; n=13,5, ..,
gdzie wprowadzono oznaczenia .
' ' (22 n2)2
(m2+-g2n2)4pm4”

(2.25) Com= (124224 fymd,  Rom =
Podobnie z (2.17)

— 16 i ‘
o= b Z Z ; [m24-(2 — ) 8212] Ry cos A sin 1,

(2.26)
— 16

g, = ~—pl Z 2 — [212+(2 — ¥) M2] Rmq 5in A€ COS 1.

Dla p =0, czyli dla a = co, otrzymuje si¢ z (2.24) wartosci w, ma, m, = mg;
img, =My dla plyty prostokgtnej swobodnie podpartej, znane jako rozwigzanie
Naviera.

Réwnania (2.24) zapewniaja dobra zbiezno§é dla przesunieé u, o, w i sit b}ono-
wych hg, 1, 1., Gorsza zbiezno$é wykazujg szeregi dla momentéw i zastqpczych
sit poprzecznych wedlug (2.26) 3. ' )

3. Zagadnienie brzegowe dla powloki swobodnie podpa;tej

Jak wykazuja obliczenia poréwnawcze (por. p. 6) zbiezno$¢ szeregéw podwojnych
pogarsza sig ze wzrostem kata a. Dla takich powlok celowe moze byé stosowanie
rozwigzania zagadnienia brzegowego dla krawedzi ¢ = 0. Mozna przy tym postu-
zyé sig¢ rozwigzaniem, jakie GIRKMANN wyprowadzil dla powiok d1chowych [36],
opierajac si¢ na rodwnaniu (1.2). .

3W ftrakecie opracowywania niniejszej publikacji autor zwrécil uwage na ksiazke Wrasowa,
w ktorej rozwiazal on réwniez, na podstawie swoich réwnan przy uzyciu funkcji napresen, przy-
padek powloki swobodnie podpartej i réwncm’ernie obczqzone_], [18], s. 340, Ponicwaz réwnania
Donnella | Wlasowa sq tef semej dokladnoéei, wyniki przy ich stosowaniu powinny byé identyczne,
Jednak wyprowadzone w niniejszej pracy wzory dla momentdw mx, mip i #iyp maja w poréwna-
niv z odpowiednikami w [18] postal prostsza, wygodniejsza do liczenia.
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Zalozeme

. : o Ax mna
”'t(31) e -w:Hewsmz—, A= ]

1 podstaWiénié do (1.2) daje réwnanie charakterystyczne i osiem pierwiastkéw
P1,2,3,4 = (o i),

Ps.6,7.8 = (a2t if),
gdzm przy oznaczemach '

1(3.2) . ]/ @~ M %= 1—2
. 0

mamy

alz:ﬁ]/ Y (L 221142y 2),

S T
(3.3)“
: ' 51:’“49

o)/ V=G,
R AT T

Rys 5
i Wptowadza_]qc funLc;e kolowe otrzymuje sig

(3.4) w=[(4pcos By rp—i—BU sin f; ¢) e, +(Cp cos B, (P+Do sin’ ;32 q:) e"""’} sin A,

gdzie Ay, By, Cy 1 Dy sg to stale, ktére nalezy wyznaczyé z warunkéw brzegowych.
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W (3.4) zachowano tylko skladniki zanikajace ze wzrostem ¢, rozpatrajemy bowien:
powloks swobodnie podpartq o dostatecznie duzym kacie a, kiedy zaburzenia na
krawedzi ¢ = 0 zanikna przed dojéciem do krawgdzi @ = a lub pe prostu pot:
pasmo walcowe ograniczone na krawedzi ¢ =0 (rys. 54).

Dla przesunigcia w, sit n, nz i momentdw m,, My wyprowadzimy rownama
analogiczne do rdwnafh (1275) w [36], jednak przy uwzglednieniu » # 0 z uwagi
na to, ze mamy do czynienia z powloka krotka:

A
u=— [(Az sin B¢ — By cos By p) e”F—
—(Cy sin B — Dy cos fo ) e ¥} cos 4§,

D i a
ny="——""I(dosin frp—Bycos frg) e —
—(Cy sin By — Do cos Prg) e sin A,

D2
gz Az sin fyg — B, cos Prg) e —

—(Cy sin By — Dy cos fap) e~ "% sin AL
m,, == Dk {4y cos f; p-+By sin f1¢) e H(C, cos Bro-t
J-Dy sifi By ) € P — vA2 [(Ag cos frp+Bosin frg) €7+
+(Cp cos By p-+-Dyp sin fz ¢} €71} sin A8,
g == — DkA? {(4g cos By p+By sin By ¢) e ¥+
+4(Cy cos Pz p+Dg sin fop) €2 — .

Ry —

(3.5

— [(Az cos By p+Bysin fr ) e "4
+(Cy cos B2 p+Dy sin o) €]} sin A&,

gdzie stale Ag, Bz, C, i+ D, wyrazone sg przez stale Ao, By, Cp i Do

Ay = 1/2 [(1+%1/2)ADHBG],

By = V2 [Ao+(1+%|/2) By},
(3.6 -

Cy=— 1/2 — = (1= 2%/ 2) Co+-Dols

o2 -
Dz——‘"vi [Co— (= }/2) Dl
Obciazenie p przedstawi¢ nalezy w postact szerego pojedynczego

p(x @) = D pmsin M.




Rozpatrujemy zagadnienie brzegowe dla obcigzenia
3.7 Z = — py sin A&

Rozwigzanie przedstawiamy jako sume stanu wyjsciowego, oznaczonego wskaz-
nikiem 0, i stanu uzupetiajgcego, oznaczonego wskaznikiem 1. _

Jako stan wyjsciowy przyjmujemy rozwiazanie réwnania jednorodnego (2.8)
dla obcigzenia (3.7):

. 2
(3.9) kwP-+-(1 — 12w 5 Z¥=0;
stad znajdziemy (rys. 5b)

Pm@*

wyg=—0 7 51=n AZ,
(3.9) o 1 _ 1
- {4 - ménta2e2
192 12{1~-p2) /4

Jak wykazujy obliczenia, wspétczynnik @ jest nieco mniejszy od jednoéci. Wykazuje
on stopiet zmniejszenia przesunigcia 'w poréwnaniu ze stanem blonowym, dla
ktérego @ = 1. :

Na podstawic (2.6) i (2.2) przy uwzglednieniu ( ) = 0 mamy

Vo a2
= —@ 15 COS A&,
(3.10) Ny == — Ppya sin AE,
Kpn 22
My = ~psin AE, g = vy,

Stan wyjsciowy lacznie ze stanem uzupelniajacym powinny zapewnié na kra-
wedzi @ = 0 zanikanie przesuni¢é w, u, sit normalnych n, 1 momentéw m,,. Warunki
te sa nasigpujace:

- (wo)+(wy) =0, (up)+(uy) = 0,

{3.11)
(n.po) +(nqal) =0, (”%.o) +(m.,,1) = Q.

Po podstawieniu wartosci wedlug (3.4), (3.5) i (3.10) do (3.11) otrzymuje sig

pma® Pm 42 04
(3 12) Ao—l—Cg-——-@ £t —0, BZ_DZ""@W_:O,
‘ Pma Pm a2
By—Dy— & Doz =0 A2+Cz—’1’12(140+co)+€?51’127 = 0.
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——@-—-ﬁ-e*

Ostatnie réwnanie po uwzglednieniu 4o+ Cop = ®py, a2/Et na podstawie pierw-
szego upraszeza sig do postaci

As+Co =0,

Przy uwzglednieniu (3.6) otrzymujemy Zz (3.12) nastgpujace wartosci statych:

2
AgfC = -1}/ T2 5/ 2) i,,,z—'“”
| : .
By|C = 2~x;/2+”'/2 o,
-
ColC=ny2+Q+xyY Dz T @
i M3]/2
(.13) DofC o= — Q) D+ 77 5@
V2 %1/ 2
Az/Cﬁzz—w(l.].%2)4_(1_%2)_(__,;5)___&),
2 /2
Bz/““—(l—%ﬁmm)af) (],, +1)
Crm—dy |
V2 x]/2 V2
Dz/Cﬁ2—4(l-x2)+(1+x)(1 —\5, e,
gdzie
| o P
(319 0= ”zx]/z, c—ol"Z

4D "

- We wzorach (3.13) pierwszy . sktadnik wymka z uwzglednienia (nq,o), drugi
wystepuje wskutek warunkéw (wp) # 0 i (m,) # 0 1 wreszcie trzeci wiaZe sig
z (ug) # O. Nleuwzglqdnleme ktoregoé ze skladnikéw wyjéciowych oznacza po-
miniecié odpowiedniego skladnika w (3. 13). ‘

Ostateczna warto$¢ sit i momentéw otrzymujemy dodajac wartoéci obu stanow
Dila momentéw wynikaja stad réwnania: \

Y12 .
Mg = Map+ prm at (f—i—vQ) sin AL

/12

(3.15)
' M, =it + P 18‘/3 pm at (Q+ vP) sin A&, |
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_gdzie )

Pm = E};{ ]
P==— (A{) cos iy p+By sin p'1 @) e ¥
(3.16) ' _ “_—"(Co cos ﬁz¢+Du sin f2¢) €77,
Q= C}‘LZ — (A cos B4 qo+B2 sin By @) e “" +

(C2 cos frop- +Dz sint fa ) e""‘“’

° A

CJ.Z

natomiast stale okreslone sa réwnaniami (3.13). Poniewaz z reguiy 0> P, wplyw
Wspolczynmka » na wielko$é mg Jest bardzo istotny (por. rys. 6).

‘Dla obcigzenia réwnomiernego réwniez w kicrunku X, p = Zpmsin A&, przed-
stawione obliczenie nalezaloby powtdrzyé dla kolejnych m =1,3,5, ..., co:jest
do$¢ uciazliwe. Zauwazmy, ze maksymalne wartosci m, moga nie leze¢ na osi
x =If2 ;

4. Powloka ciggla -

Powloka ciagla moZe byé traktowana jako powloka utwierdzona na krawedziach
x =0, oraz x = i swobodnie podparta na pozostatych (rys. 6). Do wyznaczenia
momentow podporowych mg zastosowane zostaty szeregi podwojne.

ﬁ%‘w\

Rys. 6 " Rys. 7

Obciazenie momentem nalezy przedstawié za pomocy széregu podwéjnego.
ObcigZenie wzdtuz linii (rys. 7) mozZna przedstawié¢ w postam (por {36] s. 65)

mnxl . mnx

p &, (P) Z sin sy _ r Z P,. sin 7 sin M—'l sin AE.

Rozprawy Intynierskie — 8 695.
i BEEO]




Dia dwéch identycznych obcigZen linjowych skierowanych przeciwnie i odleglych
od siebic o malg wartoéé 6 (rys. 7) otrzymamy (uwzgledniajac R_nc‘i = Mp
i sin mmdf2l = mndf2]) S

@D L p( (p) 2 Z Z Mnm sin ??tp cos Af; sin JlE

m-—123 sn=173,5.

A zatem wed}ug 2.9 odpow1ada obclqzenlu momcntem '

(4 2) Zmn=—7—Mnmcos ;".51

Moment podpomwy wyznaczamy Z warunku zgodnoéci odksztatcen na podporzet
przesunigcie u i kat obrotu dw/dx od obcigZenia p i momentdéw podporowych M
oraz . sit podporowych N (rys. 6) sy rowne zZeru:

(4'3) e P @M+ @) =0,

ow A ow ow
@a (E) + ("E) .*“(7)3:) =0.

W przyblizeniu mozna przyjaé, Ze sily N wywoluja jedynie przesunigcie (u)";
ezyli (Owfox)M =0, a zatem moment mozna wyznaczy¢ od razu z rownania (4.4).
. Zgodnie z (2.9) kat obrotu wynosi ogdlnie

. Coow ES o
(4.5). xRl Z Z MRy Zmn cos AE sin 5,
A : .om n
gdzie _
' ’ (m2+82n2)2
“a N Ronn = (m2+e2n2)4-Lym*”

i

Dlgj obciqieniar réwnomiernego otrzymuje si¢ na podporze (cos Ak =1)

ow\e * 16ph3 1
.n (—5;;) = — _L ) E ;Rmn sinnp, m= 1,3,5 ...; n=0113,5 ..,
) R\ : - - ’

~ K=d
- "
iod momcqtéw zewpqt:znych na_obu podpprz_wh

L ew\M
(4~8)7 ‘. (*(g) = an Z Z My 1% Ry (1 — cos misT) sin ntp,

w123, .0 n=1, 35, .
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Przy 1 —cos mz =2 dla m nieparzystych i 1 .- cos mm = 0 dla m parzystych
otrzymamy (po podstawienin (4.7) i (4.8) do (4.4) dla wybranego =)

)Z‘ Rupn

i

m=1,335,..

Dodajac skiadniki (4.9) otrzymuje si¢ ostatecznie dla obciazenia réwnomiernie
rozlozonego

(4.10) M= ' Mysinyp =
1 .

P L 2 v o 3,5 n=1,3
== —;3—7 nsm @ 3 e R’ mfl,., e =135 .

Mimo tego, Ze obcigZenie zastepcze (4.1) jest rozbiezne, wyrazenie {4.10) jest
zbieine, co prawda zbiezne bardzo wolno. Daje ono tylko moment podporowy.
Momenty w przesle otrzymuje si¢ jako sume

16
{4.1D Hilg = oy pi2 2 S‘ ;; (m2 +v82 12} Ry sin A€ sin ne+
i 'n‘l’a

2
+ — 2’ Z My m (m2+ve2n2) Ry, [sin AE4sin A (1 -— £)] sin Hip,

m

m=135..m=1,23.;n=13,5..

Oba skiadniki wyraZenia (4.11) dajg dla x = 0 i x = I zerowe wartoéci ., mimo
ze drugi z nich powinien dawaé warto$§¢ momentu podporowego. Ta niefcistosé
jest wynikiem samej koncepc_;l przedstaw;ema momentu w postaci obciazenia przgsto-
wego.

Powloki walcowe podparte niepodatnie na catym obwodzie rozpatrywal za pomoca
szeregéw podwdjnych na podstawie réwnatt dokladniejszych, jednak przy zatoze-
niu »= 0, OLsEN, [37]. Obliczenia te dotyczyiy w plerwszym I‘ZQd?lG rozklado sif
- podtuznych 7.

5. Powloki ortotropowe

‘5.1, Jezeli powloka jest wzmocniona Zebrami podiuzaymi (rys. 1) Iub popriecz«
nymi, mozna traktowac ja, jak wiadomo, jako powloke ortotropowa.
Poprrednic rozwazania opieraly si¢ na réwnaniu Donnella, Wydaje si¢ zatem
rzecza wskazang uogdlni¢ to réwnanie na powloki ortotropowe.
- Zalozmy, ze przez dodanie zeber podiuznych sztywno$é wydluZenia i sztywno$s
zginania wzrosna do warto$ci podanych przez JAKOBsENa, [34]4

4Inni autorzy, np. [38], podaja zaleinoéel, w ktérych dzielnik 1-—»2 odnosi sig jedynie do
.plerwszych wyrazdéw w licznikach wyrazen (5.1);
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E -~ btlhh- E b 3+t B3

G - DaT T Ty Ke=T00 =%  bi+h

dla :'zeber_umieszczonych symetrycznie (rys. 8). Dla zeber umieszczonych jednostron-
nie zmieni si¢ wartos¢ Ki:.

E [b1 pinhd (b1 2+ 112)2]
(1 — 22) (b1 +11) 3 4(by t-+11 1)

W réwnaniach (2.2) zmienimy zaleznodei dla ng i my:

+ Dm ’ :
La- by —a=teat, —’JL iz = +‘V"_M (@'+w),
1

wr , 5 (5.2)

Kz=

Ky K .
Rys. 8 B '”“—Ez_w “+ azw.
POdStaWIa]ELC (5.2) i pozostate wielkosci weding (2.2) do réwnan réwnowagi
(2 1) i pomijajac skiadnik momentowy W drugim z mich, otrzymujemy

1w I B ok S a2
u' for"+ fov '+vfmw‘+X3"“—“
T
i+ 1—» a2
(5.3) = u"—l—%“+ 'U”"i“ﬂ"—‘—Yh—— — 0)
Za?
v’ 40 +W+kxwl4)—l—k(w 2w ™) T = (),

gdzie wprowadzono oznaczenia
_ Zaleznofci odpowiednie do (2.6) przybiora po przeksztalceniach poétaé
- . - {1+ N
‘0(4J+2Mr0“ +fa:@"" o "'”fﬂ? w-'o — 4__&,,.(____—) o
i ( 2 i - 1—1“1' X’.) a?.
5.5) E : 1—v _ =X
e A e '

( vy 2 . 14w 'Y") at
X‘ 1~vX l——vfm

'gdzie:
1 —2fs

1l—9#
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- Operator wystepujacy po lewej stronic w réwnaniach (5.5)
66 . . . Lp=(2p ()R (O

stosujemy do trzeciego z réwnan (5.3):

_ 2
Iy (' +0)+Ly (Whka Li(w®) KLy (™ +2w"") — %LI @)=0.

Uwzgledniajac (5.5) eliminujemy stad u oraz o i znajdziemy,
(5. w®+2 (utiz) W‘G’"+(4mx+1x+fx) W -2k, (u+fx) w”"""
+f by W —];“ (1 —»2) wh = [Z(4>+ 2uZ' "+ fe Z7
e _

P -— 22— .—'v2”' a4
+'VX'”+ _&—"—“X'“-E—Y .+ h_“uy"']);;
11— l—w» Ky

Réwnanie (5.7) jest nogdlnionym réwnaniem Donnella dla powloki ortotropowej.
Dla powloki izotropowej fo =z = p =1, ky = k i réwnanie (5.7) przeksztalca
sie w rownanic (2.7). Réwnanie (5.7) moze stanowié¢ podstawe do rozwigrapia
zaréwno roéwnania niejednorodnego [przez podstawienie w, X, ¥,Z wedlug (2.9)]
jak i zagadnienia brzegowego przy X =Y =7 =0. “

Stosujac do réwnania (5.7) operator (5.6) oraz operator

(5.8) Ly = ( Y42ix ()" iz (),
mozna zapisaé je w prostej postaci (przyjmiemy ponadto X =0)

— 2 at o
(5.9) L1L2(1v} + 7(1 —p2) W = [Ll (Z)+ Y+ “——v{—v—ﬁ Y“'] —.
11— | Kz

Réwnanie (5.9) jest znacznie prostsze od réwnania Jakobsena 5.

5 Po oddaniu niniejszej pracy do druku autor zwrcit uwage na keotki artykut [42], w ktorym
Y. C. Das wyprowadzil réwnanie analogiczne do rdownania {5.9) przy nicco odmiennych zaloze-
niach; w artykule tym brak jednak rozwiazan szczegolowych. Jest znamienne, ze recenzent artykulu
Dasa {por. Applied Mechanics Reviews, 1962, Rev. No. 1340} zwraca uwage na dwie wezesniejsze
publikacje (STEN-MAYERA i AMBARCUMIANA), W ki6rych rzekomo réwnanie typu Donnella dla
powlok ortotropowych bylo réwniez wyprowadzone. Obie te publikacje nie sq dostepne autorowi
niniejszej pracy i nie moga by< blizej ombwione. Warto natomiast wspomnieé, ze w wydanej nie-
dawno monografii AMBARCUMIANA, [43), jeden rozdzial podwigcony jest ogdlnemu przypadkow1
anizotropii powloki walcowo-kolistej {typu sandwich).
" Podane ponizej rozwiagzanie odnoszace sig do powloki walcowo-kolistej swobodme podpaltej
na calym obwodzie oraz rozwiazanie dla powloki ortotropowej utw1erdzone3 wzdluz lcrawgdzi
zakrzywionych przedstawione jest w innej pracy autora, [44]. ; :
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52, Podstawiajac do (5.9) wartodci w i Z wedtug zaloZenia (2.9) otrzymujemy w
wyrazone przez Z. Na podstawie (5.5) mozna z kolei uzyskaé u i v. Otrzymane
wielkoéci pozwola wreszcie okreslié sily blonowe i momenty na podstawie (2.2)
i(5.2):

14
gy 2 Z Run Zwn sin AL sin ne,

W=
iy = —— Z Z (m24-viy 22 12) Rumn Zan sin A£ sin 7o,
12
m, = — iz 2 ; (£2 n2-+-vm?) Run Zma sin AL sin 5o,
1—wyi2
(5.:10) Mgy = T iy ; ; men Rupp Zmn €08 AE COS 5,
Y 1
= Y 6 RN, 2 52 2 — U f)mt
ne=1_; ; ; 2y metntpr (L—1 faymé +
4 (1 — fa) £4 04 Zomn sin A€ sin 7,
5 :
n,= Yz d Z Z o (m4 + - 1 =52 g4nt] Zmn sin AE sin 5,
Yad 1 (2—?’fx—"’2f:ﬂ )
=17 - =" 3
Moy 2019 2 ; o T + v | m? en Zpyy cos AL cos pe,
gdzie
_ mA--2um? £2n2 1 fp g4 nd
Gy M cmn
Con = (AL 2um? 22+ £ 64 n) (M4 2ip m2 6202 ig g4 n¥) -y, mé
OrazZ
(5.12 _ (1—)Di
O ) - ‘ Pz = ab Ky al
Dla obcmzcma réwnomicrnego Z = — p ma zastosowanie (2.22).

6. Przyklady liczbowe i wnioski

6.1. Powloka swobodnie podparta. Zastosowanie szeregdw podwojnych. Przyklad L
Powloka ma wymiary (w cm): @ = 500, / =100, b = aa = 200, t =1, Wedlug
(2.23): ¢ = 0,5 i przy » = 0,3 p = 44,8. Dla obciaZenia stalego ofrzymuje sig na
podstawie (2.24) ' '
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1
) - . 1 (m24-0,075 n2) (m24-0,25 p2)2 MITX nIEQ
. _ 2 Rl L .
: mg = 0,164 pi Z Z mn  (m2-4-0,25 n2)4--44,8 m4 s | P

" "

I (0,312 1025m) (m2+025m22  mmx  nmp
= 2 . - - _ L e - - - M
y = 0,164 pl ; ; mn (21025 it aagmd o0 [ STy
m=135.;nrn=135..

’ &~05
a e - 41
P2 . | i ¥-a48 i -
= | EN
' | xy |
S IR Ze |
| =
_ | 00050 =+ |
=l /2 T(TTERE - 10 - T —'Tm—
\ | oo = = |
| ) P’2 : || B : |
_____ ==\ B feewe | NPT Y
o=0 o=a/? 00at®
L- : g ={ —‘l -4—-——-.2‘?.:(.—1,.,
Rys. 9
i =) a .
PR . v=448 A S— ———
x 19pa ] ki l’
10pa — — =TT 1000
05pa FF 1 . -
a0 g ~— L rrid
(AT
Tt
-4,Dpa-
‘ t05pa
” | i
g |
N S
Rys. 10

Wykresy my i m,, dla przekrojow x. = I[2 oraz p=06afnip=0a? pékazane
$3 na rys. 9. Analogicznic otrzymujemy sily blonowe ny, ny, i, (tys, 10) i prze-
sunigcie w (rys. 11).
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Z.’obliczonych warto§ci najwolniej zbiezne sa momenty. Nawet jezeli w sumo-

-waniu poprzestaé na skladnikach wigkszych od 1/100 skladnika o najwigkszej

ap = wartoéci absolutnej, irzeba dla

- W b =05 momentu  w $rodku - powloki

x T [, ¥=u8 uwzglednié ponad 30 wyrazéw

-+ szeregu. Poniewaz dla x = If2,

H o _ @ = o2 skladniki te Zmieniaja

»=1f? m Clp znaki na przemian, otrzymana

w sirsnr (|} suma co do bezwzglednej war-

L, | todci wynosi ok. 1/5 wyrazu naj-

___m*%‘%_':m;__ ] o o wickszego i dokladno$é wynikw

g=0 p=a/? K nie jest wigksza od 5%. W érod-

" Rys. 11 ku powloki w tym przyktadzie

, nie wystgpuje wartos¢ maksymal-

na momentéw. Dla tych osta tnich otrzymuje sig przy tej samej liczbie wyrazow
lepsza dokladnosé. ' '

Natomiast dla plyty prostokgtnej (y = 0) o stosunku bokdw & == 0,5 maksymalna
wartodé ms w érodku phyty, 0,102 pi2, mozna otrzymac z dokladnogcia ok. 1%
juz na podstawie 10-12 wy- m =1 my
razéw. Pordéwnanie maksy- o v-448 ag
malnych wartosci obu mo-
mentéw. zginajacych w po- =
wloce i plycie wykazuje, Ze E =t S
maksymalny moment w po- =
whoce (171, mex = 0,012 pi2)  9=0 ][ ez | M JL

W T
¥x v

jest o§miokrotnie mniejszy. . . .+‘ 0,0080t* InsHI
Przyklad 2. Z kolei roz- 0010pl*

patrzona bedzie powloka Rys. 12

o I=b=100 (=1

Przy tym niech t=1, a=700 i jak w przgkladzie 1 p = 44,8, Wykresy ma img,

przedstawiono na rys. 12, przebieg sit blonowych na rys. 13. Wartoéci momentow

sa w tym przykladzie lep.¢j zbiezne niz w_ przykladzie 1.

B
.y ap !
| ' — l
|
=i ~10pa i
i L




*" Zauwazmy jeszcze, Ze przy e = 1 funkcje m, mozna okreslié za pomoca funkci o
wedhug (2.24) przestawiajac m i n, a zatem m, dla ¢ = & a oraz x = & 1 réwné
jést mg dla @ = & @ oraZ x =& L S

Przyklad 3. Przy e = 1 nicch ¢ = 2, g = 500, czyli p = 11,2, Te sama wartos¢ y
otrzyma sig zachowujac grubo§é ¢ =1 i zwickszajac promien dwukrotnie do
a == 1000. : ' '

Wykresy momentoéw przedstawione sa na rys. 14. Momenty wzrosly przeszio
dwukrotnie w pordwnaniu z przykiadem 2.

% - ag
- i
\ - .
% '\'\mx £=1 X ‘ % gog
m, V”'ﬁi m. \ .
P\ 4 W-q707
&7 \ + +
&) \ -
+ + \
| \
) ]
"\ e 0 — et
N + oot N T ¥ o00zp*
'm\@; g 00401
AN 002l
qmplt
Rys. 14 : - o Rys. 15

Przyklad 4. Przy ¢ =1 niech £ =1, a =250, czyli v = 179,2. Wartosci mo-
mentéw (rys. 15) otrzymano przeszlo trzykrotnie mniejsze piz w przykladzie 2.
W ostatnich trzech przykladach, gdzie obliczano powlokg o réwnych bokacﬁ,
‘maksymalne wartoéci momentéw wahaja si¢ w szerokich granicach od 0,004 pl?
dla t=11ia =250 do 0,026 pi2 dla z =2 i a = 500. Ale i ta ostatnia wartos¢-jest
mniejsza od momentu plytowego 0,0475 pl2, '

Whioski co do zbieznosci wzoréw obliczeniowych sa nastepujace:

Przy stalych wymiarach bokow (g = const) zhieznosé wzrasta ze zmnigjszaniem
sie v, czyli ze wzrostem grubodci ¢ i promienia a. e

Przy stalym p (czyli stale a, [, 1) zbiezno§¢ pogarsza sie ze zmniejszaniem si¢ &,
czyli ze wzrostem kata a. . '

" 6.2, Zastosowanie réwnaii zaburzemia brzegowego. Przykiad 5. Dla p6lpasma walcowego
przy a = 500, [ = 100, ¢t = 1 mamy dla obcigzenia wedhug jednej péifali w kierunku
x (m = 1) na podstawie (3.1), (2.5) i (3.2) 1 =15,708, k = 33,33-10-8, p = 25,269,
% — 0,38644, Wedlug (3.3): a1 = 27,656, ap = 12,062, §; = 8,163, fi; = 18,715,

Wrykresy momentow mg i m,, otrzymanych na podstawie (3.15) dla x = I/2 przy

m = 1 widoczne sa na rys. 16. Naniesiono tam rowniez wartofci miy 1 mgo wediug
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{3.10), do ktérych momenty my i m, zmierzaja asymptotycznie. Dla poréwnania
na odeinku od ¢ =0 do ¢ =lfa namesmno wartoéci obliczone wedlug (2.13)
dla ¢ = 0,5 m — 1. W miejscu ¢ = /fa (§rodek powloki z przyktadu 1) rozwigzanie

Mo} /\
L \(mj
Lo
il |
iy pilpasma walcawego

T I-
| / My s e ff powinhi £=05 7

- ) Obcigienie pix,p)= %ﬂsfn ?

Qo

Ieﬂ

-0003p?

Rys. 16

dla pétpasma walcowego daje wyniki nieco odmienne, poniewaz w powloce ogra-
niczonej o & = 0,5 uwydatnia sie tam réwniez wplyw zaburzenia na brzegn ¢ = a.

6.3, Powloka utwierdzona. Przykiad 6. Powloka o wymiarach jak w przykladzie 2
jest ¢zescia powloki ciaglej. Wedtug (4.9) dla &6 —= 1

Z (m2--n2)2
Mo 4pl2 amp 1 4 (2 + n2)41-44,8 m#
e 2 e (m2+n2)2 m?

| (m24-R2)4 44,8 mA

Szereg w mianowniku jest bardzo wolno zbiezny. Dla duzych m wyrazy tego
szeregu zblizaja sie do wartodci 1/m2, Poprzestajac w sumowaniu na m = i przy~
porzadkowanej wartosci sumy Sy mozna, przy uwzglednieniu
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obliczyé dokladniejszqa warto§é sumy S, rownag

&l
—_

72

S,=8;+ —.
8 m~=I, 3,5 ... w2

Wrykres mz na podporze, obliczony dla n = 1, 3, 5 wedlng (4.10), widoczny jest

na rys. 17. Co do bezwzglednej wartosci maksymalny moment podporowy jest
irzykrotnie wickszy niz maksymalny moment .y

przestowy w przykladzie 2. Ten wjeminy moment — ¥=448

podporowy szybko maleje w kierunku $rodka % {redses
powloki, gdzie stan napreZzenia jast miarodajoy §-

przy okreSlaniu statecznodci powloki. !

~ Jak wykazuja obliczenia poréwnawcze, moment #=7 : pra
wtwierdzenia na krawedziach poprzecznych w przy- Rys. 17

padku, kiedy krawedzie podiuzne moga swobodnie

przesuwaé sig -w kierunku obwodowym (jak w tym przykladzie), moZe byé
znacznie wigkszy od momentu utwierdzenia w przypadku rury obciaZonej obro-
towo-symetrycznie, Dla tej ostatniej przy dostatecznie duzym /i » =03 jest
My = 0,3par.

" 6.4. Powloka ortotropowa swobodnie podparta. Przykiad 7. Wymiary: amSOO, 1= 100,
b =200, czyli ¢ = 0,5 oraz t — 1. Zebra cienkofcienne wedlug rys. 8 o wymia-
rach 100.10 mm i rozstawie 50 cm. Wedlug (5.4): f» = 0,847, i = 0,0476 oraz
& = 1,065. Wedlug (5.12) p, == 2,51. Na podstawie (5.10) dla Z =-—p

mz = plz Z Z — (mLLO 00357 12) Ry sin A€ sin g,

n;4+0,533 m?2 n2—|—0,0529 n4

: Ronn = (m4--0,533 m2 #2-40,0529 n4) (40,0238 m2 #24-0,00298 n4) 2,51 m4’
m=1,35.;n=17375...
£=0,5
ag = st a b/

.Y
N\
Y
\
A\
—t—\

T

b hY v : o z
Laospt? N 00t

Ll

|
T T [ ' -n
%
\ +
\ -—"”
\
A
L = '

K=087  {y=B04T
Rys, 18
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Wykres my 1 m,, widoczny jest na rys. 18. Maksymalny moment s, wzrost pigcios
krotnic w poréwnaniu z momentem maksymalnym wystepujacym w odpowiedniej
powloce izotropowej (przyktad 1). Z drugiej strony moment m, zmalal prawie
dwukrotnie. Wykresy wartoéci w powloce izotropowej przedstawiono na rys. 18
linia kreskowana, :

; Dla plyty ortotropowej 0 & = 0,5 i tej samej ortotropii co w powltoce maksymalny
moment my jest bliski wartodci pi2/8. A zatem rowniez w powloce ortotropowej
posiadajacej Zebra podiuzné momenty m, maleja w sposob znaczny na skutek
obecnoéci sit blonowych, ktérych w plycie nie ma. :

7. Uwagi koficowe

"W przedstawionych 1'ozwiaizaniach otrzymuje si¢ dla powloki swobodnie pod-
partej na wszystkich krawgdziach ny = n, =0, natomiast dla powloki ciaglej
#,=10 na wszystklch krawedziach i ny = 0 na krawedziach podiuznych. Jest té
wymklem zalozonej niepodatnodci elementow podpierajacych w swmch piasz-
czyznach, ‘ R

Oddziatywanie powloki na podpory sprowadza sie przede wszystkim do sit
stycznych n,, (rys. 19a) i pewnych reakeji - q,~ Sily te przenoszone sa przez elcmenty
podpierajace, przy czym z elementami podpleragqcym1 wspdlpracuje sgsiednia cze;sc
pow}okt

e | B

Rys. 19

Dia 1(1awe;d21’ zakrzywionej szerokodé wspolpracujaca mozna w przyblizeniu
obliczyé : wychodzac™ z obfotowo-symetrycznego stanu naprezenia. Dla p@wlokl
ciaglej (rys 195) otrzymuje si¢ b; = 0,76 ]/at a dla krawgdzi swobodme pod-
partej (fys 19¢) b¢_038 yat (por. [35}, s. 560). _

Jezeli przepony poplzeczne obliczy si¢ na dzialanie sit qx, Rps OUIZyma s:@ dla
ich gor:aych krawgdm zaleznie od sztywnosm przepony 1 jej wysokosci, napr@zenla
sc1skajqce lub rozciagajace: :

&

qurokosc wspolpracujacg dla krawedzi podtuznych obliczyé mozna w przy-
blizeniu ‘nie uwzgledniajac zakrzyw;ema na podstawie rozdzialu IX w [30].

Wypada jeszcze zwrécié uwage 'na zagadnicnic statecznofei. Element powloki
znajduje si¢ w zlozonym stanie napreZenia. Obok sif normalnych rs, ny i sit stycz-



nych n,, wystgpuja jeszcze momenty my, m, i m,,. W iych watunkach przy wzrofcie
Ty P przy

ohcigZenia nie nastapi utrata statecznosci w sensie rozgalezienia (bifurkacii) stanu
réwnowagi. Mamy tu do czynienia ze skomplikowanym zagadnieniem wytrzy-
matosciowym teorii I rzedu.

Tym niemniej rozpafrzenie podétawowych przypadkdw  utraty  statecznofci
Zwraca uwage na istotne parametry zapewniajace stateczno$é czy tez, w pfzypadku
zlozonego stanu napreZenia, dostateczna wytrzymatosé i sztywnoéé powioki

Przy éciskaniu osiowym powloki zamknigtej, wzmocmonej na koficach prze-
ponami (rys. 19a), wystepuje zjawisko przeskokn i naplgzemc krytyczae 3ak wymka
% badah kilku autcnow, por. [36], s. 595, wynosi

Py - Bt |
{7-1) . Tap = 7 0,1971 . K

Pomijajgc pewien wplyw zaburzen na koficach powiolﬂ otrzyane sig, ze napere-
nie krytyczne nie zalezy od rozpigtodci L ‘ .
Przy obeigzeniu radialnym istotny wplyw na zachowanie sig powloki mé stosunek
I/a, Wedlug FificGEco, [3], utrata statecznodci wystepuje przy '
7 _ Pra E
o = K = .. 1-—1)2.

Wartoéci wspdlezynnika @ dla réznych warto$cl parametru k = 212 a2 przed-
stawione zostaly w postaci wykresow jako funkcja #fa, [36], s. 582.

WINDENBURG na podstawie poréwnania wynikow dofwiadczen z rozw1qzamcm
analltyczuym zaproponowal prosty wzor

()
a7

@2 092
.mL' o |

Bardziej celowe bedzie poshizyé sie warto$cia obliczona wedtug teorii nieliniowej
przez TIEREBUSZKE, [40], '
| pra ___(tfay"

[1 8 _
s t - lla

stosowalna w interesujacym nas obszarze parametrow l/d
Przy lgcznym dziatanin obcigzenia osiowego i radialnego wartofci krytyczne

.Pﬁ1 i pi moina powigzaé przyblizong zaleznoscia

(7.3) IR —+*—1

gdzie Py i pr sa okre§lone za pomoca wazoréw (7.1) i (7.2).
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Poslugujac si¢ analogia z przyblizonym obliczaniem shipéw ciskanych mimo-
$rodowo mozna na podstawie (7.3) wyprowadzié przyblizone wzory dla sprawdzenia
naprezen dopuszezalnych o, i o wewnatrz powloki:

[r2,| 6m

P
O dop,
b ] (7 4) ﬁlt rz Qdop
: _ 078 u/a)”( 5511 a).
V" e Ha T 77 BTN
7zl om
I i +—2¢ = Opdop
(7 5) ‘821 t
2 . )
__OI9E ¢ tl  la ]
Rys. 20 b= Op1 a T Et (ta)**

Tutaj opasp oznacza podstawowe napreZzenia dopuszezalne ogprfs, gdzie opr jest
granicg plastycznosci, natomiast s wspotczynnikiem bezpieczenstwa. Wspélezynniki
zmniejszajace £y 1 By wedlug (7.4) i (7.5) odnosza si¢ tylko do obszaru sprezystego,
kiedy our << op oraz G << op.  Dla obszarn plastycznege 8y = =1.

Na krawedziach, gdzie oprécz naprezen stycznych Tq, Wystapia wskutek zaburzef
brzegowych naprezenia normalne rg lub n,, nalezy sprawdzi¢ naprgZenie porow-
nawcze wedlug hipotezy Hubera:

Vel —aye ot 0o 1375, < Codep.

W niniejszym opracowaniu rozpatrzono prace statyczna poszycia, ktére trak-
towane bylo jako powloka walcowo-kolista. Cata konstrukcja zamknigeia wodnego,
rozpatrywana jako pret cienkodcienny, doznaje poza tym zginania i skrgcania —
zalenic od warunkéw podparcia. Zagadnieniom tym poéwigcona byla mono-
grafia [41],
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PeszioMe

IMATAHAPHUYECKHAE OBOIOUKH 3ATBOPOB THAPOCTATAYECKIAX
' : COOPYKEHUH

" IIpoBONETCA AHAMN3 HADPEAEHHOTO COCTONHEN B oBIBXe 3ATBOPOB, KOTODES B CTATHYECKOM
OTHOILSHAN MONKHO PACCMATPUBATE KAK KPYroBYIO wEaEHEApEYeckyio ofonouxy. Iocne BCTYIHS
TeNBHEIX oﬁcymneﬁzﬁ PaIAYHEIX TeOpHE 3ITOH oBonowxy (m. 1), AaIbHCHLINAG DACCYACTEHIA
OCHOBEIBAROTCHY Ha JuddepeHIVaIsHoM YPAaBHCHAR Horgnna, ;
" Tlpesme BCero PEMACTCS, IPE HOMOLTHE ABOHABIX PAKOB, ciyuail cBoGonE0 ONepTOH OBOIOTKE,
MOABEPKEHHOR THEPOCTATHISCKOMY JABICHHIO, amd AeHCTRUKD DPABHOMEPHO pacnomoxeHuc
pPaovaspHOi HATPY3KH (. 2). Jos Gomes 3aKPABISHHBIX 060IIoUeR BTH PHNB! ABAMIOTCH MSAICHHO
CXOMSANIAMH H AV 3TOTO CHy4ass PElIRcTCA KPacsas 3anida ¢ yueTom Koadduuuenra ¥ % 0; BEIBO-
TATCA roTOBEIS (OPMYNDLL ANS BHYTPEHHAX CHI (m 3) )
Sated B O 4 PACCMATPYRASTCA TAIGKS, LR HCIONB3OBATIM [BOHHEIX DPAMOS, 3AESMIGHHAN
OBOOYKE, KAK YACTE CIUIOMHOH 00OI0MmA, Jnst opTOTPONHOH 0600YKA BHBOAATCA nuddepet-
LHANLHECE YPABHCHNE, JKBHEAJIGHTHOS YPABHOHIIO JHomesma (m. 5)
" B 1. 6 wiUTIOCTPUPYSTCA HECKOJILKEMA TpHMepaM pACTIpeNeNCHAS BHYTPEHHHX CHIL, TIABHEIM
.06pazoM B WIOTPOUHBEX, CBOOONHO ONEPTEIX oBoNouKAX M BIHEAHAS PAOIHBIX HAPAMETPOB
Ha RAX BENMUMHY. )
FAROMATCIBHBE 3AMEYAHKA TOCBAUICGHEl NPOBCPKS HAOPAMEHTE ¢ YIOTOM BOEMOXHOCTH 10+
“Yepy YCTOHYABOCTH; OHM OCHOBLIBAIOTCA HA MATEPHANS 3AKTIOUAIOIMEMES B U3BCCTHRIX HCTOUHAKAX.

Summary

vn

WATER GATE SHELLS E

This is an analysis of the stress in the covering of steel water gates which muy be treated as
a circular cylindrical shsil, After a brief discassion of various theories of such a shell (Sec. 1)
{uriher analysis is based on the Donnell differential equation. _
. First, double series are used to solve the problem of a simply supported shell subjected to a hyd-
rostatic pressure or a uniform radial load (Sec. 2). For shells of stronger curvature the convergence
-of the series is poor. In this case, a boundary value problem is solved, taking into consideration the
coefficient v + 0. Bquations for the internal forces are derived (Sec. 3). ' oy
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Next, Sec. 4 contains a discussion, also by using double series, of a clamped shell considered

1o constitute a portion of a continuous shell.

For an orthotropic shell, differential equation is derived corresponding to the Donnell equation
(Sec. 5).

Tn Sec. 6 several examples are used to illustrate the distribution of internal forces, above all,
in simply supported isotropic shells and the influence of varjous parameters on their magnitude.

Final remarks are devoted to the verification of the stresses taking into consideration the danger
of buckling, They are based on the analysis known from textbooks,
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