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1. Wstep ' R

Przekroje elementéw konstrukeyjnych mozna wymiarowaé opierajac sig na trzech
podstawowych metodach:

1) metodzie naprezen dopuszezalnych, : :

2) metodzie plastycznego wyrdwnania naprezen, zwa.ne] réwnieZ metode; od—
Iesztalced plastycznych,

3) mstodzie stanéw granicznych. L
- Nie bedziemy omawiali Zadnej z wymienionych metod wymiarowania, ktéré
s wystarczajaco wyja$nione w wiclu ksigzkach (np. w pracach [1], [3]), ograniczymy
si¢ jedynic do stwierdzenia, ze dwic ostatnie zakladaja uplastycznienie przekroju.
Chociaz wymiarowanie oparte jest na analizie pracy przekroju w stanie plastycz-
nym, to sity uogélnione wyznaczamy na podstawie studium pracy konstrukql
w stanie sprezystym. Okreélenie wielkosei i rozkladun sit wewngtrznych w stanie
wyczerpania no$nosci ukladu pozwoli uniknzé mezgodnosm tych dwu etapow
obliczania konstrukeit,

W teorii no$nodci granicznej zwykle zaktada sie, ze odksztalcenia sprezyste sq
male w poréwnaniu z odksztalceniami plastycznymi i mozna je pomingé. W dal-
szych rozwazaniach bedziemy korzystaé z tego za-
lozenia, czyli przyjm[cmy tzw. ' sztywno-plastyczny
model ciata, dla ktorego wykres zaleznosci pomigdzy
naprezeniem ¢ i wydtuZeniem & przedstawiony jest
na rys. 1. W przypadku elementéw zginanych wy-
kres zaleznodci pomigdzy momentem M i krzywiz-
ng k jest identyczny. Na rysunku przedstawiony jest : L
rowniez wykres dla M i k. ‘ M

Rozwiazanie oparte na tym zaloZeniu mozna stoso- " Rys. I '
‘wa¢ do materialdw o wyraznej granicy plastycznosci '

(np. dla stali). W przypadku elementéw zginanych mozna je rozszerzyé na kon-
strukcje z materiatu kruchego, uzbro_]one wldadkam pracujqcymi na rozctqgame
(np z zelbetu). 2

-'W dalszy¢h rozwazaniach bedziemy sie réwniez opierali na za'rozemach przyjmo-
Wanych w teorii plyt clenkich i na schemacic ciata sztywuo-plastycznego '

" Naprezenia wystepujace w okreglonej’ plycie zaleza od jej “obcigzenia, -Jezeli
‘zatozymy, e obciazenié roénie proporcjonalnie do jakiego$ parametii-(nps czasu),
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to przy pewnej jego wartodcl powstajg strefy uplastycznienia. W miarg wzrostn
obcigzenia strefy te powickszaja sie az do chwili; kiedy plyta zamieni si¢ w ustrdj
geometrycznie zmienny, tzw. mechanizm. Ten stan plyty nazywamy stanem wyczer-
pania no§nosci granicznej, a odpowiadajgce mu obcigzenie — obciazeniem granicz~
nym albo lamiacym.

2. Rozwigzanie statyemne i kinematyczne zagadnienia nosnosci plyt

Na podstawie twierdzen ekstremalnych dla ciata sztywno plastycznego latwo
wykazac 7e granice przedzialu, w jakich zawarte jest obcigZenie famigce, mozna
okregli¢ analizujac mozliwe statycznie rozklady sit wewnetrznych lub mozliwe
kinematycznie stany zniszczenia. Metoda pierwsza, zwana statyczng, prowadzm
do okreSlenia intensywnosci obciazent, ktdre nie moga przekroczyé rzeczywistego
obclqzenla ‘granicznego; druga metoda, zwana kinematyczna, pozwala okreshc
intensywnoséé obcigzen, ktére nie mgga byé mniejsze anizeli rzeczywiste obc1qzeme
graniczne.

W oparcm o te zasady ekstremalne mozna wigc wyznaczyé granice przedmalu
‘w ktérym musi byé zawarte krytyczne obcigZenie

2.1) : . Ps < P < Py,

gdzle Ps oznacza obcig#enie graniczne wyznaczone metoda statyczna, Pz obc1a;z:e-
nie graniczne wyznaczone metoda kinematyczna, P obcigzenie graniczne rzeczywiste.

Na podstawie (2.1} mozZna roéwniez stwierdzié, ze spoérod réznych kinematycznie
mozliwych schematéw zniszczenia najwlasciwszy jest ten, ktéremu odpowiada
na]mnlejsze obcigzenie graniczne, Natomiast zagadnienie poszukiwania najbardziej '
prawidlowego rozkladu sit wewnetrznych jest réwnowaine poszukiwaniu najwmk-
szego obciazenia krytycznego metoda statyczng. .

Rozwigzanie statyczne wymaga sformutowania warunku plastycznofc, tj. podania
pewnej funkcji sit uogolmonych ktéry Iacznie z réwnaniami réwnowagi pozwala
wyznaczyé obcigZenie graniczne,

W przypadku plyt zelbetowych mozna przyjaé nastepujacy warunek plastycznoscl*

(2-2) ' : my = |mo1l, 2= |ml,

ktory w_ukiadzie Jednostkowych momentdéw gléwaych my, my przedstawia prosto-
kat; wiclkogci Mgy, Mgy 0Znaczaja tu momenty wywolujace pelne uplastycznienie
przékroju o dlugosci jednostkowej.
». W przypadku plyt pla.styczme niejednorodnych i ortotropowych (zgodnie z kla—
syflkac_]a ciat podana w pracy [8]), momenty mp; i Moz Sa funkcjami potozenid.
--Opierajac si¢ na teorii potencjalu plastycznego mozna wykazaé, ze wektor krzy-
wizny w danym punkcie powierzchni odksztalconej plyty jest prostopadly do po-
‘wierzchni granicznej w punkcie naprezenia. Jezeli np. wspdlrzgdne punktu M
(rys. 2) okreslajg wielkoé¢ momentéw giéwnych w jakim$§ punkcie plyty, czyli
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punkt M jest punktem naprezenia (okreslenie zgodne z [10]), to-wektor MN jest
proporcjonalny do wektora krzywizny powierzchni odksztalconej w 'rdzpa-tryWa-é
nym punkcie. - C :

Rozwiazanie kinematyczne polega na podaniu powierzchni odksztalconej piyty
w chwili jej zniszczenia, a ﬁast@pnie na wyznaczeniu pracy sit wewnctrznych 8§
I zewnetrznych 8L na podstawie' zasady prac przygotowanych. Z réwnania

@.3) . OV =L

mozeny obliczy¢ obcigzenie graniczne albo moment graniczny. o
Wielkosci wystepujace w rdwnaniu (2.3) obliczamy w sposéb nastepujacy:

e4) 0= [ Gl mor+ kol mog) dd 57,
) 4
(2.5) 8L =fpawdA.
' ‘ _ A ,
We wzorach (2.4) i (2.5) my; i myy oznaczajg odpowiednio momenty wywolujace

pelne uplastycznienie przekrojow, k& i &, odpowiednio krzywizny gléwnych kie-
runkéw ortotropii, 4 pole powierzchni plyty, ' ' -

dVy prace wedtuz linii nieciagtosci odksztal- §me

cen {linii zalomdéw), p obcigzenie na jedno-. -

stk¢ pola powierzchai plyty oraz w przemie- 0 /,// ¢ Bl c

szezenie przygotowane. w dowolym punkeie | | -~ AT

plyty. J ¥ - 7y
Warto zaznaczyé, 7e zamiast okreéleft wy~- E e P T u

zej podanych, opartych na teorii odksztalfcer R I,

plastycznych, spotyka’sie réwniez okreglenia 2 ,.L L

wystepujace w teorii plastycznego plyniecia.
Wtedy nalezaloby wprowadzié pojecie szyb- -
koSci przyrostéw przemieszeze, szybkodci zmiany krzywizny, mocy  dysypo-
wanej sit wewngtrznych i zewngtrznych itd.

Rys. 2

3. Powierzchuia odksztalecona w stanie granicznym

“Moment famiacy zalezy od wymiaréw- elementu zginanego i granicy plastycz:
noSci materiatu, z jakiego wykonywany jest rozpatrywany element. Dila przekroju
prostokatnego o wysokosci £ i szerokosci 1 belki lub plyty wykonanej z materiaty
sztywno-plastycznego o granicy plastycznodci o, : "

o 1. :
G.1) ‘ : _mgz':Th?v O

Podobnie dla plyty Zelbetowej .(zgodnie z ob_owiéczujacq .normq)
(3.2) Lo Lo : : mO;"—"_.Q_fj‘z_rszxr)
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gdzie Qr oznacza pranicg plastycznosei gbrojenia, fz pole przekroju zbrojenia na
jednostke diugofei przekroju, 7 ramie’ wewnetrznego moments, X wysoko$¢ strefy
Sciskanej oraz Rpy wytrzymalo$é be-
tonu na Sciskanie przy zginaniu.
Moment lamiacy dla plyty o szero=

r/;’;”w)\l _ koici b, M = by, gdzie mg jest

okreslone zgodnie z (3.1} lub (3.2_).

=]

B Zajmiemy si¢ plytami, w ktorych

- jednostkowe —momenty lamiace sa

%ﬁ : funkcjami polozenia

& 33) my=mof(x), ms=mog():
Uklad momentéw przedstawiony

=¥

jest na rys. 3.
Rys. 3 7 pewnym przyblizeniem mozna
: : - przyjaé, e w plytach zelbetowych
krzyzowo zbrojnych, w ktérych rozklad zbrojenia nie jest réwnomierny, zmiennosé
momentéw tamigeych okresla funkcja (3.3). :
W przypadku petnego uplastycznienia plyty, w ktorej rozklad jednostkowych
momentéw okredlaja zaleznoéel (3.3), prace sit wewnetrznych okrefla nastgpujaca
catka: : -

oZw 2wl , -
(3.4) v — f f lmx(y)3;+awy (x);;;]axdy.
A

Wzér (3.4) wyprowadzono przy zalozenin matych ugigé bez uwzglednienia
wptywu napreZedi stycznych na uplastycznienic przekroju oraz przy zaloZeniu,
ze pod wplywem obcigzenia powstaja jedynie dodatnie momenty W plycie i krzywizna
Gaussa w dowolnym punkcic plyty jest nieujemna.

Prace sit zewnetrznych okredlamy w sposdb nastepujacy:

3.5 L= [[pwdxdy,
. - A

Przy CZym przez w OZDaczono ugiccie plyty, przez p obciaZenie ciggle jednostkowe
oraz pizez A obszar calej rozpatrywanej plyty. '

- Stosujgc twierdzenie Greena mozemy przeksztalcié catke (3.4) na catke krzywos
finiows wzdiuz obwodu plyty: ‘ - o

ow ow
(3.6) V:—fmy(X)"é}jdx—mm(y) o Y
C E .

Calka krzywoli{:iov\;a .(-3.6)‘-1)rzedstawiﬁ' usumz; 'ildczyﬁc’)w Ska:larr'iychrwektora kata
obrotu w dowolnym punkcie obwodu phyty przez wektor momentu tamigcego.
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‘Mozemy zatozyé, ze dla okre$lonej plyty pracujacej w. danych warunkach wyra-
Zenie (3.6) jest okrelone i stale, wobec tego

w w
3.7 U=*fmﬂ(x)7ydxwmx(y);§dy— fp(_ wydA,
C A

gdéié U oznacza prace sit wewngtrznych i zewngtrznych. Fuﬂkcjon_al ten osiq'ga
minimum, gdy druga catka ma warto§é najwickszg. Ze wzgledu na zalozenie nie-
ujemnej krzywizny Gaussa nastapi to przy
najwigkszym ugigeiu dostosowanym do za-
lozonych warunkéw brzegowych, a wige
dla powierzchni prostokresinej.
Rozpatrujac plyte w ksztalcie wielokata
mozemy zalozyé, ze powierzchnia odksztal-
cona sklada sie z wielokatow plaskich. Jezeli .
przez ¢ oznaczymy kat nachylenia plaszczy-
zny przechodzacej przez bok i, i--1 wielo-
kata obwodu (rys. 4), to réwnanie jej jest /\a/

nastepujace i

yl

(3.8) w = ¢;(xsin a — y cos a-+b cos a). Rys. 4

Po uwzglednienin (3.8) catka (3.6) na diugoéei boku 7, i1 ma posta¢

-(3.9) V= f pim, ds,
i
przy czym
(3 10) . My == My 0082 a--my sin? a.

Prace sil zewngtrznych (3.5 po uwzglednieniu (3.8) mozna przedstawi¢ dla danej
fciany pomerz_chm odksztalconej w postaci iloczynu momentu statyczmnego Si
obcigZenia danego plata wzgledem boku plyty przez kat obrotu $ciany dokola
krawedzi

(3.11) L= St

Funkcie (3.7) mozna przedstawié w postaci
(3.12) U= 3 g ( j My ds ~ ).
=1

Warunek minimuom daje

oUu

a% Mg ds — 2

h

as;
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. Poniewaz katy. obrotu ¢y sq bardzo male, mozemy warunek minimum uproscié
pomijajac wyrazy zawierajace @i, co prowadzi do réwnosci

(3.13) o 8= fm.“ ds.

Jak wige widad, w stame wyczerpama noénosci granicznej powwrzchma odksztal-
cona’ plyty W ksztache w1elokata musi spelnia¢ warunek
s S; _ Sa

(3.14) W': ...=W‘=...="‘]‘-mads =1,
o i in

W p?’zyﬁadku pllyty Lf)lastycznej jednorodnej,i- izotropowej

f M, ds = Mgy I;
i

i witedy warunek (3.14) uprofci si¢ @ moina go
- przedstawi¢ w formie
Si

(3.15) e = Mgy = const

Rys' 5

- podanej w pracy [12]. ‘.
Zz zaleznosm (3 14) wtdac Ze w przypadku plyt obcigzonych sﬁq skup10n4 lmie
zaloméw musza przechodzié przez punkt przylozcnla sity.

4. Plyta przegnbowo zamocowana na obwodzie, obciafona sila skupiona .. -

Jak wynika z rozwazen wyzej podanych, w przypadku obciazenia sita skupiong
linic zaloméw przebiegaja od punktu przylozenia sity do narozy piyty. Poszczegolne
platy, na jakie- podziélity plyte linie zaloméw, pozosta_]q p’(asksc
' Rozpatrzmy ptacg Wzdluz linii zatomu Oi w plycie pokazane_] na rys. 6.

" Nadajemy punktowi 0, w ktérym jest przyloZona sita P, przemieszczenie prosto-
padie do plyty. Powierzchnia odksztalconama ksztalt powierzchni bocznej osirg-
stupa o wysokoéci dw. Dwa sasiednie platy o wspdlnej krawedzi Oi obrécily. sig
w stosunku do siebie o kat dyy, ktéry moina zastacplc jego tangensem ze wzgledu
na bardzo male odksztalcenia. Obliczymy ten kat

4 Cow - -
Spy=—— e =T (ctg yit-ctg o),
albo zapisujac go w postaci wektora wspélliniowego z zalomem O/

L 6w_ i - g
Sy = Ti- (c,tg i--ctg i) cos 91—[—] sin @;).




Wektor momentt granicznego dziatajacego na odcinek As linii ‘zatomu. |

gdzie i,j sa to wektory jednostkowe skierowane wzdhuz osi Ox i Oy.
Praca sit chthrznych bedzie réwna calce hmowej

(4.1) 8Vy = — (ctg yi+ctg ) f My (x) cos By dx—i—ma;(y) sin 4 dy,
ktora moina zapisaé inaczej:

6 i
“42) - W ﬁf;i (ctg ys-tctg Bi) f {my Gos2 Os-ing sin2 O} ds:. . -
<) -0 : )

Praca wzdluz wszystkich linii zaloméw bedzie réwna sumie wyrazéw (4.2) dla
wszystkich zalomow. Przyrownujac te wielko$é do pracy sit zewnetrznych - :y
{4.3) 8L = Pdw
oraz wprowadzajac oznaczenic -

4.4) my4(r, 00)=my(x) cos2 By+nm;(p)sin2 9,

obliczymy wielkos¢ sily:granicznej
%

I . e :
@5 P= Z—h_(ctgywctgﬁi)_ g, ds.

i=1

* [ -

Nalezy pami¢taé, ze moment mry jest funk-
cja wspdtrzednych biegunowych r, 6; i wo-
bec tego nie mozna wylaczyé go przed catka.
Jednocze$nie wartoéé catki wzdluz kaidej -
linii jest inna,

Podane rozwiazania dla plyt w1elokatnych mosna zastosowaé réwniez do plyt
ogran'czonych liniami krzywymi, co wymaga jednak pewnych przeksztalcen wy=-
nikajacych z nieograniczouego wzrostu ilolci bokdw. =

Jezeli przeksztalcimy sumg ctgys-t-ctg fy, tak jak to podane jest w pracy [11],
10 otrzymamy '

Rys. 6

| dy
lim {ctg p;+-ctg Bi) = (1+ctg2y)(d3 +1) Coee i

-y

Po wprowadzenin wspdlrzegdnych biegunowych o, 0 i uwzglgdnieniu fakiv, zZe }'f
jest katem, jaki tworzy styczna do krzywej z promieniem wodzgcym punktu stycz-
noéci, obliczymy: )

o’ . db e*+e?
przy czym ¢ = ¢ (0) jest réwnaniem obwodu plyty. o

653




Po podstawieniw obliczonych wielkoci do (4.5) i zastapieniu sumy przyblizonej
przez catkg otrzymamy wiclko$é sily granicznej przylozonej w poczatku ukladu

wspolrzqdnych
e .
) f iy d@] do,

@.6) ) —f[ (1+z

gdzie nz, _]est obwodowym momentem lamigcym,

@.7n my = my (x)cos2 0-+-mz(y)sin2 0,

ktory jest funkcja wspélrzednych biegunowych my = m, (o, ). W przypadku plyty
kotowej o -promieniu @ wyrazenie (4.6) uprosci si¢ do postaci

PN ' ST N . - i 2z & :
@y = [ [ mdean.
o0

W szezegélnym przypadku plyt ortotropowych, w kidrych moment graniczny
nie zalezy od wspomrzednych,

4.9 3 My = mo Q_ const, g == wimy = const,
moment okreélony za pomoca wzoru (4.4) uprosci sig do postaci
(4.10) Mgy = g (cos? 0;1x sin? Gy) .

Po podstawieniu tej wiclkoéci do (4.5) obliczymy obcigzenie graniczne, ktére przyjmie
postaé podang w pracy [8].

Jezeli plyta ma ksztalt n-kgta foremnego opisanego na okrggu kola, ktérego
jeden z wicrzcholkéw lezy na osi Ox, to uwzgledniajac wartoéci

0 2w 2
LRI . - n I’ YiHﬁin n’
olrzymamy
{4.11) Py = m(1+x)n tgw;.

Dla kola, tzn. gdy n — oo, obliczymy
(4 12) _ . Py = m (14-x).

Jak latwo zauwazyc stosunck obcigzenia granicznego dla piyty kolowej Py do
0bc1qzema granicznego dla plyty w ksztalcie wiclokata foremnego -opisanego na tym.
kole, rowny jest stosunkowi pol kola Az i wiclokata 4y,

P oy Aw

4.13 A
@.13) =
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Podane wzory (4.10).i (4.13) mozna stosowad jedynie w przypadku melokqta o iloSci
bokow ‘wigkszej od 4. Dla plyty tr6jkatnej podane zalezno$ci nie majg zastosowania,
bowiem powstana dodatkowe zatomy ujemne, ktérych tu nie uwzgledniono. W przy-
padku plyty kwadratowej moga powstaé zalomy ujerne, co zaleZy jednak od struk-
tury plyty, a szczegdlnie od intensywnosci ortotropii.

5. Plyta utwierdzona na obwodzie

W przypadku utwierdzenia 'w plycie pozostaja zalomy vjemne, tzn, powstajg
linie uplastycznienia pod wplywem dzialania momentéw ujemnych. Zalomy yjemne
moga réwniez powstaé w plycic o krawe-
dziach swobodnych i przegubowych w zalez- 4}
noéci od punktu przylozenia sity. Przypusé- '
my, z& w plycie powstanie linia zatomu
wjemnego (rys. 7) o réwnaniu

(5.1) - e=e(0),

przy czym zalom nie musi sie pokrywaé
'z obwodem utwierdzonym. Prace sil we-
wngtrznych wzdluz zalomu ujemnego moze-
my obliczyé na podstawie (3.9). Zatomy .
dodatnie przebiegajg od punktu przyloZenia Rys. 7

sity skupionej, tzn. od poczatku ukladu

wspolrzednych do zatomu ujemnego. Wobec tego plaszezyzna styczna do powierzchni
przechodzi przez tworzaca OM i styczng do krzywej w punkcie M, Kat nachylenia
tej plaszczyzny do plaszezyzny xOy

]
><“'

ow
gsiny

gy =
Uwzglédniajge “wartosé

tgy~f,—, ds = Vo' +9’2tf9

lﬁozemy (3.9) “przepisac¢ w na%tqpujqcej postaci:

25
’2
(5.2) 6V’=6wf (1+ e )d,

gdzie zgodnie z (3.10)

(5.3) " m, = my cos? atmysin? a

Wystepujace w powyzszych wzorach wielkodei my, my, (x) oraz my(¥) oznaczajg
momenty tamigce ujemne (ich wartodci bezwzgledne). Uwzgledniajac w bilansie
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prac sit zewnetrznych i wewngtrznych prace wzdiuz zatomow radialnych i ujemmych
otrzymamy wielko$¢ obcigZzenia granicznego w postaci nastepujacego funkcjonatu?

o " 9 .
' 1 9,2 9” 912
o P:Jhw”*?*eJJ%@+@+eJmPe..~ﬂ

" Przy rozwaZaniu plyt przegubowo zamocowanych albo iciélej plyt, w kiérych
nie powstaja zalomy ujemne, réwnanie o = p (6) przedstawm}o obwdd plyty, a wige
bylo to réwnanie dane. Natomiast w rozpatrywanym przypadku prowadzgcym
do zaleznosci (5.4) réwnanie g = g (f) okrefla zalom ujemny, ktérego po{ozema

‘nie znamy. Lini¢ zalomu ujemnego mozna wyznaczyé z warunku ekstremum

funkcjonalu w oparcin o réwnaniec Eulera:

55' OF d(aF)+d2(aF)
55 : d  do \og’ a2 \og"' |

Rozpatrzymy plyte ortotropowa o nastgpujacych momentach lamigcych:

.
Hly == M, my, == %) M,

(5.6)

My = wm, Ry = % x M, _
przy czym wszystkic wiclkodci m, %, xl i sq stale na calym obszarze plyty. Jezel;
uwzglednimy zaleZnosci - E J
a=0+y, tgy=ole'

i podstaw1my (4 7, (58.3) oraz (5 6) do (5.4), to otrzymamy nastqpu]ace wyrazema .
na wielko§é sily niszczacej: :

2m

2

G P=m f {xl[egz
L]

] - S 2 ITES
+ 3%’ cos2 fH—Sinz_ 6} + (cos? le—% sin 0) (1+2%; o QT)} 0.

)—%(i-—x')sin?ﬁ—l—

Po obliczeniv pochodnych funkcp podca}kowag 1 podstawxemu do (5 5) otrzymamy
rOwnanie rozniczkowe ST

s-tw 29 .
L e ’
(58) p%—p" 0t — %1 — {0’ p sin 2012 cos 26) = 0.
: 204 —— in2
cos? 0 + Ly sin2 6 P

[

Wplowadza]qc ozbaczenia _ ] S
R . 1420y - . mn _|—m' e . JRETS
6H, n—}/ th g/
SO T wt-a ¥y ’n£+mm T AT R EE

856

-l



moZemy napisaé calke ogdlna r6wnai1ia"' (5.8)- W posta‘ci" Gl

N ) Az : ‘ '
{5.10) o= =g exp [C) arc tg (Il,u)] tg 8
IR : ]/ " osinZ @

dme A1l C sy sta}yml catkowania. Rowname (5 10) przedstawm rodzmeg sptra.l
W warunkach pelnej symetrii ksztaltu i struktury Pty utw1erdzonej wzgledem
prostej przechodzacej przez punkt przyloZonej sity P, krzywa musi byé réwniez
symetryczna wzgledem tej proste). Ze wzgledu na przyjeta strukture osig symetrif
moze byé jedynie prosta réwnolegta do jednej z osi wspdlrzednych, co pociacgé
za sobg warunek C; = 0. W tym przypadln ]le zatomu ujemnego ]est ellpsa,
ktore_] po%osw WYROSZ4 : i :

Gy ' a=A, b=uay.

Gdy sita dziala w poblizu brzegu utwierdzonego, to linia zalomu b@dzle rowhiez
peing ehpsa styczna do tego brzegu, sila. niszczaca quzw rowna: v

(5.12) P = 2mm V (1+2)) (et x)

Jezeli sita dziala w pobhzu brzegu przegubowo zamocowanego, to linia zafomu
nie bedzie krzywa zamknigta, bedzie ona przecinaé brzeg plyty pod pewnym katem
zaleZnym od jego usytuowania oraz od wspolczynnl-' ;
kow charakteryzujacych ortotropg plyty. "
Rozwiazanie uprodei si¢ znacznie, jezeli zalozyé:

1-|—?£1 = ”1- %'—I—%,

co po: podstawieniu wielkodcl », u; i %' zgodme SR R
z oznaczeniami (5.6) prowadzi do. roéwnosci. :

(5.13) mg—}—mx = my—l—my &
Przy takiej budowxe p¥yty linig zalomu dezle krzywa
(5.14) L g= A4S,

Réwnanie (5.14) przedstawia spirale logarytmiczne, a gdy C = 0, rownanie okrggu
kola. Z podanego wyzej rozwiazania widaé, Ze jezeli suma momedtow Bmijcych
przy zalomach dodatnich i ujemnych dla kazdego kierunku jest stala, to plyta
zachowuje sig jak ' izotropowa.: Rozwulzame dla pizypadku plyty utwierdzonéj,
0bc1a;zonej sﬂq, skuplonq w pobhzu brzegu utw1erdzonego Jest nast@pujqce

Gy P = 2m (14-).

BRgiipe

Praktycznym przykladem. plyt o strukturze (5.13) mogy byé plyty zelbetowe w kto~
rych suma zbrojenia w warstwie-gorngj i doluej dla kazdego z dwéch prostopadtych
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kierunkéw jest stala. Przy duzc_] réimicy stosunkéw zbrojenia dolnego i gdrnego-
dla obu kierunkdw moga oczywiscie pozostaé zaklcenia spowodowane zmiana,,
ramienia wewnc;trznego momentu.

Warto zwrdcié uwage na fakt, e wielkoci (3. 9) albo po przeksztalceniu (5. 2)
okre§lono jako pracg sit wewnetrznych na obszarze uplastycznionym, a nic wzdtuz.
zatomu obwodowego., Wedlug tego samego wzorn mozna obliczyé prace wzdluz
zalomu ujemnego, Roéznica w obu przypadkach sprowadza sig do warto§ci mo--
mentdw lamigcych, Wyrazenie

27w

’2
(5.16) ' oV = 6wfm;c (1 + "—~) dl
" s

okreéla prace na obszarze uplastycznionym, jezeli my oznacza moment graniczny
dodatni; jezeli natomiast my jest momentem granicznym «ujemnym», to wyrazenie-
(5.16) okrefla prace zalomow ujemnych.

~ Z poprzednich rozwazai wynika, Ze t¢ sama pracg na obszarze .uplastycznienia.
wewnatiz linii zalomu ujemnego okredla prawa strona (4.6). Latwo stad zauwazy¢,

Ze pociaga to za soba roéwnosé
e

. 1 912 Qll 91’2
5.17) (1+2m—r-)fm dﬂ:(l—i—_)ma,
e 0 2 e ° 02

. . [

przy czym zgodnie z (3.10) i (4.10)

m, = my cos? a-+-my sin? a,

my = My c0s2 0-}-my sin? 6 ;
kéty a i 0 pokazane sév’na rys. 7. W przypadku ortotropii okreslonej zwiazkami:
(5}.6) po wykorzystaniu zaleznofci pomigdzy katami o, 6 i y

(o' cos 8 — g sin 0),

1
. cos ¢ = cos(f+y) = —‘/—E—’—i:l_?;

(5.18) 1
§in o == gin 0+9) = ———=—
Y Verren

(o cos 04" sin 0},

otrzymamy rdwnanie
12
cos? 01 x #4sin2 6

(5.19) 02— 0" ot — (g2 cos 26-+¢' sin 260) = 0.
Jak latwo zaﬁwaiyé, réwnanie (5.19) jest identyczne z réwnaniem (5.8), jezeli
zastapimy stosunck ‘

My msu-i-m;

TZCZ =TT .
My . p K m!,r‘l-my

% ==




Uwzgledniajgc poprzednie spostrzcienia mozemy (5.4) przepisaé w ifinej postaci:

2n
p'2
.20 P (1123 ) onmiyan,
. o]
pdzie
5.21) m, = my cos? o-t-mysin o,

M, = m,, €082 a-|-mysin2 a.

Po podstawwmu (5.21) i (5.18) do (5. 20), otrzymamy

{522y P= f {(my—l-my)(

Znajac funcje zmiennodei momentdw famiacych, mozemy wyznaczyc rownanie
linii zatomu i obciaZenie grauniczne.

) + (mat+my) o ( 0s ) + ——sin 6) ]dﬂ.

6. Plyta prostokafna zlnbciaieniem cigslym

Wyznaczenie momentdw lamigcych czy fez obciaZenia granicznego wymagé
‘wyznaczenia siatki linif zatomow. Upraszezajac nieco zagadmeme mozemy przyjqc,
ze w przypadku plyty prostokgine] opartej y\ xM
przegubowo na obwodzie i obcigZone] réw- I

nomiériie zniszczenie nastapi przy ukladzie 8 ¢
linii zalomdw pokazanych na rys. 9. Poloze- '
nie punktow wezlowych E i F okreslamy £ ® r
za pomoca parametrow f, u,v. Wielkofci = @ @ ()
'tﬁ:h parametréw moZna wyzuac'iyé na pod- L~ @ v —A
stawie zaleznodci (3.14) lub wykorzystujac 7 ; T
‘waoioski z warunku (2.1). : L a

Zakladajac, Zze istnicje symetria funkcp Rys. 9

okreslajacych rozkiady momentoéw famiacych
(3.4) wzgledem osi symetrii prostokata ABCD, przy obeigZeniu rownomtelme
Tozlozonym na calym obszarze plyty, mozemy z gbry zalozyé

t=0562, u=wv.

Pracg 511 wewngtrznych obliczamy dla kazdego plata oddzlelme zakiadajac, e
przemzeszczema d w krawedzi EF sy prostopadte do plaszczyzny plyty:

-4

B .
6V1:fm1f(x')‘72' dx, 0V *IMz(J’)Tdy;
gl A SR ke
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Catkowita. praca sit: wewngtrznych

a ) 1
44 ; 26
©1) V=20V 8V = f iy () - f ma@)dy. .
o . h a

Podobnie obliczamy prace sit zewnqtrznych

8Ly = (pole AEFD) q aw —'— qb (3a - 4a)dw ,

b"2

gdzie yo jest rzgdng Srodka ciezkosci trapezu oraz 6L2 = qbu 6w/6
Catkowita praca sil zewngtrznych

(62) S OL“2(5L1+6L2}w—qb(3a»—-2u)6w

Jezeli wprowadzimy dodatkowe oznaczenia

[ [ )
(6.3) My = [ my () dy, My= [my()dx, A=
0 e

to i)o podstawieniu (6.1) 1 (6.2) do réwnania (2.3) obliczymy

.4) Paee q:_bi u(Ba—2u)’
Obciazenie graniczne wyznaczymy jako minimum funkcp . 4) ze wzgledu na.

parametr, co prowadz1 do rdwnania
©:3) ‘ o 4u2+4bzu — 3abA =0

oraz wartodci parametru okreslajacego siatke zniszczenia

| N N
6.6) u"—"zbl(]/l-l-ﬁ-—l)

Zeby wyznaczyé obeiaZenic graniczne plyty, nalezy wyznaczy¢ jednostkowe momenty -
lamigce, a nast¢pnie momenty «wypadkowen zgodnie z (6.3), zastepujac ewentualnie
catke przeZ sumg przyblizong. Po wyznaczeniu wielkosci # na podstawie (6.6) obli-
czamy obcigZenie graniczne zgodnie z (6.4).

W przypadku komecznosm zaprojcktowania plyty nalezy obhczyc -moment
gramczny, co umoz11w1 wymlarowame bez stosowania metody, ktéra mozZna by
nazwad kole]nyml przyblizeniami. Jak wynika z podanego rozwiazania wielkosé
obcigzenia granicznego zalezy nie tylko od momentéw granicznych, ale i od ich
stosunku, Korzystnie jest wobec tego podaé dla onentaql jakg wielkodé A przyjaé
najlepiej. Przypuscmy, Ze jako kryterium ekonomii przyjmiemy ogdlng ilosé stali
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zbrojeniowej potrzebnej do zapewnienia wlasciwej nosnosci plyty. Tlogé zbrolema
potrzebna dla kazdego kierunku wynosi
l M’x 7 M ¥
| fﬂ?'—er: fy—-erJ
przy czym przyjmujemy- z przyblizeniem, Ze ramie wewngtrznego momentu .z jest
Jednakowe dla obu kierunkéw. Gtrzymamy wige ogdlng ilosé. zbrojenia (objetosé).
: ~ ab (Mo My) ab (1 : 1’)
(6.7) Z=afx+bfy‘—" ZQ,-( b + —ZQrMy M—E_? .

b
_;IeZe]i podstawimy do (6.7) wartoéé My obliczona z (6.4), a nastgpnie wyznaczymy A
z (6.5) i podstawimy do (6.7), to w rezultacic otrzymamy

a

~ qb
2 . 452 2
Z == 2 7 0 — (4au — 452 u-+-3ab?),
Z warunku minimum funkcji z obliczymy

(68) } U=

Wyznaczona warto$¢ u nalezy podstawi¢ do (6.4) oraz do (6.3) i w ten spos6b

otfrzymamy
b

1
Mm=fmmoz)dx— g b,
1]

6.9) .

i3

My= fmy (x) dy = %qabza —28%.
. : 0
Podane wzory (6.9) pozwalaja wyznaczyé momenty M i My, ktére sg uzasadnione
ckonomicznie i daja najmniejsze zuzycie materiatu.

Nosnos¢ plyty nie zalezy od sposobu rozmieszezenia zbrojenia danego kierunku,
o bezposrednio wynika np. ze wzoréw (6.9), a jedynie od ogélnej jego ilosci. Naj-
korzystniej jest wige zaprojektowad taki rozkiad armatury, ktéry zapewnitby mozliwie |
najdiuisza prace plyty w stanie sprezystym. Sciste rozwiazanie zagadnienia jest
trudne ze wzgledu na zaloZzenie niejednorodnoéei i ortotropii. '

.- Dla ¢eléw praktycznych podamy tu rozwu;zame przyblizone. Przyjmiemy wmc

X
(6. 10) Mg (y) =m sm my (x) == m sin -

b Ty
;Podstawiajqc (6.10) do {(6.9) obliczymy

6.11) m —-‘i:ru(3—2‘8)
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Najwigkszy moment jednostkowy (6.11) w érodku plyty ]est wlgkszy od momentu
$redniego,

MHmax

7
ey *
Mgy 2

W przedmale 0gx<022go0raz0Bagsx<a zbrojenie powmno byé mmcjsze
od $redniego, aw obszarze Srodkowym wwksze Jak latwo obliczyé, na tych dwdch
skrajnych czeSciach plyty potrzeba orientacyjnic okolo 22%, ogdlnej ilosci zbrojenia
dla danego kierunkn, pozostate 789 nalezy roztozyé w czgsci srodkowej. Praktycznie
moZna przyjaé, ze w pasach szerokodci af5 przy brzegach naieiy daé potowg tego,
co wypadaloby przy réwnomiernym rozioZeniu zbrojenia, a pery odj@te nalezy
dodaé¢ w Srodkowym odcinku.

7. Zakonezenie

Obliczenie rozkiadu sit wewngtrznych w plytach na podstawie teorii. no$nosci
granicznej jest zagadnieniem latwigjszym od analogiczaego zagadnienia w stanie
sprezystym. .

Nalezy przypomnie¢, 7e byly przeprowadzone badania doswiadezalne, ktore
7z duzg dokladnodcia potwierdzily sztusznosé zatozen metody nosnosci granicznej.
Zagadnieniu temu poéwigcona jest praca [9], w kt6rej s opisane badania dotyczace
plyt izotropowych i ortotropowych.-

Dla przykladu warto podaé kilka wynikéw z cytowanej pracy, dotyczqcych plyt
ortotropowych, prostokatnych.

Wielkodci obcigzenia tamiacego w T przy rdznej intensywnosci ortotropii:

obliczone dla obciazenia ciaglego 36,5 33,1 31,1 27,1 43,0
obliczone dla uk%adu sit skuplonych 33,8 29,3 27,6 27,5 46,2
'z dogwiadczenia 35,0 31,0 20,0 280 43,0

" Przy badaniach obcigzenie plyt zelbetowych zrealizowano przez dziatanie szerégu
pras hydrauliczaych ustawionych mozliwie ggsto. Ten rodzaj obcigzenia nie od-
powiada §cifle ani schematowi obciaZenia réwnomiernie roztoZonego, ani obciaze-
nia sifami skupionymi, '

Schemat obciazed w czasie do§wiadczen byt posredni pomiedzy obu schematami
‘obliczeniowymi i w trzech przypadkach obciazenia tamiace uzyskane na drodze
eksperymentalnej zawarte sa pomiedzy odpowiednimi wynikami obliczeniowymi.

Wrydaje sie, ze ze wzgledu na latwo$é i zgodno$é wynikdw dos$wiadczalnych
z teoretycznymi teoria noénoéci granicznej powinna byé bardziej spopularyzowana.
Pierwszym krokiem na tej drodze jest uwzglednienie tego dziatu, praktycznego
zastosowania teorii plastycznodei, w programach nauczama na pewnych specjal-
nofciach w Politechnice Warszawskiej.

662



Literatura cytowana w tekécie

[1] W. A. BaeAD, 1. 1. GoLpiensLAT, W. M. Kaczenow, M. 1. Pupisz, K. B, TAL, Obliczanie
Konstrukeji budowlanych metodq standw granicznych, (tum. z ros.), Warszawa 1955.
{2 JI. M. Karanos, Ocnager meopunt aaacmuunociat, Moceea 1956,
. [31 3. MurermiLce, E. Ovszewskr, M. Lusmisk1, Wymiarowanie konstrukicji sta!awych nowe
metody, Bud. i Arch,, 1956.
[4]1 D. NmposTyN, Nofriosé graniczna prostokginych plyt ortotropowych Zesz Nauk PW
Bud. 6, 1956. _
[5]1 D. NmrosTYN, Nosnosé graniczra plyt kelowo-symetryeznych, Inz, Bud. (w druku).
[6] W. OLszAx, Zasada ekstremalna w teorii nosnoSci granicznef plyt i jef analogia do zagadmeﬂ
standw granicznych geodynamiki, Z. Nauk. PW, Bud,, 1956.
" [71 W. OtszAx, O padstawach teorii cial elasto-p!astycznych niefédnorodnyeh,: cz. 1, A‘fch Mech.
Stos., 3 (1954); cz. II, Arch. Mech. Stos. 4 (1954).
[8] W. OLszax, Zagadnienie ortotrapil w teorii nofnosci granicznej piyt, Arch Mech Stos -
3 (1953).
[0] W. OLszak, A, Sawczuk, Téoria stanow gramcznych w Swietle weryﬁfcac;i da.s‘wxadczalnej,
Rozpr. InZyn., {1955).
[10] W. PRAGER, Probleme der Plastizititstheorie, Stuttgart 1955.
[11 A. P. Pxammuera, Pacuem coopysicenuil ¢ yuemom Macmm:ecrcux caoucme Mamepmmos
Mocksa 1949.
[12 A. P. Pxanuuen, [dpedessnoe pasuosecue yeesezofemonnstx naacmunox, Wap, AH CCCP,
OTH., 12 (1958). I o
f13 A, P, P)KBHHHHH, Hpeae,fzbnae Ppasrogecie HPAMOYZOAGNON NAGCHUHKY NpR deficmeuu co-
CPeOOMoueItoll Cuan, HPUAOMCENHOl 6 K000l moyke, VICCIENOBANI IO BONPOCAM TEOPUM IIACTHY-
HOCTH H MPOYHOCTH CTPOUTENBHEIX KOHCTPYKIHML,
[14] A. Sawczuk, Teoria standw granicznych plyt plastycznie ortotropowych i nieiednorodnych
oraz jej zastosewania w technice, praca kandydacka, Warszawa 1958,

PeswoMe
l‘IJIACTI/IT-IECKI/IE HEOAHOPOOHLIE HIACTHHKHA B CTAAWH PA3PVIIEHNNS

Hecymyo cnocofHOCTE INTACTHHER MOKHO ONDEIEIATE, PACCMATPHEAS PACCCSHHYI0 MONIHOCTE
BHYTPERHMX CHI H MOIIHECCTH BHENIHUX CHN COOTBETCTDYIOUIMX ITONMIO CKOPOCTH OPWPALICHUE
nepememennit, OCHOBLIBANACH K¢ HA TCOPHH ILIACTHHECKAX HehopMamail MOXKHO, JUIA OHPEASHCHIT
#ecymel cIocoBHOCTH, ONMPATECH HA MOHATHIO PAGOTH BHEILHUK W, BHYTPEHHAX CHIL

Hogck cooTBeTCTReHHOH HedOpMHUPOBAHHOHE MOBEPXHOCTH CBOMMTCA K 3aAade ONpPEJelcHAS
MEHRMYM2. BHENIHAX M BHyTPeHHUX cI Ha OCHOBARWE NPOBSHCHHOTO aHAIMM3A JUIS HEQOHOPOI-
HEIX H OPTOTPOIHSK [ITACTHHOK B INACTHYECKOM COCTOSHMH, JOKA3LIBAETCH, YTO HpM HPHHATHIX
NPEMIONOFERIIX RehopMUpOBaHHa] NOBEPXEOCTE  ABMSTCA TOBSPXHOCTBIO ¢ IPAMOMMACHAEIMA
ofpasyionmmMA. ABTOP OCHOBBIBACTCH IPH HTOM HA YCHOBHI) IUIACTHYHOCTH, MPERCTABIIFOIMM
IPAMOYTONBHEK B CHCTEME TTIAEHEIX MOMEHTOB ¥ IPUIGITHIO HECTRO-IUTACTHYECKON MOIEMY TeNa.

Haetca peinenye IS IMAPHUPHO 3aXKPETUICHAOH TZIACTHHEH M 3ALNEMIICHHOM 1O OXpYKHOCTH,
Ha ocHOBAHMH BAPHANEOHHOTC MCYMCHEHUA RIGETCH COOTBETCTBYIONIAA (opMa NHHMH OTPHLRA-
TEJBHOTO H3JoMa. PellleHHeM 3afaum sBisercs ceMeicrso kpuesix (5.2.5). PaGora BHYTpeHHHE
O BAOTE OTPHNATENLHOTO M3JIOMA H BHyTpeHHell oBnacTE OYAeT BHIPAKATHCA HOHOOHLIME
HHTETPRIAMHA, PASHMUMMEACA JIMIE 3HAYCHESMH PAa3pyMAOMEX MOMEHTOB.

TlonxyueHHEIC PE3YIBTATH, UPUMCHAIOTCH B CIIy4ae MHOrOYrofbHOH# nnac-'mﬂm,' 3arpyKendoi
COCPEIOTONSHHECH CAMOH W Iiid NPAMOYTOALHOM NIACTHIKH, HaXOAMUEHCA oA AeACTBREM PABHO-
MEPHOA HATPYIKH.
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"Summary

PLASI"ICALLY NON-HOMOGENEOUS AN'D ORTHOTR()PIC PLATES
"IN THE STATE OF DESTRUCTION

*“The limit Joad of a p]ate can be determined by considering the dissipation power of internal and
external forces connected with the field of displacement rates. Making use of the theery of plasuc
gffains work of ‘displacemant can be used.

The research of the correct form of the deflection surface reduces to the minimum problem of
the total work of the internal and external forces, On the basis of an analysis for non-homogeneous
and orthotroplc plates in the plastic state it is shown that the deformed surface should be
rectilinear, The yield condition used for this purpose is represented by a rectangle in the system
of principal ‘momznts. Rngd-p]astlc propert;es are assumed.

Solutions are given for a plate on hinged support and clamped along the contour. The correct

.form of the regative crack lines is sought by m=ans of the variational calculus. The family of curves

(5 2.5) constitutes the solution of the prob]em The works of the internal forces along a negative
¢rack and in an intérnal region are expressed by similar integrals dlﬁ'ermg merély by the value of
the collapse moment.

The results are applied to a polygonal plate loaded by a concentrated force and a rectangular
pIate loaded by a uniforily distribtited” force.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 lutego 1962 r.






