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W pracy niniejszej zajmiemy sig problemem belek prostych o przekroju prosto-
katnym, przy czym uzyskane wyniki bedzie moZna na ogél stosowaé z wystarczajaco
dobrym przyblizeniem dla belek o dowolnym przekroju poprzecznym; doktadnosé
tego przyblizenia mozna okre§li¢ w kazdym przypadku. Wyniki nie odnoszg sig
natomiast do belek cienko§ciennych (ktérych wymiary znacznie si¢ roznig miedzy
soba); z belkami tymi zwiazane sa pewne zagadnienia specjalne. '

Przypadek belki prostej bywa na ogdl badany mctodami przyblizonymi teorii
wytrzymalo$ci materiatéw, opartymi na klasyczaym zaloZeniu przekrojéw plaskich
(hipoteza Bernoulliego). Z drugiej strony do problemdw belek-§cian (plaskich
plyt poddanych dziataniu obciazefi réwnolegtych do plaszezyzny Srodkowej, przy
czym zaklada sig, Ze obciazenia dzialaja w tej plaszczyZnie) wykorzystuje sig metody
teorii sprezystosci i nie przyjmuje sig zatoZenia o ptaskich przekrojach. Co wigeej,
nawet w przypadku czystego zginania przekrdj plaski przed odkszialceniem prze-
. c¢hodzi w wycinek powierzchni walca parabolicznego, [30], mimo, ze wzér Naviera
{(wyprowadzony metodami teorii wytrzymalo$ci materiatéow dla naprezen normal-
nych) jest w tym przypadku spefniony réwniez w ramach teorii sprezystodci.

Wiadomo réwniez, ze dla belek tego typu dokltadno$¢ uzyskanych wynikow
jest inna dla stanu napreZesi, a inna dla stanu odksztateel. Wynika stad czasem
koniecznodé obliczania pewnych wielkosci na gruncie teorii sprezystodci, podczas
gdy dla innych wielkodci wyniki uzyskane w ramach teorii wytrzymalosci sa wy-
starczajaco dokladng, Wynika wiec stad problem okreélenia granic stosowalnosci
teorii wytrzymaloéci materialéw oraz dokonania przegladu dokladnych i przyblizo-
nych metod stosowanych w teorii sprezystosci ze wzgledu na zakres ich stosowalnofci.

Problemy powyisze postawi¢ mozna dla belek o zupelnie dowolnym przekroju
poprzecznym, jednakze dla ustalenia pojeé i uproszczenia rachunkdéw zajmiemy
si¢ belkami o przekroju poprzecznym prostokatnym.

Przeprowadzimy pewne rozwazania ogdlne, a nastepnie zbadamy przypadek
belki prostej podpartej swobodnie (I, ninicjsza ¢z¢$¢ pracy), omowimy belki wspor-
nikowe i wsporniki (Il cze$é artykutu) oraz belki hiperstatyczne i podamy pewne
koricowe wnioski (TE czgsc).

1. Uwagi ogdine

Przeprowadzimy przede wszystkim pewne rozwazania o charakterze ogéloym,
dotyczace belek prostych i mozliwodci ich badania z punktn widzenia teorii wy-
trzymalodci materiatow. ' ‘
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L1 Omaczenia: Za osie ukladu wspélrzednych przyjmuje sic na ogdt osie
symetrii belki (rys. 1),

Oznaczymy przez 2a i 2b wymiary belki w plaszczyZnie Srodkowej, a przez h
iej szerokodé (w dalszym ciagu bedziemy przyjmowali, Ze jest ona réwna jednosci).
Niech 4 bedzie stosunkiem diugosci belki do wysokosci jej przekrojupoprzecznego

! a 1
1.1 === e
ay 2 =

W przypadku belek-ician przyjmujemy na ogdt 0,5 < A <2,0. Jesli 4> 2,0,
otrzymujemy wéwezas zwykla belke prosta. Jesli A << 0,5, to belka zachowuje sig
jak Sciana, a wplyw ugiecia mozna pomingé w poréwnaniu z wplywem sity po-
przecznej. Sztywnosé belki jest proporcionalna jedynie do powierzehni przskroju
poprzecznego, co wykazano w pracach [8] i [27].
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Rys. 1

" Bedziemy réwniez uzywali niekiedy wspolrzednych bezwymiarowych

a» R

W punktach wewnetrznych belki pojawiaja sig napreZenia normalne o4, oy oraz
napreZenia styczne voy == Tye. W ustalonym przekroju x = const mozna zsumowad
te napreZenia otrzymujac sily i momenty dzialajace w tym przekroju: sile osiows
Nz (x), sile poprzeczng Ty(x) oraz moment zginajacy My (x) (rys. 1), mianowicie

: _ b : b b
A No) = [ oady, Ty =— [ taydy, MaG)=- [ ouydy.
=& -—b : b ’
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‘Podobnie przy y = const otrzymujemy Ny (), Tz (3} 1 My ().
Dla kofcdw belki uzywaé bedziemy nastepujacych oznaczen:

b b ‘ H
No= [o@ndy, Ty=— [ tal@ndy, Ma=— [oala)ydy,
N —b —b&

1.4). =,

b b
N,= fo‘a;(“a,y)dy, Ty=— frmy(——a,y)dy, Mm“_“_fﬂ'x(—”aﬂf’)ydy
—F —h —b

i podobnie okreslimy Ny, T, My, Ny, Ts 1 My, Te ostatnie wielkosci s niezbgdne
dia sformutowania warunkéw brzegowych.

Wobec zalozZenia, ze grubo$é belki wynosi 1, uzyskujemy pole powierzchni prze-
kroju poprzecznego w postaci :

{1.5) : A =2b,

Z tego samego wzgledu moment bezwladnodci okreslony jest wzorem
: 2
{1.6) : I=—05.
. 3
Moment statyczny zginanego przekroju y = const mozna przedstawi¢ w postaci

1.7 SO =~ (b2 —»3.

Wplyw sity poprzecznej na wielkos¢ ugiecia ujmuje si¢ w teorii wytrzymalofci
materialéw za pomoca pewnego wspolezynnika k, kidry uwzglgdnia niejednoradny
tozklad naprezen stycznych wzdluz wysokosci belki

S2(y) 4
{1.8) k'“——fw—'dA.
A
W naszym przypadku k = 6/5= 1,2.

1.2, Przypadek belki prostej podpartej, Opis matematyczny wystgpujacych w rze-
czywistofei sposobéw podparcia jest trudny do przeprowadzenia. Dlatego
tes wprowadzamy pewien schemat takiego podparcia, pozwalajacy na mozliwie
dobre przyblizenie zjawiska fizycznego.

7 punktu widzenia teorii sprezysto§ci rozwaza¢ mozna trzy typy plobleméw

Pierwszy problem podstawowy, w ktorym przyjmuje sig warunki dla napregZen
na powierzchni belki. W tym przypadku warunki brzegowe podawane sg jedynie
w celu okreélenia przemieszezenia ciala sztywnego, przy uwzglednieniv pewnego
specjalnego rozkladu reakeji w strefach podparcia belki. Drugi problem podsta-
wowy, w ktérym przyjmuje si¢ warunki dla przemieszezef na powierzchni, i problem
mieszany, w ktérym nakiada si¢ warunki zaréwno na naprezenia jak i na prze-
.mieszczenia. Dwa ostatnie typy probleméw wystepuja w przypadku belek-Scian,
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W przypadku zwyklej belki prostej moZna, z praktycznego punktu' widzenia,
ograniczyé sig do pierwszego problemu podstawowego.

Bedziemy réwniez z punktu widzenia wytrzymalosci materialéw rozréZnia¢
belki izostatyczne i belki hiperstatyczne, Belkami izostatycznymi sa belki pod-
parte swobodnie (rys. 2a), belki wspornikowe (rys, 2¢) i wsporniki (rys. 25). Oprocz

a [
v a b @ n ¥
b
c a
b b o | e o | ¢

Rys. 2

belek tych mozna rozwazaé bardziej skomplikowane systemy izostatyczne, np. belki
ciggle przegubowe (belki Gerbera). Wirdd belek hiperstatycznych wymienimy
belke obustronnie utwierdzong (rys. 34), belke uiwierdzona w jednym koficu
a swobodnie podparta w drugim (rys. 36) i belke ciagla (rys. 3c).
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Rys. 3

1.3. Przypadek obeigzenia belki prostej. Bedziemy rozrdzniali obcigZenie ze-
wnetrzne i obcigzenie sitami masowymi. Wykorzystane beda réwniez wlasnodci
symetrii lub antysymeirii obcigzenia.

Wyréznié rowniez mozna przypadki obeigZefi stycznych oraz obcigzen normal-
nych. Wspomnimy takze, i na gruncie teorii wytrzymatoSci materialéw przyjmuje
sig, Ze obcigZenia dzialaja na o$ belki (ze statycznego punktu widzenia).

1.4. Rozwiazania metodami teorii wytrzymaloiri materialéw. Na gruncie teorii wytrzy-
malodci naprgzenic normalne ¢ okresla wzér L. M. H. Naviera (rys. 4a)

(1.9) 5 — 20
ﬁaprgi'enie oy znika
(1.9 S _ oy =0,
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d naprezenie styczne okrelone jest za pomoca wzoru D. 1. Jurawskiego
Ty( x)

(1.10) Ty (Br—)7?).

Wypisujgc réwnanie réwnowagi clementu belki o dugodci dx (rys. 4b) otrzy-
mujemy zwigzki réZniczkowe pomigdzy silami i momentami dzialajacymi na prze-
kroju a obcigZeniem p (x) belki (rozpatrywanym jako liczba wzgledna), podobnie
jak w teorii sprezystosci

dTy(x) - &)
=p x 5
(1.11) dx
dM:t:(X)
e ).
& y
pix)
;
M, )l \% a
u el § R
1} _ g/ x
Tyx) 1 =
G Ty
b pix)
| EEEREERE
b M)

Mx[x}( =

far
| dx |

A B X

 Rys. 4
Wezmy pod uwage odksztatcenie clementu belki (rys. 5) uwzgledniajac zatoze-
aje J. Bernoulliego: przemieszezenie vp jest jednakowe dla wszystkich punktow
tego samego przekroju poprzeeznego i Jest okreslone przez!
Mz(x) 1 d?v,,(x)
(L.12) =
El Il dx2

gdzie p jest promieniem krzywizny odksztalconej warstwy §rodkowej, a przez E
oznaczono modul sprezystodci podiuznej.

. tIndeks P wskazuje, #e chodzi tu o wplyw momentu zginajacego.
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Catkujac przy zalozeniu, e material ma te same wlasnodci we wszystkich punk-~
tach ustalonego przekroju, otrzymamy

(1.13) EIo (x) — (oo x-+o)] = [ dx [ Ma() dx.
Zéu-wazmy, ze :
do(x)
(1.14) 6(x) = ——-

jest obrotem przekroju poprzecznego belki.
Podobnie dla przemieszczen wzdtuz belki otrzymujemy

3
? (118) ETTu— (—wo y-+u0)] =
| Z } ——y [ M.
o i -
= <7 ’ ¥ Stale wuy, vp 1 wp odpowiadaja
P odpowiednio przemieszczeniom

i obrotowi belki rozpatrywanej
jako cialo sztywne; okrefla je

_ < spos6b podparcia.
oy \ Wplyw sily Scinajacej] na
. obrét 6 przekroju belki okres-

lony jest przez zwiazek (wedlug
teorii S. P, Timoszenki, [35])

\ p )
l ﬁ (1.16)  6,(x) =1 A
[l . ) T(x)'"' < GA 4
Up, | .
Rys. 5 w ktérym wspélezynnik liczbo-

wy k okrelony jest wzorem (1.8),
G jest modulem odksztalcenia postaciowego, zwigzdanym z modutem spregZzystosci
podhuinej wzorem '
(1.17) c=_E
2+’

gdzie » jest wspdlezynnikiem Poissona. Zwigzek (1.14) pozwala na wyznaczenio
odpowiadajgcego tym wiclkodciom przemieszezenia vy Przemieszezenie up jest
Zerem. ‘

1.5. Rozwigzania mefodami teorii spreiystodcl. Przy korzystanin z metod teotil spre-
zystofci naprezenia okredla sie nastgpujaco (por. [3], [4D):

2F a2F
@18) - T et
o2F
(1.18' -
( ) -Tg:y axdy’ .
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gdzie funkcja naprezed F = F{x,y) spelnia réwnanie biharmoniczne

A Ha4F+2 o+ F }_64F_
(1.19) F_Ecz ox20y2 - oyt

Przemieszczenia okreslone sy za pomoca WZordw

o2F oF
Eu = o2 dx — iy FANHE (—wo y-+up)»
{1.20)
O2F ofFf
Ep = o) —dy — vc?y + f2()+E(wox+-1g),

przy czym funkcije f; () i f3 (x) okredla sig za pomoca réwnania o zmiennych roz-
dzielonych 7

BF BF 2F  dfi(y) | df2{x)
{€.21y f—éﬁﬂdx%‘fﬁgdy—i_zéxdy—‘_ dy + dx =0

W przypadku wystepowania sit masowych X, Y réznych od zera dochodza jeszcze
calki szczegdlne

(1.22) op=— [ Xdx, oy=—[Ydy, vay=0.
A4 przypa;iku tym '

i X oY

1.23) x oy

ma to miejsce na przyklad wtedy, gdy sily masowe sg state (przypadek spotykiany

czesto w praktyce), Funkcja F Airy’ego jest wtedy réwniez funkcja biharmoniczng.
Przypadek sil masowych dowolnych rozwazany byt w pracach [26} i [29].
Przyjmlemy ogolme, 7e wymk1 dotyeczace napreZei maja postad

(1.24) =oR1o6E,  oy=dttor,
(I .24') Tay — Txy+T£y:

gdzie of, of i v}, sa naprezeniami otrzymanymi metodami wytrzymatosciowymi,
a of, of i 7}, sa poprawkami uzyskanymi przy uzyciu doktadniejszych metod teorii
sprezystosei.

Zauwazmy, Ze o‘m , O, Thy bt reprezentuja stanu naprezel mozliwego na gruncie
teorii sprezystodci (napreZenia te, okre$lone réwnaniami (1.9), (1.97) i (1.10) nie
spetniaja réwnaf réwnowagi A. L. Cauchy’ego ani warunku ciagtosci M, Lévy’ ego);
83 one _]edymc pewnym przybhzemem rzeczywistego stanu naprgzei. Roéwniez
uktad of, of i *%, nie reprezentuje mozliwego stanu naprezei.

Rozwazania te prowadzimy po to, aby mdc dokonaé poréwnania rezultatow
otrzymanych metodami teorii wytrzymatoci materialéw i wynikéw uzyskanych
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*

na gruncie teorii sprezystoéci, okreSlajac jednocze$nie zakres stosowalnodci tych.

pierwszych. _
Stosujac podobne rozumowanie moZzemy roéwnicZ przyjal, e
(1 25) _ u=tpttlyg, T=vyutVp.

Zauwazmy, Ze przemieszczenia u,, v, nie sq tymi pzzemleszczemaml ktore na
gruncie teorii sprezystoci sa zwigzane z naprezeniami of, of, 7, .

1.6. Metody rachunkowe, W przypadku belki prostej dobre wyniki daja elemen-
tarne metody rachunkowe. Ponizej zbadamy kilka probleméw belek prostych
wykorzystujac wiclomiany biharmoniczne [ub rozwiniccia w szeregi Fouriera,
zbadamy kilka przypadkdw podparcia.-i obciazenia. Nalezy zauwazyé, Ze poza
kilkoma przypadkami szezegdlnymi wykorzystanie wielpmianéw biharmonicznych
prowadzi do rozwigzan przyblizonych, stosowalnych w praktyce jedynie dla pew-
nych stosunkéw miedzy wymiarami belki. :

Rozwigzania tego typu podane zostaly przez A. MESNAGERA [19], i A, TIMPE’A,
[36], okoto t. 1900. PoZniej inne wyniki podali: R, Graw Ousson, [13], 1. I. Gor-
DIENBLAT, - [12], i G. WorcH, [39]. Jedno z takich rozw1qzan podahsmy réwniez
w pracy [32].

W pracy [27] przeprowadziliémy do$é ogdlne badania wiclomianéw biharmonicz-

nych dwu zmiennych, uwzgledniajac parzysto§é lub nieparzystosé ze wzgledu na x-

lub na y; glebsze badania nad tymi wielomianami znajdujemy w ksigzce Z. ZWEILINGA,
[40). Zastosowalismy te wynild w [31], [33] i [34] dla badania belek prostych.

Metody rachunku wariacyjnego zostaly wykorzystane w 1889 r. przez M. RIBIERE’A,
[22], w jego pracy doktorskiej. Badania takie powtdrzono w [23] i [24]. Walezy za-
znaczyé, ze nie wszystkie uzyskane rezultaty sa zadowalajgce. Rozwazania takie
w nieco odmiennej formie powtérzyt L. N. G. FiLon, [10].

Dalsze badania ujawnity zwiazki miedzy problemem belki dhugiej i belki-sciany
na nieskoficzonej ilosci podpdr. Wazniejsze wyniki, wykorzystywane do dzi$, uzyskat
F. DISCHINGER, [9], w r. 1932. Zaznaczyé nalezy, Ze rezultaty te stosuja sie do
belek-§cian jedynie w sposéb przyblizony.

Dla belek tego typu nalezy wykorzystaé inne metody obliczeri, jak np. metod
réznic skoficzonych, [7], [38]. Rozwijajac badania K. GIRKMANNA, [11], 1 A. S, KAL-
MANOKA, [15], [161, [17], [18], —~ rdwnoczeénie z B. L. ABrRamianem, [1], [2], —

1

podalismy niedawno, [25], [28], metody obliczania belek-§cian, stosowalne dla dowol-

nego spostbu podparcia (belki podparte swobodnie Iub belki utwierdzone) i dowol-
nego obciaZzenia. W metodzie tej wykorzystuje sig szeregi Fouriera. Metody rachunkowe
podane zostaly przez G. GRUNINGA, [14], W. VALENTINA, [37], i przez nas, [27]).

. Poiniej, w 1949 r., G. WorcH, [39), podjat szczegdlowe badania naprezef oraz

stanu odksztalcenia belki prostej. Poréwnat on pewne wyniki wyrazajace sig wiclo-
mianami, otrzymane na gruncie teorii Sprqzystosm z rezultatami uzyskanymi meto-
dami wytrzymalosci materiatéw. Jest to pierwsza znana nam obszerniejsza praca
z tej dziedziny,
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W roku 1955 A. Cismiciu, [8], zaproponowal nasi¢pujaca klasyfikacje techniczng
belek prostych: belki diugie (dla ktérych A > 5), belki éredniej diugodei (2 < 4 < 5)
i belki krotkie (A < 2).

Ostatnio D. MORGENSTERN, [20], przeprowadzil réwniez badania przyblizen
uzyskiwanych w oparciu o hipotezg J. Bernoulliego. I. BABUSKA i M. PRAGER, [5],
badali mozliwoéci sprowadzenia probleméw o wielu wymiarach do probleméw
o mniejszej iloSci wymiaréw, przy czym redukcje te przeprowadzono z mozliwie
najlepszym przyblizeniem (jeden z typéw takiej redukcji przeprowadza sig meto-
dami wytrzymatoéci materialow). R. BaBUSKOWA, [6], zastosowala t¢ ideg do proble-
mu zginania belki prostej. "

b Ay 5
g
0 g
g. X
' 31
I/ a a ?he
} 1 __

Rys. 6

Ponizej bedziemy stosowali metody elementarne teorii sprezystodei do badani!zi
réznych typdw belek. Rezultaty poréwnywaé b@dzwmy z rezyltatami uzyskanymi
metodann wytrzymato§ci materialéw.

2. Belka prosta podpar(a swobodnie. Rozwigzania przy uiycis wielomﬁnéw biharmonfcznych

Przeprowadzimy badania belki prostej pddpartej swobodgie z punkiu widzenia
réznych mozliwych typow obc1azema Kazdy typ 0bc1qzen1a zawnra z rachunko-
wego punktu widzenia ‘pewne’ osobliwosci. ‘

2.1. Obcigzenie momentami na kofeach belki. Zbadamy przypadek belki prostej pod-
partej swobodnie, na ktorej koficach przylozone sa momenty, zaréwno ze
wzgledu na to, Ze przypadek ten jest sam w sobie interesujacy, jak i na to, Ze otrzy-
mane rezultaty moga poshuzyé do badania innych przypadkdw podparcia i obcigze-
nia, :

e
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" Przypadek zginania czystego belki (rys. 6a) mozna badaé przy pomocy jedno-
mianu biharmonicznego trzeciego stopnia. Funkcjy naprezed bedzie zatem

, M
(2.1) F= — T ?73.
Naprezenia sg nastgpujace .
; ' ‘ 3M .
2.2) . G';:;:_sz??, oy =10, Tay = O}

rozklad ich przedstawiony jest na rysunku 6b.
Skladowymi przemieszczenia sg

M M
Eflu—(—awgytuy)] = Top T T
@.3) o
Eflv—(wpx+u9)] = (x2 +vy?) = (x2+vy2)

453

We wzorach tych wykorzystaliémy uprzednio wprowadzone oznaczenia.
Z symetrii przemieszezenia wzgledem osi Oy wynika

(2.4) ; o = wy =0,
Jesli belka jest podparta punktowo w srodkach przekrojow koncowych mozemy
napisaé wykorzystujac warunki podparcia swobodnego u(za, 0) =0, v{+a, 0) =
, : _ IMa2
(2.4 ) U= — E,’“.
Przemieszczeniami beda
M M
= Xy =Tr XY,
3
@2.5) 2Eh El
. = 2 2 M 2 2 2),
v 4Eb3 (a2—x —vy)—-—ZE (a2 — x2 —py

Gdyby belka byla podparta w punktach (x = +a, y = — b), to otrzymaliby§my 2

' C3M
@4y Dy = TS (a2+v52),

a przemieszczenie v’ okreSlone byloby za pomoca wzoru 3

M
' LS ¥, 2 oy
(2.57 v 2E][a x4y (b2 — y2)].

-2 B';:lzieniy odrozniali za pomocy przecink6w réine sposoby podparcia,
3 Aby przemieszczenie u’ bylo zerem w jednym z punktéw podparcia, przyjmuje sig u('J #+ 0.
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: _Ddddtkowy wyraz wystepujacy w wyrazeniu okreslajacym przemieszezenie o”
reprezentuje odksztalcenie liniowe belki wzdhiz wysokosci przekroju podparcia

32 M
4Eb

2.6) v (a, 0) = —

Réwnanie odksztalconej warstwy §rodkowej mozna napisaé w postaci

M
= (a2 vh2 —x2),

.7 z'(x,0)=— 2E]

ﬁ maksymalne ugiecie dane jest przez

_ o o
@8) | f=—'©,0) = 57 (@),

przy czym ugiccie w dot, tak jak w wytrzymatosci materiatéw, uwazamy za dodatnie.
Stosunek 2’ (2, 0) do maksymalnego ugiceia 97 (0, 0) wynosi

o' (a, 0) vb2 i

@9) 20,00 @2 14y

Wyniki (w procenlach) w zaleznodci od stosunku 1 i wspdlezynnika Poissona »
zestawione sa w tablicy 1. Dochodzimy do wniosku, Ze wplyw odksztalcenia linio~
wego w przekroju podparcia mozna praktycznic pomingé dla zwykle stosowanych
do wyrobu belek marcrlaiow (dla. betonu zbrojonego przyimuje-sig » =1/6, a dla.
metali » = 0,3).

Tablica 1
N 2 3 4 5 10
0 0,0 0,0 0,0 0.0 0,0
1/6 4,0 1,8 1,0 9,7 0,2
0,3 7.0 3,2 1,8 1,2 0,3
0,5 1,1 53 3,0 2.0 0,5

Wzory (1.9), (1.9 i (1.10) prowadza, réwniez do zwiéczkéw (2.2). Zatem wyniki
otrzymane w teorii wytrzymalodci materialow dotyczgce stanu naprezen sg po-
prawne rowniez w teorii sprezystosci.
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Jedli chodzi o stan odksztakeeni, to widaé, ze przemicszczenie u okreflone zwigzkiem
(1.15) jest réwniez takie samo (rys. 7a) 4. PoniewaZ sila poprzeczna znika, wiec
dla skiadowej v przemieszezenia otrzymujcmy

M
(210) g =T EE(QZ — x?.)

W przypadku tym

M \

5;573)2, Up = -*#(bhwyz)

2.10") vg = oEl

W pierwszym przypadkun metody wytrzymaloscwwe daja to samo (w poréwnaniu
z metodami teoril sprezystosci) przemieszczenie v  warstwy érodkowej (¥ =0)
i wicksze przemieszczenia dla warstw zewngtrznych (y=+b). W przypadku drugim
uzyskujemy mniejsze przemieszczenie dla warstwy Srodkowej i te same przemie-
szezenia dla warstw zewneirznych {rys. 75)3. :

Zauwazmy, Ze za pomocy metod teorii sprezystosci otrzymuje si¢ maksymalng
poprawke ze wzoru (2.9) i z tabhcy 1, ktora mozna. pommqé z punktu w1dzema
technicznego. )

Zwroéémy uwage na to, Ze wyrazenie v (x, yg) nie podaje réwnania warstwy* ‘6d-
ksztalconej bedacej obrazem nieodksztalconej warstwy y = yp = const, Rzeczy-
wikcie, przyjmujac za wspélrzedne ciata odkszialconego
x* =x—|—u::x(1-—£)
.11 H

y* =y+v=y-—ﬂ(a2—x2wvy2),
. 2E1 ._

énajdujemy réwnania parametryczne x* == x* (x,)), y* = y* (x,y) punktu ciala
nieodksztalconego. Eliminujac x z réwnad (2.11) znajdujemy, Ze warstwa » = yp
przechodzi w

2.12 * I+ MEL™

( . ) Y =xo 2E1(a v)’ﬂ) 2(E1’ My )2

Zauwazmy, 7e rownanie warstwy $rodkowej odksztalconej (yo == () jest po-
prawnic.okre$lone w tym przypadku przez réwnanie (2.10). Jednakze warstw zdefor-
mowanych odpowiadajacych nie zdeformowanym warstwom yo = £b (brzego-
wym, gomej i dolnej) nie mozna uzyskaé w ten sposéb; widoczny jest wplyw skla-
dowej u odksztalcenia.

4 Wiglkoscei przemwszczen na przckro_}u x = const zaznaczone sa tak, 7e ukazuja rzeczywxsty
sens przemieszczenia,

5 Wiclkodel przemieszeczef na- przekroju y = const zaznaczone 88 tak, 7e pokazuja rzeczywisty
SCNS przemieszezenia, :
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Réinica miedzy réwnaniem (2. 12) i rownaniem uzyskanym ze zwiazku (2: 5)
wyraza si¢ we wspolczynniku przy x*2 poprawka :

M MEL M.t
2F1  2(EI—Myg? 2EI ( Myo)z ’
1 P
: EI
Widzimy przy tym, ze _ : '
' u(x, yo) My
{2.13) o =&

 Przy zalozeniu p_rzemieszczer’a matych wzglqdeni Wymfaréw ciala powyZzsza po_-.:
prawke mozna pominaé. ‘ ol
a ‘ly

mmmm"»_

Hat I 1121
£l _

1 .
C

i
L
N
{

Rys 7

: Blorqc pod uwag@ przekrdj x = xg = const i ehmmujqc parametr Yz réwnali
(2 11) otrzymujemy . .

M - EI B

Rozprawy Ingynlerskie — 2 5%%




igaters zalosenie J. Bérnoulliego spetnione jest w sposb §eisty jedynie ha prae-
kroju x¢9 =0 z powodu symetrii.~ Ogodlnie méwiae przekid] -plaszczyzng prosto-
padly przeksztalcd sig w wycinek powierzchni walca parabolicznego.
Zauwazmy, Ze ‘dwa_ ostatnie wyrazy zwiazku (2.14) mozna napisal W postaci
ET . ) p x*F——Xg
Mg (x* — xg) 3 o .
Biorac pod uwage, ze x* —xg =t (xp, y) oraz przyimujac zatozenie matych
odksztatcen sformutowane powyzej mozemy pomingé wyraZenia nieliniowe W zwigz-
kui(2.14). Powiedzieé mozemy wobee tego, ¢ zaloZenie Bernoulliego ‘spetnione

jest w spos6b przyblizony, 1
a B
: My

My
M-, - MMy b
- : 20 e e o et . 20
i, a a |
b o _ e R
’ M1+M2 .—0- M4+M2
7 L _ DL A L o
Vas 7 5
L a k a ¥
¢ Mp=ts -+ Mp—ty
2 - 25 -
' . A) ¥
My =My My—M,
. 2a Za
_a , a b
' Rys. 8 '

Przeclyskutowa]iémy"dbéé szeroko przypadek _zginaﬂia zwyklego, ktéry jest
_jednym z waznicjszych przypadkéw obciazenia; cho¢ jest to przypadek elementarny,
to zawiera on w sobie problemy réZnigce sig z punktu widzenia stanu naprezZeft
»1 stanu odksztalcen, problemy, ktore na ogdl nie sa rozwazane.
ozpatrzymy teraz ogdlny przypadek belki prostej poddancj dzialaniu momen-

. i My > M -na komcach (rys. 8a). Rozkladajac ten przypadek wedhug
“wlasnioéci symetrii wzgledem $rodka O otrzymamy zginanie czyste (obciazenie

metryczne) (rys. 8b) oraz _przypadek obcigzenia __p;zedstawiony na rys. 8¢

(’_f:_:bciai:euic antysymetryczne).



. Wezmy ten ostatni przypadek obcigzenia w postact danej na rysunku 9a. Wy-
kor7ystamy funkcje Airy’ego . . ;

M
(2.15) o FEmaQeen)
Stan naprezef-(rys: 9b) okre§lony jest przez -
‘ M o
(2.16) s o‘gg’ﬁ—ﬁfﬂ, "O‘y=0,," T
(2.16" C Tay T m(lw—'rﬁ), o

Widzimy, ze rezultaty otrzymane odpowiadaja rezultatom ‘ktore daja metody
wytrzymaloéci materialéw. W' analogiczny sposéb znajdujemy przemieszezenial

a M : M
(s —
ST T S~ X
PR . 1 lﬂ
o . L ,,,.;r a
L a L
T by LM
e 2°
M T%E E

i |

Rys. 9

Supe’rpohﬁjéc efel;t'y' dwu rodzajéw obciazeni uzyskujemy wyniki _Bdﬁowiadaj'écg
przypadkowi obc1q7ema podanemu na rysunku 8a. Stan naprezen (rys. 10) bedzie
zatem dany przez .

@ ""*’w”“—“rbz [a— E)Mi-l-(l—l—E)Mz],
S =0, |
@17y Tay = g M —M) (1 —7?),
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‘W przypadku podparcia w ¢rodkach przekrojow kofcowych otrzymujemy
przemigszezenia

E% gbz o 1M1 {2 [6 (149) — @ +9) pP] — (1465 — 360} —
(2.18) L {/1’2 [6 (14— (2,-[—1;) 7?2] _,(1 — GE e 352)}} i
E% 8b2 i My (1 — 8 [22 (148 B — &) —3vy?] +

M (RS R G — 31’??2]}
Réwnaniem warstwy Srodkowej odksztalconej bedzie

o{x,0)

(219) ET =— #(1 — )3 — & M+ (3+8 M.
o, I T v s
21;2 2 Ty

InnmmEEnEinEs e 3(tyt1)
_ : < amb
0 ‘ L '}
3fMy+My ) é ) ‘ o] !
4b?
ST !_lijﬂ{[l%llillﬁﬂll!]””
b @ b
. l Rys. 10

Maksymalne ugiceie ma miejsce w jednym z przekrojow

_ 3+ M) £2VIMH M Mot M)

2.20

@20) 3(My — M)

i wynosi S

Q2 _f= b Mo Uy M) £ L BT )
. Eb(Ml I )2 1Mz 1 2) T 1 1442 2/ g

- W. podobny sposéb-zbadaé mozna stan odksztalcen w-tym ogolmejszym przy-
padku obciazenia, : o .
2.2, ObcigZenia rozlozone w sposdb ciagly. Rozwazymy przypadek, w ktorym obc1a¢~
zenie p (x) moina okreslié za pomoca funkcji clqglej i pochodnej ciaglej na
gbrnej lub dolnej powierzchni belki.
Rozpatrzymy przypadek belki podpartej swobodnie, poddanej dziataniu obcigze-
nia rozfoZonego réwnomiernie na gérnéj powierzchni belki (rys. 11a). Obcigzenis
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to bedziemy uwazali za zlozenie dwu rodzajéw obciaZenia z uwagi na symetrig
wzgledem osi Ox: $ciskania belki w kierunku Oy (rys. 115 — obcigzenie symetryczne)

i zginania (rys. 1lc — obcigZenie antysymetryczne),
W pierwszym przypadku funkcja Airy’ego

2.22) ==t

okresla napreZenia

(2.23) o, =0, : g
a 4y
p
IEEERNENEN’
L 7] S 'p‘;i%:
6 LA a__ | “a L Ay g
7/ i’ p/2
EEEEEEEEN T IEEREERERER!
= g —T% Tra g ,:J.E!w_?
REEEEEERENXIN EEEEEEREENEEIYE
L a |, a ﬂL a J’ a J

Rys, 11

W przypadku drugim wybieramy wielomian biharmoniczny nieparzysty ze

wzgiedu na y, parzysty ze wzg]gdu na x

2.24) F'(x, p) = y3 x2 p-+-83 p3+tys (xt y

ktéry okresla naprefenia

oy =683y — 6ysx2y-+5(20y3 —30x2)),
0y =23y +ys(12x2y —2y3) —1065)3,
Ty = ~2y3 X+ s (-—4 x34-632)+ 305592,

@2.25) .

— X2)3)+85 (5 — 5253,
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- ‘Warunki brzegowe majg postac

b ’ ) Iy . re ’ .
(2.26) op =75 Tm=0, gy y=0b; -
(2.26" Nl =0, T,=-—pa, Mj=0, gy x=a.

Stad znajdujemy nastgpujace wartofel pﬁfaﬁ;etféw

3p P (2 )
= ——— = | — =32
n="%p BTg\3 )

2.27) - p
vs=0, 5= T
NapreZenia wynosza
w_3p(2 ' I '
Op = E(g_—"lz)y—;ﬁ;@ﬁ—i‘ﬂy),
. "o p 2 o
(2.28) oy = g GP2 DY,
o 3P )
Ty = gy G290 %e

Nakladajac efekty dwu rodzajéw widzimy, Ze stan paprezen mozna przedstawié
w postaci (1.24), (1.24"), gdzie '

o5

Il

3p - :p(s
_ = —p2
—rra—@n, =g\ ),

. ) . - p . - - -
@29 k=0, oF = gy = — A0 2 —n),

3p . .‘,,,
Tgyz'ﬂa;y=_4‘—l(l_nz)fs- - T§y=0.

" Wiemy, e naprezenia okreflane metodami wytrzymatoSciowymi zmieniajy sig

© wzdiuz belki w zaleino§ci od momentu zginajacego Mg (x) i sily poprzecznej

Ty (%) (rys. 12y ..~ . , ) o
2
My (x) = %(az—— x2) = Bg— (1—8),
(2.30)
TGy —px=—pa.

W przekroju poprzecziiym x — const do zmicniajacego si¢ linjowo wzdluz wy-
sokosci przekroju naprezenia of dodajemy poprawke ok staly wzdluz calej belki
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{rys. 13a). Wplyw tej poprawki na maksymalne napreZenie normalne okrefla
stosunek :

05(0',1)' _H 1

os(0,1)  14£37512"

{2.31)

W tablicy 2 zestawione sq (wyrazone w procentach) wartosci tego stosunku dla
roznych warto$ci Z Widaé, ze wplyw tej poprawki jest maly. Wida¢ rowniez, ze
wplyw poprawki of jest maty, Jednakze poprawka ta nie moze by¢ stala pomewaz
zmniejsza si¢ W pobhzu koticéw belki, na,
ktérych musi byé zerem. Dla przekrojow
koticowych (¢ = +1) warunki brzegowe
nalozone zostaly w sposéb catkowy Tpa
{przy- rozwazaniu sit. i momentdéw dzia-- - _
Iajacych na przekroje). W rzeczywistosei | o g

M :
musimy mieé oz(+1,%) =0. Zasada W " (-f() :

Saint Venanta pozwala dokonac tego przy-
blizenia tak, ze bledy wysigpuja jedynie
w strefach bliskich koficom belki. Aby
uzyskaé poprawne rezuliaty, musimy ze
stanem naprgzefi okreSlonym wzorami A "
(2.29) superponowaé dajacy si¢ pomingé Rys. 12
stan naprezeni przedstawiony na rys. 14. ' ,

Naprezenia oy beda takie same w kazdym przekroju poprzecznym (rys. 13D),
przy czym zmieniaja sig wzdiuz przekroju w sposob prawie liniowy.

Tablica 2
A o 2 3 4 5 i0
o’g 0,1} .
- 6,25 2,88 1,64 1,05 0,25
o, @1 . -
Rozwazmy stosunck 7
Oy (5 > 1) o i :

@32) 00,1}  0,2-+0,75 22’

ktérego wartoSei (w procentach) dla réznych A zestawione sa w tablicy 3.
Zauwazmy, ze dla’ A >4 mozna praktycznie pomina¢ oy W stosunku do oy -Przy
badaniu zmiennogei naprezen w otoczeniu punktow belki (kierunki gtowne i napreze-
nia normalae gtéwne) mozna dokonaé. tego dopicro dla A > 5 {przy wylz;czemu
koncoéw belkl) lub dopiero dla 4 > 10. : -
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TR qmp 0
) — — < —

50p 3p X

T)fy (é PQ)

Rys. 13

W tablicach 2 i 3 podali§my wartoéci jedynie dla 4 > 2; dla innych wartosci %
uzyskamy, zgodnie z zasada Saint Venanta, wyniki dalekie od rzeczywistosci
(lub tez wyniki, ktére nalezaloby sprawdzi¢ metodami dokiadniejszymi).

Tablica 3
P A 2 3 4 5 10
,"f v . )
o@D 31,25 14,40 8,20 525 - 1,25
o 05(0,1) : :
Y
- . U,Eﬂp .
< -4
S
987
: 0 *
Q 0,03p

- S S S

Rys. 14

Napr@ienie Tzy ZMicnia si¢ w sposdb  paraboliczny wzdhiz wysokosci belki
‘(rys 13¢) i jest takie samo, jak naprezenie okreSlone wzorem Jourawskiego w teorii
wytrzymatosci. W- przekrojach koficowych ‘belki napreenie to odpowiada pod-
parciu belki za pomocy tarcia bocznego. oy :
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. Obliczenia przemieszezen dajg ,
E [u— (—woy+ug)l = i { l\ vibr—a?|+

(2.33) - | 22— (2+v)y2} w5,
E P {32- 252 (i+i)b2]+
fo— (@ox-+90)] = 203 [2 @—)— {5+

e T A o S S L
Sl )y y Wa'i's 4 Lot ELR

7 warunkéw symetrii mechanicznej wzgledem osi Oy wynika, Ze
2.349) - wp=0.

W przypadku podparcia swobodnego przekrojéw koricowych (v = 0 dla x = +a,
y = 0) znajdujemy przemieszczenie ciala sztywnego

o ipa2t 5 3
(234) Y= T gEps ?a2+ ?4“1!)172 ,

skqd otrzymujemy

=

[3 (% + i’) — 23— —(2+) n2] &n %pcf,

I

4
e talra—o—(gr gl 3o
el ] P St R Ry | R P K K

p 3 pe 8
_En——g-zz(x—sz)[?(s—gz)+~5~+y],

E—=
o
(2.35)

PoniewaZ przemieszczenie » nie moze znikaé jednocze$nie w obu punktach pod-
parcia, przy_]e;hsmy (ze wzglgdu na symetrig)

2.3¢'y g = 0,
Dla warstwy §rodkowej otrzymujemy

v(E 0)

(2.36) ;

pZZ — &2 —125—2+8+]
a ugiecic maksymalne okreé]one Jest przez

g :
(2.37) f—-—'v(OO)——l (6 AZ-I—"S—-I-'V),.
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Rezuliaty odpowiadajace wytrzymatodci materialéw przyjmuja przy tych samych
warunkach brzegowych posta¢

. ) R .
{2.38) : E“&‘“ = _732(3—52)5"7, e
oraz -
E%M - ”'"1%44(1 —ey (55—,
{2.38" o
) , - !
Eﬂbl = - 0,6(14+%) pl2(1—E) .

Ugigcie maksyma]he okreslone jest ﬁrzez —'

2.39) fe=futrrs

gdzie EEE - . -
Spb o ' b

(2.39") far = —Bm YL fT = 0,6 (1-+v)iv—— A2,

16E "

Dla poréwnania wplywu dziatania sik poprzecznych 2z dzmlamem momentu
zginajacego w powyzszych wzorach zbadamy iloraz b

fT 14
2.40) o fM 92 R

ktérego wartofci procentowe, zaleine od wartosci A1 », podane sa-w tablicy 4.

vt

. o _ Tabliea 4
Y 2 3 4 5 19
o | a 21 2 s 2
1/6 56 25 14 9 -
0,3 63 2 . 16 10 3
0,5 72 32 19 12 3
Obliczymy réwnieZ stosunek
fo 1 1
@241 1= = TR
LR/ PR -
I 9,6 (1+7)

ktérego procentowe warltobci ﬁodane_ sa w tablicy 5 7
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. Zauwazmy, 7¢ dla- A < 5, wplyw sit. peprzecznych-staje sig istotny — co musimy
wzmcc pod uwage; przy A = 2 skladowa ugiecia pochodzaca od sif poprzecznych
stanowi wiecej niz ftrzecia cze$é ugigcia calkowitego.

\Tdblica 5

NI 2 .3 4. . s 10

0 33 18 11

7 2
6 ] 6 20 12 L 2
0,3 39 22 14 9 2

0 3

05 | 4 2 15 1

Poréwnujac réwnanie watstwy §r odkowej zdeformowanej (2.38) i (2.38"), uzyskane
metodami wytrzymalo§ci materialéw, z réwnaniem (2.36), znalezionym na gruncie
teorii sprezystodei, mozna wyréznié wptyw momentu zginajacego (pierwszy sktadnik
prawej strony). Pozostale czynmkl (sity poprzeczne, naprezenie gy itd.) zawarte
sq w réwnaniu -

T Dy ST A ' - -
(242 E”“B— =—0,6{1-+ ry PR —E%).
Obliczajae dla réinych » stosunck -
V—Dpy _ﬁ. © 3w
243 . . . Tem 1. TEDR

(ktorego wyrazone w procentach wartoéci podane sa w tabl. 6) zauwazZamy, ze
uwzglednienic uzyskanego w teorii wytrzymalosci wplywu sil poprzecznych daje
wystarczajaco dobre przyblizenie dla zdeformowanej warstwy srodkowej, mezalcz«
nie od 1 (stosunku pomigdzy wymlaraml belli).

Tablica 6 - - ] -
v o - 16 03. - . 05 .. . i
ov—7
M ' 1,000 0,947 0,914 0,875
or

Metodami teorii spr@zystosm otrzymujemy dia sk}adowych przemleszczema
poprawkq - .

)
E::m:rk(?""”)"‘””)_"2}5"-+%p§’ U

%-_i{ [,,m » .(1 +_v)]+1(.1 )2} ,
D P Gt -y | REPR vHRi Ao L

= % 740,225 ppi2 (1— &2),

(.44)
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‘{'Maksymalnq w_artoéé skladowej u p‘rzemi‘eszczenia' uzyskujémy dla koficow
belki ' ’ ' i .
T e
ug(l, £1) = F o7,
(2.45)

1,—1) =0 2pa 1,1 0,2 re
uE(s“_)—“’ E’ uE(a)"*("’?’“ ,)E'
Zauwazmy, Ze pqprawka uzyskana na gruncie teortii sprezystoei spelnia nier6wno$é

. . o
(2.46) B (L, £ < 0,377

dla wszystkich mozliwych w rzeczywistodci  wartosci wspdlczynnika Poissona;
dla » < 0,4 otrzymamy przemieszczenie

(2'47) ’ uE(ilyl) = ioaz__é_’

odpowiadajace punktom dolnej krawedzi belki,

Badajac iloraz

(.48 lug(l, £ 0.4 ub 0,6
48 R

ktérego wartodci (w procentach) zestawione sg w tablicy 7, stwierdzamy, ze po-

prawka uzyskana na gruncic teorii sprezystodei jest mata dla 2 > 3 i zaczyna gwal-

townie wzrastac dla mnicjszych 4. Wyrazone W procentach wartosci _stosunku

49 b ARFL6 - 4)24+2,4
(2:49) £ A5 A48 ub. 3,52 +4,8+3)

podane sa w tablicy 8. Mozna zauwazys, ze przemieszczenie. wzdtuz belki jest dosé

duze w pewnych punktach i nie moze byé w rachunku pominigte.

Tabliea 7

A 2 3 4 5 10
e @, 1)
|uR(1, :tl)l

10,00; 15,00  4,46; 6,67 2,50; 3,75  1,60; 2,40 0,40; 0,60

Jesli chodzi o przemieszczenic v, to wystarczy znaé zachowanie sig warstwy
grodkowej belki (i = 0), a doktadnie]j maksymalne przemieszezenie f odpowiadajace
srodkowemu przekrojowi belki (£ = 0). Zauwazmy tu, ze fg jest liczba ujemna,
zalem ugiecie obliczone na gruncie wytrzymalosci materiatow jest wigksze od

TZeczZyWistego.
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Rozpatrzyimy stosunek (procentowe wartosci w tabl. 9)

fE . 138'1’

@39 T T 2sEas

Widaé, ze wplyw poprawki uzyskanej w teorii sprezystoSci mozna praktycznie
pominaé. Moizna wigc w tym przypadku skutecznie stosowaé wyniki teorii wy-
trzymalodci materialow.

Tablica 8
v 2 3 4 5 10
0 59 46 37 30 16
1/6 57 45 36 30 16
03 56 44 36 30 16
0,5 56 44 36 30 16
Tablica 9
Pty 2 3 4 5 10
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1/6 - 196 0 1,08 - 066 . 045 0,12
0,3 3,44 1,92 1,18 079 021
0,5 5,52 3,12 1,94 1,31 0,35

Dla warstw zewnetrznych uzyskujemy przemicszezenia

(D —v(E0)
E v(§ )b v 0) _"_;_’Z_[1,5,Mz(l_f_§2)~3,25~0,10W],, .

“D—0 &0 _p o
Rc ‘)b v )=§_[1,5Mzg_gz)yo,-7s—0;10v1;.

@50

Aby zbadaé réznice pomigdzy przemieszezeniami warstw zewngtrznych i warstwy
grodkowej w przekroju $rodkowym belki, obliczymy stosunki

BOD—v,0) _ 65 -v(R—02)

(2.52) 2{0,0) 22,5 2-+4,8430)
v(0,—1)—v{(0,0) L5+»(322—0,2)
000 | RRSAEH484) e

Wartosci liczbowe stosunkéw tych podane sg w tablicach 101 11 w zaleznosei od
réznych wartosci 41 ». Gdy jeden z tych stosunkéw jest zerem, to punkty odpowiada-
jace] mu warstwy zewngirznej (warstwy, dolne]) podlegaia przemleszczemu mnlej-.
szemu niz warstwy Srodkowej. Jednocze$nie widzimy, Ze rdznice przemieszczed
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pomiedzy warstwami zewnetrzaymi a warstwa $rodkowa mozua pominaé; mozna
wiec uwazaé, ze zdeformowane warstwy belki sg w praktyce rdéwnolegle oraz Ze
ugiecie maksymalne mierzone na powxerzchm beikr' odpowiada ugieciu warstwy
§I‘0dk0ij

_ _ Tablica 10 o
e A IR T e I 1 10 |
0 10,95 263 . .- 051 0,91 0,03
_ 146 _738. . 101, =020  —035 0,7
) 0,37 , 4,74 —0,61 -—1,06 -—0,94 - —0,33
0,5 0,92 —2,65 —2,34 - —1,80 —0,56
E ' " Tablica 1%’ -
T2 2 3 .4 5 10
0 —2,53  —061 = —021  —00%  —001
s | 568 237 130 082 020
0,3 :.';§'03” ;_—3;75 T 217 ' 71,40. —0,36
—85 | —11,30 . - —575-- - 3,55 =232  —0,59
Gdy belka. _]est podparta w punktach (x = +a, y = mb), znajdujemy prze-
mieszczenie mafa sztywnego )
{2.34""y ' Vo = ¥y (1 5 ~~02 'v)

Widzimy, ze przemleszczeme dodatkowe ('2)0—'00) ktoremu podlegalyby punkty
belki, nie zaleZy od jej dlugoéci. Odpowmda ono hmowemu _odksztalceniu
o (+1, — 1)-w przekrojach’ podparcxa I -

oL . Tablica 12 e

A 2T T3 T s 5 10

S0 | S 2o a6l -021 . 009 0,01 - R
el o240 0059 0 020 0,09 0,01
0,3 2,30 0,57 0,20 0,08 0,01
05 | 215 . . 054 0,19 " 0,08 0,01

Zbadamy stosunek
o — 1,5—02v
(2.53) SR ML N —
f - A2(2,5424-4,843)

ktorégo - waitodci- liczbowe liczone dla réznych A4 i » zestawione sg w tabl 12,
Widzimly, ze rozpatrujac teoretyczne punkiy. podparcia rézne od $rodkéw korico-
wych pizekrojow belki otrzymuJEmy, ]esh chodzi o przemleszczema, praktycznie
te same rezultaty. '

612




Jednocze$nie maksymalne ugigcie uzyskane w przypadku podparcia zwyklego
w punktach (& = £1, 5 =—1), ktdre jest wicksze od poprzednio rozwazanego,
jest blizsze wynikom otrzymanym w ‘teorii wytrzymalodci materialéow (wigksze
niz obliczane metodami teorii spr¢Zystodci w przypadku podparcia w $rodku
przekrojow koficowych). Zatem metody wytrzymalosci materialow sa dogodniejsze
do obliczania . przemteszczen -

Przeprowadzilismy ba;‘dzwj szezegblowy rachunek stanu naprézen i odksztalcen
dla tego przypadku obcigZenia, poniewaz przypadek ten uwaZzamy za podstawowy.
Analogiczne problemy spotykamy we .wszystkich innych rodzajach obcigZenia.

Rozpatrzmy teraz przypadek belki poddanej obcigZeniu rozlozonemu w sposéb
ciagly na goérnej powierzchai (rys. 154). ObciaZenie to rozloZzy¢ mozna na symetryczne
wzgledem osi Oy i anfysymetryczne wzgledem tcj osi. Otrzymamy obcigzenie roz-
lozone réwnomiernie (symetryczae, rys. 15h) - przypadek badany poprzednio -
oraz; obcigzenie zmieniajace sig liniowo (antysymetryczne, rys. 15¢). To drugie
obciELZenie mozemy przedstawié (rys. 16a) jako zlozenie dwu obciaZen: zginania
czystego w plaszczyZnie pionowej (obciaZenie symetryczne, rys. 16b) oraz obcigze-
nia zmieniajacego sig liniowo {obciaZenie antysymetryczne, rys. 16¢).

Stan naprezen bedacy wynikiem zlozama powyzszych obcigzen moZna zapisaé
w postaci (1.24) 1 (1.24"), przy czym "* ~

p
=Ty

2E+HHA— ),
p 3
o‘gf—‘ —4—(1+§)("§ - "?2)7] ;

R
oy =0,

-

2.54)

"u

- of= oy =T (U +7R —7),

P
o8, =g ML —1?) (46— 1),
. D 1 )
com e ] e Y | — == 2
7’.'53' 16 2‘ (1 n ) ( 5 .
. Uwzglednilisimy, 7o 'sﬂy i momenty .wynosza (rys. 17)

2
My(x)= , ?(&z—l—x) (a2 — x2) = ; G+8 (1 — &3,
(2.55) R | B

Ty(x) = —éi; (3x2+§c§xf a?) = _m(3§2+6.§ —1).
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b | 4y ¢
" p/2 2
2
pyttitteite it titsgatitis P72 e, T
%Ei ’ ?pa x +%91 ’ . *.E@ cl
' 7 [
L a 1 a L a | a ,l,
Rys. 15
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) 72 iy RN
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Wyniki dotyczace wplywu na naprezenia normalne poprawek okreflonych na
gruncie teoril- sprezystosci sa identyczne z uzyskanynn poprzednio, jedynie we
wzorach (2.29) stalg intensywnoéé p ob- -
cigzenia mamy zastapi¢ przez zmieniajaca
si¢ liniowo wraz z przekrojem intensyw-
nos¢ (1/2) A+8&) p.

Dla naprezefi stycznych 7zy znajduje-
my poprawke, niezalezng od przekroju,
ktora moznd w stosunku do samego
obciazenia pominaé (rys. 18); rzeczywiscie,
dla 4 > 2 maksymalna poprawka stanowi
mniej niz 19/, intensywnoSci p obcigZenia.

Gdy intensywno$¢ obcigZenia zmienia
si¢ W sposéb paraboliczny (rys. 19)

2.56) px)= L 7 2 ez
: : . . .

D i :
= — S @—x) = —p(l— &), | T
Rys. 17

| S
&
=
8’

otrzymujemy {R. Gran OLSSON, [13])_ dla stanu naprezefi wzory
P .
of=— (1~ (— ),

r 3 14 : ) ;
ok = 5 -8 (; - 772) 1 = 35 (0,075 75-+0,050 %3+0,500 72 —

— 0,062 5 —0,167),
; )

< b
i
=

{2.57)

i

E
Ty

r .
dy=—7(1——52)(1+n)2(2 ﬂ)+20p(1 722N,

R

& =lae—a—me,

J/] 1
=) (—5‘—“‘??2)-

UwzgledniliSmy sity i momenty (rys 20)

il

E
Ty

M) = 5 (@ —37) (52— ) ~_~(1 —e6—8),

(2.58)
Ty(X)=—-"3;2‘(3az—x2)x = “?(3—52)5.

Rozprawy Infynierskle -- 3 ’ 5 1 5




————-_————

" Uzyskana w teorii sprezystodei poprawka 0% (41, n) (rys. 21a) ma warto$¢ okolo
0,10 p dla 2 = 2 i stanowi 40/, maksymalnego papreZenia oy, Mozna ja wige prak-
tycznie pominaé. Roéwniez poprawka oy, E(+1, n) (rys. 21b) jest bliska 0,004 p dla
A > 2 i moZna ja pomingg. . .

p .
777, é yp

-

|

) e
i
e
0456
ol
——d—
b

ﬁ £ X
— & 2 s
A00A T = - _g_a 0 lzpa Y
1o £,
—f
Ty p_a |, a
Rys. 18 Rys. 19 '

Z wynikéw uzyskanych w powyiszych przypadkach mozna wysnué kilka wnios-
kéw ogélnych, prawdziwych praktycznic w kazdym przypadku obcigZenia roztozo-
nego w sposob ciggly, -

Rezultaty dotyczace o¢ i Tay, uzyskanc na gruncie teorii wytrzymalosci materia-
16w (zw}aszcza dotyczace naprezenia stycznego), moga byé wykorzystane prak-
tycznie z przybh?emem dostatecznie dobrym. Dla naprezenia normalnego ¢z mozna.
ewentualnic wykorzystywaé poprawke
(na ogdt zmienng) (rys. 13a i 2la). .

AL
_ /(ﬂ’ﬂTH m W wyrazeniach okreflajacych na-

Ea i 2%  presenie normaloe ¢y mozna na ogol
Zpa} . s 2pa przyja¢ poprawke analogiczng do tej,
£l Pt 3 ktéra okreflaja wzory (2.29), zaste-

[ / puigc jednakze stala intensywnoéé p

jem intensywno$é obciazenia (rys. 13b).

My ) naxz
~ + M przez zmieniajaca si¢ wraz z przekro-

2pa Widzimy réwniez, Ze dokladnosé
3 “*ULLQJJ T () teor’ei.:ycznych . ISU:nktéw poslparcia
L ‘ wnosi nie posiadajgce znaczenia mo-
1 4 a L . dyfikacje do wyrazen okreslajacych

sktadowe przemieszczenia. Zauwazmy,
7e rezultaty dotyczace przemieszcze-
nia v uzyskane na gruncie. teorii sprezystoici sa dostatecznie dobre, nie mozna
natomiast pomingé skladowej u przemieszezen, ktora rowmez moze byé¢ obliczana
metodami teorii sprezystoéci,

2.3. ObcigZenie rozloZzone w sposéb cia,glﬁr o nieciaglej pochodnej. Metody rachunkowe
uzyte powyzej nie daja si¢ zastosowaé do przypadku belki poddanej obcigzeniu

Rys. 20
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rozlozonemu p (x), gdzie p (x) jest funkcja ciagla o pochodnej niecigglej, okreélong
na goérnej i dolnej powierzchni. belki. Wobec tego nalezy przeprowadzié pewne
adaptacje tych metod.

Rozpatrzmy belke podparta swobodme poddang obciaZenin o rozkladzie troj-
katnym (rys. 22). Ten przypadek obcigZenia badany byl przez CHING-YOUAN-NEOU,
[21], i przez nas, [31], [34), w r. 1957. Ponizej podamy nasze rozwigzanie, ktdre jest
prostsze.

p
0wy
< 0w 5
A¢ Ve p
" Hizsw 0
=] -
- - - Q - o
= o X
i, ; 0,1575‘;— g
|k = -
ok +1,) arftan)

Rys. 21

Przeprowadzmy przekrdj przez $rodek belki, wprowadZmy sily i momenty na
tym przekroju i wezmy pod uwagg lewa czgs¢ belki (rys. 23a). Uktad osi wspétrzednych
wybierzemy tak jak na rysunku, co Ly
jest dogodniejsze w tym przypadku )
obciazenia, Dane obcigzenic przed-
stawié mozna w postaci zlozenia 1% ﬁh\‘\h\
obclazenia symetrycznego wzgledem
osi Ox i antysymetrycznego wzgle- mr , i <

ol |

dem tej osi. Otrzymamy wtedy Scis- ™7
kanie mimosrodowe (obcigZenie
symetryczne, rys. 23b) oraz przypa-
dek obcigzenia pokazanego na ry- L a [, a
sunku 23¢ (antysymetryczne), ktdre ' ﬁys. 2
nalezy zbadad. ' .

Superpozycja tych obciazen wywoluje stan naprezen, ktory zaplsac mozna w po-
staci (1.24) i (1.24"), gdzie

k=—Lra—ee,
2.59) -

L
cﬁ__z(s ??2)577:
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o5 = oy = — - (LR @— 1),

@2.59) . 3

; W, = — A 8) (L=,
P 1

Uwzglgdnilismy sity i momenty {rys. 24) =

2
Mm(x) s —pé';‘c— (3(12 _— x2) = %(3 - 52)5 s

{2.60)
p pa
= gy = (] — £},
Ty(x) =5 (@2 —) = - (1 — &)
Uzyskane rezultaty maja te samg postaé, co znalezione dla obcigzenia rozwaza-
nego w p. 2.2; poprawki uzyskane na gruncie teorii sprezystoéci sa analogiczne.
g y b Ty ¢
g0 P
< 2' ML M-ZE 5
1 . pa
o Y h:
[ 7] } x 00 X i) / x
N9 <= £
R EZIXIIT] 1y i
L a a 7 a z )
o Rys. 23

[ Zauwazmy jednakze, Ze rezultaty powyzsze sa lepsze niZz te, ktore uzyskuje' sié
w bardziej znanych problemach (np. belka prosta podparta swobodnie, poddana
obcigZeniu roziozonemu réwnoimiernie), a ‘Warugki brzegowe sa ogdlniejsze

_ P4

(2.61) Cgp = 0 3 Ty 2 3

gdy x== 0.
Zauwaimy jeszcze, Ze stosujac zasade superpozycji efektéw badany powyzej
przypadek obciazenia (rys. 254) mozna rozlozyé na dwa inne przypadki (rys. 25b

i 25¢), ktore byly badane wczesnicj.
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Mozna rowniez wyznaczy¢é skladowe przemieszczenia w postaci

P2
Bl (—wpy+ug)] = — 4o [5(6a2 X)) — 6Q-+53) b2 +

L
0@+ B o 92) o (B 2 P2 (2 B

(2.62)

+5Q2+»)a2] 24 (14w b4},

[IOv (Ba?2 —x2)—6(54+2») b2+5(14-2v) 2] —

Xy
E[’U——(Con-i—?)o)] %0g b3

4__ 2 2] x2 2 h2
7 80ab3 {x 2[Sa +(8+5v)b 1x —|—60(1+v)a b2},
przy czym nalezy wyznaczyC przemieszozenia ciala sztywnego wg, wo 1 obrdt wg.

Przyjmijmy, Z¢ belka jest podparia
swobodnie w §rodku cigzkosei przekroju A

konicowego. Zatem dla punktu {0,0) na- mm
lezy przyjaé u#=10,v=20. W punkcie - e -
{a.0) ze wzgledu na symetrig - naleZy :
przyjaé, e dye = oufdy = 0. Z warun- pa pa
kéw tych wynika : ? . 2

my=19vy =0, P W My (x}
2.63) pa ‘ pat '

2 il .
e s FIEIIIL
(+npb 2

—25a2 -+ o —, [ - el e

wobec czego skladowe przemieszczenia
sa dobrze okreslone. e Rys. 24
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Réwnaniem  odksztalconej warstwy Srodkowej jest

v(E0)

(2.64) E =— {A4§4w-212 [5 (Zz+v)+8]§2—|-
- 12 [S(522+69)--48] - 4 (L+9)} £,

a w $rodku bekki (§‘= 1) uzyskujemy maksymalne ugigcie

b

(2.65) f=—u(l, 0)»—207[4144—(84—51!)12 — ().

Na gruncie teorii wytrzymalosci materialéw znajdziemy, uwzglédniajac wplyw
sit poprzecznych, nastepujace réwnanie odksztalconej warstwy Srodkowej:
(2.66) E~B- = — —{14 E4 2221502 8(1+)] E24-A2[2502 148 (1 +)]} &

oraz hla;ksymalne ugigeie
pb
(2.67) =y # [A24-2(L-+)].

. Przyjmujac » = 1/6 (beton) otrzymujemy dia 4 = 5

{2.63) —~136£ ¥ —136‘7"Ew
* : f—" - E’ R ) Es
adla A=2

, b P
(2.68) Fea9l— =501

W plerWSzym przypadku réznica wynosi okoto 0,5%,, w drugim okoto 39/5.
Zatem rowniez w tym przypadku obcigzenia metody rachunku oparie na teotii
wytrzymalofci . materiatéw sq z technicznego punktu widzenia wystarczajaco
dokladne nawet dla 1 == 2,

Na og6l w przekrojach oddziclajacych rozwazane cz¢sci belki otrzymujemy dla
stanu naprefend i przemieszezen wicksze bledy, ktdre ocenié mozna, w zaleZnoSci
o1 sposobu w jaki speinione sa warunki brzegowe, tak jak robiliémy to powyzej.

2.4, Obcigienie roziozone w sposéb mieciagly, Rozpatrzymy przypadek, w ktbrym
funkcja p (x) jest okreélona na gérnej lub dolnej powierzchni belki i jest przedzxalam:
ciggla wraz z pochodna.

Rozpatrzmy belke podparta swobodnie, poddana obcigzeniu takiemu jak na
rys. 26a. Obciazenie to przedstawimy w postaci zloZzenia obciaZenia symetrycznego
wzgledem osi Oy i obcigZenia antysymetrycznego. Otrzymamy obcigzenie rozlozone
réwnomiernie (symetryczne, rys. 26b) oraz przypadek obcigZenia podapy na rys. 26¢
{antysymetryczne),
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Pierwszy 7z olrzymanych typéw rozpatrywany byl poprzednio. W przypadku
drugim rozpatrzymy wykresy sif i momentow przedstawmne na rys. 27, Widad, ze
mozna belke podzieli¢ na dwie czgéci, z ktdrych kazda mozna uwazaé za belkg
podparta swobodnie, poddang obciazenin roziozonemu réwnomiernie (rys. 28)

S a

Ay
Qe
4 Ifﬂ x
4 o
b oy L a4 a } iy 4
£ p : 2
Titivielbyvivviy? FYITIiveyey 2
papt pa o pistdited o
z 2 i
= 0 I > 0 | -
o . -
[ S S S— I }
Rys. 26
W wyniku ziozenia tych obciazed uzyskamy:
gdy £<0
R 3p . . p (3
of =—5h (1.+§)(1—25)97, or =5 \5— ),
P
{2.69) oR =0, oy = oy = 7 (42 C—m,
R — . = 3p > ’IE
Txy—fgy—ﬁﬂ(1+45)(Imﬂ)= zy=0;
Cgdy £20
3
Ggiﬁmx_?pﬂz(l_é)"?’ oz =0,
(2.69') - oN = oy =0y=0,

R __
Tey = Tay

= 3P % '
—gﬂ'(l—ﬂ)s Twy“_—.oa

przy czym sily i momenty dzialajace w pfzekroju wynosza (rys. 29).
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gdy £<0

P paz
o Mo(x) = 7 (a+x) @ —20) = =~ (1HH 1 —29),
(2.70) S

Ty() = — 2@t = =5 (1+40);
gy £ =0
2
Mo =2 @)= -0 — ),
(270"
ba
Ty =—".

Jak widzimy, powyzsze fezulta.ty sq analogiczne do uzyskanych w innych przy-
padkach obcigZenia.

I _
= otiffifffis > Ay
N 1
%AE z 1242 —
g - IFEREREREN;
| m M f)
)[X
% i%‘f -
| D I -
ol pa 4 {10 X
%mxx%yﬁ, T M i_ﬂ
[
a i a ,,L A il
| Rys. 27 . Rys. 28

W analogiczny sposéb bada¢ mozna belki podparte swobodnie, poddane obciaze-
niom inn¥ch typéw. Oczywiscie w przekrojach odpowiadajacych punktom niecia-
ghodci otrzymujemy pewne bledy, ktére jednak w praktyce mozna pomingé w sto-
sunku do wymiardw poszezegdlnych czesci belki, podobnie jak w przypadku roz-
wazonym powyzej, '

2.5. Obcigzenie silami skuplonymi. Zbadamy problem belki, ktérej gérna lub
dolna powierzchnia poddana jest dziataniuw obcigZenia skupionego (sity lub momentu),
1nne rezultaty dotyczgce obciazenia ukfadem sit i momentdéw bgdzie mozna otrzy-
maé przez superpozycie efektéw obciaZefi tego . majprostszego typu.
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Rozpatrzmy na poczatku belk¢ podparta swobodnie, na ktéra w przekioju
érodkowym dziala sita skupiona (rys. 30). Dokonajmy przekroju belki w miejscii
obcigzenia, wprowadZmy na przekroju

sity i momenty (rys. 31) i zbadajmy W‘D

lewa cze§é belki wprowadzajac ukiad S X
wspotrzeduych tak jak na rys. 32. 3pa : 4 pa
Stan naprgzed mozna przedstawic g 4a? , 4
w postaci -332‘3 Zi
3P N [
oy = OF = —-Z;;Fazén, 2 My}
0E=0, oy=oy=0y=0,
2.71) x P : 3pa
me:%y:_@ﬁ(i-—nz), 4
: oa
£, =0. f{UMLHMh-@W
Rezultaty uzyskane metodami wy- L %—' [
trzymaloéci materialéw sq zatem cal- a a |

kowicie zgodne z wynikami uzyska- “Rys. 29
nymi metodami teorii sprezystodei.
Zakladamy, Ze punkt (0,0) nie podlega przemieszczenin (x = 0, v = 0), co od-
powiada swobodnemu podparcit w §rodku cigzkodci przekrojéw koficowych,
oraz z& dufdy = Q w punkcie (a, 0)
?y z powodu symetrii zagadnienia

wzgledem przekroju $rodkowego S,
P 7 warunkow tych dla stanu od-
ksztalcen otrzymujemy
7 B ROt
: 0 2 - : ¢ Bua
2 l A F e + @+nRly,
7] P
e | o |} . By = e —
Rys. 30 —&)L6 (1) —3vp2] &

Réwnanie odksztalconej warstwy $rodkowej ma postaé

Ev(E,O_)

273 o

P
= g MIRE — )6 (141E,

a maksymalne ugigcie wynosi
P
2.7 f=—v(1,0)= EEJ{ (A24-3(1 421 .

6 Podobnic jalz wp 23
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Wplyw sit poprzecznych na warstwg $rodkowa, belki uwzglednié mozna (w ramach
teorii wytrzymaloéc) w dwojaki sposéb: albo przeprowadzajac rachunki przy
uZyciu naprezenia stycznego Tmax, albo przy - uzyciu 7y, wprowadzajac wspol-
czynnik k. Wprowadzenie tego wspdlezynnika wynika z faktu, Ze naprezenia styczne
nie sa rozlozone réwnomiernie wzdiuz wysokoscl przekroju poprzecznego belki
(co wiasnie wykazaliSmy). '

p
: ¥
A ; s S &
F 4 p
7 R N
‘ | FPa

: au I My fx
w T {x) ,
l Pa T

amemy - 1L Vo
| HICINERT —

a

T——

]
L —
e

Rys. 31 Rys. 32

W pierwszym- przypadku uzyskujemy rownania (2.73) i (2.74). W przypadku
drugim mamy - ‘

, 0 P '
@ . E ﬂ"-(i - 25 120 — E+48IE,
oraz :
C P
12.76) fx = :ﬁ;}ﬁ. [A2+24(0-+2)].

Rézniea jest najwigksza dia ugigcia f. Jedli przyjaé » = 1/6 (beton), to dla 1 = 5
uzyskamy o

2.77 35 SP 34750P
(' ) f= 362 Es fR"_' » E’
adaid=2
.77 3,75 ul = 3,40 ’

) fﬁ * E’ fR_ H) E'
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W pierwszym przypadku réznica wynost 2,50, w drugim okolo .10%/,. Zatem
rachunek przeprowadzony metodami teorii wyirzymatoci materiatéw jest z tech-

nicznego punktu widzenia wystar-
czajaco dokfadny nawet dla A=2.
Rezultaty uzyskane za pomoca
naprezenia StyCZnego Tmax 53 W obul
przypadkach niece wigksze.
Wezmy réwniez pod uwagg przy-
padek belki podpariej swobodnie,
poddane] dziatanin ‘momentu sku-
pionego w przekroju §rodkowym
{rys. 33). Zbadajmy lewa czesé belki
{rys. 35) bioragc pod uwage wykresy
sit i momentéw (rys. 34). Otrzy-
mamy typ obcigZenia analogiczny

4y

X

Mg
2a
0 ~

| -
—“'"‘"‘-ik

L_ a L a2 _L

A A A

Rys. 33

do przedstawionego na rys. 32. Zatem napreZzenia mozZna przedstawié w postaci

R
O = 08 = 4

&y, of=0,

(2.78) T ogy=of=ol=0,

e 3M ‘
Tmyzfgy:"gﬁa(l—??z), TE “——0,

LY 4

wobec czego rezultaty uzyskane metodami teorii wytrzymaloSci materiatéw sa

poprawne,

W analogiczny sposob zbadaé mozna stan odksztalcen,

=

- S

Pz

AN
Lﬁrﬂ,@—ﬂ l
y 2
7

=¥ .

M

([ [TTETTITT e

| a L@ |
Rys. 34

8!

Rys. 35
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Zauwazmy, ze przeprowadzone rozwazania nie uwzglgdniaja fakto, ze obcigze-
nie dzialaé moglo na gérnq Iub deolna powierzchnie belki—w obu przypadkach
rezultaty sg te same,

W podobny sposéb zbadadé mozna przypadek obcnazema sitg skupiona styczna
do gérnej lub dolnej powierzchni belki. Wynikiem takiego obciaZenia jest smskame
mimoérodowe w odpowiednim przekroju poprzecznym.

2.6. Obcigienie sitami masowymi. Aby przedstawié problem w 3posob jednolity,
wezmiemy pod uwage kilka elementarnych przypadkéw obeiazenia silami maso-
wymi, ‘

Pibid bbb
SERRARAERRR AN I

2yab 0 o
SRR [
REXRRERARERRER
(T T LTI
'L ¢ "'L ' . ‘L

8y
AR R R RN RN IS

2o v V 230l :ri;_

FEENNR RN RN

Rys. 37

Zbadamy przypadek belki podpartej swobodnie, obcigzonej wiasnym cigZarem
{rys. 36). Niech cigfar na jednostke dlugodci wynosi y.

Sily masowe spelniajg warunck (1.23), zatem funkcja Airy’ego bedzie réwniez
“biharmoniczna. Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie jest identyczne
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z zagadnieniem wysiepujgcym w przypadku obcigZenia pokazanego na rys. 37,
opracowanym w p. 2.2,

Stan naprezen bedzie zatem nastgpujgcy:
R
X

Jpb 3
of = — T2 21— )7, O‘f:?b(‘g‘“ﬂz)ﬂ,

I

' b
@7 of=0, Gﬁ*"y“*_%—(lwnz)n,

3yh , .
TR gy = —wx(l—n?-)g, Ty =0.

Otrzymane wyraZenia maja postac analogiczna do wyrazen wystepuiacych w przy-
padku belki podpartej swobodnie, poddanej dziataniu réwnomiernie rozloZonego
obcigZzenia. NapreZzenia normalne o‘y zmieniaja si¢ wzdtuz przekroju, tak jak po-
kazano na rys. 38,

Dla podparcia swobodnego w $rodkach koficowych przekrolow belki (u = 0,
o =0 dla x = +a, y = 0) znajdujemy przemieszczenia . .

u b

E‘; 2 [ +v—12(3—62)—(2—|-1’)732]§17,

2.80) o vbh 6 1 '
E 5 T[}MZ(I -—«&‘2)—'(1 + g*v) + (~2~ + 'v)nz] 72—

R e Lt PR )

4 6 5

* Réwnaniem warstwy $rodkowe] jest '

(&0
Ch o

281) -8 [5 C—?+ o+ 3v],

& maksymalne ugigcie wynosi

, = 00—3?}1}22;2 512+8+3
(2.82) f=—o0,0= iE ( 6 5 v).

Ugigeie znalezione na gruncie teorii wytrzymalofci matetiatow bedzie takie samo,
jak w przypadku belki swobodnie podpartej, poddancj dzialaniu réwnowaznego
obecigZenia rozloZonego réwnomiernie

. yh2 5
{2.83) Jr= ?12 2 —A24-1,2(1-F»)].
Zatem ’
) e
{2.84) fe= l,OSv——E—}LZ.
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© Zanwazmy, ze, w odrdznieniu od przypadku obciaZenia réwnomiernie roztozo-
pego na gornej powierzchni belki, ugiecie rzeczywiste jest tu wigksze niz obliczone
metodami teorii wytrzymaloéci (podobnie jak np. w przypadku réwnomiernego
obciazenia dolnej powicrzchni belki). Wynika to z faktu, Z¢ przy obcigZeniu gérnej

g
g

n

Fh=0A567b

At <

lqmb

Gy

Rys. 38

x‘!

powierzchni belki do odksztatcenia wywola-
nego tym obcigzeniern dochodzi jeszcze
pewne odksztalcenie liniowe w kierunku
osi Oy. Jednakze réwniez w tym przypadku
poprawke uzyskang metodami teorii spre-
zystoéci mozna pomingé.

Rzeczywitcie, w przypadkn np. betonu
(#»==1{6) mamy dla A=75

(2.85) Ffe= 0010,
adlal=2
285 fio=0,0431.

Inne przypadki obcigzenia zbadaé mozna w sposdb analogiczny.

3. Belka prosta podparta swobodnie. Rozwiazania oparte na rozwinigciach w szereg nieskoficzony

W tej czeSci pracy za pomocg rozwinieé w szereg Fouriera zbadamy belke pod-
parta swobodnie, poddana dziataniu dowolnego obciazenia. Wykorzystamy iu
oznaczenia wprowadzone w «Dodatku».

3.1. Ohcigienie dowolne, ‘Rozpatrzymy belke podparta swobodnie, poddang
dziataniu dowolnego obciazenia, przy czym wyrdzniaé bedziemy obcigZzenie normalne
(rys. 39a) i obcigzenie styczne (rys. 395). Przyjmowaé bedziemy, Ze obcigZona jest
gérna powierzchnia belki. Przypadek obciazenia dolnej powierzchni belki zbadaé
mozna w sposdb catkowicie analogiczny. Ukltad wspéirzednych wybierzmy tak
jak na rysunku.

Przyimijmy
(3.1
. _
ACE pir)
T
v g =
0 I -
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Niech swobodnie podparta belka o dtugosci / poddana bedzie dzialaniu obcigze-
nia normalinego (rys. 40). '

(3.2) _ pix) = Z an St yp x,
ol
gdzie
. Bx
(3'3) g :T—’ n:l,'Z, 3,-”,

przy czym okresem jest Lp = 2/.

Calkowite obcigZenie’ belki wynosi

a
G4 P=2D ", n=135..
a reakcje mozna zapisa¢ w postaci

dy

;}"1;".

. iy
3.5 e M (1 —, ¥v=—
(.5) s 1 o
Sila poprzeczna oraz moment zginajacy okre§lone sa wzorami

a
Ty() = — D~ cosyux,
n Ve

(3.6)
an
M:ﬂ(x) = 2 yzn Sln Va X,

n

przy czym przyjeto, ze stale catkowania sa réwne zeru, poniewaz w przeklo]ach
podparc:1a momenty zginajace sa zerami, a sity poprzeczne okreflone sa przez (3. 5.
"Zatem na gruncig’ teorii ‘wytrzymalodel stan naprezen otrzymujemy w postaci

=i 3
Gp =~ —-8In X
] 72 U = n? YaX,

3.7 g =0,

y
3 dn
Ty 2ﬂk(l 72) Eﬂ pal LS

Stosujac metodg O. Mohra i przyjmujac, ze moment zginajacy wyraza sig wzorem
analogicznym do (3.5), znajdujemy obrdt przekrojéw podparcia

Ell= Z(wl —;”,
Tﬂ

0= 2 .

w

(3.8)
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Wychodzac ze wzoréw (3.6) uzyskamy wzory na obrdt i przemieszezenia wzdiuz
.osi 0y ze stalymi réwnymi zeru [bowiem przemieszezenia w przekrojach podparcia
znikaja, a obroty okreflone sa przez (3.8)]:

12 (7778
EO(x) = 5132 3OSy,
(3.9)

m,{x) 24 an
E Mb =; 4; ;msmynx
W przypadku tym ugiccie w $rodku dtugoéei belki (bardzo bliskie ugiceiu maksy-
malnemu, a réwne ugiceiu maksymalnemu przy obciazeniu symetrycznym wzgledem
srodka dlugosci belki) okreslone jest przez

, ) -
Y‘( 1)(“—”'2’-4—2, n=1,3,5,...

(3.10) f™ = g

Wplyw sily poprzeczne] przedstawié mozZna w postaci

LI
.11 P s fn?sm PuX,

LG 48 (4) 122 a

gdzie stale calkowania przyjeto réwne zetu, ponicwaz przemieszczeme v jest zerem
na podporach.
Przemieszczenie uzyskane w tym przypadku metodaml wytrzymatosci materialéw
wynosi
T (X) 4,8 (1+)

an . 5 A2
{3.12) E = ) "{ZZE 1+ ——— n2(1—|—) ) smynx

%

co dla » = 1/6 daje

an A2y
{3.13) ) 1—|—0,434"-2“ sinygx.
PowyiZszy szereg jest szybko zblezny iw praktyce wystarczy poprzesta¢ na male}
ilosci skiadnikow,
Ugiecie w $rodku belki mozZzna przedstawié w postaci

G4 fi= "“_Z — 1)(”—1”2 [y +08(1+v)52]
lub ‘ .
, ’ 4,8 (14) - 5 A2
GI4) o= ———1252 e {1 MEAET ‘;5]'
Dia » = 1/6 znajdujemy
A2
(3.15) fr=— 056 A2b Z — 1)‘“—"’2 (1+0434~—)
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Przemieszczenie w kierunku osi Ox wynosi
, Up - 6 2 (22
(3.13") Ep=—— n;‘;cosyﬂx

i znika w érodkach przekrojow koficowych {teoretyczne punkty podparcia).
Przy uzyciu metod teorii spreZystosei oraz przy nastgpujacych warunkach brze-
gowych _
gy=p(x), Tyz=0 dla yp=2>,

(3.16) oy =0, tw =0 dla pe——b:
, 0'3;30, Ty=V dla x=0,
(3-16) O'x:——O, _Ty“—:—"_p dla X = [,

funkcje Airy’ego przedstawi¢ mozemy w postaci

D (v Dy (va
G Zzyﬂ[ 7 {y ,v)+ 2(Yay)

P v2 i) ]sm Yo X,

Za pomoca zwigzkéw rézniczkowych (D.5) i {(D.5') znajdujemy stan naprezen

_1 Z {% @n)) | P (Vny)] :
K2 (nd’ ) AT e

1 Dr(yny) | Dalyn y)]
3.18 = — i
(3.18) oy = ;an[ 72 () + pah) sin pp x,

"

_ 1 Dy(yny) D3y J?)]
T 2“[ 02y T paay |7

co odpowiada rezultatom uzyskanym powyiej.

Stan odksztalcen okreslony bedzie przez

5 #t — {—uwo y-1-up) _ i n l Dy_7(yn ) Dy 2 (yn ¥} COSyu®
i T 2 n ni' nl’ B
(3.19) n %2 (ni’) 1:”2( )
£ v — (wg x+v0) - _ﬂ_zﬁ [ Dg_3(yay) D _s(yny) ] sin x
b a4 n | ) vy |

przy czym ruch ciala sziywnego jest okreflony warunkami podparcia.
W przypadku podparcia swobodnego w $rodkach przekrojow koricowych

u =0, v=0, gdy X =0, y=1;

(320) v = 0’ gdy X = l: y=yuy,

Rozprawy Insynierskle — 4 631




znajdujemy T e

6003‘?)0=0, -

G2y I yran By ,0) 1 "'an‘ (1-»)shynb—(1+v)ynbchynd
T wmE S gped) T wE% T 'Sh.?.yézb-—l-Qyﬁb -

-
£

Zauwazmy, 70 przemleszczeme u nie moze znikaé w obu punktach podparclal
jednoczesnie. :

Wezmy teraz przypadek swobodme podparte_] belki ) dlugoém ! {rys. 41), pod=
danej dziataniu obcigZenia stycznego

{3.22) ' t(x) = by+ 2 by COS YaX,
_, < ,

ktére znika dla x = 0, x = [, przy czym podparcie nie wywoluje tarcia, co prowadzi
do zwigzkdw

¢.23) hy=— D) b= D (—Dba
/) k]
- Ay
S pix) 7
XTI Y] W { . Y Y YR YRR Kﬂ‘m‘rﬂ OAAAAA T T
DR R IR : 1H||ii1_|_ R SON R S |
_ILJ_L-LJ : - :‘
19 i "
! *
f 1
| <3
¥
e e e et — s 4 e e e o e m r t | SN
! | ¢ |
Ly=21 L
Rys. 40

Stan na.prqzen na grunc:e teorii wytrzymaloscl uzyska¢ mozna w postaci (przy-
padck sciskama mlmosrodowego)

A(a—s)bo—-—mmzﬂmw
G2

o af _0, rg'='—bo(1_'nz),

e

a przemieszczenia uzyskac mozna w sposéb analoglczny




- Przy wykorzystanin metod teorii sprezystofci dochodzimy do funkeji Airy’ ego
w postaci

b@ b@ Zﬂ_[@s(’?nﬁ_}_ QS(?ﬂy)
2 2

A
—_— 2y 2 — i
(3.25 F 2 by y XP g PR o (17 ]sm Ya x

Ry
tfx)

-1

1Ll LLY
o Bim e | e e i e —— e —d- =D e B e e ——-a—j

kﬁf

L=2

Rys. 41

Stan naprezefi okreslony jest przez

3 o1 Ds(yny) @m(?’ny)] .
tx = A1 —8 by +E_; bn[fpz(nﬁ') -+ %2(_?13') Yux,
1 [®:v2y) | Psyay)
i ;?; n[qﬂz(n?»') * #p(nd')

1 1 ¢ [Paay) | Polya y)]
Twy=?(1+ﬂ)b0+"2“% bﬂl (PZ(HA') + %2(111') COS'}’?EX,

(3.26) ] $in pn X,

a stan odksztalcen mozna przedstawié w postaci

u— (—awg y~%—uo)
!

by 1
- MHQ— H+ (1+v)1nbo 5 Q) A2 by—

by [ 955—3 (v J’) Dios y)]
@ (nh") #a(nA") cosSynx,

3.27

v — (wp x+vo)

o~ Z ba [@2_4 (‘J’n y) D7_o(yny)

2 (1) w3 (nh) ]s‘“ rns

przy czym warunki podpz_a.rcia okre§laja ruch ciala sziywnego.
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W .rozwazanym przypadku podparcia (podparcie swobodne w Srodkach prze-
krojéw konicowych) otrzymujemy wobec (3.20) stale:
Ty = Wy = 0:

L b B @ ¥ b 2ch pub—(1-1-9) ynb shyph
n sh2ynb 4 2ynb

(3.28)

Tak jak poprzednio przemieszczenie u nie moze znikaé jednocze$nie w obw
punktach podparcia.

3.2. Stan naprezedn i odksztalced w belce podpartej swobodnie. PoniZej przeprowa-
dzimy iloSciowe i jakojciowe badania rezultatéw uzyskanych dla stanu naprezef
i odksztalceft belki prostej swobodnie podpartej, poddanej dzialaniu dowolnego
obciazenia. Ograniczymy si¢ jednak do obcigZen normalnych,

Obcigzenie normalne o, znika na brzegach x = 0, x = /. W przekroju prosto-
padiym x = const naprezenie to zmienia sic w spos6b liniowy (przy zalozeniach
teorii wytrzymatosci materialdw) lub tez w sposdb bardziej skomplikowany, okreslony
pewng kizywg (metody teorii sprezystosci),

Dla warstwy $rodkowej {przeciwnie niz w teorii wytrzymalosci, w ktdrej warstwa
ta pokrywa si¢ z warstwz obojetng) mamy

@9 (0) . Z sh }'nb — Y bch ‘y-nb sin +
2o Ga) SR E S L T o bt Zyab Pu k.

1
(3.29) 02 (x,0) = by 2 an——

Warsiwa obojetna bedzie na ogét wypadala ponizej warstwy érodkowej, co
mozna sprawdzi¢ na réznych przykladach.

Maksymalne i minimalne naprezenia w warsiwach brzegowych okreslone sg
przez

. 1 %2(]11‘) (pz(ﬂl')] . ) _ '
o b) =5 2 a [mer paad) | SR

- 2})?1,17 C zyﬂ b . \
G30)  =p()— ;a,; e LR ;aﬂ TR AL

- 1 w@d) g (n:v)]
b=y 2 {xz(mz') )=

"

2 __2ab Z b sinyy x,
T Y sh2yabt 2y, LY AL W L

n n

przy czym wystepujgce tu szeregi sa szybko zbiezne, Biorac pod uwage poczatkowe
wyrazy tych szeregdw -mozemy napisaé¢ (dla przekroju Srodkowego:x — /2 i dla .
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A= 2, co jest graniczna wartodcig tych 4, przy ktérych moizna stosowaé elemer-
tarne metody rachunkowe w teorii sprezystosci)

l N
ox (?, b) = 2,742 a; — 1,160 a3+1,015 a5 — 1,001 a--1,000 a5 — ...,
(3.31) '

!
Oy (—2— , —b) =—2,554a; + 0,588 a3 — 0,047 a5 -

+ 0,012 ay — 0,004 gy + 0,001 ayy — ... .

Metody wytrzymatoéci materialéw daja

!
-, b) = (2,418 a; — 0,269 23+0,097 a5 — 0,050 a; +

(3.31") o'f( 5

-+ 0,030 dg — 0,020 ayy -+ ...).

W przypadku obciaZenia rozioZonego réwnomiernie

‘ p o 1

(.32) P =—— > sinyax,
7 < on
mamy
' I !
(3.33) I\ b = 3,16 p, oy o ~—bj=3,02p,
l |

(3339 ok (7, + b) — T 3,00p.

Wyniki uzyskane powyzej metodami wytrzymalosci materialéw pokrywaja sie
sig z wynikami p. 2.2. uzyskanymi tymi metodami. Metodami elementarnymi teorii
sprezystosei (wielomiany biharmoniczae) uzyskalismy

(3.33") o‘m(?l , + b) = F3,20p.

Zauwaimy, 7¢ poprawniejsze wyniki uzyskane metodami szeregéw Fouriera
$g zawarte pomiedzy wynikami teorii wytrzymalosci materiatéw a wynikami uzyska-
nymi za pomoca elementarnych metod teorii sprezystosei. W p. 2.2, wykazali$my,
Ze poprawke uzyskana za pomoca tych ostatnich metod mozna praktycznie pominaé,
tym bardziej wigc pominaé mozna poprawke uzyskang powyzej za pomoca metod
dokladniejszych (metody te sa dokladniejsze, poniewaz na przekrojach x =0,
x =/ naklada si¢ tu poprawne warunki brzegowe na naprezenia normalng o).

Naprezenie normalne oy znika na przekrojach x =0, x = /, Wynik ten nie jest
poprawny i uzyskuje si¢ go dzieki temu, ze odpowiednia funkcja ma nieciaglosé
pierwszego rodzaju na tych przekrojach i suma szeregu Jest rowna Sredniej aryt-
metycznej granic prawostronnej i lewostronnej funkeji, ktéra jest antysymetryczna
wzglgdem tych przekrojéw. W przekroju normalnym x = const (podobnie jak

635




okreflilismy to w p. 2.2} oy zmienia sig w sposdb nieliniowy 1 maleje, co do wartosci
bezwzglednej, od maksymalnej wartosci p (x) do zera. Dla warsiwy $rodkowej
znajdziemy

S I D (0) v shypb+yabchyab |
@38 oy 0) = ; @iy S0P Y = ﬂz"” sh2ynb—2ynb M

Naprezenie styczne 7y znika na gérnym i dolnym brzegu belki i warto§é bliska
maksymalnej osigga w warstwie §rodkowej (v = 0), dla ktorej mamy

@
(3.35)  Tuy(x,0) = —~Z 20 T G0S pn =

2 (k) L
_ 2 yﬁb sh yn b
) g sh Zyub — 2‘}/ b cos y“ x-

Dla 4 =2 w przekroju podpory x =0 otrzymujemy

(3.36)  Tay (0,0) = 0,930 a; - 0,429 ay + 0,243 a3 - 0,138 a4+ 0,077 a5 0,042 a6 -+
40,023 a7 + 0,012 a5 + ...,

(3.36") <%, (0,0) = 0,955 a; + 0,478 a3 + 0,317 a3 + 0,238 a440,191 a5+0,159 a6 --
10,136 a7 + 0,120 a5 + ...

W przypadku obciaZenia rozlozonego réwnomiernie (3.32) znajdujemy
(3.37) ' Tay (0,0) = —1,35p, 75, (0,0 =— 1,50 p.

Zatem metody teorlli wytrzymalofci daja napreZenia styczne w przyblizeniu
o0 100/, wigksze niz odpowiednie naprezenia obliczone na gruncie teorii spreZystosci,
Jedli chodzi o stan odksztalcer: belki, to przede wszystkim rozwazymy przemieszcze-
nie o w przypadku swobodnego podparcia w srodkach koficowych przekrojow
belki — co zostalo przeprowadzone przez autora w pracach [33] 1 [34]. Ta skia-
dowa przemieszczenia znika na koficowych przekrojach x = 0 i x = [, poniewaZ
odpowiednia funkcja, wobec periodycznoéci, ma w tych przekrojach nieciggtosé
pierwszege rodzaju. Podobnie jak w przypadku ¢y rozwinigcle w szereg nie od-
powiada dokladnie zjawiskom fizycznym zachodzacym w poblizu koficow.
" Réwnaniem odksztalconej warstwy érodkowej (y = 0) bedzie ‘
v (x,0) A an Dy_3{0)

R n srf(z.)sm’””'x

(3.38) E

_'Z dn 2chynb—|—{l+v)ynbshynb
m  Sh2psb—2peb  SmYeX:




Dla zbrojonego betonu otrzymamy w frodku belki ugigcie '

0318 1’ th 1,571 nd

, nl’
3.39 — @-niz .
{ ) f Z( DX sh 1,571 nd" T A5714 .

| n | ch 1,571 nk’
szereg ton jest szybko zbiezny. I
Przy A =2 na gruncie teorii sprezystodei uzyskamy'

. 0,318 .
) g T 0,145 400,785

3.40 = ¥ 1Nm=Dp2 T .

(3.40) / E WZ D n sh0,785n - 0,185 °

n  ch0,785n
natomiast metody Wytrzymaloéci materialéw daja
—n anl. | 1,736\
GA) fro = 0,586 — Z (— et (1 = )
‘Biorac pod uwage poczatkowe wyrazy obu rozwinieé¢ mozemy napisaé
P .
{341) E 7T — 1,496 a; 10,052 a3 — 0,008 a5+0,00_2 g — 0,000 ag-{— wes
: fx
{341 E—~— 1 554 a;-+-0,075 a3 — 0,024 a5-+0,012 a; — 0,007 ag+

Wzory (3.41) i (3.41") dowodza, Ze¢ rdznica jest bardzo mala, Dla lepszego Jej
okreflenia nalezy obliczyé ugigcie w kilku przypadkach szczegolnych
- Dla 1ownomiern;§_roziozonegq obcigzenia (3.32) otrzymujemy

pl

P
{3.42) J= 13885 7

i Jp=1953

zatem blad, _]akj daja metody teori wytrzymalosm matenalow, wyn051
| 1,953 — 1,885 -

) m:0,036z3,50

(3.43) 158 fo

Dia obciazenia o rozkladzie trdjkatnym, ktérego rozwinigeiem w szereg jest

. = — D2 o
{3.44) p{x) = ; (— D " s1q Ya X,
mamy _

pl o pl
{3.45) ) 7 fﬂ 1,219 B fR__=~'1:,267 FP
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zatem blad jest rzedu

(3.46) Msoo3s~4ow
' 1,219 R e
Obcigzenie skupione dzialajgce w §rodku dlugoéci belki mozna zapisaé w postaci
(3.47) px)=— ? ; (— 1D sin yy x,
zatem ugigeia wynosza
P P
(3.48) =316, fr= 33445

i blad okreflony jest przez
3,344 — 3,116
3,116

Opierajgc si¢ na wynikach uzyskanych dla rozpatrzonych powyzej przypadkéw
obcigzenia {przypadki te znacznie réznig si¢ miedzy sobg, a przypadek sity skupione;,
jest najniedogodniejszy dla écistych obliczei) mozemy twierdzié, ze dla belek o pree-
kroju prostokatnym, dla ktérych A > 2, rachunek oparty na metodach teorii wWy-
trzymatosci materiatéw daje wyniki z technicznego punktu widzenia wystarczajgco
dokladne zaréwno dla stanu naprezen, jak i stanu odksztatcen,

Gdyby za teoretyczne punkty podparcia przyjaé punkty (x =0, y = —¥§),
(x =1, y = — b), to nalezaloby do ugigcia f otrzymanego metodami teorii sprezy-
stodci doda¢ dodatkowe przemieszczenie w kierunku Oy wystepujace w przekrojach
podparcia. Zatem blad ddtyczqcy stanu odksztalcen jest w dalszym ciagu dosé
maly; mozna twierdzié, Ze nie przekracza 5%, (jeéli bra¢ pod uwage wplyw sit po-
przecznych). Zatem napreZenic normalne ay, ktdre nie jest brane pod uwage w teorii
wytrzymalo§ci materialéw, ma bardzo maly wplyw na odksztalcenia belki.

(3.49) = 0,073 = 7,5%.

Dodatek
Wprowadzimy nast¢pujace funkcje:

P
& @Onl) = —— [(2+1‘}a'5 th ) ch ﬂnC Ot sh dal),

19
. Oy(9nl) = a-g; [(1 -+ th ) sh 9nt — Hol ch Fx],

0 _ B

(D.1) 1 {fnl) = — . (97 th &= ch Ol — #nl sh Oal),
s

B(@@=l) = ﬁ; [(1 — 9z th ¥n) sh Pl +Inl ch Hnl),

19
Os (@) = — —— [(2 & th fm) ch Sl +Inl sh Gl
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8

05 (9ml) =~ [(2-+0m cth ) sh It — Dt ch D),
8

O (Pnl) = S—nn [(1 405 cth #cz) ch S — Bl sh Pl

o1y o

O (L) = — ——— (9 cth i sh Dul — dnt ch L),
o l

09 (Onl) = o[ — S0 cth Bm) ch St 4Dt sh Bt

P
Oy (dul) = nﬁ; {2~ 97 cth 8) sh #Z {9t ch derl].

Niech &, n bedy bezwymiarowymi wspdirzednymi

- _x o2
{D.2) &= i Ty
Bedziemy pisali
n
G (Ial) = Dy {ya y) dia =y A, on=L1,2,3,., [=uy,
(D.3)
n
@i (ﬁnC) == '-'p’i (a'ﬂ J”) ) dla ﬂ = T;L'i h= Ia 35 57 wery C == "?

Whprowadza sig rdwniez oznaczenia
(D4) Oy ($rl) = Oy (Inl) — vO; Dnl),

gdzie » jest wspélezynnikiem Poissona. Analogicznie dla @P_;{(yn3) 1 ¥i_j (an y)-
Zauwazmy, Ze zachodza nast@ppjace (ulatwiajace rachunki) zwiazki rézniczkowe

: d6; (& : oy
(DS) % = ("""" 1)i+l @f'i-l (’ﬂﬂi:), i= 1: 29 39 4=
d6; (9L)
®5) Gy = D O ), j=6,7,8,9.

Przyjmiemy ponadto oznaczenia -

Oy {(Bm)y = @ (On) = (th S -i- S

(D.6)

Gy (Pm) = p (Pn) = (t P — Tmﬁﬁ;) O,
&7 () = y () = (cth Vi + )

© O (FR) = % (Pn) = (cth Pn— __Jt_n P,
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Ponadilo przyjmiemy

Sy g -

R i b‘ \l-, 7 .

(pl:(nﬂ):(th a"b+—1‘17 nb) b,‘ n= 1? 3, 5 ..,
(a')_(th +y”fm) b--.“ —1,2,3

q92 f1 — 1t ’,Vn hz'}’ b s n= :,,-,"’". .

oraz analogiczne oznaczenia wprowadzimy dla funkcji P A ¥
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Peswome

IPOUYHOCTE TIPAMEIX. BAIOK
- L OEI[[]'/IE PACCYXIEHV A, CBOBOJIHO HO)IHEPTA}I TIPAMAS BATKA

PaGora HocHT Xapakvep MOHOTPAGIN, TOCBSIICHHON BOIPOCAM, KACAIOMIMMCH IIPSMBIX Ganox
TIPSMOYTORALHOTO CEeYeHHNs, TIPUYEM HOMYYEHHEIe PE3YNBTATEl IPEMEHHIOTCH TAKHE, C YAOBIETBO=
PUTENBHLIM NPHONIKCHMEM, K DaIKaM NPOH3B0AFHOIO CEYeHHA (32 MCKIIOUEHNEM TOHKOCTRHEX
Ganox). Pabora ocmoBaHHas HA pa3sIHMYERIX WCCACNOBAHHAX M HA PEIYNLTATAX TONYYSHHLDL
BBTOPOM, HMEST HENBIO ODPEHCIETE; IPCHKAS BCEro, 00XacTh HPHMEHASMOCTH METOIOB TEOPHH
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COTPOTHENEHNH MATEPHANOE B 0030p, € 3TOH TOUKH 3penms, TPHGMIDKECHESIX H TOMHBIX METOHOR
TEOPHH YIPYTOCTH.

Hcxons w3 paccyxnenmit meBoABHO 0BiEero Xapakrepa, KacalOIIMXCA BO3MOXHEIX CHyuacn
OUUPAHUA § HAMPYIKW NpAMeIX GafoK, aBTOp MEPEXONUT K CHCTEMATHYCCKOMY of630py nCUnCAH-
TelbHbiX METOMIOB TEOPHA  CONPOTHRICHHS MATEPUAIOB B TEOPHH YIPYIOCTH H POSOEUT MCTO=
puuecxuii 063op 3THX BOMpOCOR.

B nepeoit wacti CTATBN ABTOP, APH ACHOMB30RAHHA GHTAPMOHITECKHX ITONHHOMOB, HCCHCIVET
€8000R0 OnepPTHIE mpAMbIE GanKm. ITpexcne Becero Mccnenyetes ApPoCTol Ciayuai HAFPY3KH, W Ha~-
TPY3KH MOMCHTaMY, HA KOHIA% GaNikW, mMeroummil sHAYeHUe [N BCex, Hajee PaccMaTPHBACMBIX
cnysaeB. KoHCTaTupyetcs, uto Taime APyroH, oueHs TPOCTOH THN HArPY34H — 9THCTLIE H3rud,
MOMCT NPUBECTH K HHTEPECHbIM npoGieMam. B aToM clIydae Hamp, THIOTEse, MAOCKMX ceuenuit
BepHyH, YIOBICTBOPASTCS TOTMLKO npuEIKeRHO, CPeiM HATPY30K, PACIPEASTCHIDIX HEOPEePLIBHO,
PaceMaTPHBAICTCA PaBHOMEPHO DACTIpe/encHuas Harpyska, JHHeHHO H3MEHSIomanc HATPY3Ka
¥ Harpyska ¢ napabosauyeckum pacipepenchneM. INaBHOE BHMUMAHUC oGpaHeTes HA cmyvai
PABHOMEDHO pacnpencifeMoll HATPYIKW, BBUAY TOTO, YT0 3TOT CNYMAH DPHIHAH THITHMECKMM.
Mcenenopanocs,” noapobuo norenemnne COCTABAMIOUMA TEH30PA HANDMKEHHM H BeKkTOpa Hepe-
MCILCHHNA, B 3ABUCHMOCTH OT OTHOIMCHES A MEXIY NAHHOA GaNke M BEICOTOHR ee momepewHOre
€hon, a Takwe oT KodpdmmenTa Ilayccona ». IIpusoastcs MHOTOYUCIICHHbI¢, HHTEPECHBIS IS
ACHACIHMTEABHOH HPAKTUKH, CPABHETE/IRHbIC Tal/MlGL, TOJIYYEHHLIX DE3YNLTATOR M KPOME TOro
BpOM3BOAATCA TIUATENBHEIE MCCHOAOBAHWA HehOPMUPOBAHHEIX COCTOAHHH, B 3aBMCHMOCTH OT
ACHCTBHTENBLHOFO cnocofa omupanns, 3aTeM, JOKa3bIBACTCR, ITO JISMEHTAPHME METOAEI TEODHA
YOPYTOCTH (GUr4pMONMEECKME NOMMHOMEL), MOMKHO YCHEUIHO OPHMEHATE K CiIyvasM Harpysku,
E KOTODHIM OHM OGHYHO He APHMEHANNCH, 4 MMEHHO K HENPEPHIBHO PACIPEACIIEHHRBIM HATPY3KaM
C paszpuignoll KacaTeneHOH (iccmenyercs cnydall TPEYFOABHOTQ pacnpesenetus), K TPEPLBHO
PACTIDEASNEHHBIM HATPY3KaM) PACCMATPHBACTCS CAYYRil HATPYIKH, PACTPEIETeHHOM pPaBHOMEPHO
Ba NONOBHHEE BANKM), A TALKE K COCPEJOTOUCHHEIM HATPYIKAM (cnywall cocpesoTouEHHOM CHABT
B MOMEHTA, NEeHCTBYIOMMX HA BEPXHIOW HIM HHKHICIO [OBEPXHOCTD Sanxu). PaccmaTpusaerca
TAIKe, Al NONHOIC NPeACTaBienMs BOUPOCd, ChydYail HATPYIKH MACCOBLIMHM CHJAMM (crmyuait
cofcTBeHHOr0 Beca Ganxu).

Dipoctas, ceodonno omepran Ganxa u TOABePIKeHHAN HeHCTBHIO TMPOMIBONGHON HATPYIKA WC-
CneyeTes HpH HCHOAL30BANNY (YHKUHA DPH, HOCTPOSHHBIX ¢ HOMGOLILIO 1PUTOHOMETPRYUECKHX
paaos. Maiotea oxonuaTedsHMe pe3ylsTaTH HOBORBHO OGLEro XapaxTepa, AL8 CAy4as KacaTellb-
HOH ¥ HOPMAaTLHOH Harpysor BEpRHeH moBepxHocT# Gamxd. [TpHBOAATCA HOBPOGHBIE MCCASHO-
BAHUS RANPAMCHHOTO W A(OPMUPOBANHOrO COCTORHHI, DA YeM CICHMANbHOS BHUMAHME OG-
PRINACTCA 1A BO3ZMOKHOCTD APAXTHYCCROTO HCTIOML3CBAHHUS [ONYISHHBIS Pe3yNsTATOS.

Mosxto B ofiteM TOATBEpARTS, 9TO AN npaMspiX CBODONHO ONepTHIX 020K NPAMOYFONBHOLO
CEHCHUA, U1 ROTOPRIX 4 > 2, pacHeT OCHOBAHALHT HA METONAX TEOPUH COIPOTHBNEHHS MATEPHATOB
BAcT, C TCXHWYECKOH TOMKH 3DEHHA, YIOBIETBOPHTEAbHO TOYHBIE PE3yIbTATLI (38 MCKI-OMGHHEM
C/IYHACE DPUBCACHHLIX BBIDE), KAk ATA HALDDKEHHOO TaKk # JUTA AebopMUDOBAHHOIO COCTOAHUI.

" Résumé
SUR LE CALCUL DE RESISTANCE DES POUTRES DROITES.
L. CONSIDERATIONS GENERALES. LA POUTRE DROITE SIMPLEMENT APPUYER

On présente un travail ayant un caractére monographique sur le problém= des poutres droites
de section rectangulaire, les résultats obtenus pouvant étre utilisés, avec une approximation suffi-
semmznt bonne, aussi pour les poutres droites de section transversale quelconque (exceptant les
poutres 4 parois minces). Lrarticle, basé sur différentes études de spécialité et sur les résultats de
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Pauteur, a pour but spécialement de déterminer les limites d'applicabilité des résultats donnés
par la résistance des matériaux et de passer en revue les méthodes plus ou moins approximatives
ou exactes qu'on peut utiliser dans la théorie de Pélasticité, en précisant aussi leur limite d’applica-
bilité,

Aprés une élude, ayant un caractére général, concernant les cas d’appui et de chargement des
pouires droites, on passe sistémitiquemant en revue les méthodes de calcul de la résistance des
matériaux et de la théorie de I’élasticité et on entreprend un court historique du probléme,

Dans la premidre partie du travail on étudie la poutre droite simplement appuyée, d’abord a I’aide
des polyndmes biharmoniques. On comm:nce avec I'un des plus simples cas de chargement: le
chargement avec des moments sur les faces de bout, qui intéresse tous les cas de chargement qu'on
étudie ultérieurement. On constate que méme e plus simple cas de chargement, correspondant
A une flexion simple, peut conduire & des problémss intéressants; par exemple, méme dans ce cas,
I'hypothése des sections planes de J. Bernoulli, est vérifie seulement avec approximation. Dans
le cadre des chargemenis distrjibués d’une maniére continue, on étudie le cas d'une charge unifore
mément distribuée, le cas d’une charge & variation linéaire et le cas d*une charge & variation para-
bolique. On insiste surtout au probléme d’une charge uniformément distribuée, le probléme cor-
respondant étant considéré corme un probléme type, en étudiant en détail 1a variation de chague
compasante du tenseur tension et du vecteur déplacement, en fonction du rapport 4 entre 'ouverture
de la poutre et ’hauteur de la section transversale et le coefficient de contraction transversale de
FPoisson ». On donne différents tableaux comparatifs des résultats obtenus, intéressants pour ka pratique
du caleul, faisant une étude spéciale de I’état de déformation en fonction du mode réel d’appui
de la poutre. On démontre ensuite que les méthodes élémentaires de la théorie de ’élasticité (poly=
ndmes biharmoniques) peuvent &tre utilisées avec succds aussi pour d’autres cas de chargement
pour lesquels on ne les emploie pas d’habitude, précisemment pour: des chargements distribués
avec la fangente discontinue (on étudie le cas d’une charge A variation triangulaire), des chargements
distribués discontinus (on considére le cas d’une charge uniformsment distribuée actionnant sur
la moitié¢ de la poutre) ou des chargeiments avee des charges concentrées (le cas d'une force con-
centrée ou le cas d’un moment concentré, actionnant sur Pun des coids d'en haut ou d’en bas de
la poutrs). Pour Punité de présentation du probléme, on considére aussi des cas de chargements
avec des forces massiques (spécialement la pésenteur propre de la poutre),

La poutre droite simplement appuvée dans le cas d’une charge quelconque est &tudide 4 I'aide
de certaines fonctions de tension du type d’Airy, construites en forme de développements en série.
trigonométrique. On dozne des résultats finals, ayant un caractére général, A I'aide de certaines
fonctions introduites par Pauteur dans PAnnexe, pour une charge normale et pour une charge
tangenticlle sur le coté d'en haut de la poutre. 1'¢tude de I"état de sollicitation de la poutre est
entireprit en détail, tant pour I'état de tension, que pour 1'état de déformation, en insistant sur la
possibilité dutiliser pratiguement les résultats obtenus.

Généralement on peut affirmar que pour les poutres droites, simplement appuyées, de section
transversale rectangulaire, avec 4 > 2, on peut entreprendre un calcul suffisemment. exact du poing
de vue technique (en excepiant certains problémes spécials, qui ont été mentionnés), en utilisant
les méthodes de la résistance des matériaux, tant en ce qui concerne "état de tension quen ce qui
concerre I'état de déformation.
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