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1. Wstep

Tematem rozprawy jest statecznoéé pewnej klasy ustrojow, spotykanych w obec-
nym budownictwic przemystowym w skali masowej. Ustroje te, prefabrykowane
lub stalowe, mozna nazwaé ramami z przegubowymi poprzeczkami (por. [1]).

Rysunck 1 przedstawia jeden z najprostszych ustrojéw tego typu. Jest to tzw.
estakada, skladajaca si¢ z dwéch niezaleznych od siebie szeregbw podiuznych
stupéw, polagczonych géra belkami podsuwnicowymi {poprzeczkami), po ktdrych
porusza si¢ suwnica z wozkiem obcigZonym ciezarem zawieszonym na haku. Na
rysunku la belki podsuwnicowe sg ciaglé, na rys. 16 — rozcigte, lecz w obu
przypadkach, polaczenia ich ze stupami sg przegubowe. Sg to typowe polgcze-
nia poprzeczek ze stupami w konstrukcjach prefabrykowanych i stalowych. Za
pomoca kélek zostaly tu oznaczone polaczenia przegubowe nieprzesuwne.
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Rys. 1

Rysunek 2 przedstawia, z punktu widzenia statecznosci, znacznie bardziej skom-
plikowany ustrdj. Jest to jeden z wariantéw hali tréjnawowej z suwnicami; usy-
tuowanymi w réznych nawach i na réZnych poziomach. Uklad statyczny hali
w przekroju poprzecznym przedstawiony jest na rys. 2b. W kierunku podiuznym
mamy tu do czynienia z ukladem slupédw, polaczonych, podobnie jak na rys. 1,
poprzeczkami dolaczonymi w réznych poziomach do stipéw przegubowo. Role
poprzeczek graja w danym przykladzie belki podsuwnicowe i belki pod dzwigarami
dachowymi. Wspélpraca stupow ze soba zaleima jest jeszeze dodatkowo od ukladu
stezei poziomych w dachowych plaszezyznach poziomych.

347




Rozmaito§é mozliwych ukladow zostala zobrazowana na rys. 3, ktéry nalezy
traktowaé jako szkic skupiajacy na jednym rysunku szereg réznorodnych wariantéw
ukiaddw wielopretowych, nie wystepujacych na ogot w jednym ustroju rownoczesnie.
Kazdy ze stupéw moze byé obciaZony dowolnym ukladem statych i ruchomych
sit poprzecznych i osiowych, przekazywanych na nie bezpostednio Jub za posred-

a

4L
0 b Z 73 .
b i G I k {
1 |
23 ‘ 7 ? 2 ‘ 7
7 * i .
r [ ” b S i |7 “ fy L A b
| ! : j l
a ” b . c 7 T ”
Rys. 3



nictwem poprzeczek. Poprzeczki moga byé wolnopodparte, rozcigte lub ciagle,
lecz w kazdym przypadku oparte na stupach przegubowo. Zamocowania stupow
mogg by¢ spreZyste lub sztywne. Przestrzennosé ukladu stwarzaja steZenia np. typu
mnrs. Stgienie to nalezy rozumieé jako sziywna tafle polaczona przegubowo
z wierzchotkami stup6w e, i, f, f, kiéra moze byé zastosowana réwniez w dowolnych
innych czg$ciach uvstroju.

'a'::'n-:— T =

b € d
7 - 1 7 v, 73 7 >
{ k K i e F g h
C = — — =
1 T | E—
F b a e t
d K
7 7 T T
c q k
Rys. 4

Uklady przestrzenne (rys. 3) moga by¢ przedstawione w postaci szeregu ukladéw
plaskich (rys. 4). W danym przypadku mieliby$my do czynienia z nastepujacym

zespolem ukladéw: w kierunku rozpigtodci Ly, Ly, Ls, ... z ukladem pretow a, b,

¢, d, ... wedlug rys. 4¢ oraz ukladem pretow e, f, g, b, ... polaczonych za. posred-
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nictwem tafli mnrs we wspdlny uklad z pretami i, j, k, ... zgodnie z rys. 4b, oraz
z ciggami pretéw w kierunku rozstawu by, ba, bs, ..., mianowicie z ukladem pretow
a, e, .., b fj, ... wedlug rys. 4c oraz uktadem c, g, k, ... wedlug rys. 44 itd. Zagad-
nienia $ciskania mimo$rodowego nalezy rozwiaza¢ dla kaZzdego z tych ukladéw
z osobna.

Uklady przedstawione na rtys. 4b 1 4e daja korzysci polegajace na WCiqgnigciu
do wspolpracy kilku ciggéw pretéw przez zastosowanie stgzed pomiedzy nimi.
Odgrywa to korzystna rol¢ przy niejednoczesno$ci maksymalnych obciaZef pretéw
przez wciggnigcie do wspdlpracy pretow mniej obcigZonych.

Przedstawienie ukladu przestrzennego z rys. 3 w postaci prostopadlych do siebie
ukladéw plaskich (rys. 4) nalezy traktowaé przy rozwigzywaniu zagadnien statecz-
nofcl jako pewne uproszczenie. : g

Zagadnieni¢ zostaje wigc sprowadzone do rozwaZenia statecznosci ukladow
ptaskich typu przedstawionego na rys. 4, tj. ram zlozonych z dowolnej ilodci pretéw
o dowolnic zmiennych momentach bezwladnogci, zamocowanych sprezyécie lub
sztywno na podporach i polaczonych ze soba w dowolnych poziomach przegubowo
poprzeczkami. Obciazenie ram sklada sig z dowolnych ukladéw sit poprzecznych
i osiowych, .

Podana tu zostanie jednolita metoda okre§lania parametru krytycznego dla ram
powyzszego typu. Metoda ta oparta jest na rachunku krakowianéw w ujeciu nume-
rycznym, co prowadzi do pewnego algorytmu krakowianowego.

2, Uklady i krakowiany podstawowe

Jako podstawowy uklad stanowiacy punkt wyjécia przy rozwazaniach problemu
statecznofci zostaje przyjety pret jednoprzgstowy o zmiennym (wediug okreflonej
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reguly) momencie bézwladnoéci, zamocowany sprezyécie na podporze, zgodnie
z 1ys. 5a. W przykladach liczbowych bedziemy brali pod uwage prety zmiennc
schodkowo (rys. 5b) czesto spotykane w praktyce (rys. 2).
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Dla kazdego z pretéw wehodzacych w sktad badanego ustroju ramowego (rys. 4)
zestawiamy krakowiany podstawowe, kt6rych sens i oznaczenia zostaly wyjadnione
w pracy Z. DOWGIRDA, [2]. Mamy zatem dla kazdego z pretéw nastepujace krako-
wiany i iloczyny krakowiandéw: '

1. Krakowian momentéw I.

2. Krakowian cigZaréw sprezystych typu A dla momenidéw rozlozonych migdzy
punktami podziatu prostoliniowo.Iub typu B przy momentach rozlozonych krzy-
woliniowo.

3. Tloczyn krakowianéw Cy = LA lub Cy = LB; w iloczynie tym zostaje uwzgled-
niony sposéb zamocowania pre¢ta na podporze.

4. Krakowian rozmieszczenia sit osiowych D, reprezentujacy uktad dziatajacych
na pret sit osiowych. '

5. Mloczyn krakowianéw Q = LAL. .

6. Krakowian statecznosci Gy = Cy Dy,

Powyzsze krakowiany podstawowe moga byé wzigte dla poszezegdlnych przy-
padkéw z jednej ze znanych publikacji, np. {3], lub tez wyprowadzone na pod-
stawie prostych, jakkolwick nickiedy pracochlonnych regud.

3. Stateczno$é¢ ramy zbudowanej z dwéch me]ednakowych pr¢tow polaczonych poprzeczka

Przebieg postgpowania przy okresla.mu parametru krytycznego zobrazujemy
poczatkowo na ukladzie ramowym z jedng poprzeczka, a zatem na uktadzie jedno-
krotnie statycznic niewyznaczalnym. Rozpatrzymy wice uklad ramowy przed-
stawiony na rys. 6.

Jest to rama zloZzona z dwoch niejednakowych pretéw, obciazona dowolnym
vkiadem sit poprzecznych i osiowych. Parametrem krytycznym jest sila osiowa W,
ktéra bedziemy oznaczali przez #.

Oddziatywanie poprzeczki na konce pretéw zastapimy przez dziatanie statyczaie
niewyznaczalnej silty x, jak to jest przedstawione na r1ys. 7.

Dla momentow catkowitych M moZzemy dla pretdw traktowauych Jako odr¢bne
konstrukeje zestawi¢ dwa nast@pumce uktady réwnaii:
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Dla otrzymania ugieé korzystamy ze wzordéw (3.107) oraz (3.116) z ksiazki
Z. DowamDa, [2], t).;

Y= WL, gdzic W= M4, (b MBy).

Stad otrzymuje sig

{2) Y=MAgL (lub MByL).
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Rys. 6 Rys. 7

" Zgodnie z {2] typ. 4p zastosmemy do momentdw od sil poprzecznych 'ryp By
od osiowych. Na podstawie (1) 1 (2) mamy
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Po elementarnych przeksztalceniach i przy uwzglednieniv, Ze istnicje zalezno$é

4 MPAG L = MP(LA) = M¥Cy = Y7,
rownania (3} otrzymujy postad
» no 0 »
73 ¥3* 0 Y2
. =1 .. 3108l .. Gy,
Vi bl 0 Vi
In yal x Ve
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Uklad réwnan (5) przedstawié mozemy w postaci nastepujacej:
W= A Ol gh gt e, i=1,2,00m,
(6) b __ hp b b b b b b By =12
Yi=» + x?pj‘l"?(ylgjl i Ya&p+ o TV &) J=1,2,.,r

Wielkos¢ sity x znajdziemy 2 warunku brzegowego
O Vu =k
a mianowicie

1
(8) XS [ — Pt g 588t . gl —
nR

rr
bk b b b b
. W gt‘l"—ylng_"'__'yrgrr)]'
Po wprowadzeniu oznaczenia

©) . 4= Guntary
i po wstawieniu wielko$ci x wedlug wzoru (8) do uktadu réwnan (6) otrzymujeny

1 1
VE =y 7 O d — ¥ g2 + o 1 (ggi — ale20+

Ty (98l — qmign) + . + Vi (ggl, — g% 85,) +
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=yt ;i," (Val by — ¥27 g8 + %n Dt em+yaalelt, + ... +

+Yad8n+ (a8 — aby )+ y2 agh — qhgl) - .. +

+yrtagh —ahgtal, =12, .,r.

RBozprawy Insyhierskie — 10 353




Rownania (10) przedstawiamy w formie réwnaf krakowianowych (11}:
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We wzorze (11) miejsca puste naleZy wypelni¢ zerami.
Rownania rozwinigte (11) mozemy przedsiawié w formie zwarte}

(12) Y = Y" H] +5YG), ‘N:ry qu
albo tez - N O
FiE I ‘

a3 Y (v —nGh) = YHD. o = I i N

p— B 7 - =

W zagadnieniach statecznodci interesuje I ol ¢4 -

nas we wzorze (13} tylko krakowian sta- 2 b
tecznodei Gy, ktérego postaé rozwinigta po- -

ostatnim miejscu,
Podamy dla przykiadu krakowian sta- Rys. 8
tecznosci Gy, dla ukladu dwoch pretéw
o réznych dlugosciach, o jednakowych momentach bezwladnoéci J, sztywno za-

mocowanych na podporach przy podziale dluzszego preta na trzy, zas preta keot-
szego na dwie réwne czedcl, jak to jest uwidocznione na rys. 8.

dana jest po prawej stronie wzoru (1}) na %
7

W danym przypadku we wzorze (11) naleiy przyjaé n = 4, r = 3, wobec CZEgO
krakowian 7§ przyjmuje postad

gef —angh 485 — 9584 4831 — 4484y 5134&1“6’1?43215

14 ]98T diisas 483y dinsis 988 dsh g8 —digly

L b ;
Gy g 958 44831 a5he% In85 :
b b !
31833 © qpEn 418% (Igr;ggs '
LghEh 9‘5)2321 ‘]gagfft
; b
L _‘.?_3_:%5_4&{ __________ f_lg;@'i; ¥33844
Vb P T I T T #
4EN T T8 qgglﬁqg)zggi qg?,—qé’;gé’l
Cob b -
[UB1 g8 98— A 945 — gk
gdzie

q = 4oty

Zadanie rozwiaZemy przy zastosowaniu krakowiandw ciglardw  sprezystych
typu A dla elementéw gix oraz typu B dla elementéw gy,
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Bedziemy postugiwali sig krakowianami podstawowymi dla preta a
1 2 3 2 1
W L i 2 1 1 4 1
L 'g‘ 1§ A —i@ 1 4 11
(15) 1 2
5 1 1
L1 10 1 e 1 1
B = 110 1 Mo —t 1[
1 5
dla preta b
b= ! 1 f Ab = ! L 1
2 ’ - 12EJ "
(16)
] 5 1 .
Br=.-_+1 10 1|, Di={ —I
24ET 1 5.
Dila ulatwienia rachunkow celowe jest w przykladach liczbowych przedstawiad
. wyrazy gix i g bez wspdlezynnikéw liczbowych, stojacych przed krakowianami
Qo i Go. Dla preta g, zgodnie ze wzorami (15), mamy

13 2 5 81 B 001543 003395 0,05247

17 a— Jadofe = - __
(7 o= LedeLr T62ZET| 5 16 28 EJ] 0,03395 0,10494 0,17901 :’

8§ 28 54 0,05247 0,17901 0,34259
I R PRy
18) G§ =LrBepa == —
s G D = L 0sEy 1 12
6 24 53
_ Pl —000926 —0,11111 —0,22222
EJ —0,00926 —0,11111

0,05536 0,22222 0,49074

Dla preta”h, zgodnie ze wrzorant (16), olrzymujerny

: po| - RN
(19)  Qv=Logoro— 2 sl=_ 000650 001432 |,
| 48EJ 5 16] 001432 004421
2 - 2 »
(20)  Gy=LvBD} = lgc;lEJ —1 12 *%{; —0,00521 —0,06250 }.
6 23 003125  0.11979.
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We wzorach (19} 1 (20) zostalo uwzglednione sprowadzenie dlugosci /' preta
krétszego do diugodci / preta dluzszego oraz wzieto pod uwage wspdlczynnik «
w krakowianie Df, a zatem i w krakowianic G2,

W zwiazku z powyzszym

3 3
g = g%+, = %(0,34259 +0,04427) = 0.38686
oraz
1

_E
@ PRRTRE

Przy uwzglgdnieniu wzordw (17)-(21) krakowian Gy ze wzotn (14) przyjmuje
postad

12
i _
(22) Gy 100027

20,880 8,282 25428 | 8226 25428

15,070 42,154 —12,714 | 4113 12,714

—11,000  -—4860 56,158 18,165 56,158
X _______________ e e e e e ek I = = " m m m e e e m m e e e e  am mmm—aas
—8477a —2892la 55348« | —29000 55,348
16,247« 55431a 106,083« : 26,8200 106,083a

Rozpatezymy przypadek, gdy na precie & nie ma obcigZenia osiowego, tj. gdy
w ukladzie na rys. 8 nalezy przyjaé

(23) a =0,

W tym przypadku o wielkoéci najmuiejszej sity krytycznej decyduje gorny lewy
blok krakowianu (22). Przy iteracji bedziemy operowali jego krakowianem

2 20,88 —8,28 -—2543
(24) C G = et 1507 42,15 —1271
' —11,00 —4,86 56,16

W wyniku iteracji otrzymujemy wektor wlasay odpowiadajacy najwickszemu
pierwiastkowi .
. Uy =70 —1; —0,376 3,486)
oraz wielkosci
EJ
1_2.

- EJ
{25) 0 = 65,224,  Npy = 1000 - IR 65,224 = 15332

Zastepeza dlugo$¢ wyboczeniowa preta a jest réwna
{26) ly = (m : V15,332) I = 0,80 [,

Posta¢ utraty statecznoéci badanej ramy przedstawiona jest na rys. 9b. Poniewaz
mozna byloby sip spodziewaé postaci przedstawionej na rys. Yc, przeto na rys. 9
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zostaly zestawione przypadki wyjasniajace prawidlowa zmienno$¢ postaci uiraty
statecznodci preta a oraz sity krytycznej i zastepezej dlugoéci wyboczeniowej w zalez-
noéci od zmiany sztywnoéci podparcia wierzcholka preta. Wielkodei sit keytycznych
i postacic wyboczenia na rys. 9¢ i 9d otrzymane sa w wyzej podany sposéb na pod-
stawie krakowianu G}, ze wzorn (11).

4, Statecznodé ustroju zlozonegoe z dowolnej Hosci pretéw polaczonych
przegubowe poprzeczkami

| Sposdb okreglenia statecznodei ustroju zlozonego z dowolnej ilosci pretdéw za-

mocowanych na podporach i polaczonych przegubowo poprzeczkami zilustrujemy

na przykiadzie vkiadu zloZo-

;N—w * ¢ $ é nego z pieciun pretow  uwi-
docznionego na rys. 10,

Jak sie okaZe, ustrdj z pie-

cin pretéw pozwoll na ustale-

nie prawa pozwalajacego na

bezposrednie, automatyczne

napisanie réwnania dla ugicé

Y, a zatem 1 krakowianu

statecznodci G, dla ustrojow

zlozonych z dowolne] iloéel

pretéw  zamocowanych na

Rys. 10 podporach i polaczonych

w dowolnych punktach po-

dziatu poprzeczkami, Na przykladzie wige ustroju przedstawionego na rys. 10 zo-

- stanie ustalona metoda postgpowania przy okreflaniu parametru krytycznego

dla ustroju zbudowanego z dowolnej iloSci pretow.

Nalezy przy tym zaznaczyé, ze podany tu algorytm rozwiazuje jednocze$nie
zagadnienie wplywu sit osiowych mnigjszych od krytycznych, co jednak nie jest
tematem niniejszej rozprawy.
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Uktad na rys. 10 sklada si¢ z pretéw uksztattowanych wedlug ustalonego prawa
{uksztattowanie plynne lub schodkowe). Dhugosci pretow moga byé rézne, zamoco-
wania pretéw na podporach moga byé sprezyste lub sztywne, Podzial pretéw na
odeinki jest dowolny, przy czym numeracja punktéw podzialu przy poprzeczkach
powinna byé (ze wzgledu na oznaczenia niewiadomych sit x w poprzeczkach) jed-
nakowa na obydwdoch koncach poprzeczek, Uklad sit poprzecznych i podiuznych
jest dowolny, przy czym wielkosci sit osiowych okreélone sa za pomocg dowolnych
wspolczynnikéw jednej z sit N ==9, przyjgtej jako paramelt podstawowy.

Dlugoéci pretdw i ich czedei nalezy sprowadzi¢ do dhugodei porédwnawczej /e,
momenty bezwladnodei do J.

Jako uklad podstawowy obieramy samodzielne prety jednoprzestowe wsporni-
kowe a,b,¢c,d i e nie polaczone ze soba poprzeczkami.

Podstawowe krakowiany dla tych pretdw uwazamy za znane. Krakowmny cigza-
réw sprezystych okreslaja zmienne momenty bezwiadnosci J pretdw i prostoliniowy
lub krzywoliniowy rozklad momentdw 3. Sposéb W 3 4
zamocowania pretéw na podporze uwzgledniony a%\ﬁ I
jest w krakowianach Cy. Rozmieszczenie sit osio- , o } X
wych okreilone jest za pomocg krakowianu D. b%ﬁ g ﬁ

Przyldadowy podziat pretéw na rys. 10 na 3 ?f I *i"
odcinki i konkretne rozinieszezenie poprzeczek C%J &2 ? 4
ilustruje postgpowanie w przypadku ogdlnym. . 0 Xam

Stopiei statyczne] mniewyznaczalno$ci ukiadun gl 2 3453

. ap ax . d v Fg g
z rys. 10 odpowiada oczywidcie ilodci poprzeczek. $x3 Bt

Ornaczenia niewiadomych sit x w poprzecz- 7 ,}Xév v pu é.,
kach przedstawione sa na rys. 11 e%\"f ? V. 4

Niewiadome x przedstawimy w postaci Rys. 11

03 : 0 0 0
0 xl . 0 xLv
; T_. w_ ) ¥ o __ S —
{27) X o[ X' = e = I XV = AV [ XV =10},
x5 X 0 xL¥

Wprowadzamy pojecie krakowiandw selektoréw 7, obrazujacych rozmieszczenie
poprzeczek. W danym przypadku selektory te przyjmujg postaé

4

o)

A . R A - . 1) = {0}
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‘Zestawiamy ukiad réwnan dla momentéw M dla kaidego z pretéw wsporni-
‘kowych wedlug rys. 11:

Mo MY — X' 7% L8+ pYeDe,

M= M + X' o) L) —X" ' L) yYoDe,
(29 Me = MT 4 X1 o L§— X" LS 4y YeDe,
Me = M | U Mgy Ting» Ly ¥epa,

Me = M* 4+ XWVV L8+ yYeDe,

Przyimujac oznaczenia wedlug wzoru

Me MY De |
MY M Dt

M= M}, M =]MF, D= De ,
M@ M*® Dé
1‘4g lMBP DG

(30)
Xty [+ Ly —18
xu 7 Ly —L§
X7y =) W .,’,1111 ., L'= Lg _ Lg .

xw v ¢ —rg
XV

mozemy uklad réwnad (29) przedstawi¢ w formie zwartej:
31 M = M® — Xz, L{-+n¥D.

Uktad réwnan dia ugieé ¥ otrzymamy na podstawie réwnan (29) i wzoru ¥ -
= WL =MAyL (albo MByL):
Yo MPATLY — X' 7] L8 AST+yYeDeBIL e,
YoM ALLY + X1 7} LR ADLD XV 1l PR ALLY 5 YoDORILY,

(32) Yo =MT AL + X o LS ATLe — XA LS AT |y ¥eDeBELS,
Ye=MP AL + X UL I AT YTV 41V 18 ASLE 4 Y ODIBIL A,

Yo = MP ASLS 4 XV TlVLE ASLS +nVeDeBLLe,

Po uwzglednienin réownoéci

MPAL = MPCy = YF
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i po odpowiednich przeksztatceniach uklad réwnad (32) przyjmuje postad

Yo=Y* —Xx' 3 0%+ nYeGy,
Y? =Y 4 X1 7} g — X1 <1 b LGl
(33) Ye — yeoP 4 xu TI[I Oc - Pl ,L,{H Qﬂ + nY”Gg,
Yt =y Y AGe . ¥V VOl |y yaGE,
Yo=Y + XVVQe 4 pYeG),

Po wprowadzeniu oznaczef

Y| [ yer G}
e Yo Ge
Y=lyel, y'=1y?l Gy= Gy )

iyd Yer G¢

fre) Y| G§
G9
’ Qu ____Qb

Qb 7Qc
Q= e

QtI. — Qe
réwnania (33) mozemy przedstawié w postaci zwartej
(35) : Y = ¥* Xv| Q)1 ¥YG,.
Uklad warunkéw réwnofci ugie¢ pretéw w miejscach wspdlnych poprzeczek
przedstawi si¢ w postaci -
Yol = yoq]
Yo rf = Yeqll,

ye oI — yarl,

Va4V o Yoy,

(36)

- Wzory (36) mozemy przedstawi¢ w postaci

' Yul l 'L'% ]
)= o |
@37 ve | i - !: {0}
{ Yd; e T{H r}v
I
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albo
(38) ¥y = {0},
Po podstawieniv do wzorn (38) na miejscu ¥ jego wartodci stojace] po prawej
stronie réwnania (35) otrzymamy
Y] — X7 Oy 71+ YGo ) = {0},

skad

X (v\Q"1y) = YP1|-+q¥Gy ],
albo
{39) X0 = YT 49 YGy1,
gdzie
£40) Oy = 110" 1.

Réwnanie (39) przedstawia przy pigciu pretach i przy podziale pretéw punkiami
1,2,3 1 4 na 3 odcinki uklad 5-4 = 20 rownan algebraicznych, wérdod ktdérych
Jjest tyle rownan niezaleznych, ile jest poprzeczek w ustroju, tj. ile jest niewiadomych x;
pozostale za§ roOwnania sa tozsamosciami typu 0 = 0, ROwnania niezaleZne okreslaja

Jjednoznacznie niewiadome sify x w poprzeczkach.
Krakowian Qf nie ma odwrotnosei. Jednak uklad niewiadomych X w réwnaniach

{39) zostaje jednoznacznie okreSlony przez znalezienie pewnego krakowianu, ktory
ozpaczymy przez Ty. Sposcb okreflenia krakowiane 7y wyjasnimy dalej bezpo-
grednio w przykiadach. Tutaj podkredlimy tylko, ze krakowiany QF" i Ty sa symetrycz-
ne i ze spelniajg one nastgpujace zaleznodei: :
41y 1,05 =T, =TOY —TQ" = Q) Ty= Qi T= 0" To= 0" T= 7= (T1)p-

Mnozymy obecnie obydwie strony rownania (39) przez Ty 1 otrzymujemy

X0 Ty = YP1[ Ta+nYGo 117,
PoniewaZ zgodnie z zaleznosciami (41)
XQF Ty = X (1,0 = ¥,

przeto otrzymujemy
{42) L Xty = YR Ty YGy ] TO

Réwnanie (42) okrefla wszystkie niewiadome sily x w poprzeczkach, stanowi
zatem rozwigzanie zagadnienia.

Wstawienie wartoéci Xt wedlug wzoru {42) do réwnania (35) pozwala na ustale-
nie ogblne] postaci réwnania ugieé Yt
Y = Y7 (Y2 Tyt n¥Gy 7 To) Q0¥ G,
<o po przeksztalceniach moze byé przedstawion.e w postaci [identycznej z (13)]

43) - Y@ —Gy = YH},
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-gdzie
Gy = Go— QT G,

44) - ‘
Hy = 7 — QT (7)),

Réwnania (43) i (44) odnosza sig do ustrojéw o dowolnej iloéci pretéw zamoco-
wanych 1 poprzeczek.,

Przy rozpatrywaniu zagadnien statecznosci interesowaé nas bedzie tylko krako-
wian statecznofci Gy Przy poszukiwaniu wplywa sit osiowych mniejszych od kiry-
tycanych wykonujemy dalsze przeksztalcenie réwnania (43). W tym przypadku
parametr N =7 ma warto$¢ mniejsza od najmniejszej krytycznej i krakowian
(z —#Gy) posiada odwrotno$é. Dla wyodrgbnienia ¥ z réwnania {43) mnozymy
je obustronnie

Y{(t —nGy) (v G~ = YPH (z —5GN)-1

i po odpowiednim przeksztalceniu otrzymujemy
(45) Y= Y'H (v —nG")- L.

Wzor powyzszy okrela wige ugigcia Y przy sitach osiowych mniejszych od kry-
tycznych,

5, Wzor na ugiecia ustroiu zloionege z dowoelnej ilosci pretéw. Algorytm krakowisnowy

Wzér ogbluy (43) na ugigcia Y ustroju zloZonego z dowolnej ilogei pretow zamo-
cowanych polgczonych przegubowo poprzeczkami przedstawimy w postaci roz-
wintgtej, przydatnej do celéw rachunkowych.

Posta¢ t¢ wyprowadzimy dla ukladu zloionego z pigciu pretéw (rys. 10). Przy
“tej iloci protow ujawni sie juz prawo ogdlne dla ukladéw o dowolnej iloéci pretéw.
Rozwiniemy wigc wzory (44) na Hj i Gj w oparciu o wyniki uzyskane w p. 4. Dla
uzyskania krakowianu Tj, wystepujacego we wzorach (44) nalezy ustalié¢. postaé
rozwinigta Lkrakowianu OF okre§lonego za pomocy wzoru (40).

W oparcin o wzory (30), (34), (37) i (40) otrzymujemy

(46) o =0T =
[ T 1
I _.CE T{I —QY Qv i 1’? )
— { _.[Ill TIEH AQC Qc { ’I'IIH —
l 7.5111! Y | —Q¢ 04 v
— —Qe .| '

[l (Qu+on] e
| —=ioved <@ 109 —aTpeq] :
_:i — 0w QYT —olvga]l

et e

—QarLv (AL 0%) Y

3
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Dia wzoru (46) mozemy przyjaé oznaczenia

o T
i1 O
ry rr '
i Un Oxn
T " rr r
47 : o= n a3 Qs
s re
24 Qg

Krakowian (46) jest, jak latwo zauwaizyé, symetryczny, Budowa wyrazow na
giownej przekainej wskazuje bezposrednio, Ze sq to elementy symetryczne (por 2D.
Symetria pozostatych elementéw wynika z zaleznoéci typu

Q23 — (Q32 0>
-poniewaz (wobec symetrii krakowiandw 7, 7{" oraz (°) mozemy napisaé
1T gy IF e, T
(03 = v (— 1" Q0 7)) = — 7 Ocvy, == 03

Jak jui zaznaczyliémy, krakowian Q) nie ma odwrotnoéci, lecz mozna mu prz&—
porzadkowaé krakowian Ty Szczegdlowe rozwazania na ten temat podane sa
w pracy [3]. Tutaj ograniczymy si¢ do podania ogdélnej postaci krakowianu T,

Rozwinigta posta¢ krakowianu symetrycznego T jest nastepujaca:

Ty
15
T3
Ty

Ty
Ty
T3
T3y

Tn
Ty
Tys
Tys

(48) Ty=T =

Mozemy wigc obecnie napisaé rozwinigta postaé iloczynu krakowianowego
05 T (710 wystgpujacego we wzorach (44). Na podstawic wzoréw (34), (37) i (48)
otrzymujemy

“9)  OiTE) =
g¢ —Q° Ty T Ty T} fed —7
gr —0r Tz T2 T3z To r —l
- e Ty Tpy Ty Tis 7 7y
Q% Q¥ | Ty Tog Taa Tay ¥ —alv

364




04Ty —Q* (T —Ti) = QT —T3)

=0T —T21) Q¥(T1—Tia—To+T2) QUT13— T3 Togt-Tas)

=) T —T31) Q¥(Toy—To—T31+T32) O (Tog—Toy— TaptT33)

—Q T3 —Ta) QT —Tao— Ty +Tay) 0Ty Tay— Taa-+Ti3)
—0%Ty QU (T4 —Tyo) QTyy—1Ty3)
—QT 13— 1T1a) — QT

QT3 — T4 To3+Taa) Q*(T1a— Taq)

QT3 —Tog—Tay+Ty) QH(Toa—Tig) L.

QU Ty —Ty—Tiy+-Tg) Q°(Tay—Tya) |-

O {Ty3—Tya) 0Ty |

Nalezy zaznaczyé, ze we wzorze (49) nie wystepuja selektory i, 7il, 73! i =iV,
Wynika to z budowy przekatnej selektordw i zwigzanych z tym zaleznofci typu

Ty =Ty, T =T = Ty,
Torvi =Tors 7} Ty = (Tl = Tz,
Ti27) =Ty, 78 Ty9 = {T12)g = Tay,
Tyt =T, 7Ty =(Tnk = Tn.

(50)

Obliczamy nastgpnie | iloczyn wystepujacy we wzorze (44) w krakowianie Gy
z wykorzystaniem oznaczenia (34) dla G. Mamy wigc

[Ge
Gb
(51) 0T (1] G = QT(}), Ge { =
G |
(e }
. QcTy Ge .‘ — Q¥ (T — Tp) G — QT T13) G*
— QT —T2)G? Q¥ —Ti2—To+Ta)Gt Q4T3 —Ty3— Tz +T3) G
=V O T —T31) 6° QT —Ton—T31+T3) G QH{Tay—Toz— T3o+ Ty3) G°
—Q" Ty —Ty)) G Q¥ (T3 —Tap— Ty +Tun) GF Q¢(Tyy— Ta3— Tz +Ta3) G
—QTy, Ge Qb (Tg1 — Typ) G° Q¢ (Tya—T43) G°
— QT 13— T 5% — QT G

QT3 —T1— T3+ TGP Q¢(T14—Trg) G¥

Q4 (T2 — T4 —T33+T34) G Q4(Toq — T34) G |,

QUTy3— T34 —Tiy+Tyg) G 0% (T3g— Tyq) G
QH(Ty3— Tug) G Q¢ Ty G°

Na-podsiawie wzoréw (44), (49} i (51) mosemy dla-réwnania (43) na ugiecia Y

zestawiC -grupe rdwnafd w postaci ogdlnej i szczegolowej, przydatnej do bezpo-
sredniego zastosowania :
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Wyniki zestawienia przedstawia wzdr

Y(t —nGy) = YPH],

albo
Y {x—7[Gy— Q5T (tDGl} = YP[v — Q5T (7)),
albo tez
) Gy

K
{52) Yily.y \ : Gy ("

1

1 %al

o T]l Ge —Q(T; —T1) G Q¢ (T12—T13) G"

— Q4T —Ta)G? O¥(Tyy— T2 Tay +tT)G? Q¢ (T1a~—Tis— Taa + Top) GP
QT —T3)) G° QU(To— Tap— T3+ Ty2) G¢ Q¢(Top— Tz — Tag + Ta3) G
[0 (T~ T40) G Q¥ (T — T3 — T+ T) G Q6(Tap— Tyy— Tip+-Ta3) GO

| —0eTy Ge Q0 (T —Tup) G° QT —T43) G*

—OHT 13— TG —Qe T G|
QUT 13— Ty T3+ Ta) GO Q8(Thy-Ta) GV |
O (T3 —Toa—T53+ T34} G° Q¢ (Toy—T34) G° |
OU(T33—T3g—Tas+ Tu) G QF(Tay— Tag) G2 |

O (Ty3— Tyq) G O Ty Ge |

QT —Q¥(T;~—T12) ~~0 (T2 —Ty3)
0T T 0P (T —Tu—Tn+Tn) QTi—Ti3—Tn+Ts)
= Y\ v— —08(Ty —T3) OQ¥(Tpi—Tm—T3+Ty) Q(Tay— Taz—Typ+ T3y
—O0%(T351—Ta) QT3 —Tp—Ty—Tu) O(Tp—Ta3—Tp+Tas)
—Q4Ty O (T T4p) Q(Typ—Taz)

— Q% (T13—T'14) —QTyy |
QT3 Ti4—Tp3-t Tag)  O¢(T14—Tay)
' QW Ty3—Toy— T3+ Ta9) O°(T24—T34)
QU Ty — T34 Ta3+Tag) O(To—Tya)
) O (Ty3—Tys) 0Ty

Celowe jest uporzadkowanie kolejnosci postgpowania przy wypisywaniu rdw-
nania (52) dla ugie¢ Y.

Procedura postepowania, ktéra stanowi pewien algorytin, jesi nastgpujgca:

1) Ustalenie krakowianéw podstawowych Ly, A, B, Cp, @, D i G, dla kazdego-
z pretow jednoprzestowych zamocowanych, traktowanych jako ukiad samodzielny
bez polgczenia poprzeczkami; krakowiany Q% @, .. obliczamy na podstawie
krakowiandw cigzaréw sprezystych typu A4, tj. na podstawic wzorow (F—=LAL.
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2) Ustalenie krakowianu rozmieszczenia poprzeczek, tj. selektora ;.

3) Zestawienie krakowianu blokowego Of na podstawic wzoru (46); krakowiaw
ten nalezy trakiowaé jako wyjciowy do dalszych dzialan.

4) Znalezienie krakowianu Ty dla krakowianu Q" wedlug wzoru (48), co dalej
zostanie wyjaénione na przykiadach.

5) Zestawienie postaci rozwinigte] rownania vgigé Y wediug wzoru (52).

- Analiza budowy wzoru (52), zestawionego dla ukiadu z pigcin pretéw, oraz wzorw
(46) dla krakowianu O} pozwala ustali¢ w petni automatyczny sposéb ich zestawienia
w przypadkach ustrojow, ztozonych z dowolnej ilofci pretdw zamocowanych,
polaczonych przegubowo dowolnym ukladem poprzeczek.

Nalezy przy tym odréznié¢ iryb postgpowania przy ilofci pretow zamocowanych
wigkszej od pigeiu, i przy ilodei mniejszej od pieciu.

Wzér (46) dla Q)" ma budowe blokowo-tréjwyrazowa. Prostota i prawidlowoic
ukladu wskainikéw przy poszczegdlnych wyrazach pozwalaja na automatyczne
zestawienie tego wzoru dla dowolnej, wigkszej od pigein liczby pretéw zamocowanych,
j)rzez prosie dodawanie posrednich tréjwyrazowych wierszy.

Prawe krakowiany blokowe obydwdch stron rdéwnania (52) nie posiadaja elemen-
tow zerowych. Réwniez i w tym wzorze prawidlowoséé tworzenia poszczegdinych
elementéw pozwala na automatyczne zestawianie tego rownania dla dowolne;.
wiekszej od pigeiu, liczby pretow.

Automatyczne zestawianie wzordw dla ukladdéw zloZonych z dwoch, trzech
i czterech pretdow wyjasnimy na przykladzie vktadu ziozonego z dwdch prgtow
zamocowanych.

Z krakowianu wyjsciowego (46) dla pigciu pretdw, a wiec 25 clementow,
wydzielamy gdérna lewa czeé zloZona z czterech elementow, tj.

(OO0 T, 7 @V 1
—7 0V T (QU+QY) 1)

(53) 0y = l

ktoéra, wobec tego ze 71 = {0}, przyjmuje postaé
I I i) 1

(54) ;‘?:{ II(Q +Q }Tl }

Krakowian Ty dla krakowiavu (54) ma postac

(55) T—TO:{T“ }

Posta¢ Ty wedlug wzorn (35) pozwala na automatyczue okredlenie krakowiandw
wystepujacych we wzorze (52). Wystarczy wydzielenie z gdrnej lewej czgsci tego
wzoru krakowianow zbudowanych z czterech elementow i przyjecie, 7e wszystkie Tz
z wyjatkiem Tq sg zgodnie ze wzorem (55) réwne zeru.

367




Otrzymujemy wiedy latwo wynik w postaci wzoru

Gy 0Ty G — Q0T G
Gg

{56) Ylt—n .
— QT G QPTG

Il

L 0eTy, — Qv Ty
—QeTy QT

:Yplr—u

|

Analogiczaie mozna otrzymaé na podstawie wzorow (46), (48) i (52) rownama
rozwinigte dla ustrojéw zlozonych z trzech lub czterech pretow.

6. Sily krytyczne dla ramy zlozonej z trzech zamocowanych pretéw polaczonych przegubowo
poprzeczk ami

Przebieg posigpowania przy 1ozw1qzamu zadania za pomoca algorytmn klako—
w1an0wego zilustrujemy na przykladzie ramy przedstawionej na rys. 12 skladajacej
§ig Z pretow o roznych dlugosciach, o przekrojach zmiennych schodkowo lub statych,
zamocowanych na podporach sprezyscie i obcigzonych w danym przypadku przez
pigc sil osiowych, Parametrem krytycznym jest tu sita N =1,

rxN an lJ""
L . 5. ) . 5:r.,i .
U.leﬁN 822 ||| ow . l:fN X
9
4
¥
[ 3 L
’ I J pooos|{m oy
2p— 2H——
T
5 8ED = PO s R
a b A
Rys. 12

Dla uzyskania wszystkich krakowianow jednakowego stopnia (w danym przy-
padku pigtego stopnia) stup nizszy ¢ zostal uzupelniony odcinkiem: 4-5, ktéry
moze by¢ tylko wprowadzany my$lowo lub moie rzéczywidcie istnieé (bez obcigzenia).

Zadanie rozwiazemy poshigujac si¢ krakowianem cigzardw sprezystych: typu A
i przy podziale pretéw na 4 jednakowe odcinki, :
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oo e

- Krakowiany podstawowe pretow a, b i ¢ podajemy we ‘wzorach nastepujacych:

1234
123
(57) Lw:Lb=Lc:~4L 12
_ 1
21 21
I 41 ! 141
(58) dv=g0———) {4 ; , = 141 4
24EJ 112 s 24F-0,5] 141
510 12
.25 811
o 12 1612 18
Cy=Cy = Lr A% = —— 1 612,
0 96EJ] ! 13
5
(39 25 811
n 161218
= f¢ Jc = J L
Cr=todo=smres 1 1612,
1
24 48 72 96
245 54— g4+ 2 a2
m m m
s __ cns i 6 12 18
() = (&) = 557 i 6 2 |
1 14
5
{60) :
24 48 72 96
(. 2+ 54— 84+ 142,
o m_ m m Fis
cy = 1 6 12 18 .
o T 96£.0 57 1 6 12 [
| 6
i
g a . . Jy.
—a—f B a o dyi
(61) Dj= —a—f fei, D= —y—3 &y},
— O —_.y y;

Rozprawy InZzynlerskle — 11
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Przy uwzglednieniu we wzorze (60), zgodnie z rys. 12, Ze wspdlezynmk m = §,

otrzymamy dalsze krakowiany podstawowe:

08 = QV = (€O I = 35

(62) 384EJ

511
i1 28
17 46
23 64

(63)

e (BN To —
Q0 = (C" L* = 15577

51t
It 28
17 46
23 64

17 23
46 64 \;
81 117
117 184

17 23
46 64 ;
81 117
{17 176

2
> @S Ry
(64)
) B8 38 2
Go=(Co)' Dy = o757 )

(65)

Gy = (C3)' D =

—a—f —6a—6f —12a—I128

—a—f —6o—64
6 188 356 —a
6a 18a 36a
—p—0 —6y —64 —12y —124
—y—3  —6y—60
66 184 358 —y
6y 18y 36y
2 —g —be *lés -—igs
48ET T

6z 18z 35¢ 53¢

|-

~18a —18f8
—126 —128 %,
538 —14a
67

—18y —186
—12y -~1248 };
536 —14y

67y

Selektor rozmieszczenia w badanej ramie poprzeczek przedstawia si¢ w formie

_ 7
(66) 7= 7 ,
| - A
przy czym jego poszczegdlne bloki maja postaé
67) 7} = L A :




Krakowian wyjiciowy Qf otrzymamy ze wzoru (46), uwzgledniajgc w nim gérna
lews cz¢$¢ o wymiarach 3X 3 i biorac pod uwage, ze selektor 7' = {0}. Otrzymamy
wzor '

QA0 T e o
o -
68) ") et dQu gyl

Jego krakowian.Ty ma postad

: Ty Ty
(69) . To={ Tya Ty

Przy ograniczeniu zadania jedynie do poszukiwania parametru krytycznego we
wzorze (52) interesuje nas tylko krakowian statecznodci G{. Otrzymamy go, wy-
dzielajac we wzorze (52) gérna lewa czeSé o wymiarze 3.3 § biorgc pod uwage, ze
zgodnie ze wzorem (69) moga w nim figurowaé tylko niezerowe krakowiany Ty,
T2, Ty 1 Ty, natomiast pozostale bloki 7 nalezy przyjaé jako réwne zeru.

Dla G} otrzymamy, wtedy réwnanie '

Gy 0«71y Go — Qb (T — Typ) G*

(70) Gy = Gy —{—0(Tu—Tu) G QXTy—Tis—Ty +T22) G?
Gg — Q% Ty G¢ QY (Ty — Tap) G*
. QC le Gf.'f
Q° (T2 — Tpp) GY
Q¢ Thr G°

Po wykonaniu dzialani przewidzianych we wzorze (68) krakowian wyjéciowy
07 przyjmuje postaé : '

©
368§ —117 .
w B T S
(71) o~ 384L7 | é
. L)
—117 243 :
©) ©  (0)
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‘Podajemy technike obliczenia Ty dla krakowianu Q:;a"
Z niezerowych elementdéw krakowianu (71) zestawiamy krakowian trzonowy

N E 368 —117
¥ —
(72 (@5 384EJ{#117 243}’
po czym znajdujemy odwrotnosé tego krakowianu, ktéra w danym przypadku ma
postaé

384 EJ {243 117
(73) .

Mok = 55735 5117 368

Krakowian (73) traktujemy jako krakowian trzonowy krakowianu petnego Ty’

Krakowian T, otrzymamy ustawiajgc wyrazy krakowianu trzonowego (Tp)f
w tych samych miejscach, na jakich figuruja elementy niezerowe w krakowianie (71)
Krakowian Ty otrzymujemy wiedy w postaci

(T11) (Ta) ©
Lol 117
74 T = T = 384 EJ o ’ 5-
09 To=T=35755 5 |
(T . @ (T . ©
117 1. . . 368 .|
© o i ©

Mozemy z latwodcia sprawdzié, Zze krakowian 0f i odpowiadajacy mu Ty spel
-niaja warunki okreSlone wzorem (41). Mamy mianowicie

0 o
i :
(15) cro=1 o [ N
© ' L (©)
1
e © 1o

372




2 0L0000T 7 0SE QT T 9 OPS 9SE » 0BG TE .
s 96T $8L— s /TP E61— 2 ZOB¥ST 7 $P1 0ST ]
@ TLL 659— 3 958 08E— 2 BIT 96— s oigepi ||
_
4 80L 69T 1 4 85T 918 4 8T Lok 4 906 £91
< 06T L6T A4 OFL S0Z 4 Org 91y & 081 £F
¢ 988 79S [, +¢ 866180 1 +¢ 9% 619 +9 980 LT2
(e+4) 9£1 881— (g+1) 2¥T OEF— (¢+4) 896 €1— e+ 9ggsz— |
(0 +4) 0vS 0bs— (0-+4) 072 pLE— * (p+4) 0zs Z1Z— (p--4) 0vs §L— N
D OTEPER T »gl6e9zy | o 881 ITL T 975 907
D T6T £9E— D 95€ $9T 2 969 05— n 69 §em
—d Y0 ISK 1 ¢ THE 00 1 g Ter 015 1 —F yEROIZ
(g+0) 9¢s §2E— (g+70) 8 Lzz— {¢+0) 991 621— _(g+v} 9L Li— -
(g-+0) $08 T6t— (g+%) TLT IpE— (5 +%) L5L 61—~ {8+9) $09 14—
|
I ¥1 | £l i |t .
] Ao1[qey p o
7 096905 1 ¢ DEESTLT 7 008 099 = 0SS 66T 2 096906 T | a OTE 866 m s 091 ¥To _ = QI 881
s 9L 85T— @ STF E61— 7 08T £11— 7 08L T ® 9F¢ 86T~ | s 89E ¥91— ﬁ 3 958 68 z TELLE— H
2 £L9 gLs— ¥ 988 98E— 3 09§ 927— 2 098 ¢g— | | s TL9 HIc— s 9£€ §TE~ _1 s LIL6LT— s P8RS $9—
)
4 969 07E T 4 852918 4 000 TFE 4 01898 ] A 969 0TE T ARI0ZIPT | A 9TpTLL 4 E8SLIT
o 0%k $00— 4 0L S0T 4 pzg 161 4 696 5+ A Obb b0~ A4 SPE pRE— A 4 ggegl—
—p 5Z919 1 ¢ 986 180 [ +¢ 08 £6F T9 CERBEL B —9 9529191 =9 BTLLTOT —¢ LI Z9E —¢ TE0 0T
(p+4) 9.8 LO+— @+4) 8+T 0g1— (2--4) $t6701 (@-+4) 0¥S +9 (o+1) 9L8 Lot— {o+4) §20 65T (e+4) 960 1F1— (¢+1) T26 05—
(@+4)} 08 9pc— (¢+4) 0TT pLE— @ +4) 0.0 851— (o+4) by Ig @+4) 08F 9vc— ' |7 (9-+4) Go¥ LyE— {o+) 080 061T— (o4} 01g g9~ | |
D 195 80T D 81669T 1 © 06E 189 » 00T 14T _ » THS 8L0T ° g1z | D 9P 1TE O LPG 6L .
o ZTE $EF— 0 9SE 97— T 08¢ Z1— © 00k 05— ® TZEber—- | P 668 72t . D $TLLIT D 9¥T 3L [
—d GILFPY ] 4 2S00 1 —4d 010 655 —J 008 061 I 11400 g TEREFL T +d 76 €8s Hd £6185T 4

(f-+0) 9LT TIE—

(§+0) 8 LTT—

{¢-+72) (PO ZT1—

(-2} 00T £7—

(g+0) ¥ ere—

(g--o) gEe €11—

(g-+=) 638 011

(d+0) 390 29

{g-+2) ¥1¥ gec—

(g2} ZLY TpE—

(¢+72) 090 £81—

(d-+5) 008 $9—

(g +2) p1f ges

{40} 790 LeE—

(§+2) vit pL1—

(d+0) L9842

i 01

[o]

I elqey

{373}



Wszystkie krakowiany wystgpujace we wzorze (70) zostaly juz obliczone, Po
wykonaniu dzialai przewidzianych w tym wzorze krakowian Gy przedstawia sig
w postaci : .

. [z 2
(76) o 9675735 £7 90
gdzie G} jest krakowianem, ktorego elementy sg zestawione w tablicy 1.,

We wzorze (76) kolumny 5 i 10, jak réwniez 9 i 14 sa identyczne, co odpowiada
jednakowym przesunigciom punktéw 5 pretéw a i b oraz punktow 4 pretdw b i ¢
ukladu wedtug rys. 12. W przypadku braku odcinka 4-5 preta ¢ kolamna 15 .
wzoru (76) jest zbedna, Kolumna ta okreflalaby postaé¢ przesunigcia pomyélanego

- lub rzeczywistego wierzchotka pigtego preta. '

lazN
3 e T
7 7 057 w| B
- Ly
2b4--- 24
T
1l

4
L 8E7 L, _8E7 T T A
3-8 DL
b
Rys. 13

Krakowian G] wedlug wzoru (76) stanowi podstawg do obliczenia parametry
krytycznego ramy typu przedstawionego na rys. 12 przy dowolnych wspolczyriti-
kach o, 8,7, 6 1 &

Rozpatrzymy. przypadek szczegdlny obciazenia badanej ramy sifami osiowymi
vwidocznionymi na rys. 13.

Uklad sit osiowych odpowiada zaloZeniu
7 ” =1, a=y—=4d=eg=02

Wzér (76) przyjmuje przy tych zalozeniach postaé przedstawiona we wzorze (78).
Zgodnie z wyzej podanymi uwagami wyrazy ostatniej kolumny wzoru (76) zostaly

tu przyjete jako réwne zeru

2 ~
78 TR o
(78) Go= 73 705,60 775

Elementy krakowianu 53 zestawiliSmy w tablicy 2,
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Wielko$¢ parametru krytycznego obliczamy drogg iteracji. W ]ej wyniko otrzy-
muje sie wektor odpowiadajacy najwigkszemu pierwiastkowi

Uy =1{0;1;2,839;5,147; 7.470; 0; 0,875; 2,497; 4,657 7,470 0; 0,953, 2,617; 4,657}

7470 1

y

Rys. 14

oraz najmniejszq wartos¢ parametru krytyczaego
o = 1874477

(79) Nupin = (72705,60 : 18 7T44,77) EJ : |2 = 3,8787T EJ : 12,

Postaé linii ugiccia ukladu obciazonego jak na rys. 13 odpowiadajaca wektoro.ﬁvif

Uy przedstawiona jest rys. 14

‘Tablica 2

I 208 | —2094 | —4765 | —6706 778 | —210T1 | —4094 | 6705 | | —850 |—2325 | —4004
T 805 | 1331 | —-1359 | —4467 | | —518 [ —7465 | —2729 | —4467 513 | —1530 | —2729
TI 1738 | 5835 | 12083 | 15574 1807 | 5105 | 9515 | 755 1997 | 3404 | 9515
60 [ 642 | 1643 | 4157 TAsz | 1363 | 2540 4151 533 | 7ae2 | 2540
T 273 | —760 | —1390 | —2186 127 | =632 | 1491 | —2186 —314 | —850 | —1497
—204 | —567 | —1036 | —1630 258 | 412 | -—524 | —1630 —109 | —296 | —s21
253 704 | 1287 | 2004 386 | 1291 | 2575 | 2024 541 | 1468 | 2575
855 | 1545 | 2824 | 44d) 170 684 | 1753 | 4441 368 | 995| 1753
129 | ~359 | —657 | —E033 —I71 | —453 | —774 | —1033 2098 | —793 | —7174
| —65 | —180 | —389 | -—5¥7 86 | —227 | —387 | —571 300 510 | —387
377 | 1048 | 1916 | 3014 499 | 1322 | 2257 3014 6 713 | 2257
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Wskazane jest zaznaczyé, ze w przypadku preta pojedynczego o ksztalcie preta o
(rys. 15) najmniejsza warto$¢ parametru krytycznego (ktérej obliczenia nie podajemy)
wynost _

(80) Noin, = 24738 EJ : 12,

Wartos¢ wedtug wzoru (79) jest 1,56 razy wigksza, anizeli wedlug wzoru (80).
Z poroéwnart tych wielkofci mozna wnioskowaé, jak wielki i korzystny wplyw na
zwigkszenie warto§ci parametru krytycznego ma aie-

0.2 Nnir Jednoczesne maksymalne obciazenie pretéw potaczonych

w jeden uklad ramowy. Zagadnienie to autor omawia

5
w osobnej rozprawie.
023 lllivm,-,,=24733£3:zf !

4

7. Zastosowanie metody odkszfaleen do ram
z poprzeczkami przegubowymi

5 B N Podany w p. 5 sposéb postepowania przy rozwiazywa-
a niu zagadnien statecznosci ustrojéw ramowych, skiadaja-
b4 cych sig z pretéw o dowolnym ksztalcie i polaczonych

przegubowo poprzeczkami, zostal oparty na metodzie
sit. Wskazane wigc jest rozwazenie, czy i w jakich

%&':l_ przypadkach w ustrojach tego typu moze by¢ przydatna
metoda odksztatcen. Zaznaczymy przy tym, ie powyisze
Rys. 15 zagadnienie zastuguje na odrgbne opracowanie; w tym

miejscu ograniczymy si¢ jedynie do ogdlnych uwag.

W metodzie odksztalcet wystgpuja w pretach Sciskanych (przy uwzglednieniu

wplywu sit osiowych na momenty i sily poprzeczne) pewne poprawkowe wspoi-

czynmlu W przypadkach pretéw o stalym momencie bezwladnosci J wspélezynniki
te maji postaé rozmaitych funkcji b

parametru a laN

v =1y NJE].

Wartosci tych funkcji podawane
s8¢ w roznych publikacgjach, jak
ap. [4] i [6], w postaci gotowych
tablic. Wyprowadzenie tych wspol-
czynnikow dla pretéw o zmien- : Rys. 16

nytn J zwigzane jest z nadriernymi

trudnofciami, w zwiazku z czym zastosowanie metody odkszta}cen ogranicza si¢
praktycznie do ustrojéw z pretami o stalym J.

Niczaleznie od powyiszego w metodzie odksztalcenn wystepuia specyficzne trud-
noscel, zwigkszajace sie szybko w miarg wzrostu liczby réwnan i pretéw. Wyjasnimy
to na konkretnych prostych przykladach.

Znajdziemy metoda odksztalcenn najmniejszy parametr krytyezny w ukiadz:e
ramowym przedstawionym na rys. 16,
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W ustroju tym wystepuje jedna meradoma kiora jest przesuniccie poziome &.
Opieramy si¢ na oznaczeniach, wzorach i tablicach podanych przez A. F. SMIRNOWA,,
[6]. Mamy wicc

v=1y/NJEJ dla preta 1,

(81) ——
v' = Iy aNJEJ = yav  dla preta 2,

Sily tnace przy uwzglednienin wspdlczynnikéw poprawkowych w postaci funkeji
iypu 7y sg rowne

3EF : 3ES _
(82) Ty=0¢—7m@, Ta=05 n()av)

Roéwnanie pigtra ma postaé

3EJ -
(83) O Im@+m@yal =T

Najmniejsza sile krytyczna znajdmemy przez przyrownanie wyrazu w nawiasacly
kwadratowych do zera:

(84) 71 @40 (v a) = 0.

Rozpatrzymy przykiad liczbowy przy o = 0,25 przy ktérym réwnanie (84) przyj-
muje postaé

(85) 71 @471 (0,5 %) = 0.
- Droga prob i za pomoca interpolacji odpowiednich wierszy dla funkcji #; tablic

SMIRNOWA ofrzymujemy pierwiastki tego réwnania v = 1,98, 0,52 = 0,99.
Otrzymujemy wiec

¥ = 1Y Ny [ET = 1,98,

skad
B

(86) Noptn, = 3,920 72 .

W przypadku ramy nieco bardziej skomplikowanej, jak np. wedlug rys. 17,
mieliby§my
/¥ Sy
=Y B vy Eﬁ J"" - ﬁ
(87) 5

I 1 )
1L a Tt drr a IIII Jifl' ‘”‘”
=y B‘r? v, U=y B“,r. v, ;6‘“7'77 v.

3t




Réwnanie pigtra ma tu postaé N

(88) (5 T [’Jh (‘U) i ( )3 M ( ]/ ) (7}”)3 (73 T ( Vﬁ” )
'” ”” 1111 a-;:: )___ V
:;,)3 'l‘]'i ( ﬁu: (?}rrn);; oy M1 4 3}7?": vj=T.
a ny "N a™n
oo

B e B ittig
= i

Rys. 17

lﬂ

3””1:

Jest oczywiste, Ze poszukiwanie w danym przypadku (w ktérym wystepuje tylko
jedno réwnanie i jedna niewiadoma) takiej wartoéci @, przy ktorej wyraz w nawiasach
kwadratowych staje si¢ rowny zeru, zwigzane jest z wykonaniem szeregu bardzo
pracochionnych préb, pomimo Ze mamy tu do czynienia tylko z jednym réwnaniem
i jedna niewiadoma.

- W ukiladach, w ktorych wystgpuje nie jedno, lecz wigksza liczba réwnan i nie-

wiadomych, trudnosei te oczywiscie jeszcze bardziej wzrastaja, gdyz w tych przy~

padkach proby nalezy przeprowadzaé przez wstawianie probnych wartodei réznego
rodzaju funkcji v do przyréwnanych do zera wyznacznikdw.

Niezaleznie od powyzszych

1N ‘ trudnodci ujemna strong meto-

' dy odksztalceni jest brak pewno-

' ' ' §ci, czy uzyskuije sig sity krytycz-

T J J J T geo poszukiwanej wartodci naj-
- mniejszej: _
7 2 e z 7 W prostych przypadkach me-

Rys. I8 toda odksztalcen moze byé jed-

nak bardzo przydatna: Takim

przypadklem jest np. rama przedstawiona na rys. 16. Bardzo proste rozwigzanie

ofrzymuje si¢ réwniez dla ukladu z rys. 18, ktéry moZemy potraktowaé jako
szezegblny przypadek ukiadu przedstawionego na rys, 17.

Wspélezynniki uwidocznione na rys. 17 przyjmuja w danym przypadku wartoéci

L

a! — al! — a.'ff — f!'f — 0,

ﬁ; ﬁ” — ﬁru . ﬁu.if — 1,

Y=y =y =y =1
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Wobec powyzszego
'Z)' — ‘U“ —— ‘Z"” — ?)rtu — 0

oraz zgodnie 7z tablicami Smirnowa

1’]1 (Z)’) —_ ?71 (w”') j— ni (‘vrll) i ,'71 (Uh’fl) o 1'

Przyrownany do zera wyraz ujety w nawiasy kwadratowe w réwnaniu (88) preyj-
muje to postad
(8% 1 (2)+H4 = 0.

Z tablic otrzymujemy

v = Iy Ny EJ = 3352,
wobéc czego
: EJ

(90) . . Nmi-n, - 11,21 _li' .

Liczne przyklady na zastosowanie metody odksztalcenr przy rozwiazywaniu
ragadnien: statecznodel podane sa w pracy W. Nowackiego, [5].

8. Uwagi koficowe

Jak bylo juZ zaznaczone w p. 1, rozpatrzone tu ustroje skladajgce sie ze shupdw
o zmiennych przekrojach polaczonych przegubowo poprzeczkami spotykane sa
w budownictwie w skali masowej. W praktyce inZynierskiej zagadnienie mozliwosdei
utraty statecznodci tego rodzaju ukladéw jest na ogdl uwzgledniana przez przy-
jecle przyblizonych zastgpczych wielkosci momentdw bezwladnosci i swobodnych
dlugodcl wyboczeniowych, nie odzwierciedlajgcych w sposéb dostatecznie uzasad-
niony ani rzeczywistego przebiegu zmiennoSci przekrojéw pretow, ani wplywu
licznych pozostatych pretdw ustroju, polgezonych z pretem rozpatrywanym w jedng
cato§é konstrukeyjng. Prakiyka ta prowadzi do przyjmowania zbyt ostrozaych,
a zatem nieekonomiczaych zalozed.

Isinieje wiec potrzeba opracowania szeregu nomogramow dla réznych grup
najczefcie] spotykanych ustrojow i rodzajdw obciaZen, Podany tu aigorytm krako-
wianowy moze shuzy¢ jako wygodne narzedzie do sporzadzenia tego rodzaju nomo-
gramdw, atbo tez do bezpodredniego zastosowania w konkretnych przypadkach.

Literatara cyfowana w tekécie

(11 R. DowaGmp, Prefabrykacia w budownictwie przemysiowym, Warszawa 1957 Arkady.

2] Z. DowGIRD, Krakowiany | ich zastosowanie w mechanice budowli, Warszawa 1956 PWN.
{3} Z. Dowomp, R. Dowairp, Algebra linlowa w zagadnieniach statycznei niewyznaczalnodci
statecznofel (w druka),

[41 S. BrAszxowiak, Z. KAczrkowskr, Mefoda Crosse, Warszawa 1959° PWN,

[51 W. Nowackl, Mechanika budowli, Warszawa 1960 PWN,

[6} A, ®. CwmupHOB, Crmamuuecids I Ounamideckan yYomofivusocss coopyoweniil, Mocksa
1947,
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Pezwwme

YCTOMYUBOCTL CBOPHBIX I CTAJIGHLIX PAMHBLIX CHCTEM
B TIPOMBIOLIEHHOM CTPOUTEALCTBE

B paGore DaccMATPHBACTCA YCTOHYAROCTE COOPYIeHMH, ocoBeHRO 4acro BCTPEYARMIUKCS
B COBPEMCHEOM IPOMBIMNEHHOM CTPORTENLCTEE, DTHMIT CHCTCMAME ABIIIOTCA PaMABIR, CO0pibIe.
WA CTAILHEIE KOHCTPYKIAY, COCTABIEHHME H3 KONOHI, COSIMHEHHEIX WAPAUPHO Gankamy {puare-.
sn), : .

Ha puc. 1 2 noxasanst cTaTuycckue cxemsr CAMBIX IPOCTBEX, KOHKPETHBIX NPUMEPOB TAKOTO
poza. coopyxensit, Pasnoofpase BOIMOMKHEIX CHCTEM UIIOCTPHPYCT PUC, 3, KOTOPBIA Clemyer
TIOHUMATD, KAK TEOPETHYECKYIO CXeMy, B KOTODPOH Ha OMHOM PHCYHKE COOpaHbl BCEBOIMONCHLIE
BAPHAHTEL PAMHALIX CHCTEM, He BCTPCYACMELIX B 0Gimen, OBHOBPEMEHHC B OJHOH KOHCTDYKITHH,
Pamst cocroar ms ympyro {HIH JKECTKO) 3ARPENHEHERIX KOMOHH, G JHOBLIM SaKOHOM M3MeHeH s
MOMCHTOB HHEPIH, COSMUHCHHBIX Mexay coDOH, ONEPAMEMICT HA MHX apaupHO Oangamu,
HAX IVIATAMM rusr. Harpyska KOJIOHH MOMET COCTOSTH H3 MOGLEX, TOCTOSHHEIX W BPEMGHEGIX,
BEPTRKATIBHBIX H IOPU3CRTANLEBIN HATPY30K, IPHIOHKEHHRX K KOTOHHAM HEIIOCPEACTECHIO [N
K¢ HePeNaBACMBIX uePe3 TOPH3OHTANBHBE GamKm.

TIpocrpancreennan cxema (pac. 3) CBOHMTCA K MIOCKHM CXeMam, NOKASAMHBIM Ha pue. 4.
347442 COCTOMT B Wechenomammu YCTOHYMBOCTE MIOCKAX PAMHBIX CHCTEM THITA TOKA3IHHOCO Ha
puc. 4.

3anaua pemraetca ¢ nomonInIe MATPUYHOIC MCHHCACHAA. ABTOD ROJAB3YETCS KPaKOBUSHOBLIM
BAPHATOM TOT0 HCYMCITEHHA, KOTOPE B KORKPETHBIK 384X MATeMATHCCKOH tmrxr (8 nan-
HOM CliyHae — CTPOMTERBION MeXamMKK), ABIAETCH TOpasto Gonee BHIMOAHBIM MATEMATHYECKAM
ARHAPaTOM.

B pa6ore npusomuten eanumii METOA HCCASHOBAHHS KPHTHUCCKUX TAPAMETPOR NIOCKHK pam-
HBIX coopyxernmii (puc, 4), HazsaHHbLi KpaKoBHAHOBLIM ANFopuibMom, [3].

B xadectse wcxomiol, oCHOBHOM CXeMbl OPHHEMAIOTCS CIATHYECKH OHpPefeluMBbie, YUPYro
HAR KCCTRO 3aKPOHICHNEIC CTCPXHM (KOJOHHEL) © IICPEMEHHLIME (HENPEPEIBHAIME HAN YOTY M-
TEIMHA) CEHSHW IMU (prc. 5). /1% BeeX KOHOHH PAMBL CHEAYCT COCTABHTH TAK HA3. OCHOBHLIS Kpa-
KOBUARS! (2] W [3]: KPAKOBUAH BNMANES MOMEHTOR L, kpaxopuss ynpyrux rpysoe THima A {ni1a 7o-~-
TCPEUHBIX TPY30E) Wi T B (U1 Apomonsbis TPY30B), KPAKOBISIH PACIPEACIICHNR HPOHOTHHBIX
TPY30B D, A Takwe NpoH3BeleRUs KparoBIAHOB: Ty = LA (s €y, = LB), @ = LAL u tax uas.
KPaKOBHAH YCTOMYMBOCTH cTepwcas Gy — Cp Do

Pemenve s0mpoca yoroiuMBOCTH pam ¢ JHOBBIM THCIOM KOMOHH ¥ (aiok NDOBOMMTCH Ha
OCHOBIHHH IPUMEPA paMbl C TATEO KonoHuanm (puc. 10). Pesymrar OPEACTABIGH B 3AMEHYTOM

BUJIC B KPaKOBMANOBON Grownol hopmyne (52), Pemenne 3amavu cocrouT B HPUPABHEHIH K HYIKO - '

ASTEPMUAAHTA KDAKOBHAHA YCTOMMBOCTH Lol PAMION CHCTEMSI Gy Gopmyssr (52),

B rtnase 6 paccwmaTpupaeres wucreHTEI GPEMEP MPUMCHERHA KPAKOBUIHOBOLOC RIropHdima
¥ HCCICAOBAHMIO YCTOMIHBOCTH PaMEBI, MOKAIARNON Ha pac. 12

Pemenve sanaws ocopmsaetes ma meTone cuit. M3 paccymmenwit npHpeoeHuRX B THABE 7
BIIOHO, YTO NPUMEHCHHC K DAMaM, COUTHACHO DHC, 4, MeTOf nedopMAnHE MPEBOXAT K ONSHL
TDYAOEMXHM BLIYHCTSHRSM,

Summary

STABILITY OF PREFABRICATED AND STEEL FRAME STRUCTURES
OF INDUSTRIAL BUILDINGS

The object of the present paper is the stability of a structure often met with in modern industrial
building and made in reinforced concrete, prefabricated or steel version. Structures of the type
in question may be called frames with hinged transverse members,

380




Figures 1 and 2 represent some simplest layouls. The variety of the layouts possible is illustrated
by Fig 3 the purpose of which is to show in one figure many variants not applied simultancousty
in general. We are concerned with columns with variable (continuously or in a jump-like manner)
profile, elastically or rigidly clamped at the bottom and linked at various levels by means of
transverse members on hinged (but not movable) joints. They may also be linked by (mnsr)-type
roof plates on hinged joints, The loads acting on these columns may be composed of any systems
of constant, variable and moving, transverse and axial forces acting on the columns directly or
by means of the transverse members. .

The three-dimensional layont of Fig. 3 is represented in the form of a number of plane systems
as illustrated by Fig. 4. Our problem is to establish a method for determining the critical parameters
of plane frames of the type of Fig. 4.

This problem is solved by applying the matricial calculus, The notation is that of the Cracovian
version, much more useful in problems of theoretical physics (and structural mechanics) than
the traditional version.

A uniform method for determining the critical parameters is proposed for frames of the type
of Fig. 4, 1t is called the Cracovian algorithm, [3].

The fundamental system, constituting our point of departure, are the single colurnns with variable
section, according to Fig. 3. For each bar of the frame basic Cracovians are determined. These
are the Cracovian of moment L, the Cracovian of elastic weight of the type 4 or B, the Cracovian
of configuration of the longitudinal forces D and products of these Cracovians, that is Cy = LA
or Co= LB, Q = LAL and the so-called stability Cracovian Gy = CyDy. The significance of these
Cracovians and a simple method for obtaining them are discussed in [2] and [3).

The Cracovian algorithm procedure, for frames with any number of columns and transverse
members, is derived for a five column frame of Fig. 10. The result is represented in a finite form
showi in the Cracovian equation (52). This equation involves the stability Cracovian of the entire
frame structure G(’;. The determinant of this Cracovian set equal to zero yields the solution of the
probler,

A mumerical example is solved, Tt concerns the computation ot a critical parameter of the frame
of Fig. 12, The force method 1s used. It is shown (Sec. 7) that the strain method is much more
troublesome in frames of this type.
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