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1. Naprezenie obliczeniowe i graniczne oraz wspolezynnik bezpieczenstwa

W artykule nawiazujemy do znanych, pionierskich prac W. WIERZBICKIEGO
o. objektywnych metodach badania bezpieczenistwa budowli, a w szezegdlnobel
do publikacji [1]-[7]. :

Przy projektowaniu konsirukcji budowlanej napreZenie oblicza sig na podstawie
przyjctego schematu statycznego i ogdlnych zatozen mechaniki budowli. Schemat
statyczny i zatozenia mechaniki budowli daja przyblizony ohraz rzeczywistej pracy
budowli, stad tez napreZenie obliczeniowe o jest przybliZzone.

Ze wzgledu na bezpieczenstwo budowli moze byé brany pod uwage wzrost na-
prezenia obliczeniowego o, spowodowany nie zrealizowaniem przyjgiego schematu
statycznego i zatoZzen mechaniki budowli. Tak zwigkszone naprezenie jest napreze-
niem granicznym gy i jak wiadomo okreéla sig za pomoca wzoru

N gp=o0(1+2a), w20, i==12.,

gdzie o jest wspolczynnikiem uwzgledniajacym ewentualny przyrost naprezen
obliczeniowych o, spowodowany nie zrealizowaniem zaloZenia, oznaczonego
wskaznikiem i. Dla zapewnienia projektowanej konstrukeji stopnia bezpicczefistwa,
rownego obranemu wskaznikowi ‘bezpieczenstwa p, napreZenie graniczne oy po-
winno byé réwne wytrzymalosei R, materiatu uzytego do budowli:

(2) Ry =oa(1+2a)

PoniewaZ naprezenie obliczeniowe o jest tu naprezeniem dopuszezalnym k (o = k),
przeto otrzymujemy ze wzoru (2) naprefenie dopuszczalne:

Ry
TP

(3) k

Jedli R oznacza przecigtng warto$é wytrzymalosci materiatu, to dla k ze wzoru (3)
okreflamy liczbe :

“) | ne

ktéra jest wspolezynnikiem bezpieczefstwa dla danej konstruokeji, [8], [9] 1 [10].
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2, Okredlenie bezpieczenstwa budowli ze wzgledu na gramice plastycznosci 0
i wytrzymalosei R

Bezpicczefistwo budowli mozemy okrefli¢ ze wzgledu na granice plastycznofci,
wytrzymalosci uiytego materiaty, albo tez ze wzgledu na granicg plastycznosci
i wytrzymatodci facznie.

1. W pierwszym przypadku przyjetemu wskaznikowi bezpieczensiwa p, od-
powiada napreZenie na granicy plastycznodci Q. Oznacza to, ze na to, by z praw-
dopodobienistwem p, nic nastapita katastrofa budowli, naprezenic graniczne ay
obliczone ze wzoru (1) nie powinno byé wicksze od granicy plastycznosci Q.

2. Dla drugiego todzaju okreSlenia bezpieczenistwa budowli wskaznikowi bez-
pieczenistwa p, odpowiada granica wytrzymatosci R, To oznacza, Ze na to, by
z prawdopodobiefstwem p, nie nasigpita katastrofa budowli, naprezenie graniczne oy
obliczone ze wzorn (1) nie powinno by¢ wigksze od granicy wytrzymatosci Ry
‘Granica plastycznoéci O i granica wytrzymaloéci R, wzglgdem ktérych wyznaczamy
bezpieczenstwo budowli, okreslajg zalezne od siebie wiasnosci stali i mogg by¢
rozpatrywane jako parametry okreélajgce dwuwymiarowa zmienna losowy (Q, R).
Na drodze do§wiadczalnej (tablica 1) mozna stwierdzi€¢, Ze pomiedzy nimi istnieje

Tablica 1. Tablica korelacyjna wspolzaleinosci migdzy gramica plastyczoosci O i granica wy-
trzymalodci R specjalnej stali konstrukeyjnej

N =T

\[kG,’mmﬂj \T I é ! i | i | | °T LICZ’bd

Nr AN gla|lalaljlalaslalala s pretow

o N (B8 [8 |8 |F R IE|E 2= -

kome N7 [ 2 [3[ 4| 5|67 819 |10] j
1 43,0-45,0 1 e 1
2 45,0— 2 1 b 20 3] 3] 1 12
3 47,0 11 6] 7| 3 ' 19
4 49,0— 71| 8 4 30
5 51,0— 4l12]21| s 49
6 53,0— 4lwli12] 21 29
7 55,0— : 1] 4| 8| 5] 1|1 20
3 57,0— 1 1 2
$ 59,0— 1 1 1 3
10, 61,063,0 : 1 1
i | 21 3| 325|460 [17] 4] 2]1 166

‘wspdlzalezno§é statystyczna, a dla wyréwnania empirycznych rozkladéw zmiennej
losowej (Q, R) mozna przyjmowaé rozklad normalny, jako dostatecznie wystar-
-czajgce ich przyblizenie. .

3. W trzecim przypadku bezpieczefstwo budowli moze by¢ okreslone ze wzgledu
na granice plastycznodei i wytrzymalodci jednoczesnie. -
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Dla zapewnienia budowli cbranego stopnia bezpieczefistwa p powinien byc
tu zachowany warunck, wyraZony wzorem

(5 PriQ > Qy, R> Ry] = 2.

Qznacza to, Ze gl'anica plastycznodci Q jest wigksza od Qy i jednoczesénie granica
wytrzymatosci R jest wieksza od Ry z prawdopodobiedstwem Pr [Q > Qg, R > Ryl
Gdy bezpieczenstwo budowli okreflone jest ze wzgledu na granice plastycznosei
i gdy granica ta jest przekroczona, o bezpieczefistwie budowli decyduje granica
wytrzymalodei. Jest tu pewnego rodzaju asekuracja budowli i réznica

(6) D == Rg— 0y

jest zapasem bezpieczenstwa.

Przez katastrofg budowli rozumiemy tu przekroczenie zalozonych wytrzyma-
tosjciowych i konstrukcyinych warunkdw pracy. W przypadko rozpatrywania
bezpieczefistwa budowli ze wzglgdu na granice plastycznosci i wytrzymatosci tacznie,
gdy bezpieczenstwo to okre$lono ze wzgledu na granice plastycznosci, przekroczenie
je] uwazamy za katastrofe w mysl powyzszej definicjl. Przed ostateczhym zniszcze-
niem budowli zabezpiecza niedopuszczenie przekroczenia granicy wytrzymalosei.

3. Wspotzaleznoéé dwoch zmiennych losowyeh o rozldadzie normalnym

Teoretyczng gestosé prawdopodobienstwa normalnege rozkladu dwuwymiarowej
zmiennej losowej (@, R) wyraza wzor

N J(Q, R) = Cexp[—%¢(Q, R)],
w ktorym
1
€ g 17"
1 Q=02 _ (Q—O)(Ry—R)  (Ry—R?
—_ T 2 - - - -
A e [ 5 ’ Fgtir R ]

przy czym Qg i Ry sa przecigtnymi wartoSciami brzegowych rozkladéw zmiennych
losowych Q i R, uy i py sa odchyleniami standardowymi tych rozkladow brzego-
wych, r jest wspélezynnikiem korelacii,

o _Htor
HMag Hag .

Teoretyczne gestodci prawdopodobiefistwa normalnych rozkladdéw brzegowych
zmiennych losowych @ i R okreslaja wzory

@ o
Q)= F”zg]/Qﬂ expl 2#%(2 ],
b [ B RY

r
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Momenty centralne drugiego tzedu sa odpowiednio rowne

o= | [ Qo-—0) (Ro— Rf(Q, R)dQdR,

—G0 —00

o= | (Qo—Q12/(Q)dg,

—_—

tag= [ (Ro-— RS (R)dR.

— 00

Podsiawa do okredlenia przecigtnych wartosei Qg i Ry i momentoéw centralnych
drogiego 1z¢du pgp, fiop I Hap W rozkladzie teoretycznym sg przecigine wartosci
z préby 0 i R i momenty centralne drugiego rzedu z proby fige, g 1 laz, Okreglone
Wzorami

B 1 _)'G o 1 13
0= Y moy, R=— 3 nR,
3 =1
_ 1 o
bow =5 X, i@~ Q) R R,

_ i . _ 1 .
g — " Z m(Q — 0%, Map ™ n ; ni(R— Ry,

K

gdzie ay jest czestodeia rozkladu brzegowego o liczbie & klas granicy plastycznosci O,
n; jest czgstoscia rozktadu brzegowego o liczbie h klas granicy wytrzymalosci R,
n oznacza liczebno$é proby. '

Wyréwnanie préby otrzymujemy przyjmujac

QO = Qn R{) = R‘ﬁ
Por = ﬁgks HMzg = Ezg_, tar = M-

1. Teoretyczng gestosé _ prawdopodobiefistwa rozkladu normalnego zmiennej
losowej R dla danej warto$ci Q = Q; okresla wzér

o - Ry 1 (Ry—RP
® / (Qi)‘sﬂ/‘z“az‘”“-’[ 257 }

przy czym przecigtna wartos¢ R, nalezy obliczy¢ ze wzoru

Har
Hag

® R—Ry=1 (Q— Qo)

Jest to réwnanie regresji R wzgledem Q. Pozwala ono przewidzie¢ granicg wytrzy-
matodci R, gdy dana jest granica plastycznosci Q. Wobec czego wystarczy prze-
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prowadzié badanie tylko nad granica plastycznodci @, by mozna sadzié réwniez
i o granicy wytrzymalo§ci R. Warto$¢ istotnodei korelacyjnej réwnania (9) wyrazona
za pomoca Wzoru _

Sg == Uap ]/1 —r2

jest odchylehiem standardowym wzglednego rozkladu zmiennej losowej R dla
wartosci 0 = Q.
Dla danej warto$ci Q; mamy wzor

R—R,
(10) Pr[SSIaf]:(?al.
R

Wynika z niego, e granica wytrzymalofci R jest zawarta w przedzidle
{11) . Ry—eaSp < R < RQ—i—aSK

z prawdopodobienstwem 0 |a| =1 —f, gdzie § jest poziomem ufnosci.
Wzor (10) jest prawdziwy dla » > 20.
2. Podobnie wzglgdng teoretyczna gesto$é  prawdopodobiefistwa zmlenneJ
losowej @ dla danej wartoSci R = R; okreSla wzor

o)y _ 1 (Qr— Q)
(12) f(??) = SJZ‘{ exp [-—- T

gdzie przecigtng warto$¢ @, okreéla réwnanie

El

' Hap
(13} @— Qg =r——(R—Ry),
Har
ktore jest rownaniem regresii O wiglgdem R. Pozwala ono przewidgied granice
plastycznodel @, gdy dana jest: glamca wytrzymatosci R.
Istotno§¢ korelacyjna

S = MZQ ]/1*"2
jest odchylemem standardowym Wzglgdnego rozldadu zmiennej losowej Q dia
warto$ci R = R; Dla danej wartofci R; wzér

Q_QR

(14) o s sai]:maf

oznacza, 7e granica plastycznofci Q jest zawarta w przedziale

(as) : Op — aS, < 0 < OptaS,

z prawdopodobiefistwem 0la} =1-—p, pgdzie f jest pozmmem ufnosci,

Wzor (14) stosuje sig rowniez dla n > 20.

© 3. W przypadky rozpatrywania bezpieczenstwa budowli ze wzgledu na granice
plastycznoéci Q ijednoczesnie ze wzgledu na granice wytrzymatosci R, prawdo-
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podobienstwo tego, ze granica plastyczno$ci Q jest wigksza od @, i jednoczesnie
granica wytrzymalosci R jest wigksza od Ry, wyraZa si¢ wzorem (5), ktéremu nadaé
mozna postad nastepujgca:

[sa e o)
(16) PriQ > Qo R>R= [ [ f(Q, R)dQdR,
Qg Rg
edzie f(Q, R) jest teoretyczna gestodcia prawdopodobierstwa dwuwymiarowej
zmiennej losowej (Q, R), ktéra dla rozkladu normalnego okreslona jest wzorem n.
Jezeli miedzy zmiennymi losowymi @ i-R zachodzi wspélzaleznosé, to wzér (16)
przyjmuje forme

(17) PriQ > Q4 R > Ry} = PriQ > Qgl+-PrR > Ry]H-F(Qy, Ry} —1,

gdzie F(Qy, Ry) jest dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej (Q, R), wy-
raZona wzorem ‘

F(Qq, Ry) = PriQ < Qg R < Rg),

a PriQ >0, 1 Pr[R> Ry} wzorami nast¢pujgcymi:

: ! ~ _
a8) PrIQ > Q4] = = f exp[ @ Q)z] a0,
pag V 20 5 . Zﬂzg
L (Rg—RY :
(19) Pr[R >R]-#~Tf l— 0 ]dR.
' SRRRTC = B 2y

g

Jesli migdzy zmiennymi losowyml Q i R nie zachodzi wspolzaleznosc wzor (16}
przyjmuje postaé )

(20} Pr(Q > Q. R > Rjl=Pr(Q > Q] PrR> Ri]

Wynika to ze wzoru (7), jezeli przyjmiemy w nim r = 0. Gdy budowli zapewniamy
stopiefi bezpieczefistwa ze wzglgdu na granicg plastycznosci p, = p, to przy osigg-
nigeiu jej o bezpieczenstwie budowli decyduje granica wytrzymatoéci pp = p. To
znaczy, ze z prawdopodobienstwem Pr{Q > Qg R> Rl mozemy liczyé sig
z zapasem bezpieczestwa o wartofei wyrazone) wzorem (6). Przy przekroczeniu
za§ granicy plastycznoéci i osiagnigciu przez nig wartosci @ = Qi >0y © bez-
pieczenstwie budowli przed jej zupelnym zniszczeniem decyduje réwniez granica
plastycznodei, ale zapas bezpieczefstwa przyjmuje tu warto§é

(21) Di Rr; Qi

mniejsza od zapasu bezpieczenstwa ze wzoru (6). Przy wartosci Rg =0 0 praktycz-
nym zapasie bezpieczenstwa nic z gory nie moZemy powiedziet.
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4. Badanie specjalnej stali konstrukeyjnej

Do zbadania wspolzaleinodci statystycznej pomiedzy granica plastycznosci @
i granica wytrzymaloici R oraz bezpieczefistwa budowli ze wzgledu na te granice
wzicto prébeg statystyczna skladajaca sig ze 166 pretoéw ze specjalnej stali konstruk-
cyjnej i wyznaczono dla nich granicg plastycznosci jak i wyirzymalodci. Wyniki
doswiadezef przedstawiono w tablicy 1.

Dla rozpatrywanej stali przecigtne wartoéci i odchylenia standardowe rozkladdw
brzegowych granicy plastycznosci @ 1 wyitrzymato$ei R z przedstawionej proby
n = 166 przyjmuje wartoSci Q = 51,81 kG/mm? i R = 72,86 kG/mm2 oraz p, =
= 3,18 kG/mm2 i g, = 3,09 kG/mm?, Wspolczynnik korelacji ma warto§¢ r =
= 0,490. Blad w ocenie jego wielkodei moze réwnac sig

T o osos
Iu'r ]/If;M 1 3 3

czyli wspolczynnik korelacji generalnej zbiorowosci r moze przyjmowaé wartosci
w granicach od 0,43 do 0,55. Do obliczenn przyjeto r = 0,50.
i. Réwnanie (9) dla badanej stali przyjmuje forme:

(22) Ry, = 47,680,486 Q.

Réwnanie (22) przedstawiono graficznie na rys. I. Odchylenie standardowe zmien-
nej losowej R od przecigtnej Ry, wyznaczonej z rownania (22), okrela istotnosé
korelacyjna S, = 2,68 kG/mm?2.

Réwnanie. (22) pozwala dla danej stali obliczy¢ granice wytrzymatoéci R, gdy
dana jest granica plastycznodci Q, przy czym rzeczywista warto$¢ granicy wytrzy-
malodci .moze r6znié sic od

obliczonej R, 1 zawierad si¢ R, =47,68+0466 0
w przedziale okreslonym wzo-
rami (10) i (11). 00+
2. Podobnie réwnanie (13) Qa=14,29+0,515R
przyjmuje postaé B,=5181
BETTTTTTTTT

{23y Q= 142940515 R

i przedstawiono ja graficznie !
na rys. 1. Odchylenie stan- 4 50 Ry=T286 109
dardowe zmiennej losowej Rys. 1
od przecigtnej Qg, obliczo-

nej z réwnania (23), okresla istotno§é korelacyjna S, = 2,78 kG/mm?2. Row-
nanie (23) pozwala tu obliczyé granicg plastycznofci Qp, gdy dana jest granica
wylrzymaloéci R. R

Y
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Podobnie jak w poprzednim przypadku rzeczywista warto$¢ granicy plastycznosei
moze sie réwniez réznié od obliczonej Q@ i zawieraé si¢ w przedziale wyznaczonym
wzorami (14) i (15),

3, Przy okreslaniu bezpieczedistwa budowli ze wzglgdu na granice plastycznosci @
i wytrzymatoéei R jednoczeénie dla danej stali przyjetemu stopniowi bezpieczefistwa
p =09 odpowiadaja Qy = 46,74 kGjmm? i Ry = 68,90 kG/mm2. Oznacza to,
e dla zapewnienia stopnia bezpieczefistwa p, granica plastycznosci Q powinna byé
wieksza od Qy = 46,74 kG/mm? i jednoczeénie granica wytrzymatodci R powinna
byé wieksza od Ry = 68,90 kG/mm?2. Wskutek tego zapas bezpieczetistwa przyj-
muje tu warto§¢ D = 22,16 kG/mm2. Prawdopodobienstwo Pr [0 > 46,74, R >
= 68,90] oznacza, e granica O > 46,74 kG/mm? i jednoczesnie R > 68,90 kG/mm?,
czyli z tym prawdopodobieﬁstwem mozemy sig liczy¢ dla projektowanej budowh
7z zapasem bezpieczefstwa D == 22,16 kG/mm?’. Warioé¢ prawdopodobienstwa
Pr[Q > 46,74, R > 68,90] obliczamy w sposdb nastgpujacy:

Korzystamy z gotowych tablic dwuwymiarowej zmieanej losowej o rozkladzie

normalnym, np. opracowanych przez K. Pearsona, {11]. Podane sa tam wartosci
N , prawdopodobienstwa dla war-

di tofct v od 1 do —1 w od-

W stepach 0,05 i dla wartodci

71, zmiennych losowych 71 = 0,0
/ do 2,6 1 k=00 do 26

G = w odstepach co 0,1.
ﬂ‘[ Przy przejéciu ze wspolrze-
Uy N _ dnych  R,0,Q na :r,0,¢q
Fikh) (rys. 2) wielkoé¢ F(h,k) [por.
9 R, 3 5 wzor (16)] wyraza sig calkg
L.mfh + . 00 00
Rys. 2 F Ky = [ 10 drdy.

Dla wartodei wskaZnikow- bezpieczefistwa p, = 0,91 p, = 0,9 znajdujemy za pomoca
odpowiednio przeksztalconych wzoréw (18) i (19) wartoéci A i k, dla kitorych z tablic
Pearsona odczytujemy wartosé dystrybuanty F{h, k). Wartoéci poérednie inter-
polujemy liniowo i obliczamy ze wzoru

s

F(h, kY= C&F0,0+bc Fy 1+ad F ot+ab Fy 1,

w ktérym- oznaczenia zgodne sa z rys. 3.

Dila warto$ci p, = pp = 0,9 obliczamy ze wzoru (17) prawd opodobicfistwo
PriQ >46,74, R > 6890]=0,8309. Przy nieuwzglednieniu  wspéizaleznosei
zgodnie ze wzorem (20) I - '

PriQ > 4674, R > 68,90] = 0.9 - 0,9 — 0,81.
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Dla stopnia bezpicczenstwa p, = 0,9 przy wzrocie napr¢zen obliczeniowych np.

[
14+ Z‘ a =155 k,

gdzic k obliczone jest ze wzoru (3), obliczamy warto$é naprezenia dopuszezalnego
k = 30,0 kG/mm?, za$ wspdlczynnik bezpieczefistwa ze wzoru (4) przyjmuje wartoss
= 1,73.
Dla stopnia bezpieczenstwa p, == 0,9 obliczone powyzeJ naprezenie dopuszczalne
k = 30,0 kG/mm2 mozZe wzrosngé

I+ 2 @ = 68,90/30,0 = 2,30 oo fus

razy, a wspolczynnik bezpieczefistwa przyjmuje tu a
warto$é np = 2,42,

Z prawdopodobicistwem Pr = 0,83 mozemy sie
liczyé z zapasem bezpieczeristwa D==22,16 kG/mm?.
Oznacza to, Ze po osiggmigciu przez stal granicy
plastycznodci przy wartodci Qy=46,74 kG/mm?2 o bez-
pieczefistwic budowli przed zupelnym jej znisz- Rys. 3
czeniem decyduje granica wytrzymalosei. Dla za-
pewnienia przyjetego stopnia bezpieczenstwa ze wzgledu na zopelne zniszezenie
konstrukeji p=0,9 naprezenic moze ponad osiggnigty granice plastycznodci
Qy=46,74 kG/mm? wzrosna¢ do R, = 68,90 kG/mm2, . o 22,16 kG/mm?.

3
Fikh)
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PesroMme

BE30IIACHOCTD COOPYVKEHUI B CBEIE B3AVIMOOTHOIMEHRNA,
CVIIECTBYIOIETO MENAY IIPEJEIOM TUIACTHYHOCTH W TiPOYTHOCTH

Be3onacrocTh COOPYREERH, COTNACHO TONyIPOGAGHIHCTHICCROMY METORY onpepenens koaddu-
uEeRTa GE30MACHOCTH, MOXKHO. ONPEIENHTE OpHEMAs BO BHEMAHKS HPEReIt {IACTHIROCTH, TIPEIEH
POMHOCTA MIM IpH YUeTe Ipe/eTos MACTHMHOCTE ¥ MPOUHOCTH COBMECTHO.

B 1peTheM CIIyUde, XOTAA koabounpent Ge30naCHoCTH ONPEACIEH TpH YISTE TPEAIENA DIACTI-
HOCTH (@ M KOTJa 3TOT TPEell Yo JOCTHRCH epe)] OKOHYATCIBHEM Pa3pYIISHHEM COOPYHKEHHE
oBecrcumpaeT mpemen mpowsocTH R. Jro SBIHIETCA HEKOTOPOTO poka 0Be3HeuEHHeM COOPY-
ycemus, a pasmuuy D = R—0Q {hopmymsr (6) B (21)] MOKHO CHUTATH MEPOH 3anaca UPOIHOCTH.

Ilonsayacs JKe B3AHMOOTHROIICHACM, CYIIECTBYIOTIAM MEXAY O u R, MKRO, TIDH (OMOILH
ypaspeRus perpeccrit R 1o Q: R=f(Q)— dopmyna {9) —TIpenycMOTPETE IPEACi HPOJHOCTH
R, xoTHa AAH IpeAsi IIACTHYHOCTA 0, a Takxe Ipy DOMOTIH ypaBBeHns PErpecCHy 0 o R:
Q=f (R} — dopmyna (13) -— MOXHO HpeNyCMOTPETh Npenel TLACTREYHOCTE, KOI/3 M3INECTCH Mpe-
nen gpouroceTE R ' , L

JUis WAMIOCTPAMA TCOPETHYECKUX pacCyaeHUH TPOBOANTCA MCTILITAIL CO COenAATNBLRON
KONCIPYKUECHHON CTanbio ¥ JacTed HX pazpaboTra.

Summaty

THE SAFETY OF A STRUCTURE IN THE LIGHT OF THE RELATION BETWEEN THE
YIELD POINT AND THE STRENGTH

According to the semi-probabilistic method for determining the coefficient of safety, the safety
of a structuré may be determined in relfation to the yield point, the strength or the yield point and_
the strength taken together. '

i the third case where the safety factor is determined in relation to the yield point @ and where
the yield point is reached before the structure collapses, the safety of the structure is assured by
the strength R. This is a certain safeguard of the structure and the difference D = R—@ [the
Egs. -(6).and (21)] may constitute a measure of safety. Making use of the relation {correfation)
between @ and R, we can foretell by means of the equation of regression R in relation to Q1 R =
— f(Q) [Eq. (9)] the strength R for a given yield pomt Q. Similarly, by meaps of the equation of
regression of (¢ in relation to K: 0 = f(R) {Eq. (13)], we can foretell the yield point for a given
strength R.
~ As an jliustration of the theoretical considerations, investization of a structural steet has been
carried out, It is described in the present paper.
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