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Celem pracy jest wyznaczenie quasi-ustalonego stanu napreZenia i przemieszeze-
nia w grubych plytach: kotowej i prostokatnej. Ekspozycia ciepla okreflona jest
przez dany rozklad temperatury na powierzchniach- plyty, Rozpatrywane sg trzy
przypadki ekspozycji ciepta. W pierwszym przypadku pole temperatury jest syme-
tryczne wzgledem plaszezyzny $rodkowe) plyty z == 0. W drugim przypadku pole
temperatury jest okreflone antysymetrycznymi warunkami brzegowymi wzgledem
plaszezyzny §rodkowe). W trzecim przypadku obszar ekspozycii ciepla znajduje
sie tylko na jednej powierzchni plyty z = A.

Do wyznaczenia skladowych stanu naprezenia postuzymy sie ogdlnie stosowana
funkcja potencjalu termospreZystego przemieszezenia,

Dazyt bedziemy do tego, aby na powierzchniach plyty z = £ h spelni¢ w sposéb
$cisly wszelkie mechaniczne warunki brzegowe, zadawalajac sie spe}nieniém tych
warunkéw w sposdb calkowy na pozostalych powierzchniach.

Rozwigzanie omdwionego problemu wydaje si¢ celowe, poniewaZ istniejace
w dziedzinie termosprezystodci rozwigzania quasi-ustalone ograniczajg si¢ gléwnie
do przestrzeni, polprzestrzeni, pelnego walca o przekroju kolowym i rury o prze-
kroju w ksztalcie pierscienia kolowego (gor. [3], [7], [20] i [21]). We wspomnia-
nych rozwigzaniach, z wyjatkiem byé moze walca i rury, nie tyle chodzilo o charak-
terystyke ilodciowa skiadowych stanu naprezenia, ile o zbadanie jako$ciowego
charakteru zmian. Dlatego wladnie rozwazano przestrzef i polprzestrzen, poniewaz
w tych przypadkach udawalo sie uzyskaé stosunkowo prostg postaé rozwigzania.
W niniejszej pracy chodzi nie tylke o podanie formalnego rozwiazania, ale bedziemy
dazyé do podania pewnych wnioskéw konstrukeyjnych, Podamy pewne rozwigza-
nia asymptotyczne, kiore powinny ulatwi¢ Zmudne obliczenia numeryczne. Zwroci-
my réwnieZ uwage na istotng rdinice miedzy rozwigzaniem stacjonarnym, [19]
i {20}, a rozwigzaniem quasi-ustalonym.

CZESC 1. PLYTA KOLOWA

Rozdzial 1. Rozwigzanie $eisle
1. Pole temperatury
Przypadek 1. Pole temperatury okreSlone jest réwnaniem rozniczkowym

dTﬁ (02T 1 or BZT)

(1.1 hial
) at or? T roor .+ 0z2
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warunkiem poczaikowym .

(1.2) T{r,z,t =0 =0

i warunkami brzegowymi

Tof(r), jeSh O <r <a;

T, £h )= .
¢ ) {0, jeshh a < r < b;

T, z, ) = 0.

(1.3)

W powyzszych zwiazkach T oznacza temperaturg, ¢ promien kota, kidre jest obsza-
rem ekspozycji ciepla, ¢ czas, » wspolczynnik przewodzenia temperatury, 2h grubosé

plyty oraz b pr omlen plvty.
Do rozwigzania réwnania (1.1) postuzymy si¢ transformacja Laplace’z. Trans-

formate temperatury okresla sig catka, [22] 1 [25],
TL(I z, p) = fT(f “,a‘)e L N

Po przetransformowaniu réwnanic (1.1) przyjmic postac

2 2
Ph 1o P g o, =P

or2 roor 0z2 i ¥

(1.4)
Rozwigzanie tego réwnania musi spefnia¢ przetransformowane warunki brze-
gowe
' T s .
25, jedli 0 <r < a;
TL('": ih,P) =3 p

(1.5) O, jesli  a - r << b
T.(h,z,p)=0. '

Rozwigzanie rownania (1.4) moina przyja¢ w postaci szeregy Fouriera-Bessela
(1.6) lT (r,z, p) = T Z‘Aﬂjo (anr) ")
. I 3‘ ] i p Ch

w kidrym A, jest wspdlczynnikiem rozkladu w szereg Fouriera-Bessela funkcji
LU +h,]3), t.}

T o
- TL(r9i hs .p) = - 92 A?z J[) (afn, F‘).
P a=y )

Liczby oy wyznaczyé ifrzeba z rownania

(1.7) Ty (ab) =0,
a liczby 4 okreslié z réwnania

P4
{1.8) q2 = (fog)2+A2 = o
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Jak wiadomo transformacja odwrotna okreslona jest catka

1 y+ea
T{r zt)= St f Ti(r, z, p) Pt dp.
y—Iloo

Jak wynika ze wzoru (1.6) funkcja podcatkowa jest jednoznaczng funkcja zmien-
nej p. Mianownik tej funkeji ma miejsca zerowe w punktach p =0 oraz p =
= — w(oZ+ 1), Punkty-te 59 biegunami pierwszego rodzaju funkcji podcatkowej.
Liczby fn sq- pierwiastkami réwnania

(1.9) cos (i) = 0.

Po prostych przeksztalceniach rozwigzanie réwnania (1.1), speiniajqcé warunek

 poczatkowy (1.2) 1 warunki brzegowe (1.3), mozna napisa¢ w postaci

. 1 "
(1.10) T{r, z i) = 1y(t)T0{2AnJo(am)cl:fzng

— 2 A Jo (an ) cos (B 2) exp (— x&im I)}, m=1,3,5 .., n=1, 2,'3, iy
=1
gdzic
K -1
2 Frf () ¥) dr : s
B b’j(') O(G'H ) ¥ _2!ﬁ:lﬂ (_‘*‘1) s
A = “"'““b—zm’ﬁ” s Anm = ‘qum Ap, 02, = P2

W przypadku szezegbloym, gdy f (i) = 1, otrzymujemy nastgpujace wartosci

wspdlezynnikdw:
m—Il

2a); {an ) . W l— 1) 2 2aJ; (ag a)
An :—2"5_ Apm = 0} 2 12 ‘
an B2 J5 {et, B) hm ay b2 J7 (0n b}

Przypadek 2. Pole temperatury okreslone jest réwnaniem (1.1), warunkiem
poczatkowym (1.2) i warunkami brzegowymi

o/ (), jesli 0 <r <a;
0, . Cjesli  a <<r < b;

T, +h )= {

(1.11) .
T(b, z, 1) = 0.

~ Podobnie jak w przypadku 1 do rozwigzania rownania {1.1) zastosujemy. transfor-
macj¢ Laplace’a. Transformata warunkéw brzegowych (1.11) ma postaé

t Ty i 0
I, (r, thp) = s P fir), jesh <r<a;

(1.12) _ 0, jesH g << b;
Ty(b, z,p) = 0. )

119




W tym przypadku rozwiazanie réwnaniaz (1.4) przyjmiemy W postaci nastepuja-
cego szeregu Fouriera-Bessela:

: o sh (Az)
(113) TL (I', z, P) Z; % Jo (Cln h(ﬂ.h)

gdzie liczby a, sa pierwiastkami réwnania (1.7), a liczby A okresla wzér (1.8), za$ -
Ay sa wspblczynnikami rozktadu w szereg funkeji f(r).
Wykorujac transformacje odwrotna stwierdzamy, ze funkcja podcaikowa ma

miejsca zerowe w punktach p — 0 oraz p = — x (05 +y2,). Liczby ym sd pier-
wiastkami rownania
Ly sin (i) = 0.

Po prostych przeksztalceniach poszukiwane rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci

shanz)
(1.15)  T(r,z,0) =9 TO: Z Ando (an 1) =i shiagh)

— Z Bum Jy (et 1) ST (¥ 2) €XP (— #6024 t)} , O =y, =123, ..,

n,m=1
gdzie A, okre§lone jest wzorem (1.10), a
o 2ym (— 1)m+?
wm T héim The
Przypadek szczegolny, gdy /() = 1, omdowiony jest juz na poprzednie] stronie.
- Przypadek 3. W tym przypadku pole temperatury okreflone jest, tak jak po-
przednio, réwnaniem (1.1) i warunkiem poczatkowym (1.2), ale ekspozycja ciepta

ma miejsce jedynie na jednej powierzchni plyty, co odpowiada nastepujacym warun-
kom brze
gowym rony | TfO sl 0<r<a
B =0, jesli g <y < by
T{r,—h)=0,

T (b, z, ) = 0.

(1.16)

Biorac pod uwage oba poprzednie przypadki mozemy rozwiazanie napisaé
natychmiast; jest ono superpozycja obu poprzednich rozwigzah i ma postad

| sh {on (z+/)]
(117 T(: z, :)_17(1)1*0{2 AﬂJo( ap ¥) —— sh 2y )

1

|
03|
Ms

Anm Jo (an 1) 008 (fm z) exp (— 2y, 1) —
nm=1 o

1 .
— Z By Jo (an 1} sin (ym 2) exp (— #85,, ) } .
1

n, M=

2

o
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" 'We wszystkich irzech -przypadkach, gdy ¢ — oo, wypisané wyze] rozwigzania
opisuja stacjonarne pole temperatury opisane réwnaniem (1.1) i ‘odpo-'wiednimi
warunkami brzegowymi. Tak wigc

przypadek 1

. Ch (aﬂ, Z)
(1.18) T(r,zy=T E An Jy(ant
’ wlolnt) Gy
przypadek 2
sh (ag 2)
1.19) T(r,z)=T An Jy (g 1y —2
( (r,2) =Ty E nJoy (tn )31(%11)

przypadek 3

(120 T =Ty 3 Aty g Lin G
) =1

sh{2ay, h)

Przytoczone tutaj rozwiazania stacjonarne pokrywaja si¢ z rozwigzaniami po-
danymi w pracy [19]. .

2. Potencial termospreiystego przemieszezenia

Naprezenia i przemieszezenia bedziemy wyznaczaé za pomoca ogoblnie stosowancj
funkcji potencjatu ter rnosprgzystego przemieszczema Funkcje te definivje si¢
wzorami

_ et 0D Y
(2. 1) (L 3} oraz W g ,
gdzie @ oznacza funkcje potenqalu a u i w przemieszczenia radialne 1 w kierunku
osl z.

Po uwzglednieniu tych wzordw. trzy réownania plzemiev.zczcmowe teorii sprezy-
sto§ci, [12], sprowadzajg si¢ do jednego réwnania

2o 1 06 20

or2 +.r or + oz2

(2.2) = T
w ktérym @y = [(1+9)/(1 — #)] a5, v oznacza wspélezynnik Poissona, ar liniowy
wspoélczynnik rozszerzalnosci ciepinej.

Poszukiwaé bedziemy takich rozwigzan szczegélnych réwnania (2.2), aby bylo
¢$ = 0 w plaszezyznach z = + A,

W celu uproszezenia procesu caikowama bedziemy wyznaczac funkcje poten--
cjatu w dwdch czesciach. Pierwsza czgéé oznaczona indeksem 1 odpowiadaé bedzie
tej czesel wzorn na temperature, kidra jest funkcja misjsca:

(2.3) VR =102,
w ktérym Tj {r, z) opisana jest wzorami (1.20)-(1.21). Rozwigzania tego rownania

podane s3 w pracy W. Nowackieco, [(9] i [20].

121




Druga . czeéé funkeji potencjatu, oznaczona indeksem 2, odpowiada tej czeei
wzoru na temperaturg, ktéra zalezy od miejsca i czasu:

249 72 @y = Ty (1, 2, D).

Calkg szczegdlna drugiej czedci funkeji potencjaly moina wyznaczy¢ bardzo
tatwo. Wiadomo, ze, [16],-{10},

9 oT
o V2O =ty = w2 Ts,

a stad
(2.5) By — by | T (r, 7, 1)t

Na podstawie tego krotkiego objasnienia mozemy juz bezposrednio przysiapic
do napisania odpowiednich funkcji potencjaku.

Przypadel 1. Funkcja potencjatu odpowiadajaca temu przypadkowi wyznaczona
jest przez pole temperatury (1.10); korzystajge z pracy {19} oraz wzoru {2.5) moze-
my napisacé

Za(z)
(2.6) @—n(')TOﬁO{ Z AnJo (o 1) 5 o ch(an )

0

A
4 2 71”1 Jy (o #) cos (ﬁm z) exp (— %95, f)} ,

=1 - w.m

gdzie Za (7) = an z sh (ag 2) —— an ki th (e £) ch (@ 2).

Przypadek” 2. W tym przypadku funkcja potencjalu odpowiada polu temperatury
okreslonemu wzorem (1.15); w oparciu o podane . objasnienie mozemy napisa

- > Sa (2)
2.7 D =n(t) Ted AnJo o 1) gmms
2.7 7(#) To 0{{2 " O{ani)2aish(auh)+

-—I—- f Bum

2
at, =1 ﬁnm

Jo (an 1) sin (ym z) exp (— xaim t)} ’
gdzie Su(z) = ay z ch (ay 2) — 0y h cth (g B) sh (o 2).

Przypadek 3. Ten przypadek, podobnie jak pole temperatury okreflone wzorem
{1.17), jest superpozycja obu poprzednich; odpowiadajaca mu funkcjg¢ potencjatu
moZenmy napisaé bezposrednio jako superpozycjf; wzordw (2.6) 1 (2.7):

sh (a,, h)Zy (2) -+ ch (an 1).Sy (2)
sh (2ay /) +

(2.8) @—_n(r)Tg_{ZAuJo( wl)
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+ Z 52Ty e 1) 605 (i ) xp (— 83 1) +

#, =1

oo}

+ X%

.on,m=1 nm

nm

Jo (an 1) sin (pu 2) exp (— #5apy ‘)}

Jest rzecza oczyw:sta, ze wiedy, gdy ¢ - oo, podane trzy funkc;e potenqaiu
pokrywaja si¢ z funkcjami podanymi w pracy [19].

3. Stan napreZenia
Stan napreZenia okreslony funkcja potencjatu oznaczymy jedna kreska ().
Skladowe stanu naprgienia wyrazaja sie funkcja okreslona zwiazkiem, [20], [21]
2P

ai a — 2 ,‘;Da‘i.’f) ;- 7’.] =11z,

(3.]) . O’U ZG(
gdzie G oznacza modut odksztalcenia postamowego, a Jy symbol Kroneckera.

Stan naprgzenia okreslony potenqa’:em nie spelnia warunkow brzegowych na
powierzchniach z = + h:

3.2) g (r, £ h, 1) =0 oraz o, £ h 1) =0

W celu spelnienia tych warunkéw dodamy stan naprgzenia (a35), ktéry odpowiada
jednorodnemu uktadowi réwnafi teorii sprezystosci, a w naszym przypadku okreslo-
ny bedzie za pomocs funkcji Love’a ¢ spelniajace, jak wiadomo, réwnanie bihar-
moniczne '

(3.3) | P22 =0,

Skiadowe stanu naptezenia wyréione preez te funkcje okreSlone sg zwidzkami,
1193, [12] i (14}

e a( ) ach) i 26 a( ld(p) -
T k" T a2 T T 1 0y ar e roor
» _ 26 a[ pY (p]
(34) L I W 2—»p2 (v b
- 26 d{ Oy
Oy — 421’ or (1-——‘1’)[7 322 .

Skladowe stanu naprezenia oirzymane za pomocg potencjalu i funkcji Love’a
spelniaja warunki na powierzchniach z = + h; omaczymy je oy = o5+ 735
Do spelnienia pozostaje jeszeze warunek na brzegu r = b

(3.5) O (b;z, ) =0 oraz oy (b, z, 1) = 0.
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Te warunki spelnimy w sposdb catkowy, a nowy stan napreZenia, ktory trzeba
dodaé, aby spetnié warunki (3.5), oznaczymy (cr',;'j-).

Tak wiec stan naprezenia speiniajacy warunki na powierzchniach z = +h
w sposdb dokladny, a na powierzchni r = b w sposdb przyblizony, wyraZa si¢
suma

(015) = (o3 +(ly)-
Przypadek 1. Korzystajac ze wzoru (3.1) oraz (2.6) znajdujemy

An
Opr = 21 (1) GToﬁo{sz[Zw(){ —J (an1)~Jn(an?)}

Anpy
— 2c¢h{an 2} Jy (anr)J 19 2 cos (P 2) iﬁm.fo {ant)+
#,Mm=1

nm
a .
+ I—Tle (an r)} exp (— % Fop t)},

. oo - . ch (ay, 2)
oo = =210 Ty b0} 3T Andoant) i
=1

(3.6)

o0

— Z AnmJo (an 1) cos (fm z) exp (—x ﬁ'?tm E)} >

n, -l

n (2
ng = 2?](0 GTgﬁO{ZAnJQ(an?)z h(a)h)“%

s r;t2 Anm )
-+ 192 dJo (tn 1) cO8 (Bm 2) €Xp (— 2 P, t)} R

W, m=1
) o Z,(2)
or, = — 25 () GT o { E Jilann) 3 (a 26y ch (a??v h)
- n=1

o On ﬁm Anm

— Z —E J1 (g 1) sin (B 2) exp (— %82, t)} .

n,Mm=1

-

Stan naprgZenia (oy;) nie spelnia warunkéw brzegowych (3.2). Na powierzch-
niach z — -+h naprezenia or; sa rézne od zera i przyjmujg wartosci

i -7 O_O,‘ sh (Gn.h) ch (Cl'.-;q, h)+f1nh
ors(r,z = +h, t)—ilﬂ(t)GTuﬂ‘O{‘;\_, AnJy (@0 7) 2chZ(anh)
. n=1 ” .
o ﬁ -A ' m—1
— Z n—;; J1 {anry(—1) 2 exp (—‘ %?9‘ )}
n,m=1 na

124




Funkcj¢ Love’a przyjmujemy w nastgpujace] postaci:

=9 {t) Toto { Z An My {(2)Jo(ant) — 2 AninNam(2)g (a,,, ryexp{— /ﬁnm )}
n,m=1
Spetniajac réwnénie (3.3) znajdujemy postaé funkcii My (2) oraz Nam (2):
Mn (2) = CP sh (o 2)+CP an z ch (aa 2),
N-",m (Z) = Dg:.?n Sh (an Z)+D(2) Uy 2 Ch (an Z)

State C, €D, DY), oraz D), wyznaczamy z warunkow brzegowych dlaz = £ h
3.2). Otrzymuiem
jenmy

(C = @11 — 29) — an h th (as B)],

a ﬂ%ma [Sh (an h) Ch (an ’1)+an h] :

1—2,
. C(Z) L
- - 263 .ch (an h)’
3.7 A
DY = D& (1 — 2v) — ay b th (an 1)},
V . m—1
DO fm(1—29)(—1) * chlaxh) ,
bk

Dodajac do siebie skladowe stanu napteZenia (oyy) oraz &) otrzymujerhy
skladowe stanu naprezenia (o, ?) '

< J T) h (a,

=

Y - A?Lﬂ?,
o Z 'ﬂ‘ —— CO& (ﬁ?n Z) [ﬁZ Jﬂ(an f')+ Jl {an })] exp (4‘ /ﬂnm, )
n,m=1 B
m-—-l o -
o0 L1 67 ﬁmfA ( : . J— ( nl )
_— Z ﬂ:::Dﬂ (l:]ﬂ (an ?') —— laj ‘[F(l)(z)+ 2 Ch (an Z}

n,m=1

Ji(ant N
2 __ln(l—) ) ch (0;,,_,’ Z)) cxXp ( fd};lzm. t)} 5.
Ap ¥ -

: . . D - . h 2
0, = — 20 (1) GTy By {(1 — v) 2 An [J@ (anr)— & (Z.f)] zh Ezn h;

(3.8) \ — Z ApmJo (an’) cos (ﬁmz) CXP( ""9nm n—

B 'n,,mﬁl
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m—1
S oy B Aum (— 1) 2 J; (@n )
— \ F"EﬁL (21'[‘[ @ *‘lﬁ—ﬁ‘lch .
”,ﬁll lﬁfzm Dﬂ 0 ( n ) oy ( ¢ )+
Jy(anr
¥ .ani [Fu) {2)4-2 ch (an z)]) exp ( w92 t)},
‘ - a};, A’nm .
= 2?)' (f) GT(} 19'0{ Z Jg (an I) COs (ﬁm z) exp (»H x&nm l')%—
n, M=t mn
m—T
o1 On Pm A (—1) 2 :
+ 2 o 2 D Jo (an r) [ch (c5 2) — F (2)) exp (— 292, t)} ,
PNTES Vpm Ln- ; ) ]
: [ 4 : S
Ty == 2?? (t) GT, ?30 ! 2 ;"T'%?#lﬂjl (an 1') sin (ﬁm Z) exp (“ xﬁfzm !) -
B, m=1 nm
m—i
= A 2
— V n Bm Anm ( ) J1 (an¥) {[I — ay b th-(ay )] sh (ay 2) +

Bom D,

#,m=1
- +an z ch (ap 2)} exp (— w2, t)}.

Naprezenia normalne i styczne charakteryzuja si¢ tym, ze znikaja w nich wyrazy
zalezne tylko od miejsca; z budowy wzordw wynika, Ze obie skladowe daza do
zera, gdy t — oo,

Naprezenia o, sq na brzegu r = b rézne od zera i tworzac wypadkowa

(3.9 N=—4y( 4GT0790{(1 —v)z Ay — J1 (an )th(anh)_

A= 3; b
’m--—l
an Awm(—1) 2 ,
- 2 ) ﬂw J 1 (an b) exp (— xy,1) +
st wm=1
w P Awm (— I)T ] sh (aq B) ch (on B)
+n =1 U "9im b 71 (@) [1 " sh (@x h) ch (oa W}« anh exp(— xﬁ”m t)}

Wzér powyiszy otrzymali$my droga calkowania o, w granicach od —# do h
biorac pod uwage, Ze wystgpujace w (3.8) funkcje Fy’ (2) oraz Dn wyrazaja si
nastqpu]qco
ttn Z sh (ay 2) ch (ay k) — an k sh (ap A) ch (ag 2)

ch(anh) _ !

sh (ag ) ch {ay h)+an h

= S an ) e

Naprezenia a,, daja na brregu r = b wypadkows rdéwng zeru.

FP (2) =
(.10)

D?D
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Dodajemy do skladowych stanu naprezenia (G;j) skladowe stanu mnapreZenia
(03;) réwnowainego réwnomiernemu rozciaganin w kierunku promieniowym F.
Ostateczne wyrazenia na skladowe naprezenia oznaczope (oy;) wynosza, f18]
i [23] : _
: , N , N ,

(3.10.1) O = O s O = T s O = O

*'Z powyiszych wzordw latwo otrzymaé kilka przypadkow szczegolnych. Charak-
terystyczne cechy preej$é granicznych i podstawienia oméwione zostaly przy wyzna-
czaniu pola temperatury. Ze wzglgdu na brak micjsca i fatwosc przekszialcen nie
bedziemy tutaj przytaczaé wzordw, odpowiadajacych poszczegdlnym przypadkom.

Przypadek 2. Skladowe stanu napr¢zenia okreflone potenqalem mo#na natych-
rmast wypisa¢ znajac funkcije potenqahl (2.7). Budowa wzordéw w obu przypadkach
Jest taka sama. Funkcja Love'a w poprzedmm przypadku byla niesymetryczna
wzgledem zmiennej z. Poréwnujac z soba funkcje potencjatu odpowiadajace po-
przedniemu przypadkowi i obecnie rozpatrywanemu mozemy stwierdzié, ze w tym
przypadku funkcja Love’a musi byé symetryczna funkcja wzgledem zmiennej z.
7 tego co powiedzieliémy wynika, ze na to, aby otrzymac wzory opisujace w naszym
przypadku stan napreZenia (fm), nalezy we wzorach (3.8) dokona¢ formalnych
podstaWJen

zamiast =~ - ,podstawm
ch{ sh £,
"shi chi,
Anom Bam [por. (1.15)],
Bm - ym [por. (1.9) i (1.14)},
3.11) sin £ cos &,
cos & ‘ siné,
m—1 :
(WI)T (— 1)m+1,
Yom & [por. (L15)].

Nalezy jeszcze pamigtaé, ze w przypadku pierwszym m przyjmowalo wartosei
m=1,3,5,... fpor. (1.9), 2 w rozpatrywanym przypadku m = 1,2, 3, ... [por.
(1.14)]. .

Otrzymany w ten sposob stan naprezenia nie spelnia oczywiscie warunkow brze-
gowych na brzegu r = b. Wypadkowa naprezen normalnych réwna sie zeru, ale
ich dzialanie jest réwnowaine momentowi '

(3.12) M =4()GTy ﬁo‘ (1—») M An {L(fﬁ;.)_b_) [ —-anh ctgh (an )]+
=1

n

Do

_ Anmh (— D™
ot Z dn MJI (s b) exp (— ﬂm f—
et Ym 6umb
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oo Lyl
Y Anzz (2 1) Jy (n b)[z (1—») apht —
n,m=1 0 O, b ‘

- 232 2 ‘
_ (3-—=2v)a,h 2v sh2 (a, h)] oxp (— x 5im-f)} .
sh (ay By ch(ap )+ anh

Do stanu naprgzenia {oy;) dodajemy stan naprezenia wywolany momentem
— M. Ostateczne wyrazema na skladowe napreZenia oznaczone {oi7) wynosza,

[18] i [23], ]
, 3 Mz 3 Mz ) ,
Gy = Cpp— ? hT s Opp = Ogp™ ? E’ Oz = Gy, Gz = Oy
Przypadel 3. Podobnie -jak przy wyznaczaniti pola temperatury wyznaczymy
naprezenia dokonujac superpozycjii obu  poprzednich przypadkéw Wypisanic
tych wzordw byloby Jedyme formalnosmq i dlatego nie bedziemy ich totaj przy-
taczaé,

4, Stan przemieszezenia

Stan przemieszczenia na podstawie Juz wykonanych lub objasnionych operacji
jest Tatwo wyznaczyé. Sk{adowe przemieszezenia, ktore zaleza od potencjatu termo-
sprgZystego przemieszczenia, okre$lone sa na podstawie definicji [por. wzory (2.1)].
Ta czes$¢ sktadowych przemieszezenia, kiéra zalezy od funkcji Lovea, dana jest
wrorami, [12] i [20] . '
- 1 g _ i 2
I Rl g [2 U—2)p?p— f]

Wypisywaé bedziemy od razu sumy |

W =utu, w=wtw.
Przypadek 1. Korzystajac ze wzordw (2.6) oraz (3.7) 1 biorac pod uwage (3.10)
moZemy wypisa¢ nastgpujace wzory:

(1-—29) ch (an 2)
W =90 Tyd AT T
A 0{2 wl1(@nr) = 2 ay, ch (uy 1)
. Do, ttn Anm 2
i Z 7_._J1 (an7) Cos (B z) exp (—sedy, ) +
n,m=1 "am '
(42) - < 'ﬂm Anm (_‘ 1) 2 - ) F?(%;)r (Z)]
+ J )| (1 —2»)ch(anz)— —] =
Bt n | a2 chwan— =
X Cxp ('_' %ﬁfmb I)} .
o (1 — ) sh (an z)

w' = (f) T{,ﬁ{,{ Z‘ Agdylanr)

LI ¥ Ch (aﬂ, h)
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1 B A, 0+
2 B Anm _]D(anr) sint (f,,2) exp (— %ﬁfnn‘)+

2
ity H | ﬁn‘m

m-l .

ﬁmAnm (‘_' 1) Jo (a'n r) ; ‘

I_'2 + nhth nh h nZ) —
+n%;ﬂmsh(anh)ch(aﬂh)mh{{( Pyt anhth (@il sh (@)

g z ¢h (ta 2)} exp (— m?ﬁmt)}.

Nalezy jeszeze wyznaczyl przemmszczema u'' oraz w'', ktore okresione sy
wzorami, [23]1 [20], : ‘ - .
1—'» N ., vzlN
TacEn 2k " T 2600k

rr

i

Sita N okreslona jest wzorem (3.9).

Przypadek 2. W tym przypadku wzory maja taki sam ksztalt, jak w przypadku L.
Aby otrzymac poszukiwane zwiagzki nalezy we wzorach (4.2) z poprzedniego przy-
padku dokonaé podstawicn okreslonych przez (3 11). Natomiast stan przemleszcze—
nia (u"', w'") okre§lony jest zwiazkami, [23] i [20],

l—vzr3 M ) 2vz2+(1 —-V)J23M
TldrGan VT 2G(14v) 4B

Momenty M okreflone sg wzorem (3.12),

Przypadek 3, Przypadek ten, podobnie jak to mialo migjsce przy wyznaczaniu
pola temperatury i naprgze, mozna rozpatrywaé jako superpozycje obu poprzed-
nich. '

Rozdzial I1. Rozwigzanie asymptotyczne

Podane w poprzednim rozdziale wzory sy rozwiazaniem scislym. Krotkie spoj-
rzenie na wszystkie wypisane wzory pozwala stwierdzié, Ze wystepujace w nich
szeregi sa szybko zbiezne dla wigkszych wartodci czasu. Wraz ze wzrostem czasu
polepsza si¢g ich zbieznosé. W kodcowej czgéci pracy zamieszczony jest przykiad
liczbowy, z ktérego wynika, Ze najwigksze naprezenia powinny mieé micjsce w warst-
wach powierzchniowych plyty w pierwszych chwilach procesu nagrzewania. W przy-
padku czasow rzedu jednej sekundy zbiezno§¢ wystgpujacych w poprzednim roz-
dziale szeregbw jest bardzo zla. Sumujac jedynie po n trzeba by uwzgledniad nie
mniej, niZ 30 wyrazow., Numeryczne wyznaczanie wartosci szeregdéw podwdjnych
jest oczywiscie w tym przypadku praktycznie niemozliwe. Mozna te trudnosé ominaé
podajgc rozwiazanie asymptotyczne, kidre bgdzie mialo -zastosowanie dla matych
czasdw 1 warstw powierzchniowych (warstwy poloZzone w glebi plyty nie sg intere-

- Rozprawy IngZynierskie — 9 129




sujace, poniewaz — jak to wynika z przytoczonego przykiadu liczbowego — naj-
wicksze naprezenia wystapia w warstwach powierzchniowych).

Podobnie jak w poprzednim rozdziale rozwazymy trzy przypadki ogrzania i od:
powiadajgce im pola naprgien oraz przemieszczen. Charakter mechanicznych
warunkéw brzegowvch i sposéb ich spelnienia pozostaje bez ‘Zzmian.

5, Pole temperatury

Przypadek 1. Pole temperatury okreslone jest réwnaniem rézniczkowym (1.1,
warunkiem poczgtkowym (1.2) oraz warunkami brzegowymi (1.3). Tak jak w po-
przednim rozdziale do rozwigzania posiuzymy sie transformacija Laplace’a. Transfor-
mata rozwiagzania wyraza si¢ wzorem (1.6). Przepiszemy ja tutaj w postaci dogodnej
dla naszych celdéw

1 ch(iz)

(5.1) T (rz,p)= Toag AnJo(ant) Pz, P, Fulzp) = I; “ch (W,

gdzie 7 okreslone jest zaleznoscia (1.8).

Jak wiadomo z podstaw rachunku operatorowego, duiym wartofciom para-
metru p odpowiadaja male wartodci czasu. Majae to na uwadze poshuzymy si¢
wyrazeniem asymptotycznym dla ch {. Dla duzych argumentow { mozna napisac

et et e
chi= “T Ny
Tak wige, {9}, mamy

Fop(zp) ~ %exp [—Ah—12D],

a po wykonaniu transformacji odwrotnej, [1], otrzymujemy

| B T h—|z|
5-2 " — ﬂ;n(]! |3D __ / 2
{ ) F _(z, 1) 73(1‘)—2 [e erfc 2 ]_/xt_] xoyt) +

‘ b - A
+ et enE—12) erfe (?1% o+ ¥V xd t)] .

Tak wiec poszukiwane rozwiazanie asymptotyczne dla malych czasow wyraia sig
wzorem

(5.3) T(r, z, ) = 5(t) TOZA,,,JO (ant)Falz, 1) .
=l

Nalezy pamigtaé, Z¢ powyzszy wzér stuszny jest nie tylko dia matych czaséw,
ale réwnicz dla wartoéei z bliskich h. Tylko przy tym dodatkowym zalozeniu moina
korzystaé z asymptotycznego wzoru dla ch . ’
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‘Przypadek- 2. W tym przypadku pole temiperatury okreslone jest réwnaniem
rozniczkowym (1.1}, warunkiem poczatkowym (1.2) i warunkami brzegowymi
(1.11}. Transformata rozwiazania wyraza si¢ wzorem (1.13), kt6éry dla naszych
celéw przepiszemy w nastgpujace] postaci:

I sh(iz)

(54) T.r.z,p) = Ton:iA,;Jo(anr)HﬂL(z,p); Hy,p(z, p):? sh(Ah) "

Podobnie jak poprzednio transformacja odwrotna dotyczy jedynie funkcji
H,y (z, p). Dla duzych argumentéw mozna przyjaé

shC:T%Sgﬂ@)Ta

&gt elt!

" a stad wynika, ze
1
H,;(z, p) = sga (2); exp [—A(h —{z))] ~ sgn(2)F,; (z, p) .

Z powyzszej zaleinodci wynika, Ze rozwigzanie asymptotyczne roini si¢ od po-
przedniego jedynie ¢zynnikiem sgn (z) i ma postaé

(5.5) T(r, z, ) = n(f) sgn (2) Ty 2 AgJo(anr)Fy(z, 1) .
=]

Przypadek 3. W tym przypadku rozwiazanie musi spelnia¢ réwnanie (1.1),
warunek poczatkowy (1.2) oraz warunki brzegowe (1.16). Jak wynika z poréwna-
nia warunkéw brzegowych, rozwigzanie tego przypadku jest superpozycja obu
poprzednich rozwigzan i mozna je zapisaé w nastepujacej postaci

(5.6) Tz ) =)0 Ty ) Audo(an ) Falz, 1).

Jak wynika z wlasnosci funkcji erfc{(): etfc(o0) =0, erfc(?) = 1 — erf (D),
erf (— 0), = —erf ({); we wszystkich trzech przypadkach warunki poczatkowe
i brzegowe spelnione sa w sposob $cisly,

6. Stan naprezenia i przemieszczenia

W celu wyznaczenia stanu napr¢Zenia i przemieszezenia postuzymy si¢ tutaj
nieco inna metoda od tej, ktéra postugiwaliSmy si¢ w poprzednim rozdziale.
Wyznaczymy transformaty Laplace’a skladowych stanu naprezenia i przemieszeze-
nia i dopiero wtedy wykonamy transformacje odwrotng postugujac sic odpowied-
nimi przedstawieniami asymptotyczhymi dla duiych parametréw p.
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Transformata sktadowych .pizemieszczenia wyraza si¢ przez transformatg po-
tencjatu terlmbsprgiystegdprzemieszczenia 7a pomoca znanych wzorow

.1 ' ' — 0P, --_7_‘.)@1;
6.1) =57 WL

- gdzie @, (r,2; p) jest transformaty Laplace’a funkeji potencjatu termosprezystego
przemicszczenia, a u, 1wy sa transformatami Laplace’a przemieszczenia radialnego
i osiowego. ‘

"Po uwzglednienin wzoréw (6.1) transformaty réwnan preemieszczeniowych
teoril sprezystosci sprowadzaja sig do jednego réwnania o

2o, 1 6®L+ 2o,

— 5 g — 14#
oz e o 32 o T, 0=,

(6.2)

Poszukiwaé bedziemy takich rozwigzan szezegélnych rownania (6.2), ktore
spelnia dwa warunki: @, (v, £h,p) = @, (b,z,p)=0.

Przypadek 1. Przypadek ten odpowiada temperaturze okrestonej wzorem (3.1).
Poszukiwane rozwiazanie szczegdlne réwnania (6,2) jest tutaj funkcja

6.3) .@L = = niky TOZ AnJo(en ¥) Zyp (2, 2)
) H=1]
gdzie
1 [ch (Az) ch(an Z)]
Zp(z,p) = prleh(Ah)  ch(en mnl

Skladowe stanu napreZenia -okreSlone za pomocq potencjatu wyznacza sig¢ ze
znanego zwiazku :

S 62 @L . . . .
{6.4) Ty = 2G *a—i(‘)j* — 72 @L 3¢y , Lhj=rz.
Wypisane kolejno transformaty sktadowych naprezenia maja postac

— 3 ' On
Oy, = —2Gxg T Z Ay o (U_fn 1) Zpy (2, 0) ;Ji () Zy (Z, D) >

#=1

G = —20xHh Ty 2 An {'IO (anr) [Z;;L(ZJ ) — ai Zn(z, P} +

gLl
=1
An
(6.5) + 7"'}-1 (an P') Zn,[, (23 P)} ]

Gt = 26wty Ty ] Ando(an?) Zyr (2, 7),

w=1

Cpyp = —ZG}ﬂ?g To 2 Ay anJs(aa) Z;LL(Z: D).

=1
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gdzie

1 [ sh (Az) sh (ay z)]
Zun= it g b (k) " ch (an b))’

o B | ch{iz) ch (un2)
Zo(z,p) = P_ [) Ch (,’lh) 2 Lh (un h)]

Zgodnie z definicja funkcji potencjatu transformaty skladowych stanu. prze-
mieszczenia Wyrazajg sig nastgpujaco:

| i' by, = To ) Auon 1 (anr) Zyy (2 2) »
(6.6) . l ‘ ::“ -
Wy, = iy Ty 3 AnJo(anr) Zay (2,7) .

=1

Stan napreienia powinien speinia¢ na powierzehniach z = & h dwa warunki
brzegowe S

Cozr, {f’, i k, P) == {} oraz E‘?‘ZL (]", i h’ p) = 0.

Skladowe stanu napreZenia okreslone potenc_]alem speiniaja jedynie pierwszy z tych
warunkéw. W celu spefnienia drugiego warunku dodamy stan naprgZenia (o'm_)
ktory okresla funkcja Love’a spelniajgca réwnanie biharmoniczne. Sktadowe stanu
naprezenia okreslone sa wzorami (3.4). Wystepujaca w tych wzorach funkcje Love'a
' @ uwazaé bedziemy za transformatg Laplace’a i przyjmujemy ja w postaci

‘PL(' z,p) = ’“90 Ty ZAn My, (2, P)Jo(ﬂn’),

=1
gdzie _ ,
My (2. p) = Cppsh(an2) + Dy a2 ch {ay 2).

St.;cﬂé Cpy 1 Dy wyznaczamy z warunkdw brzegowych przy z = +h. Otrzy-
mujemy

6.7) { Cug = (1==29) [(1 —20) — I th (a0 B)] Ca Ky, (9)
: Dy, = (1 20) Ca Ky (B),
gdzie

Cn = {ai {ag b+ [1 -— ay b th (ax h)] th (gn B)} cbt (an ],

K, = [z th (Ah) ~— aa th (ax B)].
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Majac na uwadze transformacje odwrotna, funkcig Love’a napiszemy ostatecz-
nie w postaci '

(6.8) @, (r,z,p) = =y To (1 —29) 2 Ay CnJo (an ) fan z ch (a0 2) +
=1 ’

4 (1 — 29) — e b th (an D] sh (an 20} Kpz (2).

Wypisywanie sumy standw napreZenia (o) i (0y;,) nie prowadzi do uproszczef
wzoréw i wobec tego stan napr¢Zenia (0;;;) wypiszemy oddzielnie:

— e Jy (o)
Oppp = 2Gxty Ty Z AnCr ai‘t {[J[} (o r) — 'ﬁ;1 Hp(2) +
‘ Py i

+ 20 Jg (an 1) ch (an z)} Ko (P)s

== bl Ji(an®)
GIP'PL = 26%3@ Tg %;: An Cvn, 01,,3,, { ??‘;r—* H.n (z) +
(6.9) 0 J :
+ [Mo (an7) + J%—)\ ch (an z)}KnL ),
1) 3
G, —— 2680 Ty > Au Cu @ T (an ) Hn (z) —
e — (1 — 29) ch (an )] Ky (9,
- & \ 1
CF,.ZL = 2G%‘ﬂ0 To ’; An Cﬂ, aﬂJi (an T') "(;',;Hﬂ' (Z) —_— | |
— (17"‘* 2v) sh (an Z)] K, (p},
gdzie

Hy (2) = [(1 —2») — an i th (2n )] ch (an 2)+an z sh (an 2).

Suma znalezionych skiadowych dwéch stanow napreZenia speltnia warunki na
powierzchniach z = +h w sposéb icisly, ale nie spelnia warunkéw na brzegu
y = b. Warunki te spelnimy w sposéb calkowy. Skiadowa Gpqr. (b, 2, p) daje wy-
padkowa rowng zeru, ale sktadowa normalna ma wypadkowa 162ng od zera i TOWNna

en

R

. 1 0

(6.10) Ny = [ 0y (b7, p)dz = —4Gud To ' 3 An Ty (0 B) P (P,
—Rh #=1

gdzie

1 A 22— ak
Pop(p) = 7 {Gn (Eﬂ, -— 1) th (o h) + e th (A,

o Danhth(nh) (1 429)] th {(en B)
BT g b [ — et b th (o )] th (a )
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Tak samo jak w rozdziale pierwszym przyimujemy, Ze sify N roziozone sa row-
nomiernie na calej grubosci plyty i odpowiedni stan naprezenia opisany jest wzora-
mi

_ N __ M _
Oprr, — 20 Opgr. — 2%’ Oper, = Oppr, = 0.

i e I

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia transformat stanu przemieszczenia, Transfor-
mata stanu przemieszczenia okre§lona potencjalem wyraza sig nastgpujaco:

liL = — iy Tj 2 AnJi (an¥) Lt {(z, P
n=1

{6.11)

o

wp=wy Ty ) Ando(ant) Zpy (2, 0).

=1

Transformaty sktadowych przemieszczenia wyrazone za pomoca funkcji Love'a
okreslone sa wzorami (4.1) i mozna je zapisaé jak nastgpuje:

iy, = w9y Ty ) Au Cn 03y (an7) [Hn (2) + ch (an 2)] Ky (0).
n=1

(6.12) N
W= — #y Ty . Au Cuando(@ar) [Hy(2)— (3~ 49) ansh ()] Ko (p)-
Ra=l

W celu zachowania przyjetych w pierwszym rozdziale oznaczen, skladowe prze-
mieszezenia odpowiadajace réownomiernemu §ciskaniv oznaczymy i, wyrazimy -
nastepujaco: '

i—wv rN,

[ S— L S ']JZNL
{613) TG0 20 Y 26 a+nhe

Po odpowiednim zsumowaniu znajdziemy poszukiwane transformaty sktadowych
‘stann mnaprezenia i przemieszczenia. Pozostaje jedynie wykonaé transformacie
odwrotng. W kazdym ze wzoréw wydzielony zostat czynnik, ktéry podlega transfor-
macji. Tak wigc transformacja odwrotna sprowadza si¢ do przetransformowania
tych czynnikéw. Podobnic jak to mialo miejsce w przypadkn temperatury, ogra-
niczamy si¢ przy odwracaniu transformacji jedynie do matych czaséw. Przy tym
zatozenin wystepujace we wzorach kombinacje funkeji hiperbolicznych sprowadzaja
sic do nastepujacych postaci

ch (Az2) . sh (Az)
'y A —ED e —d (2] ~
ch (2h) s ch (Ah) sgn (2) e ) th_(lh) 1.
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. Wypiszemy obecnie transformaty czynnikéw podlegajacych . transformacji ogra-
- piczajgc sig-do malych czasow: ' '

(6.14)

¢ J A(h—12]) ch (05 2) ] . l —a, (R—{z{}
= B ™ — - n X
Zy (2, p) 2 [e ch(anh) | 2te x

XiZerfc (hz—;i? ~ n xz) 4 A
ol |25
Z, (zp) = }lg[sgn (2) }Lea“"'_lzxf) — aﬂ%].' . |
Tt s: E%—?)_ +sgn(z) E:d; leﬂﬂ” btz
>/Wf"(hz;/:iz‘1  a 1./ ut ) e BffC(hzl—/,j—:l + 1/m)]‘+

+ eﬂ"(k—. £9)] iz erfc ( 2 / + iy l/%t_)l ]

i ch{apz) '
- o —i(h—z} | g2 e -y (e — 2]}
Z’FLL (ZS p) -~ pz llz € . a’?b Ch (aﬂ’ h) — 20’% e d X

S h— |z| — Iz -
X iZerfc ( 2o/ —.._aﬁ ]/xt) + e 2 erfc (FI*,——"; + an ]/m
1 ' iz
—+ 2’; [e_a"(nﬁ"tz!) erfc (—2-]/%“_! g ]/xt) -+ € k21 x®

h— |z| ch (ay2)

/ — 2 "7

x erfc( 2f A */”)] G (anh)’
t .

Ku(p) = })_2_ [j; —— ay th (ap )] = an t [erf (an }/m) — th (aph)] -+

1 R
+ T erf (Y1) + 1/ tjan € W

Aty
b
+ Ga [I erf (a, ]/;u) —i— 2 exf () ) + l/ P

1 2 2—adl 1 ,
P (p) = Gn 1_—_1 th(anh) ”I“—'"—‘_ :;"&"{ erf(ﬂﬁ,]@)"r‘

i a‘

t| thian b},

Po podstawwmu w miejsce transformat 1ch odpownedmkéw otrzymamy p03211k1-
wane rozwigzania asymptotyczoe.
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Przypadek 2. Poréwnujac pola temperatur w przypadku 1 i 2 mozZemy stwierdzié,
7e transformaty funkcji potencjalu i funkcji Love'a bgda mied takg sama budowg
jak w przypadku 1. Roinica bedzie sie zaznacza¢ jedynie w funkcji zaleznej od z
i p. Jeéli we wzorze (6.3), na miejsce funkcji Z,; (z, p) podstawi¢ funkcje

[ sh (ﬁ.z) sh (ag z}]
p2lsh(Ghy sh(an b))’

{6.15) Surlz, p) =

to otrzymamy odpowiadajaca naszemu przypadkowi funkeje potencjalu. Z tego
wynika, ze na fo, aby otrzymaé _\ifiéry okreflajace stan naprgZenia za -pomoca
funkcji potencjatu i funkgcji Love’a, nalezy we wzorach (6.5) i (0.6) zamiast transfor-
mat odwrotnych Z,, (z, p). Z,, (z,p), Zy, (2. p) i K, (p) podstawi¢ retransfor-
maty funkcji okreslonych przez (6.15). Proces ten sprowadza si¢ do prostych pod-
stawien we wzorach (6.14). Przy funkcjach bledu i funkcjach wyktadniczych na
miejsce wspdlczynnikow: ' :
' zamiast  podstawic

: i sgn (z),

(6.16) sgn (z) 1,

a na miejsce funkeji hiperbolicznych

zamiast podstawic
ch(@)  sh(d),
G sh())  ch(0),
' th ({) cth ().

Podstawienia te nie dotycza jedyhie funkcji P,, (p). Naprezenia o, (b, z, p)
tworza na brzegu wypadkowa réwng zeru, ale daja moment réwny

I3

. o, Jy(an b
(6:18) M, = J G (b, 2, p) 2 dz = 4Gy Ty .L‘ n lf(aj;j ) Uy ()
oy n=1 Un

gdzie

En[2(1 —¥) up h+1] p ] |

o |
U, (p) = p2 llh cth (Ah) { o — i

+En (1 e 20) — Zag h cth (ap h)]}

Transformata tej funkcji dla malych czaséw ma postac

1
rerfc (e /%) + Ter fc (an /) -

"R‘

6.19) U, .(p)—= En{fz (I—»yaph+1]

7 t
uE ‘/—-—2— e“"“ ¢ I%ﬁr [(1 — 29) — 2a, hcth{a, h)]}

TR,

A h i - xﬂ"f
o erf (ay | STIRE o 2 (1 — ey,
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gdzie

1 — Gn h Cth (aﬂ h)
on h+[1 — an hcth (ag hy] cth(anh)’

E,=

Jak wiadomo, skladowe stanu napreZenia wyrazaja si¢ przez moment wzorami

. . 3zM ., "
O = Ogp — 7 13 0 % = 0re = 0,
a skladowe przemieszczenia
L 3zrM ~ 3M 2vz2 4 (1-—w)r2
! 14y 46w V4w 26 A+

Przypadek 3. P1zypadek ten, Jak w1adomo _]BSt superpozycm obu poprzedmch
Wypisanie odpowiednich wzoréw nie sprawia trudnosci.

Rozdzial 111, Rozwigzanie w przypadku ogélnych warunkéw brzegowych:

W rozdziale iym oméwimy przypadek, w ktérym przez pobocznicg przeplywa
strumien ciepla (prawo Newtona). Taki warunek brzegowy prowadzi do tzw. za-
gadnienia brzegowego Fouriera drugiego rodzaju. W naszym przypadku, w ukladzie
wspolrzednych walcowych, rozwiazanie wyrazi si¢ za pomoca szeregow Diniego, [27].

Podobnie jak w poprzednich rozdzialach rozwazymy trzy przypadki odpowia-
dajace trzem téZnym termicznym warunkom brzegowym na powierzchniach
z = th.

7. Pole temperatury
Przypadek 1. Pole temperatury okreélone jest réwnaniem (1.1), warunkiem po-
czatkowym (1.2) oraz warunkami brzegowymi ! )
T ngf(r), je§li 0 <r<<a oraz z= *th;

0, jesli a <r<b oraz z= th;
)

aT+ TL b
o hT'=10, jesli r=bh

Postugujac si¢ transformacja Laplace’a sprowadzamy zagadnienie do rozwiaza-
nia réwnania (1.4) z warunkami brzegowymi

1 ’
To (), jefli 0<r<a oraz z— dh;

T, =
(7.2) 0, je§li a<<r<b oraz z= %h;
' aTL .
_ l o +hT, =0, jesli r= b.
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Rozwiazanie rownania (1.4) przyjmiemy w postaci szeregu Diniego, [27]
: ch(lz)
(7.3) . TL(P’ z, p) — Z Aﬂ, { (an ]) h (Ah)

w ktorym A, jest wspolczynnikiem rozwinigeia w szereg Diniego funkcji
T, (r, £h, p), 1.

L -
74) TG thp) = ) X Ando (@)
n=1

i réwna sig, [27],

2
b2 [T} (G b)+ 7 (i b)] f rf () Jo (an r) dr,
8

;‘{ﬂ -

podezas gdy liczby oy sg pierwiastkami réwnania
(1.5) o aJy (ab)+hJg (ab) = 0.

Wrykonujae transformacie odwrotna stwierdzamy, Ze otrzymany wynik ma taka
samg posta¢ jak wzor (1.10) i rdzai si¢ jedynie wspolezynnikiem’ 1ozwm1rgma W SZereg,
na miejscu A, wystgpuje wspdltezynnik Ay

a8 TEz)=n0 TQ{Z Ay (an 1) o

Z Anmdp (anrycos (fmz)exp [ ﬂm t}} m=1,3,5... n=17273 ..
n, m=1
W przypadku szcz‘egc')]nym, gdy f (r) = 1, otrzymujemy nastgpujgce wartoéci

wspdlczynnikdw
m—1

g 2£IJ1 (O!n a) A %@m (—‘ 1) 27;4
P an 2 [ (an )+ (e )] T W, "

Podany w tym rozdziale wzér (7.6) jest ogdlnigjszy od wzoru (1.10). Przyjmujac
w réwnaniu (7.5) fi == 0 otrzymamy przypadek izolacji termicznej na powierzchni
r=bh, a w przypadku h = oo otrzymamy przypadek opisany wzorem (1.10).

Przypadek 2 i 3. Przypadki te réznia sie od takich samych z rozdziatu T tylko wa-
runkiem brzegowym na pobocznicy r = b. Warunek ten jest wypisany na po-
przeduiej stronie.

Przeprowadzajac takic samo rozumowanie jak w przypadku pierwszym stwicr-
dzimy, ze pola temperatur opisane sa wzorami (1.15) oraz (1.17), w ktérych na
miejsce A, nalezy jedynie podstawié A, wiedzac, Ze liczby a, okre§lone sa row-
naniem (7.5). :
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8. Stan naprezenia i przemieszczenia

Stan napreZenia 1 przemieszczenia odpowiadajacy okreSlonemu w poprzednim
paragrafie polu temperatury mozna otrzymad natychmiast postugujac si¢ odpowied-
nimi wzorami z rozdziatu 1. Z rozwazafi podanych w poprzednim paragrafie wynika,
7e wystarczy podstawié w nich A, na miejsce An. ' '

9, Rozwigzania asymplofyczoe

Podane w rozdziale IT rozwigzania asymptotyczne dotycza jedynie malych czasow
i funkcji zaleznej od zmiennej z. Wspdtezynniki rozwinigcla w szereg sq takie same
w rozdziale T jak i w rozdziale II. Fakt czy rozwigzanie jest asymptotyczoe, czy
iciste,. nic wplywa na_postaé wspdlezynnikow rozwinigcia w szereg. Mozna wiec
stwierdzi¢, 7e rozwiazania asympiotyczne, odpowiadajace okreflonym w poprzed-
nim paragrafie polom temperatur, wyrazg sig wzorami podanymi w rozdziale 11,
w ktérych nalezy jedynie na miejsce A, podstawic Aq, a na miejsce a, podstawi¢ a,
okre$lone réwnaniem (7.5). ' - o

Rozdziat IV. Rozwigzanie dla przypadku warunkow termicznych typu Neumanna

Jednym z moZiiwych z technicznego punktu widzenia jest przypadek izolacji
termicznej na powierzchniach'z-= th. Taki przypadek rozwazymy w tym roz-
dziale. W celu otrzymania rozwigzania ogblniejszego mozna by na pobocznicy -
przyja¢ termiczny warunek brzegowy taki, jak w poprzednim rozdziale. Jak wiadomo
z poprzedniego rozdziahy, przyjqcie takiego czy teZ innego warunku na pobocznicy.
wplywa jedynie na postaé wspolczynnikow rozwiniecia w szereg. Z tego powodu
W celu -otrzymania -prostszego: Zapisu -ograniczymy. sic do warunku brzegowego
na pobocznicy w postaci przyjetej w dwoch pierwszych rozdziatach. ' -

10. Pole temperatury

Przypadek I. Podobnie jak w rozdzialach poprzednich ten__pfzypadek odpowiada
polu temperatury symetrycznemu wzgledem plaszezyzny z = 0. Pole temperatury
opisane jest rownaniem (1;1), warunkiem poczatkowym (1.2) oraz warunkami
brzegowymi - ' : :

_aT igf(r), jesli 0 <r<a oraz z=th;

A
0z .
101 Yo, jesi a<r<b oraz z=xh

T=0, jefli r=a.
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Postugujac sie transformacja Laplace’a otrzymujemy réwnanie (1.4), ktdrego
rozwigzanic musi- spelnia¢ przetransformowane warunki brzegowe (1.1)

0 -
0T, | A5, SO, el O<ir<a omz ze ih;

(102) %z o, jefli a<r<b orr z— +th:

T, =0, jesli r=a.

Rozwigzanie ma postac

An ch(dz)
T, (72, p) = 5 Z 7 sh(lZ)JO(anr)’

gdzie Ay sa wspoiczynmkaml tozwinigcia w szereg Fouriera- Bcssela funkql I (r)
Wykonujac transformacje odwrotna otrzymujemy wzor

. ch (g 2}
» sh (a n h)

)LI

10.3) Tz, z)_—, (:){2 Ando(ain) == =

Bnm

— Jo (an r) COS (ym 7) exp (— mra [)}
n,Mm=1 " o
Edzie An i Bum OYaz yu, 53 takie same jak WVYOZdZiaIe. L

Przypadek 2. Przypadek ten odpowiada¢ begdzie antysymetrycznemu polu tem-
peratury. Rozwiazanie bedzie wige opisane réwnaniem (1.1), ktérego rozwiazanie
musi spetniaé warunek poczatkowy (1. 2) i warunki brzegowe

(2 B
_OTM —2-f(r), jesi O <7 <Ca oraz .z= +h;
{10.4) 0z 0, jeSli a<r<<b oraz z=th
T=0, jedli r=>h
Poslugujac sig Jak poprzednio transformacm Laplace a zhajdziemy

(10.5) T(' z, 1) = g'n 0] {A;;J(} (an .v) (aﬂ Z)——— —_

wich (an h)
.Z

=1 -

Anm

JB. {cta ) sin (B 2) exp (— #D%,, t)} ,

gdzie An, Aum Or2Z B 53 takie same Jak W rozdziale 1.
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Przypadek 3. Ten przypadek odpowiada ekspozycji ciepla jedynie na-plaszezyznie
z = h. Jego rozwiazanie opisuje réwnanie (1.1) z waronkiem poczatkowym (1.2)
oraz warunkami brzegowymi

}:()T— %—f(r), jesi 0<r<a oraz z=h;

% o, jedli a<r<b oraz z=Hh;
(10.6) o
5;30, jefli z=—h;

T—0, jesli r=~h.

Jak wynika z poréwnania warunkow brzegowych (10.6) z warunkami (10.4)
oraz (10.1), rozwigzanie, podobnie jak W rozdziale 1, jest superpozycja obu po-
przednich rozwiazan,

11. Pole temperatury (rozwigzania asymptotyczne)

Przypadek 1, Na stronie 141 podana jest transformata rozwigzania w. przypadku .
symetrycznego pola temperatury. - Korzystajac z' rozwiniecia asymptotycznego,
odnoszacego si¢ do duzych wartodci parametru p (co zostafo oméwione w rozdzia-
le 1), otrzymamy

1 ch(dz) 1

o~ A SR A0 D = P )

Wykonujage transformacj@ ‘odwrotna otrzymanej zaleznoéci znajdujemy, 1],

| R 101 . h— |z} o
(11.1) Fm(z,p)=ﬁe b izlh.:——[e u (e ’zl)erfc(—-z—]r/ﬁ——aﬂ‘/x —

20y
: h—|z]| __)]
oy (B—12D) orfe | .
¢ erfc(zl/?ﬂt +aq )/ xt

Tak wiec je$li we wzorze (5.3) na miejsce funkeji Fa(z, 1) podstawi¢ funkcje
Fay (z, 1), to otrzymamy poszukiwane rozwigzanic. Nalezy jeszeze dodad, ze funkcja
Fni(z, 1) jest catka wzgledem zmiennej z funkeji Fy (2, 0. ‘

Przypadek 2. Zgodnie z tym, co powiedzieliSmy omawiajac przypadek 1, rozwig-
zanie w przypadku 2 opisane jest wzorem (5.5), w ktorym na miejscu Fyp (z, £)
wystapi fonkcja Fpy (2, 8). o '

Przypadek. 3. Przypadek ten jest superpozycia obu poprzednich przypadkow
i rozwiazanie opisane jest wzorem (5.6), w ktérym na migjscu funkeji Fa (2, 1)
wystepuje funkcja Fauq (z, 1) '
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Uwaga. Zwiazek miedzy Fyuy(z, 1) i Fu(z, £} w postaci calki
. K4
(112 Fu (2, 8) = [ Fa (G, 0)d
h

trzeba bedzie wykorzysta¢ przy omawianiu sposobu wyznaczenia pola przemiesz-
czefi i naprezen.

12. Stan napreZenia i przemieszezenia

O ile poréwnamy wzory opisujace pola temperatur w rozdziale I i w obecnym,
to okaZe sie, Ze ich budowa jest taka sama i ze réZnia sig migdzy soba jedynie wspot-
czynnikami. Z tego mozna wyciggna¢ wniosek, ze to samo bgdzie dotyczyé wzorow
opisujacych stan naprezenia i przemieszczenia. Korzystajac z tego wniosku mozna
podaé wzory odpowiadajace otrzymanym w tym rozdziale polom- temperatur
dokonujac we wzorach podanych w rozdziale pierwszym jedynie prostych pod-
stawien. . ' :

Przypadek 1. Poréwnanie wzoréw opisujacych pola temperatur (1.10) 1 (1.3)
pozwala stwierdzié, ze na to, aby otrzymaé poszukiwane skladowe stanu napreze-
nia i przemieszczenia, trzeba w odpowiednich wzorach z rozdziatu 1, p. 3, przy-
padek 1, dokonaé nastgpujacych podstawien:

zamiast podstawic -

T() ‘Q .
24
(12'1) ﬁm! "'t)im Ym s a‘:zzm » m=1,23, ..,
Bam
Anm ’
Ym

a w szeregach pojedynczych, W mianownikach zamiast ch (a,h) podstawié
ay sh {ag h). :

Przypadek 2. We wzorach oméwionych w rozdziale I, p. 3, przypadek 2, nalezy
wykonaé¢ nastgpujace podstawienia:

zamiast podstawié
T, ¢
24
(12.2) Vons O BusPoes  m=1,3,5 ..,
B Ann
nm ﬁm >

a w szeregach pojedynczych, w mianownikach zamiast sh(aph) podstawiC
ay ch (ap h).
Przypadek 3. Przypadek ten jest oczywiScie superpozycja obu poprzednich.
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13. Stan naprgienié i przenﬁeszczenia {rozwiazania asymptotyczne)

Na to, aby korzystajac ze wzoréw podanych w rozdziale Il otrzymac wzory opi-
sujgce stan napreZenia i przemieszczenia w rozpatrywanym przypadku, mozliwe
sa dwie drogi. Plerwsza droga, to catkowanie wzgledem zmiennej z transformat
rozwigzania i nastepnie wykonanie transformacji odwrotnej’ Druga droga, to
calkowanie wzgledem zmiennej z retransformaty [por. wzdr (2.2)]. Transformacja
jest operacjq liniows, a wigc obie drogi sa sobie réwnowaine.

CZESC 1. PLYTA PROSTOKATNA
Rozdzial V. Rozwiazanie. Scisie
14. Pole femperatury

Przypadek 1. Pole temperatury okreslone jest rownaniem rozniczkowym

oT 2T RT 2T
(14.1) :»c( )

o Tl T o2 022
warunkiem poczatkowym
{14.2) T(x,»,2,0) =0
oraz warunkami brzegowymi
Ty f{x,y) na obszarze I'(0 < x <<, 0 <y < by,
TGy, h, 1) = { il 5 ) ne 087
0 na powierzehni P — I,
(14.3) T(0,y,2,0)=T(,210)=0
T(x, 0,2, )= T(x,b,2,1) =0,

gdzie f(x, ¥) oznacza funkcje okreélonq na obszarzc I <= P i spelniajaca warunki
Dirichleta.

W celu rozwigzania réwnania (14.1) posiu2ymy sig transformaqq Laplace’as
[22] i [25]. Po wykonaniu transformacp rowname (i4.1) przyjmuje postaé
oo 92T, 22T, aZT '
144 ULy TR TR T, =
(144 oxz | oy | oz eT, =0,

a warunki brzegowe (1.3) .
. | Tof(x, y)/p na obszarze 1
Ty, £hp) = \0 na powierzehni P— 1T,

{14.5) TL(O, ¥, Z, p) = TL(a’ v,z p) =0,
TI_.(X: 0: Zy P) = TL(X, b, z, p) =0,
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Jesli funkeje f(x,y) rozwingé w podwdiny szereg trygonometryczny

(146 ()= D' Awusin(@ux)sinBuy),  moa =123, .,

m,n=1
w ktérym Ap, oznaczaja wspolczynniki rozwinigcia w podwajny szereg Fouriera,
am}== maja, fa = nufb, to rozwigzanie réwnania (14.4) mozna podaé w nastgpu-
jacej postaci:
ch(az)

T, (x,y,2,p) = — Z Amn sin (0 x) sin (8, y) =~ ch(ah)’

m,n=1
gdzie o2 = «i,4-f54q2.
Mianownik rozwigzania posiada miejsca zerowe w punktachp = 0,p = — % (a2, +
- frtyi), gdzie v, sa plermastkaml rownama przest@pnego

(14.7) cos (ph) =0,  yp=—r =1,3,5, ...

Miejsca zerowe mianownika sa biegunami pierwszego rodzaju i wykonujgc
transformacje odwrotna otrzymujemy

N i . . Ch (19m11, Z)
(14.8) TGy, z, ) =50 Ty {m;; lAm-n sin (ane x) sin (Ba ) g =
— " Awas sin (am x) sin (Ba y) €08 (y42) exp [—x (Fhn+ 7)1}
wm,n, k=1
gdzie
k-1
24w yy (— 2z

=

Gdy t — oo, otrzymlijemy_ stacjonarne pole temperatury podane w pracy [20]

Ch (’ﬂ)nﬂ, Z)

{14.9) T, y,2)=Ty Z A Si0 (g X) sin (fa y) — ch (ﬁm'n h)

m,n=1

Przypadek 2. W tym przypadkuo pole temperaiury opisane jest réwnaniem (14.1),
warunkiem poczatkowym (14.2) i nastepujacymi warunkami brzegowymi:

+ Tof(x, ¥} na obszarze T
T(x,y,_'th,f): { ’ ( . .

0 na powierzchni P — T,
(14.10)

TWO, p,z, 1) =T(a,y,z, ) =0,
Tx, 0,2, =T(x,b,2,1) = 0.
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Jak wynika z wypisanych warunkow brzegowych pole temperatury jest anty-
symetryczne wzgledem plaszezyzny z == 0 i dlatego na miejscu ch { wystapi sh (.
Postgpujac w dalszym ciggu tak jak poprzednio otrzymujemy rozwigzanie w naste-
pujacej postaci:

1 - h 'ﬂmn
(14.11)  T(op,z, 0 =7() Tg{ Z A Sin1 (G X) sin(ﬁny)ms Bnn2)

e, =1 sh ('3’11?41, h)
T 2 Bnp sin {tm X) 8in (Bu ) sin (wyp 7) exp [— = (ﬁ'fm+0)§, ) t]} ,

ey Ty P—=1

gdzie
o o Amuwp (1P
e h ("?%nn + wi,) ’

a liczby wyp sa plerwiastkami rownania przestgpnego

o
(14.12) sin {wh) =0, wp = e p=1273 ..

Pozostale oznaczenia, jak w przypadku 1.
Gdy t -= co, otrzymujemy rozwiazanie podane W pracy {201:
Sh (ﬁmfn Z)

(14.13) T{x,y,2) =Ty Z Amn sin (am X) sin (Bx ¥} m)’m—la

m,n=1

Przypadek 3. W tym przypadku ogrzewana jest jedynie powierzvhmia z =#h
i pole temperatury okreslone jest réwnapiem (14.1), warunkiem poczatkowym
(14.2) oraz warunkami brzegowymi:

Ty f (x, y) na obszarze I,
T(x, p, b, 1) = {

i 0 na powierzchni P — /)
(14.14) ! T(x,y,—h, 1) =0,
T(O’ ¥, 2, 1L) == T(ﬂ, ¥, 2, r) =0,
'I’(x, 0, z, r) — T(x., b, z, 'f) = 0_

Jak wynika z wypisanych warunkow brzegowych, poszukiwane rozwigzanie
jest superpozycja obu poprzednich przypadkow i wyraza sig nastepujacym wzorem:

sl . . Sh [ﬁ‘fn/,q, (Z+h)l
(14.15) T(.,\,, ¥, Z, t) = 17 (t) TO {m gl Anmﬂ S%n (am_ x) Sifl (ﬁﬂ y) 755 (2‘19?1”', }1) —
1 i : :
— > Ak sin (am %) sin (Ba y) c0s (i 2) exp [ (o trh) 1] —
m,n, k=1
1 = . . - 2 2
7y Z Binap sin (g X) sin (B ¥) sin (wp z) exp [— % (Bt wp) Tl
m,n, p=1
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Gdy t — oo, powyisze rozwigzanie przechodzi w zpane rozwiazanie stacjonarne,
[20],

(14.16)  T(x,v,2)=1T, Z Amn sin oy x) sin (B, )

m,n=1

sh [“&mn (Z+h)]
st (20 )

15. Potencjal termospreiystego przenieszezenia

) Postugujac si¢ funkcjy potencjatu termosprezystego przemieszezenia [por. (2.1)]
réwnania Lamégo sprowadzarsiq do jednego réwnania
LS o ¢ B F ()] I+

(15.1) E{ + ay? -+ M;)_ZT =Ty, Py = ﬁl‘w'v .

Poszukiwaé bedziemy takich rozwigzan szezegdlnych tego rdwnania, aby bylo
@ == (0 w plaszczyznach z = +h oraz na powierzchmiach x =90, x =a, y =0
1 y = b. Poszukiwane rozwiazania maja postad nast¢pujacy:

Przypadek 1

152) @ Ty & A Zn (2)
) fr e —
(15.2) (x,y,z, ) =5 () Ty &y {mgl man SN (“m x} sin(fn y) ; 2,&2 2 "k (G B)
it . Amnk 2
+ Z PR sin (am x) sin (fa ¥) cos (yx 2) exp [— = (5, %) 113,
m,, k-1 mn‘f

gdzie
o Zmﬂ (z) = ﬁ'mn z Sh (’8'111,1@ Z) —_ T?mn h th (ﬂm,n h)ch (ﬂmﬂ, Z)<
Przypadek 2

Sma(z)
(153) @ (x,3,2,0 =5 () Ty dy {m;lfim S (o x) sin By} 3 0 )
i B
+ 2 S22 sin (dim x) sin (Ba y) sin (g 2) exp [— Dot
e mn+

gdzie
Smn (2) = Oy z ch ('ﬂmﬂ, Z) — Sy b cth ('&mn h) sh (ﬁmn Z)-

" Przypadek 3. Ten przypadek jest superpozycja obu poprzednich i wyraza sig
polowa sumy funkeii (15.2) i (15.3)

an (Z)
(15.4) d)(:\» .z, t) - ??(t) TU ?90 {m; lAmn sin (am X) sin (ﬁn J) 2ﬂfm +

1 b Amﬂ..’c

a — sin (a, x) sin cos(viz)ex w (82, 2y ]+
2 i, n,ZI;:l ﬁfnn‘l"}’k (em )sin(Bny) (V’” ) p[—=( mn; v i]
I 3 Bany i

+y o ol sin (amX) sin{fn y) sin (wpz) exp [—”(ﬁmﬂ+(up) i,

m, o, p-1 MR

gdzie

Conn (Z) == gh (ﬁ'mn h) ZLomn (Z)+0h ('ﬁmn h) Sinn (Z)




16. Stan, napreZenia

Stan naprezenia okre$lony potencjalem wyznacza sie ze wzoru (3.1).
Dazyé bedziemy do tego, aby na powierzchniach z = +h spetmione byly dcisle
nastgpujace warunki brzegowe:

(16.1) Gzz (x, Y, i h, f) == 0, Txz (x, ¥, + h’ t) = Tyz (xa ¥, i h; I) = .

Stan naprezenia okreslony potencjalem nie speinia tych warunkow; w celu ich
speinicnia dodamy sktadowe stana naprezenia (oi7), ktory okre§limy za pomoca
funkcji Galerkina @, spetniajacej jak wiadomo rownanie biharmoniczne

(16.2) p2 2 ¢ = 0.
Skiadowe stanu napreienia wyraZone przez ig funkcie okreélone sa zwiazkiem,
{201,

163) 5y = [a(a - 32)+
(163) 0w =75 |5 \ V" " oigy

0 Y
+(1-—-‘1’) Vz(aizgj+ajzg)]‘ps f,.f:XaJ’:Z-

Skladowe stanu napreZenia otrzymane za pomoci potencjatu i funkcji Galerkina
spelniaja warunki na powierzchniach z = +h; oznaczymy je a;,- = oy 0ij.

Do spehnienia pozostaja jeszcze warunki na brzegach: x = 0, x = a, y = 0 oraz
y = b, Warunki mechaniczne na tych brzegach spelnimy w sposdb catkowy, a skia-
dowe nowego stanu naprezenia, ktére trzeba dodaé, aby te warunki spetnié, ozna-
czymy (o‘;j)

Tak wiec, stan napreZenia spelniajacy warunki na powierzchniach z = £ h
w spos6b scisty, a na pozostatych w sposdb przyblizony, wyraza sie suma (o) =
= ()4 ().

Przypadek 1. Korzystajac ze wzorow (3.1) oraz (15.3) znajdujemy
. = Zonn (2) o— Zoin (Z
e = 1 (f) 2GTo ¥o {m;_‘ IAmn sin (am x)sin (fay) k;%}%l(ﬁm—:%)&)

oo 2 2
Lt Vesin (c ) sin (B ) 0 (7:2) X
nm_s’?’k

o m,n, k=1

wexp[—x (’ﬁ:;'n,n_"?"}lc) I]] s

5 s s Zon (2 — Zin(2)
Ay i (e X) sin(fn ) - .?I;,,:?z (:;; (’ﬂm?:n;) -
mn -

G'_y.y =1 (I) 2GT0 1(}0 {

", =1
oo 2 2
Oy, +V , .
+ Z -ﬂfm-—-f Amng sitt (et x) sin (fn y) cOS (vrz) %
m,m, k=1 m'u"i"'}"k

X eXp [‘H * (ﬁfn.nf'i" Y?c) t ]} ’
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5 N o Zal®)
Oy — 2’}} (f) GTQ 19’0 { A«mﬂ 51n ((I x) S]n( —~L _I_
| 2 S0 En0) Tk )
+ - ﬂ.fn +ﬁ$z . L
m,n, k=1 ﬂim‘l‘yi: A?,m”c sinan x) sul (ﬁ'n_]’) cos (’}’Ic Z) X
(16.3.1) xexp (@D},
- s B Zmn (2)
Toy = 20 (1} Gty { Ay €08 (e X} COS —
| m,;—:l " " (ﬁﬂ ) Zﬂfnn ch ($mnh)
it Um ﬁn o
+ m At €08 (et x) 008 (B p) cOs (Yr2) X

W, 9, B=1

< exp [— x (92, +7%) i]} »

B > , ﬁﬂ' Z;am(z)
Tyz =27(8) GTyd Amn Sii 202 ch(do Y
| vz B GTy U{m%;I ma 5L ((lmx)‘COS(ﬁ??»y‘) ZﬁfnnCh(’&mnh)
Bayy R o
. Tﬂi a2 Amni sin (ap x) cos (fa y) sin (yi2) X
m,m, k=1 MR IR
X exp [— % (F, -+ t ]} .
B . o ' amZ'. (z)
— 2 GTed] S Amnc i T
Tae = 27(7) 0 0{%%1 mn €08 (it X) sin {fin ) 282, ch (D h)
= A Vk
4o N L A €08 {@m X) SIN sin )X
m,?%;[ 'ﬂim'{“?"?c e ( " ) (ﬁﬂy) (}’kz'

% exp [— % (Fpa+7E) t]} :

Wypisane wyze} skfadowe stanu naprezenia nie spelniajy warunkow brzegowych
na powierzchniach z = th. Celem spehienia tych warunkéw dodajemy skiadowe
takiego stanu naprgZenia (i), okreslonego- funkcja Galerkina, ktéry pozwala
na ich spelnienie. Funkcje Galerkina spelniajaca réwnanie biharmoniczne przyj-
mujemy w nastgpujace postaci:

(164) o=nOT ﬁo{ Z Ama sitt (2 %) sin (Bn ) Mmn (2) +

=t
+ 2 Amnt sin (uzm X) sin (By ¥) Naar (z)exp [—n (ﬁfrm”i*??c) ‘]} 1
m,n, k=1
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gdzie funkcje Mmn (z) oraz Nmak (2) przyimuje si¢ w postaci
Maa (Z) == Cf,‘,l,, sh (ﬁmn Z)+ Cgﬁ)ﬁ Pn z ch (?9'??”} Z) s
Npnk (Z) = pi ik sh (ﬁmn Z)+D§123;;,;c Pma z ch (ﬂmn z).

W c@. b i DO, wyznaczamy z warunku brzegowego
dla z = 4k (3.1). Otrzymujemy

State catkowania C&

Cgria)n = [(1 — 21’) — Pmp b th (ﬂmn h) mn, )
\ @ 1—2»
Cmn = W]—(ﬁ—h) s
(16.5) mn G \¥ma
- Dgrlgnh: = (1 —2») — Do Bt th (P )] Dg,)y,;;,-; s
Bt
P Vi (1 —2)(—1) kK ch ($mn h) -
2 (Bt v ) [5h (B B ch (S )+ B ]

=-—( "“ZV)D%:L

Dodajac do siebie skladowe stanu naprezenia (ay7) oraz (oy;) okreslone wzorem
{16.3) otrzymujemy skladowe stanu napreZenia:

Oy = — 2G7 () Ty Py {(1 — ) 2 A Sin (@ x) sin (B y) %

m,n=1

ﬁ%a ch (#ma 2) S Batvi
R hen Asmnge sin (apm x) sin o4
o ch Gn ), ot T i (am x) sin (Bn )

X cos (yp z) exp [— ('ﬁ-?,‘,m—}—yi.) ]+ 2 Amni DD G sin (ap x) X

m, k=1

sin (B y) (20 Fy €h Bonn )0t Gy ()] exp [ 22 (D +yi0) 113,

Oyy = —2G (I) Ty dy =(1 %) Z Asmn sin (o x) sin {f, y)y\
P, =1
sz ch (ﬁmn Z) i ] Vk:
. e e i . y
- A 19‘12% ch (dma h) T ;ﬂfnn‘{‘ 7 Amnk S (o x) sin (Bn pYx
> COS8 ('Vk Z) exXp {'_" " (?Bf)th}’k) t]+ Z Amn}g-jjizﬂk '(977”1, sin (Ctm x) X
wm, k=1

X sin (ﬁﬂr y) 2» ﬁfnn ch (Pnn Z)+ﬁn Gﬂm (#)] exp [— = (ﬂmn + 'J"?ﬂ) I]}’;

& 7’.‘.’,+ 16?1
'Bfnn'i_

5 Amni 8in (am x) sin {fiy ¥} x

oL, = 26y (1) Ty ?9-0-{

m, n, k=1
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(16.6) 1 ;
) x 08 (i Z) exp [— % @ty 11— 2 A D3y Dy, 501 (0 %) %

im,n, k=1

xsin (fn ¥) G(an, (z) exp [— =« (ﬁmn"i_?’%a) t]} ’

Tyy = — 261 (£) Ty g {(1 — ) Z Amn c08 (am x) €08 (fn ¥) X
m, n=1
[£F ) ﬁn ch (ﬁmn Z) bt Uiy 51;

By ch Fma B St Vh

’B‘%ﬂﬂ, ch (Hma B) 5 Amak €08 (tm X) COS (fny) %

m, k=1

wcos {yrz)exp [—x (95 m+?’k) t]— Z Apmnk Dnmk am P Fopn X

m, k=1

< c08 (a %) 008 (B ¥) G (2) exp [— 5 (Pont-¥2) r}}

, w1 Bavk -
Ty, = — 267 (I) T ’&o{ Z _é_zﬁ""}: Amauk 8inn (o X} COS (ﬁﬂ ¥} X

B k=1 M T VR

 sin (i 2) exp [ (F-+7E) 114 2 Amute Dy B T X

k=1

Xsin (i %) €05 (B ) G () €xp [~ Wy 47D t]}

[=0)

m}'k
2 1 mn+

0, k=

Ty, = — 2G (O Ty 1?0{ A?nn,?g ¢0s (am x) sin (fa y) e

8 (v 2) exp [ ® (5,75} t1+ Z Asmni D o P X

o, k=
< cos o )0 (5 ) 6By () exp [ (Fat7D) 1,
w ktorych przyjeto nastgpujace oznaczenia:
Goy (2) = [2 (1 - ) — Oy b th (Prun 1)} B (Srun 2)+-F i 2 sh (Foun 2),
G2 (2) = [1 — Pman b th (Fn )] sh (S 2)+Pna 2 ch (Fmn 2),
G2, (7) = Pimn b th (Spp B) ch (Fman 2) — Fn 2 $h (S 2),.

Wypisane wyzej sktadowe stanu naprezenia (cr;;j) spelniaja w sposdb §cisty wa-
runki brzegowe na powierzchniach z = +h. Nalezy jeszcze spelni¢ warunki na
powierzchniach: x =0, x =a, y =10 oraz y =b. Warunki brzegowe na tych
powierzchniach spelnimy w sposéb catkowy.
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Widoczne ]est 7e na brzegach x=0ix=aorazy=0iy=2»> zmka}q naplgze-
nia normalne Oy 1 crw, pozostaja natomiast naprezenia styczne oy, - rvz i Typpe
z ktorych naprezenia T, tworza, wypadkowa silg styczna

EO‘I Um ﬁn
(16 7) = 4677 (t) TO ?90 {(1 _ 7’) Amn cOs (Ctm x) cOSs (ﬁﬂ y) '“1'9’—3 —
. m, =1 ] . i
. . E - " ﬁ -
< th (Doan ) - . Am cos (um ) cos (B ) (— 1) 2
! n = (’amaﬁ y}c)

K exp [—x (ﬁmn Fyi) f] v Amﬂi’c Dmnk o P cos (am x) cos (Bu y)

Wiy My R: -1

x [(I _— 2’1") Sh (1?‘1)”; h) Ch (ﬁmn h) l"ﬁmn h] cxp [—_' X (‘9’}],11,_% V‘i-) r}} -

Podstawiajac do funkeji (16.7) kolgino x=0, x=a, y-=0 oraz y=0, otrzy-
mamy wypadkowe sit stycznych wystgpujace na brzegach plyty. Wypadkowe te
oczywiscie 53 rdzne od zera. Dla wyeliminowania tych sil stycznych postuzymy sie
nastgpujacym sposobem, Do skladowych stanu (cr;j) dodamy skladowe stanu (o"i'j)
odnoszgce sig do grubej plyty w stanie izotermicznym. Mianowicie na brzegu
x =0 przylozymy sily styczne — Q (0, y)/2h, na brzegu x =g sily styczie
-— Q@ (a, y)/2h, na brzegu y = 0 sily — @ (x, 0)/2h, wreszcie na brzegu y = b sily
—Q{x, b)/2h. Sily te w3,f\zvo’(ajac w plycie plaski stan naprgzenia schdraktelyzoWany
wielkodciami o, a;y i Ty,  Dodanie skladowych stanu napreZenia (o) do skla-
dowych stanu (O’ij) okresla stan {0y;), w ktérym spetnione beda warunki brzegowe
w plasrczyznach z = +h w sposéb écisty, a w pozostalych plaszczyznach ogra-
niczajagcych plyic w sposéb przyblizony. Przysiapimy obecnie do wyznaczenia
stanu papreZenia (oy)).

Stan naprezenia (oy;) jest plaskim stanem napreZenia i w celu wyznaczenia jego
sktadowych nalezy rozwiazaé réwnanie Airy’ego

P22 F =0
z warunkami brzegowymi
aF 9a2F @ L
?;27 =0, — ();d)_f S =0, jesi x=0 4 oraz X =a;
ey I *F =0 __7()27F+2 =0, jesi y=0 oraz y==b
( ox2 ’ oxoy 2k ’ ) '

Funkcje F obieramy w postaci sumy dwéch szeregdw

4Gy (1) Ty 9y { & sin (am X) ;
169) F=—" (; : U{ (azm (A5 sh(am3) + AR o y ch (am )+
m=1 "
@ (ﬁ YD) oy @
+A @ ¥ sh (Glm y)] Z """"" B sh (ﬁn X)—i—B ﬁn x ch (ﬁn. xy+

.,g,Bg) B x sh(fa \}]} -
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Warunki brzegowe (16.8) prowadzg do ukladu rownan:

(16.10)

ALY sh (et BY+AD oy b ch (o b) +AY @ b sh (am by = 0,

B sh (B )+ B By a ch (B @)+ B B a sh (B a) = 0,

oo

D A+ AR cos (am x)+ B sh (Bn )+ (BP+BD) ch (B 1)+
n=1I

m=1

fBg:). B x sh (fu x)+BY fa x Ch(ﬁn x)] =

o0 o0 )
o — (1 — 1’) 2 Aﬁ.n cos {am X)-} Z (A;raftk+1?ﬂzﬂzk) Cos (am x) ”
=1 0, A, e | )

2 [Af,,? sh (am b)—}—(AS?? —}-Agf;)) ch (o IJ)%A;Z,,) aim b sh (o BY-F
]

+ AR e b ch (am b)) cos (amx) -+ Z (—1)" [BY sh (B x)H(BP-+BF) x
-t
Heh (Bn x)+BS fo x sh (fu x)4B B x ch (fn x)] =

= — (I -—%) E /;l_nm cos (flm X} (— 1)ﬂ‘$'

i, w=1

+ 2—? (A;nnk’F‘Awmk) Cos (am x) (# l)ﬂy ‘

e, M=

2 [AE,? sh (am ¥)-+ (Aa(v;la)ﬁL A-gfi)) ch {am y)+ A?ﬁ’ tm ¥ sh (am ¥)+

M= |

+AG am y ch (an Y]+ ' (BY4BP) cos (Bay) =

=1

= (1 — ) Z ;iwm cos (P y)+ E (/imn.'"4/‘1;nnia} cos (Ba y),

m, n=1 m, it k=1

D 1AS) sh (am 1) AR+ AD) ch (am 1)+ AL am y sh (am y)+
=1

FAS) am y ch (am M) (— D7 DB sh(Ba)+(BY+BD)ch (Baa) -+

= |

+B2 B, a sh (B4 a)+BY B4 a ch (Brn a)] cos (Bn y) =

= — (1 — ) Z ;‘im'n cos (fn y)1 2 (erfc“]‘j;nﬂk) cos (frny),

t m =1 m,n, f=1
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w ltorych

X {gn
,19,3

mn

A_mﬂ, = Amn th (T-?mn h), -

. k

_ « — 1

Amnr = Amak -2 ﬁﬂ L"* exp [— (31 nt i) i,
G 17Dy 0T

;-mﬂ,k: = Amng I_)S,m;., a-— 2v) sh (ﬁmn h) ch (’?9'mﬂ h) + Gmn B eXp [— % (ﬁfmb *‘r"}’%‘c) 1l

Wyrazamy nastepujace funkcje szeregami trygonometrycznymi

ch (fn x) = 2 EE::I)IL cos {am Xx), fa x sh{(fn x) = 2 EE?Z,; cos (tm X),
m=1 ' m=1
E(3)
sh (fn )4+ fnx ch(fnx) = 2 ED, cos (om ‘c)—l-
m=|
ch (o y) = Z F) cos (Bny), amysh(emy) = ZF%)?L cos (fn 1),
At =1

(3)
sh (am J’)J‘ U ) ch (a,,,, J?) — Z F(:,?,,),,,, cOos (ﬁn y) ‘{% .

gdrie
E_(,lzm 2_‘81@ ﬂfﬂi) (_, 1™,
a P
. 28 oy —
bgn.zgn - aﬁzn lﬁn a ch ([))71. a) ! —sh (ﬁﬂ, a)](—— 1)7"'
mn mn
{(3) .
R
- = sh(Bna),
20 (— 1ym ch (5?1 ay—
Egtsgn - 92 [ am {}2 T M}_ﬁn a sh (ﬁﬂ a) (— 1)y,
{16.11) Amn mn
2am Sh (am, b)
F(l), — . 1)13
W b ﬁm ( .
2t N
F%L)’-‘ly = bﬁ'z [(,Lvm, b ch (am, b) ?.(9'2 Sh (Cl’.m, b)] (-—- 1)”
T ] i
F |
= sh(amb),
L 1)rch (am b)
F, = bﬂzlz n T g2 = : Jram b sh {am b) (— 1)” .
mn b ma
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Gdy uwzglednimy powyzsze wyniki, uklad réwnad (16.10) sprowadzi si¢ do na-
stepujacego: ‘

o

{AR)sh(amb) -+ A i b ch(cm b)Y+ A [AD 5h (s DY+ ADern ]} -

oy b

—Z‘Bg:{')“i“B'(;f) =—1—17 Z Amn+ y (Amnit Amni),

m]s 1

o>

1 ~
2 O b {A(l) Sh (szm b)+A(2) U b Ch'(am b)—l—Am-n [Aglfb) Sh (a?ll'b)+

m=

BY sh(fna) + B B; a2

2) " — = — {1 —
+AD ay b} (= 1)m B sh By ) (I—»)x
(16.12)
hoe 2 Hm-n ('—' Ly + Z (Zmﬂ.kJrZ;rch) (_‘ 1=,
m=1 k=1 )
oo ] . - 5
2 m {Bg) sh (ﬁn 0)+B$§)ﬁn ach (fjfna)—i—an [BS:) sh (ﬁn a) “i“B( )ﬁna}} +
=1
.%—A%)—!—Aﬁ) =T e (1 — T’) 2 Amvrml Z (Amnk‘r" Amm}
n, K=
o (1 (2 B (1)
Z fual {BD sh (Bu a)+BD ua ch (Br )+ Bum (B sh (B a)+-
AW sh (ag b) 4D a2 b2
B® _qyn O m Ym VT
-+ n_ng'n Cl]}( ) L b sh (fim b)
—— (1 —_ 'J—’) Z Amn ("—‘ 1)n+ 2 (Amnk BB Anmk) (""‘ 1)”
i, k=
gdzie
;{ . 4am ﬁ,zt [1 — (-— I)” ch (Olm b)] —~ ‘?ﬁn a [1 — (‘_‘ l)m ch (ﬁ'n‘i a)]
mu = b9%,. sh (am b) » o B @ 5B (B @)

Otrzymahsmy tutaj meskonczony uktad réwnan., Oglamczajap sig do r wyrazow
szeregdw (16.12) napiszemy 4r réwnan., Rozwigzanie ich daje wspoiczynaniki
AR, s BD, ktbre wstawione do funkcji naprezes (16.9) pozwola na przyblizone
wyznaczenie naprezen dodatkowych o
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Nalezy dodaé, ze poszukiwane wspélezynniki zaleza od czasu. Po prawej stronie
rownodci (16.12) wystepuja szeregl podwojne, zbieinosé wzrasta wraz ze wzrostem
czasu. Dla malych czaséw szeregi te sa wolno zhiezne, a to wplywa bezposrednio
na liczbs wyrazéw. r w ukladzie réwnafi. Otrzymany uklad réwnan jest wige nie-
wygodny, gdy trzeba obliczac wspblczynniki odpowiadajace matym wartosciom
crasu. Z tych wegledow w nastgpnym rozdziale podane bedzie rozwigzanie asymp-
totyczne, odpowiadajace malym warto$ciom czasu.

Przypadek 2. Zgodnie z przyjeta numeracja, rozpatrywany przypadek odpowiada
antysymefrycznemu polu temperatury, opisanemu wzorem (14.11). Wzory opisu-
jace stan napre¢fenia (O’:;j) maja taka samg budowg, jak wzory (16.6) i na to, aby
otrzymaé odpowiadajace temu przypadkowi skladowe stanu naprezenia oj; wystar-
czy we wzorach (16.6) dokonac nastgpujacych podstawieri:

zamiast | podstawié
ch{ sh £,
sh chi, .
th cth {,
cth th ¢,
(16.13) Aprk Bap [por. (1.11)],
Vi wy [por. (1.12)},
sin (yx z) cos (op 2),

cos (vx 2) sin (my z),

F—1

n7 e

Otrzymany w ten sposob stan napreZenia nie spetnia oczywiscie warunkdéw brze-
gowych na powierzchniach x =0, x=a,y = 0 i y = b. Naprezenia styczne

. b it U ﬁn sh (’ﬁmn Z)
Tyy = — 267 () Ty P {(l —) 2 Amn €08 (tm X} €08 (B2 1) Wmn h)._ —

=1

> Uin ﬁu

’ 2 2
I, 1, P=1 ﬂmn—{-wp

Bunyp €08 (am %) €05 (Br ) sin (wp 2) exp [— = (92, o) 1] —

- Z Bﬁwp Emn'p @ fn Pma COS {am x) cOS {(Bny) Hmn (zyexp [—» (ﬁim+ U’%J) t}}

i, #, p=1
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tworza wypadkows rowng zeru, ale wzgledem plaszezyzny z = 0 tworzg moment
skrecajacy

(16.14) M = __‘4G7] () To {(1_ ) Z A cos (ay x) cos (fn ) %
) n,n=1
v U ﬁn [ﬁmn h ch (ﬂmn h) —sh (’!917111 h)] - >°2| ﬂ
mn sh (P h) (ﬂnm+wp) D

Bmnp cos (e x) X
M0, p=1
3 €08 (B y) (— 1)P exp [ x (#}y,, +@3) 1] —

oo - .
- - _
- } Bonp Emap @ fn Oma cos (o X) cos (Bn ¥) Humn (h)

m,n, pe1
< exp [ # Gt oD) 1,
gdzie oznaczono:
By — = wp (— P sh (Pmn k)
P (D2 + %) [sh (e h) ch (ﬁmn B+ P b1’

Hpa (2) = [2(1 — ) — Do b cth (Sun 1] sh (Gun 2)+Omn 2 ch (Fun 2},
. If. '
ﬁ‘mﬂ (h) i é [ zH o (2} dz =

(1 _ ,_1) [ﬁmﬂ h Ch {(Pmn h) ~—sh ('an ’1)] sh (ﬁmn h)— ﬁfmz
Poin sh( (Dmn 1)

Dla usunigcia naprezen "cw, vv),stqpumcych na pionowych brzegach plyty nalezy
do sktadowych stanu naprezenia (g;;) dodaé sktadowe stanu naprezenia (aﬁ)

Rozwazmy plytg prostokatng w stanie izotermicznym. Niech na jej brzegach
pionowych dzialaja momenty skrecajgce, okreflone wzorem (16.14). Stan napreze-
nia wywolany dzialaniem tych momentéw skrecajacych jest stanem naprezenia
— (0y;). Dzialanie momentéw skrgcajacych na brzegu mozZemy zastgpi¢ dziataniem
sit tnacych, roziozonych w sposéb liniowy wzdiuz wysokodci plyty. Tak wigc na
brzegu x == 0 przytozymy poziome sily tnace — 3zM (0, y)/2h%, na brzegu x = a
site tnaca — 3zM (a, ¥)/2h3, na brzegu y = O — 3zM (x, 0)/2h3 i wreszcie na brzegu
y = b przylozymy sile ‘tnaca -— 3zM (x, b)/2h3. Rozwazymy cienka tarczg prosto-
katna o gruboéci jednostkowej, obcigzonej na brzegu x =0 sita tnaca
— 3M (0, y)/2h2, na brzegu x = q, sifa tngca — 3M (a, y)/2h? itd. W tarczy powsta-
nie stan napreZenia (o). Stan naprzZenia (oj;) otrzymamy z relacji (o7) =
= z (o} "’)/h Dodanie do siebie skladowych stanu (O'H) i (o3 okrefla w wyniku
stan naprgzenia (o), w ktorym w sposob Scisty spetnione sa warunki mechaniczne
na brzegach z = +h i w sposéb przyblizony na brzegach pionowych plyty. Tutaj
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przy wyznaczeniu stanu (of)) mamy do czynienia, podobnie jak w poprzednim
przypadku, z zagadnieniem tarczowym, prowadzgcym do omodwionego juz nie-
skonczonego ukiadu réwnan,

Podobnie jak w przypadku 1, funkcje Airy’ego F obieramy w postaci sumy dwdch
szeregdw '

6Gn (D) Tody | vasin(amx) _ . - )
(16.15) F= —%{ > # [A5) sh (am V) +AT ¢y ch (g y) +

m=1 Ty

in (f J)
+A$n Uy ¥ sh (a'my) + Z ﬁ - (!) sh (5” )%B(z}ﬁn' ch (ﬁﬂ Y)T
w=1 i3
- BDB, x sh (B x)]}
Funkeja F musi speinia¢ nastgpujace warunki brzegowe:
02F o0rF IM .
ayz*(” —-—a—@+%—0, jefli x=0 oraz x=a;
(16.16)
= *F M 0 jesli 0 b

{*{’)}3—0, dedy—}—ﬁm , . JeSi y= oraz y=2»,.

Warunki brzegowe (16.16) prowadza do ukladu réwnan, ktory roini sig od
uktadu (16.10) jedynie wspolczynnikami. Nalezy wigc w ukladzie (16.10) dokonad
nastepujgeych podstawien

zamiast podstawié .
Am 3 arey By, . A:m 5 eeey Eﬂ, [pOI. (}6.9) i (16.15)] N

Y 1 4 Ui .Bn [ umn i ch (ﬁmn h) ““Sh (ﬁmn 3]
ma mn — Amn 79;21;41 sh (ﬁmn ﬁ)

[por. {16.14)],
1617 ol (1)

mank mn 9
A B » = ’ﬁl iy 2
( mn

exp [ (2, -0} 1]

?J) » )
[por. (16.14}; sumowanie p == 1,2, ...],

Z{mnh ymnp = Bunp Emnpﬁmn (k) exp [—x(ﬂ:%nn+f’)§1) 1]
- [por. (16.14); sumowanie p = 1,2, ...].

Jesli wyrazimy odpowiednio funkcje hiperboliczne szeregami trygonometrycznymi
wedlng funkcfi cos {, to uklad réwnan, z ktorego wyznacza sie wspdlczynniki
AD , B sprowadzi si¢ do ukladu o postaci (16.12), w ktérym nalezy dokonaé
podstawienn (16.17).

Przypadek 3. Przypadek ten odpowiada funkcji temperatury opisanej wzorem
(14.15) i, podobnie jak temperatura, jest superpozycja obu poprzednich przy-
padkow. :
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Rozdzial VI. Rozwigzanie asymptotyczne

Szeregi, wystgpujace we wzorach podanych w rozdziale V, sg szybko zbieine
dla duzych wartosci czasu. Dla malych czasow szeregi sa wolno zbiezne. Szezegdlnie
klopotliwym staje sig wiedy rozwiazanie nieskoficzonych ukladéw réwnan, Aby
ominaé te trudnosé poshuiymy si¢ rozwigzaniem asymptotycznym, ktdre miec
bedzie zastosowanie dia malych czaséw i warstw powierzchniowych.

Podobnie jak w poprzednim rozdziale rozwazymy trzy przypadki ogrzania i od-
powiadajace im pola naprgzefi. Charakter mechanicznych warunkéw brzegowych
oraz sposOb ich spelnienia pozostaje bez zmian.

17. Pole temperatury

Przypadek . Pole temperatury okreslone jest réwnaniem rdZniczkowym (14.1},
warunkiem poczatkowym (14.2) oraz warunkami brzegowymi (14.3). Do rozwig-
zania tego zagadnienia postugujemy si¢ transformacja Laplace’a. Transformata
rozwigzania podana jest w poprzednim rozdziale, ale przepiszemy ja tutaj w postaci
dogodnej dla naszych celéw:

oo
(17.1) T, (x,y,z,p} =T 2 Amn sin (et x) sin (B ) Fypr (2)

=1
gdzie -
I chaz)

Frang (2) = P E(ah)’ a? = 'ﬁ';l:-nwz+q2 -

Poshigujac si¢ wzorem asymptotycznym, oméwionym w rozdziale IT czesci plerwszej,
dla duzych parametrdw p otrzymujemy zwigzek

i
Frn(z) = ;eXp {—alh—]z)}],

a po wykonaniu transformacji odwrotnej, [1], otrzymujemy

1 - h—lz| S
_(17-2) Fun(z, 1) = B3 " (I) {exp [P mn (h— |z])] erfc (?ﬁt - ]/f%,ﬂ?-]m t) +

(2

h—|z] e |
+ exp [Pmn(h—|z}] erfc |- N + Vol t( -
2V wt

Tak wiec poszukiwane rozwigzanie asympiotyczne dla malych czaséw wyraza sig
WZoren

17.3) Tenznd=xaT, 2 Ay SID (e X) sin (B 9) Fon (2, 1) .

w, =1
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Zgodnie z tym co powiedzieli$my ‘w rozdziale 11 czedci pierwszej naleZy pamigtaé,
e powyZszy wzor jest stuszny nie tylko dla malych czasow, ale rowniez dia wartodcl
z bliskich h, Tylko przy tym dodatkowym zaloZeniu wz6r (17.3) jest shuszny.

Przypadek 2. W tym przypadku pole temperatury okre$lone jest réwnaniem
rézniczkowym (14.1), warunkiem poczatkowym (14.2) oraz warunkami brzego--
wymi (14.10). Transformata rozwigzania ma tutaj postac '

(17.4) T (xpz,p="T 2 A it (6 %) si0 (Br ¥) Gy (2),
m, =1
gdzie
1 sh{az) R
Cman(®) = ahy  C T Dt

Postugujgc sig wzorem asymptotycznym dla duZych argumentéw i wykonujac
nastgpnie transformacje odwrotng, otrzymujemy

(17.5) T(.x, ¥, z, t) — 1? (f) 58N (Z) Tﬂ 2 A:m,n Sin (a-n; x) Si]} (ﬁ-ny) F-m,n (Z, t) N

=1

Przypadek 3. W tym przypadku rozwiazanmie musi spelniaé rdwnanie (14.1),
warunek poczatkowy (14.2) oraz warunki brzegowe (14.14). Przypadek ten jest
wige superpozycja obu poprzednich rozwm?an i rozwigzanie mozna napisa¢ w na-
stgpujace] postaci: :

(17.6)  T(x, 3,2, =nOnz)T 2 Amp sin (@m X) sin (fn ) Fua (2, 1) .

m, =1

18. Stan napreZenia

W celu wyznaczenia stanu naprezenia postuZzymy sig metoda omdéwiong w roz-
dziale 11 czefci pierwsze]. Wyznaczymy mianowicie transformaty rozwiazania,
a mnastgpnie wykonamy transformacje odwrotna postugujac sig odpow1edn1m1
przedstawieniami asymptotyczaymi dla duiych parametrow p.

Transformata skiadowych prremieszczenia wyraza si¢ przez transformaig¢ po-
tencjatu termosprerystego przemieszezenia za pomocq nastgpujacych zwiazkdw:

. 0P, o,
(8.1 M, = b, = = Far
Po uwzglednieniu wzordw (18.1) transformaty réwnan przemieszezeniowych teoril
sprgzystoscl sprowadzajg sie do jednego rdéwnania

2P, 2P, 020, I+ »

; e 1 e — ‘] _
(18.2) i T o T e T T
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~Podobnie jak poprzednio poszukiwaé bedziemy takich rozwiazasi szczegblnych
rownania (18.2), ktére spelnig warunki:

O,(60 T p) = .0,y,2,p) =P (a,y,2;p) = @, (x,0,2,p) = B, (x,b, 7, p) =0.

Przypadek 1. Przypadek ten odpowiada temperaturze okreflonej wzorem (17.1).
Poszuklwane rozwigzanie szczegdlne rdwnania (18 2) }est tutaj funkcja

(18.3) D, =20y Ty Z A sin (am x) $in (B ) Z s (2, D),

N i, n=1
gdzie
ch{az) ch(Ppunz)
Zypn (3 1) = [m) “ Cm] .

Skladowe stanu naprezenia okresla sig za pomoca potencjalu ze Znanego zwigzku

. 2P, __
(18.4) m_za(aa — 2@ 5%,,) ij=x 2

Transformaty sktadowych stanu naprezenia maja postaé:

Tazr = 26%06Ty Y] AmaSin (m x) S0 (Ba YV B Zugay (22 1) — Zionn (2, D)1,

m,h=1

Gyyr, = 263y Ty Z Amn Sin (i %) S (Bn y) [, Zynar (2, DY Zipnr (2, D],

m, =1

. . GzzL == ZG%'&G Ty 2 Amn 31]1 {am x) sin (1873 ») ﬁaznn mnr(Z: D) »
(18.5) st

Vo, = 26 Ty Z‘ Amn tm B €08 (tm %) €08 (Buy) Z s (2, ) »

M, n=1

Taar, = 26y Ty Y Amn o €08 (am %) 5int (B ) Zigar (2, 1) ,

m, =1

Ty, = 2Gxbo Ty D} Amn B sin (amx) 608 (Buy) Ziny (2, 1) ;

m, =1
gdzie
sh (az) sh ($ypn )
h(ah) " oh Bmah)]’

ch (az) , ¢h (ﬁmﬂ,z)]
ch(ah) "™ Gh (Fmuh))"

Zon(z, p) = 1 l

gr 1 )
meL(zs p) = pz [ 2
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Stan naprezenia powinien spelnia na powierzchniach z = +h warunki brze-
gowe

Opy (X, ¥, £h, P) =0 0182 Ty (%, ¥, Th, p) = 7y (x, y, £} =0,

Skladowe stanu naprezenia okreslone potencjatem spetniaja jedynie pierwszy z tych
warunkow. Celem spelnienia drugiego warunku dodamy skladowe stanu napreze-
nia (6;;,), ktéry okrefla funkcja Galerkina spelniajagca réwnanie biharmoniczne.
Sktadowe stanu naprgzenia wyrazone przez funkcje Galerkina okredla wzér (16.3).
Wystepujaca w tym wzorze funkcje ¢ bedziemy uwazaé za transformatg Laplace’a
1 przyjmiemy ja w postaci

‘pL(xv Y. 2, P) - 7‘?9'0 TO 2 Amn sin (amx) sin (ﬁn}i) Mm'nL(Z:P)s

n, =1
gdzie
Mmm‘.. (Z, P) = CﬂmL sh (ﬁﬂm z)+DmvaL Pmuz ch ("'9'17%1} Z) .

State Cpppp i Dypy Wyznaczymy z warunkow brzegowych przy z = +th:

hal (1 i 2"’) {(1 - 21’) '_"'ﬁ'mnh th (ﬁmﬂ h)] Dmn me (Z: P) 3

o |©
_( ® Dy, = (1 —2%) Dngan (z,p)»
gdzie

Dun = [020{Pman bA-[1 — O b th D 1) th (P B)} ch (Frea )1,
, 1
Lmar, = 5{ [a th (ah) — Fmn th (Fmn h)] .

Majac na uwadze transformacje odwrotna funkcj¢ Galerkina napiszemy d_statecz.—
nie w postaci '

(187)  @,(x,¥,z, p) = udy To (1—2%) Z Amn sin (am X) sin (Bay) X
m, =1
h g {ﬁmnz ch (S 2) (L =20 — P h th (Dn k)] sh (Pma Z)} Z‘;Jiﬂ].. th,py,

gdzie
Imn == Amn D .
Wypisywanie sumy skladowych standéw maprezenia (Em) oraz (EJL) hie pro-
wadzi do uproszczen WzOorow 1 wobec tego stan naprqzema (o 3;.) Dapiszemy od-

dzielnie:
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Gt = 26nD0 Ty 3] A sin (amx) sin (Buy) {208, ch (S0 2) +

m, =1

+ am mn(z)} Zmn]_.(h »,

Tyyr— 2G4 Ty Z Ama Sint (@ %) sin (Ba ) {2093, ch (S 2) -

m, =1

+ B M (2} Zons, (1 )
G = 26Dy Ty ) Ay Sin (o X) sin (Br y) 93, X

T, =1

(18.8) % {Bmn b th Gma B) ch (Smn 2) — P 2 Sh (P 2} Ziy, (s ) »

xyL““ ZG”&O I Z Aﬂm % B COS (0l x) cos B y) an (2) ZmuL(h p)

myr=1

T wer = 26y T Z‘ A @ €08 (@ ) sitt (B ¥) 92, X

m,n=1

{[1 +Pma b th (ﬁm% h)] sh (’ﬂmﬂz) —Pmnz ch ('ﬁmn Z)} Z’,\nﬂ,L (h P) s

T il = ZG%ﬂO TO 2 Amﬂ ﬁ-n sin ((Ign x) €0s (ﬁn y) ﬁmn hd

n, B=1
X {{1 +Omah th (Pmal)] sh (Piaz) — Pz Ch (Pmn Z)} Z;miz,(h, ),
gdzie '
'nm (Z) {ﬁ:rm z sh ('ﬁmﬂ Z)+{2 (1 - '3’) — Bmph th (ﬁmn h)] ch (ﬁmﬂ, z)} ﬂmn

Suma wyznacz_onych skladowych stanéw napreZenia spelnia warunki na po-
wierzchniach z = £h w sposéb “$cisty, ale nie spelnia warunkéw na brzegach
pionowych plyty. Widoczne jest, 7e na tych brzegach naprezenia normaine réwane
sq zeru, a naprgZenia styczne tworza sife wypadkowg

R
(189) Q= [ Tep(x, 3,7 p) dz = 4Gty Ty 2 Asin G B €08 (i \)><

iy i, f—1

, X €08 (B4 ) [Zpaz. (1, D)+ D Znys, (hs D)1,
gdzie ”
' (I—2v)Y sh(@mp h) ch (Prpp )+ Py h‘

Dy = Dyn ch (S B 5

1 1 1
=7 [— th (ah) 5 th h)] .

Wstawiajac do wyrazenia (18.9) kolejno x =0, x =a, y =0, y = b, otrzyma—
my wypadkowe sit stycznych, wystgpujace na brzegach plyty.
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Zgodnie z tym, co powiedzieliémy w poprzednim rozdziale, przyjmiemy, Ze na
brzegu x = 0 dziala sita styczna — Q,(0)/2h, na brzegu x —a sita styczna
— Q; (a){2h, na brzegu y =0—¢;(0)2h i na brzegu y=>b sila styczna
— 0, (b)/2h. Sily te wywolaja w plycie ptaski stan naprgZenia scharakteryzowany
wiclkodciami o, , 0yyp 1 Tay Dodanie sktadowych stanu napreZenia (o3r) do
skiadowych stanu (o;;,) daje transformat¢ sktadowych stanu naprezenia (oy;,) ,
w ktérym warunki brzegowe w- plaszezyznach z — +h beda spetnione w sposob
scxsly, a w pozostalych plaszczyznach ograniczajacych plyte w sposédb pizyblizony.
Sposdb wyznaczenia stanu naprezenia (o’.;}L) omowiony byl szczegdlowo w po-
przednim rozdziale i wydaje sig, Ze nie ma potrzeby wypisywania funkeji Airyego
i réwnaf, z ktérych wyznacza si¢ wspolezynniki funkeji Airy’ego. Zmianie ulegia
jedynie prawe strony réwnan (17.3) (po uprzednim wykonaniu transformacji od-
wrotnej).

Pozostaje jedynie wykonanie transformacji odwrotnych, odpowiadajacych
malym czasom. Korzysiajac z omowionych uprzednio przedstawien asymptotycz-
nych otrzymujemy '

1 ‘ ch(Pmn2)]y . ch(Pmaz)
Zpe (7, P) & o {eXP l“-a (h—1z)} — W]} T k)

+2t {exp [*—“?911:@,;@, {h—-|z[)] 12 erfc ( 5 l/%_—r-— — ﬁmﬂ]/ E) +

—‘i— exp [Pmn (h— ]zD] iz erfc (T + P Y/ xr)}

] 1 sh (ﬁmﬂ, z) '
Zynr (2, 9) = e {Sgﬁ (B) aexp [—a(h —izD)] — D mj} =

, sgn( — Izl
= ;E;:;j) {exp [—Pmn (h — izl)] erfe (W ﬁm” ]/ ’“)
— { l Sh (19‘ng)
— exp [Fma (h—|z})] eric (T + Py m‘)} oh @mnb)

_ ‘ ) |2l
+ 20 matsgn (2) {exp [—malh—i2) 12erfc(—-—+~+—2 ; 7= e

D (h— 2] i2 rfc(kﬂ
‘—}—exp[ mn(R—zD)]i2e 2]/:%_1‘

'ﬂmn ]/ﬁ) +

+ ﬁmﬂ ]/ ;f)},
(18.10)

1 , hBmd)
Zoar(50) % — {a2 oxp [ (h—IzD] ~ s ch(ﬂmnh)}F
o @)
R P

+2?912rnn t {_e)‘(p [—Pmn (h-—-EZD] X
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h—lz|

_ ' h—
X iz Crfc(m b ﬁmn]/?ﬁt)‘*‘e)(p [T?'mn(h'—'IZD] i2 erfc(%—%-’é— ﬁmn ]/ﬁ)} +

i h—
+ g fes0 E-iun (11201 et (=2 /'_3 — /) 1

+-exp [@mn (h—|z])] erfe (-%Li + P i/%_t)} .

1
an (h p) p {a — ﬂmﬁ, th (T?’mn h)] ﬁm-n 1 [erf (ﬁmn ]/%t) —th (’ﬁ'm.n h)] +

1 ¢
+ — . “erf (Pma ]/%I) t V o P [0 t]s

t
mn

t - i
+ — {erf (B 3/ ) + ]/m exp [—xdZ,, t}] } .

Przypadek 2 Z poréwnania pél temperatur w przypadku 112 wynika, Ze tlansfor-
maty funkcji potenc_}ahl i funkcii Galerkina beda mie¢ taka budowe jak w przy-
padku 1. Wzory beda sie roznity jedynie czefcia zalezna od zmiennej z; zamiast
funkcji symetrycznych wystapia funkcje antysymetryczne.. Na to, aby otrzymac
transformaty sktadowych stann napreZenia (o) oraz (U.”L), wystarczy we wzorach
(18.5) i (18.8) wykona¢ podstawienia:

zamiast podstawic
ch () sh(£),
(18.11) sh (2) ch (D),
(D) cth ().

Otrzymane w ten sposob skladowe stanu napreZenia nie spelniaja oczywiscie
warankéw brzegowych na pionowych plaszezyznach ograniczajacych plyte. Skia-
dowe normalne réwne sa zeru, ale naprezenia styczne r;,?,L daja moment réwny

2 )
(1812) M= [ py(xp, 2 pzds = 4Gudy Ty Z Aot B €08 (i %) ¥

il M, = 1

X cos (fay) [gmnl. (b, p) _'E_nm S;nmﬂ, (h. pl,

edzie
E‘ - QLSh (ﬁ'mn h) [Ch (01‘1311. h) —sh (ﬁmn h)]+19Mﬂ h{Omah+ sh? (Tamn h) ch ('&mn h)]
e ﬁ?nn {’a’m,n h+ [1‘—‘ ?9'1',\;;11, h Cth ('ﬁ'mﬂ h)] Cth (‘ﬂmn h)} Sllz (ﬁmn h) '
1k h P
Spnr = ? _GE- cth (ah) — 'ﬁ”; cth (Bon ) — W s
S;nn = 1—2 [a cth (ah) —_ ﬁmn cth ('19'171 h)] .
4
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Przyblizony sposéb spelnienia warunkdw brzegowych na pionowych plaszezyz-
nach ograniczajacych plyte omdéwiony jest szczegdlowo w poprzednim rozdziale.
W taki sam sposéb przyjmuje sig funkcje Airy’ego. Ulegaja zmianie jedynie prawe
strony vkladu rownaf, z kiérego wyznaczamy wspolczynniki okredlajace funkcje
Airy’ego (po uprzednim wykonaniu transformacji odwrotnej).

Wiedzac, #e zachodzi odpowiedniosé ZU, (z, p) <> 8% (z, p), moiemy przy
odwracaniu transformacji korzystaé ze wzordw (18.10), z wyjatkiem ostatniego
z tych wzordw. W cazterech pierwszych nalezy jedynie przy funkcjach bledu i funk-
cjach wykiadniczych zmienié wspdlezynniki oraz wykonaé¢ podstawienia wedlug
wzoru (18.11).

zamiast podstawié
1 sgn (z),
(18.13) { sgn (z) 1.

Zamiast ostatniego ze wzoréw (18.10) wystapi funkc_]a Spunz, (B, D), ktdrej transfor-
mata dla malych czaséw ma postaé

2
o mn w05, 02

= 1 h h ' .
(18.14) Sy (h.p)y = ?[ - 9 cth (Qa ) — L] —

. ht - 1
= p {cth (Fmn ) + exf (Pimn ]/ x) + ]/W exp [—-xﬁfw t]} i

man

1 2
"ﬂ;m &Xp [—ﬁmn %t] :
Przypadek 3. Jak wiadomo, przypadek ten jest superpozycja obu poprzednich,

Rozdzia 1VII. Rozwigzanie w przypadke warunkow termicznych typn Nemmanna

Jednym z technicznie mozliwych przypadkow jest przypadek izolacji termicznej
na czgdcl powierzehni z = +h. Warunki na plaszezyznach pionowych ograniczaja-
cych plyle poZostawimy w tym rozdziale bez zmian.

19, Pole temperatury

Przypadele 1. Podobnie jak w poprzednich rozdziatach, przypadek ten odpo-
wiada polu temperatury symetrycznemu wzgledem plaszezyzny z = 0. Pole tem-
peratury opisane jest réwnaniem (14.1), warunkiem poczatkowym (14.2) oraz
warunkami brzegowymi

(19.1) 30T _| = Tf(x,y) na obszarze I'0 < x<a, 0<<y<h), jeSli z==1h;
()z 0 na powierzchni P-—1', jesli z = +h

i na pozostalych powierzchniach jak w (14.3).
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Wiedzac, ze funkcje f(x, y) rozwija si¢ w podwdjny szereg trygomometryczny
(14.6) mozemy natychmiast napisa¢ .

ch (19 mn Z)
(19.2). Ty, 7,10 = 7" (t){ Z Apn sin (o x) sin (Ba ) Tre b Gard)

m,n=1

- 2 -LBm'rg,_'p sin (am x) sin (fn ) cos (wpz) exp [—x (82,,-+ wh) t}} ,
m,m,p=1"Pp
gdzie Amn oraz Bmnp 1 ®p sa takie same jak w rozdziale V.
Przypadek 2. Przypadek odpowiada antysymetrycznemu pole iemperatuiy
Rozwigzanie bedzic wige opisane réwnaniem (14.1), warunkiem poczatkowym
(14.2) oraz warunkami (14.10), z ktOrych pierwszy ma tutaj postaé

(19.3) ﬁaT_ %f(x,y)'na obszarze (0 <x<<a, 0<<y<h), jesli z== +h;

oz 0 na powierzchni P—1T, jeéli‘z; +h.

Odpowiadajace tym warunkom rozwigzanie ma ﬁostaé .

(19.4) T(x, ¥, z, )= = ?7 (0 { Z A sin (@m x) sin (By y}ﬁ%ﬂ_ﬁi

o 1 ) . .
— 31 i (an ) sin (B2 2) sin (u2) exp [ Py 1) t}},
m,m, =1 VE

gdzie Amay oraz yi okre$lone sa w rozdziale V.

Przypadek 3. Ten przypadek odpowiada ogrzaniu Jedyme powierzchni z == h
i wobec tego jest superpozycia obu poprzednich.

20. Pole temperatury (rozwigzanie asymptotyczme)

Przypadek 1. Przypadek ten odpowiada warunkom poczatkowym i brzegowym
podanym w poprzednim paragrafie. Postugujac si¢ przy rozwiazywaniu transfor-
macja Laplace’a stwierdzimy, Ze czes¢ transformaty temperatury zalezna od
parametria p ma postac

1 chiaz)
Frnip(z:0) = ;(; sh (ah)’

Stosujac przedstawienie asymptotyczne dla duzych wartodci parameiru p otrzy-
mujemy

1
(20.1)  Fypp(z.p) = 70 %P [—o(h—

‘""gl' {GXP {—%mn (h —1zI X

— |zl

% erfc( 3 ]/w a‘)mn]/ act) — exp [Pmn (h —1z)] erfc ( 5 ]/_ + Pinn 1/ xr)} |
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Ozpaczajac otrzymany wynik przez Fum (z, 1) mozemy napisad, Ze rozwmzame
dla matych czasdéw ma postac

(202)  T(x,y,z1) = %97 63) 2 Ay sint (o x) sin (B ¥) Fny (2,.6).

m, n=1

Przypadek 2. Sformutowanie tego przypadku podane jest w poprzednim para-
grafie. Postepujac jak wyzej stwierdzimy, e pole temperatury mozna przedstawié
wzorem (20.2) mnozac prawa strong przez sgn (z). ‘

Przypadek 3. Jak wiadomo, przypadek ten jest superpozycja obu poprzednich
i temperaturg mozna przedstawié¢ wzorem (20.2) mnozac prawg strong przez 2 (z).

Uwaga. Migdzy funkcja Fmnay (z, £) 1 wystepujaca we wzorze na temperaturg
w rozdziale 1T funkecja Fipn(z, t) zachodzi nastgpujacy zwiazek calkowy

(20'3) Fm'n[ (Z, f) = men (Ea l) dC
h

Wzér (20.3) Wykorzystamy omawiajgc sposdb wyznaczenia pola naprezef.

21, Stan naprezenia

O ile poréwnamy wzory opisujace pola temperatur w rozdziale V i w obecnym,
to okaze si¢, Ze ich budowa jest taka sama i Ze réznia si¢ migdzy soba jedynie wspol-
czynm’karhi. 7 tego wymnika, 7e to samo dotyczy wzoidw opisujacych stan napreze-
nia,

Przypadek 1. Na to, aby otrzyma¢ poszukiwane skladowe stanu napreenia,
trzeba w odpowiednich wzorach z.rozdzialu piatego, paragraf 16, przypadek, 1,
dokonaé nastepujacych podstawien:

zamiast ' podstawié
0
- To 21’
anﬂ
. Amnk c - wp H

a’'w szeregach pojedynczych, w mja'nownikach' zamiast ch (Dma h) podstawié
D Sh (P h).
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Przypadek 2. We wzorach oméwionych w rozdziale V, paragraf 16, przypadek 2,
nalezy wykonaé nastepujace podstawienia:

zamiast podstawié
0
T =,
: 0 22
21.2 .y Vi,
A
Bnp ﬁfﬁ 5

a w szeregach pojedynczych, w mianownikach zamiast sh (§mn k) podstawié
Pmn ch (Gpn B).

Przypadek 3 jest superpozycja obu poprzednich,

22. Stan naprezenia (rozwiazanie asymptotyczne)

Wyznaczenie skladowych stanu napreZzenia sprowadza sig w tym przypadku
do odpowiedniego wykorzystania wzoréw podanych w rozdziale V1, Mozliwe sa
dwie drogi. Pierwsza droga, to calkowanic wzgledem zmiennej z transformat roz-
wigzania i nastgpnie wykonanie transformacji odwrotnej. Druga droga, to calko-
wanic wzgledem zmiennej z retransformaty [por. wzor (20.3)]. Transformacja jest
operacja liniows, a wigc obie drogi sa sobie réwnowaine.

Rozdzial VIII. Rozwigzanie w przypadku ogdlnych warunkéw brzegowych

W rozdziale tym omdwimy przypadek, w kidrym przez plaszczyzny pionowe
ograniczajace plyte przeplywa strumien ciepla (prawo Newtona). Takie warunki
brzegowe prowadza do zagadnienia brzegowego Fouriera drugiego rodzaju.

Podobnie jak w poprzednich rdzdzia}ach, rozwazymy trzy przypadki odpowiada-
jace trzem réZnym termicznym warunkom brzegowym na powierzchniach plyty
z = +h. '

23. Pole temperatury

Przypadek 1. Pole temperatury okreflone jest réwnaniem (14.1), warunkiem
poczatkowym (14.2) oraz warunkami brzegowymi-

_— Tof{x, ¥) na obszarze I'0 < x < a,0< y<<h), jesli z = =& h;

0 na powierzchni P— T, . jedli z = 4 h;
(23.1) a ‘;_HT = 0, Jeﬂl x=0 Oraz, X =q;

oT

oy +hAT=0, jefli y=0 oraz. y=bh.
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Postugnjac sie transformacjg Laplace’a sprowadzimy zagadnpienie do rozwu;za-
nia rownania (14.4) z warunkami brzegowymi

T — Fof(x,y) na obszarze I'(0 << x <Ca, 0 <<y < b), jeSi z = +h;
L=
0 na powierzchni P-— I, jedi z = +h;

oT, '
(23.2) 6—xL +hT, =0, jefli x=0 oraz x=ga;

T,
Fy—*i-ﬁTL:O, je§i y=0 oraz y==>b.

Rozwigzanie réwnania (14.4) przyjmiemy w postaci, [24],

(23.3) . TL (x »¥ 52, p) Z A'm'nXm (x) Ya (y) hggh;

M, fi=1
gdzie
Xon (X) = A €08 (A x)-F sin (Am ),
Yn (¥) = pin 008 (tin )1 8in (4n 3);
liczby Amy s3 wspolczynnikami rozkladu w szereg Fouriera funkeii f(x, y)
fey) = 2 Amn X () Ya (),
m, =1

a wartoéci wlasne A oraz py sa pierwiastkami réwnanf przestgpnych

23.4 A 240
( ) tg( a)__ﬂ.2+ﬁ2
oraz
23.5 b= 21k
( ) . tg(ﬂ)_tug_‘_hz

Wykonujac transformacje odwrotna otrzymujemy poszukiwane rozwigzanic

o ch (Omn 2)
(23.6)  F(x,y,z, D=9 T {m g‘:‘l Apn Xm (%) Yau (y)m -
D s Xon 9 ¥a ) 008 ) 0 [ G + 71,
m, 1, k=1
gdzie
E—L
2Amaye(—1) 2
. 2 — 12 2 =
9mn - Am—l_Juns Amﬂk h (Bfnﬂ_z_yi)
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Przypadek 2. Pole temperatury jest antysymetryczne wzgledem plaszezyzny

z = 0, izn. opisane jest réwnaniem (14.1), warunkiem poczatkowym (14.2) i wa-

runkami brzegowymi :
+ Tof(x,y) na obszarze I'(0<Ix<ta,0 << y<2 b), je$li z= +h;

0 na powierzchni P— 17, jesh z = +h;

(23.7) g+hT=0, jefli x=0 oraz x=ua;

g,l;“L""T:O’ jsli y=0 oraz y=b.

Poniewaz funkcja jest antysymetryczna wzgledem zmiennej z, 0 na miegjscu
funkeii ch (Oms ) wystapi funkcja sh (Oms {) 1 poszukiwane rozwiazanie wyrazi
sig wzorem
sh (O 2)

(23.8) T(x,y,zD =19 (t) Ty { Z Amn X () Yo (1) SO

m, n=1

— Z Binnp X (X) Y (3) sin (wp 2) exp [— % (62,, + }) t}},

) m, % p=1
gdzie -
2Amn gy {(— 1P
ozrzrm = ﬁ'%n"_ﬁ'i’ b ?( )

Bunp = — g
T b (Bt o)

Preypadek 3. Przypadek ten odpowiada ekspozycji ciepla jedynie na plaszczyznie
z = h. Na plaszezyinie z = —h panuvje temperatura T = 0. Rozwigzanie jest
wigc superpozycja obu poprzednich.

W przypadku warunkow. brzegowych na plaszczyznach z = +h takich, jakie
wystgpuja w rozdziale V, zmianie ulega jedynie staly czynnik, wystepujacy przed
znakiem szeregu, zmianie ulega funkcja zaleZna od zmienne] z i wspdlczynnik
w szeregach potréjnych. Funkcie X, (x) oraz Y, (¥) nie zmieniajg sig. Otrzymanie
odpowiedniego rozwiazania nie nastrecza wice trudnodci.

Na podstawie poprzednich rozdzialéw mozna stwierdzi¢, ze w przypadku roz-
wigzania asymptotycznego, odpowiadajacego malym czasom, zmianie podlega
jedynie ta cze$¢ wzoru, ktdra zaleZy od zmienngj z i t. Funkcje X (x) oraz ¥, ()
pozosiajg niezmienione. Znajac podane poprzednio rozwiazania mozna bez trudu
napisa¢ rozwigzanie dla malych czaséw w przypadku omawianych w tym roz-
dziale warunkow brzegowych.

24. Stan napreZenia

Metoda wyznaczania stanu naprezenia jest taka sama, jak omdéwiona w poprzed-
nich rozdziatach. Réznica zawarta bedzie w budowie funkeji potencjatu i funkeji
Galerkina. Jak wynika z pordwnania funkcji temperatury otrzymanych w tym
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rozdziale z funkcjami temperatur z poprzednich rozdzialéw, r6znica polegaé bedzie
na tym, e zamiast funkcji sin (am x) oraz sin (8n y) wystapia w odp0w1edn1ch
wzorach funkcie Xp, (x) oraz ¥y ().

Stan naprezenia okreslony funkcja potencjatu i funkcja Galerkma spehni w sposob
$cisty warunki mechaniczne na plaszczyznach z = +th. Warunki mechaniczne na
plaszczyznach pionowych ograniczajacych plyte mozna bedzie speini¢ w sposdb
calkowy przyimuojgc odpowiednio rozwiazanie opisane funkcja Alry’ego.

CZESC HI. PRZYKEAD LICZBOWY I WNIOSKT KONCOWE
25. Przyk!a(_i liczhowy

- Omawiany tutaj przykiad liczbowy ma na celu jedynie zilustrowanie charakteru
zmiennofci skladowych stanu papreZenia wzdluz grubodci plyty z uwzglednieniem
zmian w czasie. Podanie wykreséw odpowiadajacych wszystkim lub wazpicjszym
omdwionym przypadkom dla réznych stosunkéw wymiarowych i réinych czaséw
przekracza mozliwodci autora. 7 tych wihasnie wzgleddw ograniczymy sie tutaj
do przypadku plyty kotowej, w ki6rej stan naprezenia wywolany jest symetrycznym
wzgledem plaszezyzny z = 0 po]cﬁj temperatury. Przyklad ma na celu pokazanie
charaktern zmiennoéei skladowych stanu naprezenia wzdiuz grubosci plyty, a wige
wystarczy ograniczyé sie do jednej tylko wartosei r, przyjete] tutaj dla uproszczenia
r = 0. Ograniczymy si¢ nadto do dwdéch réznych wartosci czasu.

Odpowiadajace temu przypadkowi pole temperatury okreslone jest wzorem
(1.10). We wzorze tym przyjmiemy, ze f () = 1. Skladowe stanu napreZenia okre§lone
sa wzorami (3.8) i (10.1). W wymienionych wzorach wystgpuja w Naszym przy-
padku ilorazy nieokreslone - '

1 (@n?)
Ay T
typu 0/0.
Zastosowanie reguly de L’Hospitala prowadzi do mnastgpujacego - wyniku, [13],
| B &,
(25.1) Hm o = (—1)==.
: o ryo Gal ,g : 2

W tych przypadkach, kiedy trzeba bylo znalezé wartosc fuukéji Bessela dla duzych
argumentéw nie objetych tablicami, wykorzystano przedstawienie asymptotycz-
ne, [27],

(252) ' ' : 7‘]?} (x) _ Pu (x) cos (P '—?;?n (X) sin. P ’

2
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gdzie
i
=X (n+0,5) P

(A2 —1(dn2—9)  (@dn2—1) (4n?2—9) (4n2—25) (4n2—49)

Puxy =1 =" &%y 41 (8x)
: dn2—1  (4n2 — D(4n2—9) (4n2 — 25)
On (x) = - . -—— -k
8x 31(8x)?
i dla duzych argumentéw przyjmuje sig
o ' . COS ¢
(25.3) 7 CoJa(x) & - e
2

"W obliczeniach przyjeto nastepujace wymiary plyty: _
a) stosunek promienia obszaru ekspozycji ciepla do promienia piyty afb = 1/2,
b) stosunek gruboéci plyty do jej promienia 2h/b = 1/5. Obliczenia wykonano
w nastgpujacych punktach: z/h = 1,0; 0,9; 0,8; 0,7; 0,4; 0,0 dla dwdch roznych

czashw:
o 10-3
= 10—+ oraz -3,
100 K2
T‘ —— —uxrg-w"
WA
T K g
’ wwn ™"
1
Oz
: 9 T
L 2034
- goe
- am
205 ! 5 a6 =
h h
Rys. 1

. Poczynajac od czasu xt/100 h2 = 10—4 mozna bylo przy wyliczaniu szeregu
podwdjnego poprzestaé na 10 wyrazach wzgledem m i 10 wzgledem n. W przy-
padku czasu x1/100 k2 = 10— ¢ nalezaloby uwzglgdniaé okoto 30 v@yrazéw wzgledem
m i taka sama ilo$¢ wezgledem n: Jest to moZliwe przy obecnej technice liczenia na
maszynach elektronowych.
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Przejdziemy obecnie do podania i kriotkiegpo omdwienia wykresow.

Z podanych wykreséw wynikaja nastepujace wnioski:

1. Naprezenia oy, sa male w pordwnaniu z naprezeniami o i o, i mozna je
pominaé,

2. Najwigksze naprezenia oy, 1 0, (§ciskajace) wystepuja w warstwach powierzch-
niowych.

3. Najwicksze naprezenia oyr i 0, Wystgpujace w warstwach powierzchniowych,
maleja z uplywem czasu; w granicy, gdy ¢ — oo, osiagajg warto§€ naprezen stacjo-

narnych, ktdre sa. mmejsze od wartodci odpowmda—

G _ O jacej skoficzonym warto§ciom czasu.
ST dun

4, Na podstawie powyiszych uwag moina wy-
b N ciagna¢ wniosek, Ze dla bardzo malych czasdw
R S o (poczatek procesu nagrzewania) wystarczy ograniczy¢
6z \\\O si¢ do obliczenia naprezen jedynie w warstwach po-
G0 Pt wierzchniowych plyty.

}IN '

. A\ ) _ 26, Uwagi kofcowe

i , \\o 1. Z termicznych warunkow brzegowych rozpatry-
\ wanych zagadnien i z budowy wzordow okredlajacych
skladowe stanu napreZenia i przemieszczenia wyni-
ka, ze wielkoSci te, gdy t—- oo, dazg do wartosci
odpowiadajacych odpowiednim ustalonym polom tem-
- peratury. Otrzymane wzory (odpowiadajace rozwia-
zaniom §cistym) skladaja si¢ z dwdch czedei: z cagéc,
2ol ktéra jest jedynie funkcja miejsca i z czefel, kidra
przedstawia funkcje miejsca i czasu. Druga cze$¢ wraz
Rys. 2 z czasem t —- oo dazy do zera, Cze$é pierwsza od-
powiada rozwigzaniu stacjonarnemu.

2. Czgsé rozwigzah stacjomarnych pokrywa si¢ z rozwiazaniami, ktore zostaly
otrzymane w pracy [19] i [20]. (W niniejszej pracy otrzymano wicksza hczbeg roz-
wigzaf dia obszaréw ograniczonych, niz w- wymienionych pracach).

3. Z zamieszczonych wykresdw wynika, Zze napreZenia wywolane driataniem
nieustalonych pél temperatur osiagaja w pewnej czefci obszaru wartodci (bez-
wzgledne) “wigksze, niz odpowiednie naprgzenia wywolane dzialaniem ustalonych
pét temperatur, '

4. Czas trwania naprezen przekraczajgcych wielkodci dopuszezaine zalery od
grubosci plyty. W tej czefci wzoru, ktéra zalezy od czasu, wystepuje funkcja wy-
ktadnicza, ktérej ujemny wykiadnik jest wprost proporcjonalny do kwadratu. war-
toici wihasnej yg, fm lub o, Wartodci te sg pierwiastkami réwnan przestgpnych
cos (Bh) == 0 i sin (ph) — 0. Wartoéci te sa odwrotnie proporcjonalne do grubosci
plyty 2h.

o
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5. Z uwagi 4 mosna wyciggnaé wniosek, Ze plyle, kiorej powierzchnia podlega
naglym ogrzaniom, naleZzy projektowadé na minimum grubosci. «Zapas» grubodc
wplywa na zmniejszenie trwaloéci konstrukcji.

6. We wszystkich rozwazanych przypadkach skladowe stanu naprezenia oy
charakteryzuja si¢ nastepujacymi wlasnodciami:

a) czeéé wzoru, ktéra jest funkcja miejsca, rowna sig zeru;

b) czedé, ktéra zalezy od miejsca i czasu dazy do zera, gdy ¢ -+ o0;

¢) catka po grubodei plyty z naprezen stycznych ¢z réwna sig zeru.

7. Z podanych wykresow wynika, Ze dla malych crasdéw najwigksze napreZenia
wystepuja w warstwach powierzchniowych plyty i wtedy nalezy poslugiwaé sig
podanymi rozwigzaniami asymptotycznymi, poniewaZ rozwigzania $ciste wyrazaja
sie szeregami bardzo wolno zbieznymi dla malych czasdw.

8, Podane rozwiazania odnoszg si¢ do ogrzewania scharakteryzowanego w czasie
funkcja Heaviside’a. Stosujac calke Duhamela moZemy bez trudu przystosowad
podane wzory do przypadku dowolnie zmiennego w czasie ogrzewania plyty,
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Peswwme

HAHPﬂ}KEHHOE COCTOAHME M NEPEMEMEHWA B TOJCTBIX MIACTUHKAX
- oA NEACTBAEM HECTALIHOHAPHOI'C TEMIIEPATYPHOI'G TIOJS

PaGota cocromr w3 Tpex wyactedl. B mepsoff wacTm PacCcMaTPUBACTCH KPYIOBAA IUIACTHHKA,
2 BTOPAaH KACACTCA NPSAMOYroNbHOM HNACTAHKH. B Tperbell xe mpEBOmMTCH JHCKYCCHS DPE3YIbe
TATOB M WMCHOBOH mpumep. .

Tene paBoTEl COCTOMT B OUPEIEICHIN HAUPAKEHHOTO COCTONHUA 1 DEpeMeIeHnsT B NIIACTHE-
XaX TOMUIMHOH 2/, BBHIIBAMHBIX NEHCTBAEM HECTAITHORAPHOTO TeMEEpAaTYpHOrO nois. Ilosepx-
HOCTHAI HATPES OMPEACHAETCH C MOMOINEI0 JAFHOTO DACIpeTelieHII TeMIeparypsl. Paccmarpr”
BAKOTCA TPH CNydas NOBEPXHOCTHOrO HArpeBa. B mepBomM cnydae obnacts @ XapakTep NoBepx-
HOCTHOTO HATPOBA CHMMETPHYEH 110 OTHOIIEHHIO K CopemiHOA NHOCKOCTH IAcTHEKH Z = O,
Bo BropoM cryvae TEMINEPATYPHOE OIS ONPEASIACTCA AHTAECHMMETPHYHRIME KPACBLIMHE YCIIOBHA-
ME [I0 OTHOMICHHIO K miockoctd z = 0. B TpeTheM cnyuae ofmacTs TOBEPXHOCTHOTO HATDERA
HAXOAMTCA TONBKO Ha TUIOCKOCTH z = A, B KaX[IOM H3 3THX CNy9acs MPOBOMETCS IUMCKYCCHH (u-
SUMECKM BOIMONHEIX CJYI4€B TEPMIUCCKHX KPASBBIX YCIOBHH Ha To¥ €acTH Kpas TACTHHRH,
KOTOpas HE ABISCTCA OONACILIO MOBEPXHOCTHOIO HATPEBA,

Hns onmpenemennst cocrapamomux mepeMemenns u HAIPMEEHHOTO CHCTOAHHS MCRONE3YCTCA
O0mensrecTEAST yAKNMS ITOTCHIHANLA TEMIEPATYPHOTC  NICPEMETIEN M.

Ha nopepxaocTax z = + A Mexammeeckum KPaSBEIM YCIOBHAM YROBIETBOPSIOTCH TOTHO, A HA
GOKORRIX TIOBEPXHOCTAX — HHTSIPATGHEIM CocoBoM. B gayude IpSIMOYIOJBHBIX TISCTHHOK
Naxe TPROIEKETHOe YIOBNETROPEHHE KPASBEIM YCIOBHAM HA GOKOBBIX TIOBEPXHOCTAX JIOBEIO
K Beckomeuso#l cmcreme ypasmesmii, ‘

Honyuennele peleRys AMEOT BHI OAMHAPHELIX, BBOUHLIX ¥ TPOUHSIX TPHTOROMETPHYECKHX
PAROB, ROTOPLIE JIITE MAEIX 3HAYSH U BPEMEHH OKA32HCE MEIICHHO CXOARMBIMI, Ha yerpanenus
STOTO RAIOTCH ACHMITOTHYECKHE PelleHWs, BOSMOMHBIC IUTA MAJBIX BPEMCH. ’

Summary

THE STATE OF STRESS AND DISPLACEMENT IN THICK PLATES PRODUCED BY
A NON-STEADY-STATE TEMPERATURE FIELD o

The paper is composed of three parts. The first is devoted to a circular plate, the second — to
& rectangular plate and the third constains a discussion of the results and a numerical éxample.

The aim of the paper is the determination of the state of stress and displacement in a thick plate,
due to the action of a non-steady-state temperature field. The thermal action is determined by
means of a prescribed temperature distribution. Three cases are considered. In the first the region
and the character of the thermal action is symmetric in relation to the middle plane of the plate
z =10 In the second — the temperature field is determined by ‘boundary conditions asymmetric
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in relation to the plane z = 0. In the third case the region of thermal action lies in the plane z = k
only. In each of these three cases are discussed physically possible thermal boundary conditions
on the part of the boundary that does not constitute the region of thermal action,

To determine the stress and displacement components the potential of thermoelastic displa-
cement Is used as usually.

Mechanical boundary conditions are satisfied in an accuraie manner on the surfaces z = Lk
and in the integral manner on the lateral surfaces. In the case of rectangular plates even an approxi-
mate satisfaction of the boundary conditions on the lateral surfaces leads to an infinite system of
differential equations. .

The solutions obtained have the form of simple double and triple trigonometric series conver-
ging slowly for small values of time. To overcome this difficnlty an asymptotic selutions are given
valid for smaH values of time.
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