ZENON WASZCZYSZYN

PRZYBLIZONE OBLICZANIE DUZYCH UGIEC SPREZYSTYCI
BELKI NA PODPORACH NIEPRZESUWNYCH

ROZPRAWY
INZYNIERSKIE
CCXVII

TOM X - ZESZYT 1+ ROK 1962



[ R L o B

SPIS TRESCI

. Wstep

. Rownania wyjsciowe

. Wyznaczenic kata ¢

. Wyznaczenie wspolrzedne] y belki ugietej
. Wyznaczenie wspokrzedne] x belki ngigtej

. Wyznaczenie ugigeia dla belki na nieprzesuwnych podporach

97
98
10t
104
103
107




1. Wstep

Przypomnimy w skrécie problem naéwictlony bardziej szczegdlowo w pracy [5].

Przy rozpatrywaniu belek zginanych zaklada sig zazwyczaj podpory doskonale
przesuwne, przegubowe lub doskonale utwierdzone. W rzeczywistodci mamy do
czynienia z przypadkami posrednimi, gdyz zaréwno przesuwno$é podpdr jak
1 obrét przekroju przypodporowego sa z reguly skrepowane. Z chwila ugiecia sie
belki powstanie zaréwno reakcja pozioma H jako funkcja przesunigcia 8, jak
i moment My jako funkcja obrotu przekroju przypodporowego » (por. rys. 1).

Rys. 1

Preypadek skrepowanego (sprezystego) utwierdzenia zostat szezegdtowo opraco-
wany na gruncie teorii malych ugigd.

Cheac okreslié wplyw skrgpowanej .przesuwnodei podpér musimy sig oprzed
na teorii nicliniowej, gdyz w teorii matych ugieé przesuwnodé podpdr nie wply-
wa na ugigcia i sily wewnetrzne w belee. Jako dwa szezegdlne praypadki moga
- wystapié: zagadnienie belki na podporach doskonale przesuwnych, dobrze opra-
cowane w liferaturze, oraz zagadnienie belki na podporach meprzesuwnych TOZ-
wigzane w pracy [5]. Jednak wzory z [5] otrzymane dia tego drugiego przypadku
maja skomplikowang posta¢ i wymagaja zmudnego rozwigzywania uktadu réwnat
przestgpnych, wskutek czego nie nadaja sie do szczegolowej analizy pracy belki
ani do zastosowan praktycznych.

W obecnej pracy zastosujemy sposéb przyblizony przez wprowadzenie szelegow
potggowych do rozwigzania wyjéciowych réwnaf ugiecia.
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Réwnania wyjéciowe zostaly wyprowadzone przy uwzglednieniu rozciggliwosei
osi, gdyz ugiecie belki na nieprzesuwnych podporach jest moiliwe tylko przy roz-
siagliwej belce. Wplyw ten, jak wykazuje analiza (por. np. A. PFLUGER, [1]) jest
w wigkszogei innych przypadkéw bardzo maly, a pominigeie go znacznie upraszcza
ostateczne wzory.

Rys. 2

W naszej pracy zajmiemy si¢ szczegdlowo przypadkiem belki opartej na nie-
przesuwnych, przegubowych podporach (rys. 2), przy czym oprzemy si¢ na
, zalozeniach identycznych z zaloZeniami Eulera. Zalozy-
l—r~dﬁ—> my mianowicie, Ze
a) belka jest idealnie sprezysta, wykonana z jednego ma-
terialu o module Younga E;

b) przekroje plaskic pozostajg plaskimi podczas od-
ksztaleenia;

¢) belka jest pryzmatyczna o polu przekroju F i mo-
mencie bezwladnosci I;

d) belka jest niewazka, zginana w jednej z plaszczyzn
gtownych sita skupiona;

¢) pomijamy wplyw sily poprzecznej na ugigcie belki.

Jedyna roinica w stosunku do zalozen Eulera polegac
wiec bedzie na uwzglednieniu rozciagliwodci o:i belki.

2. Rownania wyjsciowe

" Réwnania wyjsclowe dla ugieé skoriczonych przyjmiemy
takie same jak w -pracy [5]. Przypomnimy w skrocie wy-
Rys. 3 prowadzenie réwnan wyjsciowych.

.  Jako zmienna niezalezna przyjmiemy ceche identycznosci
punktu £ Podobnie jak w pracy [4] ceche identycznoéci punktu & zdefinivjemy
w nastgpujacy sposéb: belke w stanie naturalnym (nieodksztalcong) przykladamy
do osi liczbowej i kazdemu punkiowi belki przypisujemy odcigta £ na osi.
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W belce poddanej dziatanin momentu A i sily podhuiine) N zachodza nastepujace
zwigzki (por. [5}):

. v

(2.1) N=Edtﬁ—q
dy

(2.2) M= EIEE

przy przyjecin oznaczen z rys. 3. Mozemy te zaplsac wzor uwzgledniajacy wy-
diuzalno$é ost w postaci

2.3) d. 1+ i d
(2. o s —( EF) E.
Roéwnania wyjsciowe okreSlajace kgt ¢ oraz wspolrzedne x, y ugiete) belki wy-

prowadzimy przy wprowadzeniu ukladu ortogonalnych osi, skveconego o kat &
(rys. 4), tak aby of y byla réwnolegla do kierunku dziatania sity R. Taki uklad

Rys. 4

wspofrzednych, przyjmowany zieszta pizez szereg autoréw (np. E. P. Pofow, 2D,
pozwoli nam przedstawi¢ moment w dowolnym punkcie osi belki D w zwartej
postaci

¥y
2.4 M =R (xi—x)+My= R [ dx+M,.
. T
Wprowadzimy bezwymiarowa cechg identycznofci punktu
&
(2.5) n = NE
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oraz zFwiazek wynikajacy z rys. da
(2.6) dx = dscos ¢

do réwnania (2.4); wtedy przyjmie ono postac

1
N
2.7 o ‘M:Rif (1—|—ﬁ,)coqudn—{—M0.

Sita podiuzna N zgodnie z rys. 4 bedzic Wynosic
{2.8) N = Rsin .

Réwnanie (2.7) - mozemy ;ré;’:niczkowaé, a po uwzglednieniu zwiazku (2.2)
i wprowadzeniu bezwymiarowycli oznaczef ‘
RI? R

(2.9) _ O & Tl

otrzymamy réwnanie dla wyznaczenia kata-¢ wyprowadzone w pracy [3]:

d2p .
(2.10) —> = — [cos g — {p sin p cos @
dn?

Réwnanie to nieco przeksztatcimy. Wprowadzimy smuklosé A: -
2/
(2.11) A= T

i

gdzie i jest promieniem bezwtadnogei przekroju. Wtedy sila bezwymiarowa p bedzie
rowna ,
’ 12 R _RP I 4
(2.12) PTEF EI K2R
Po wprowadzeniu (2.12) do (2.10) pierwsze réwnanie wyjsciowe dla wyznaczenia
kata ¢ przyjmie ostateczna postaé
' d2gp. z o

@13 o F—é’co:;(p~3§£~sm 2p.

Drugie réwnanie wyjsciowe otrzymamy ze zwigzku (rys. 4a)
(2.14) ‘ - dy == ds sin ¢,
a po podstawieniu (2.3) przy bezwymiarowej cesze identycznosei (2.5)

1 dy

e e g in2
{2.15) [y sin p4-p sinZ .
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Wesmy pod uwagg zwiazek (2.12) 1 po uwzglednieniu, Ze sin? ¢ = (1— cos 2@)/2
otrzymamy drugie réwnanie wyjsciowe dla . wspélrzednej y punkiu D
1 dy 2

2
- = sin g + 72 C‘_”")"Z_CCOSZ(P-

Podobnie ze zwigzku (2.6) otrzymamy trzecie réwnanie wyjsciowe dla wspol-

" rzednej x punkiu D:

1 dx

2
.17 7o = cos g + 5 ¢ sin 2p.

. Réwnania (2.16) i (2.17) okreélajace lini¢ ugigeia belki wymagaja uprzednie)
znajomodci kata ¢. Kat ten przy ustalonej smukloci 4 oraz sile bezwymiarowej £

. wyznaczymy z rownania (2.13) jako funkeje bezwymiarowej cechy identycznofci

punktu 7. Zastosujemy przy tym do rozwigzania réwnafi wyjéciowych szeregi
potegowe. Jako maly parametr przyjmiemy, podobnie jak to uezynit T. POscHL, [31,
bezwymiarowa site £. O ile ograniczymy sig do kilku poczatkowych wyrazow szetegl,
to po rozwigzaniu oirzymamy stosunkowo proste, wielomianowe wzory, nadajace
sie do analizy o wiele lepiej niz $ciste wzory z [5].

Ograniczymy sig przy tym do przypadku obcigZenia belki z rys. 4 tylko sita sku-
piong R, gdyz wprowadzenie momentu My zaciemnia i komplikuje ostateczne
wzory dla wspdlrzednych x i y.

3, Wyznaczenie kata. .
Plzy]mlemy kat p w postaCI szeregu potegowego
3n = @otg1 {Hpa P23 34

w ktorym sila bezW’ymiardwa ¢ bedzie matym parametrem, a ¢; = @; (5, 4).
Po rozwinieciu funkeji sin ¢ i cos ¢ w otoczeniu gy zgodnie ze wzorem Taylora

otrzymamy

2
1
sin @ = sin g + (g ¢o0s gp— CZ( sin @ — @7 COS q)o) —

3
G2 ) — 3 (f" COS g+ 1 P2 $IN gy — @3 COS 900) + .
(p")
oS ¢ = €Os gy — Ly Sin gy — L2 (
3
.

1 .
A+ 03 (—6—]— sin gy — @ P2 COS g —— 3 SN cpg) 4+ ...

-¢0$ gy 1 ¢z Sin 990) +

Wzory (3.2) mozemy latwo stosowac dla katdw-wielokrotnych podstawiajac zamiast
¢ odpowiednie wielokrotnosci.
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- Po dwukrotnym zrézniczkowaniu szeregu (3.1) wyraz po wyrazie, wprowadze-
niu (3.2) i uvporzadkowaniu wzgledem poteg { moZemy napisaé rownanie (2. 13)
w postam

2oy d2q d2qp, d2 3
(3.3) o + dnz_‘:+ e &z + i

Gt =
i : 2 f
= —— [ cos gy + {2 | sin ¢0~Esmz¢0 +
4
- Ca( cos g + @ sin g — 2 1008 2%)'—{—....

Do réwnania (3.3) dolaczymy dwa warunki brzegowe

n=10, = 0;

=1, d"? =0.

Mamy wiec

n =10, rpo'zé_, =0 dla =123, ..,

(33 iy

Pl dla i=0,1,2..

n =1,
W réwnaniu (3.3) mozemy poréwnaé wspdtezynniki przy jednakowych potegach &
i w ten sposdb otrzymujemy niéskoﬁczony uktad réwnani rézniczkowych liniowych,
z kt6rych przez elementarne calkowanie bedziemy mogli kolejno wyznaczy¢ dowolng
funkcie ¢;.
Scatkujemy pierwsze réwnanie, wynlkajqce 7 porOwnania wspo{czynmkow przy
{0 =1, mianowicie

2y
(3.6) P 0
otrzymamy
(3.7)- Po = Co n+Dos

a po wykm zystaniu wamnkow brzegowych (3.5) znajdziemy Cy =10, Dy =4,
skad

(3.8) Py — (s.
Drugie z réwnan
. . a2 P
39 C — = —
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po uwzglednieniu (3.8) i scatkowaniu przyjmie postat

. 2 .
{3.10) : pr=Cin— g— cos 6+D;.

Po wykorzystaniu warunkdw brzegoWych (3.5) znajdziemy. Cy = cos 0, Dy =0
i funkcije g; okre§limy w nastgpujacy sposob: :

. - R 1
(3.11) . ' @ = (’7'—‘?7?2) cos 8.

Podobnie mozemy obliczyé pozostale @i, przy -czym stale Dy = 0 ze wzgledu
na wystgpowanie 7 po pierwszym catkowaniu. Dla wyznaczenia stalych C; bedziemy

~ korzystaé z drugiego warunku brzegowego (3.5).

Dwie dalsze funkcje @; maja postad

5 3_;_ldfsi-an'iFZ’ 12_
‘Pz—'—(ﬂ*‘ﬂ 4’7) 12 P(n-—'z'n)sm%,
{3.12)

2 1 i 1 cos3 8
Ly = (lsnwﬁn“r 20775—12013) 5
4 1 1 i ] stn 24 sin 6
+(“s'ﬁ—3"3+ 20" 120 7 ) 1

2

—n (2,7%7? + )(20035~3c0s3 d).

W ten sposdb przy ustalonych ¢ i A mozemy w obszarze zbieznosci szeregu (3.1)
obliczyé kat ugigcia ¢ w dowolnym punkcie D osi belki z zadana dokladnoscig.
Aby wyliczy¢ kat na koﬁcu.bellgi_podStawimy n =11 wtedy

5 cos 5 1)' 5
(3.13) @ =06+4¢ 7 C (—&-—22 sin 26 —

: 47 61
— 03— e (7 2
¢ [ 0 cos? 20 + 622 (2 3 cos? 5)] cos 45 ..

Ze wzoru (3.13) bardzo latwo mozemy przejsc do ugiccia belki nierozciaghiwej.
Wtedy EF — oo, a przy skoficzonym £, 4> co zgodnic z (2.12); moZemy wige
przyjaé 1/12 = 0. Gdy w dodatku belka bedzie- obciazona sifg prostopadla do osi
belki (nieoksztalconej), to & = 0 i otrzymamy wzoér

¢
(3.14 =T 5w o34

Ze wzoru (3.14) po ograniczeniu si¢ do pierwszego wyrazu szeregu otrzymujemy
znany z teorii malych ugieé, elementarny wzér na kat ugigeia belki wspornikowe;j.
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4, Wyznaczenie wspolrzednej y belki ugietej

Po wyznaczeniu kata ¢ rozwigzanie drugiego rownania wyjéciowego nie przed-
stawia juz wigkszych trudnosci,
Przyjmiemy wspolrzedng y (n; £, ) w postaci szeregu

@n Y= Yok Ebyn Ay 8 e

Po zréiniczkowaniu szeregu wzgledem X ‘podstawieniu (3.2) oraz upoizadko-
waniu wzgledem { moZemy napisa rownanie (2.16) w nasigpujacej postaci:

Ay dn d)z

.- Y1 ayz @,
42 dn dy C + C o

2

.
= I{sm Po+¢ { 22(1 — cos 2pg) — ,sin (}70] —
;2 ﬁsi - Hi sin 2pg — s cos —
— 5 SPTTF1 Po— P2 %o
L o
— 3 [2‘005 Po+ @1 P2 SN Py — P €05 P —

4
TR (91 cos 2+ pa sin 2fpg)] 4+ } .

Do réwnania (4.2) dolaczymy warunek birzegowy
{4.3) : n=0, p=0,
a wigc zgodnie z rozwinieciem (4.1)
@4 p=0, p—0 dla i=0123...

Poréwnujge w.réwnaniu (4.2) wspolczynniki przy { otrzymamy podobnie jak
przy wyznaczenin kata ¢ uklad réwnan réiniczkowych, liniowych, do ktdrych
mozemy podstawi¢ wezesniej obliczone wartofei ¢

Pierwsze z réwnan przyjmie postaé

dve -
& = Isin @y = Isin 4,

(4.5) g

£,

a.po scaltkowaniu

Yo 1 sin 64 Cy.

(4.6) ¥

Z warunku brzegowego (4.4) mamy Cp = 0 i ostatecznie

(4.7 . ' —J;9=1]si116.
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Podobnie wyznaczymy pozostale y;. Wypiszemy kilka dalszych, wyznaczonych
funkecji p;:

o 1 \ c:os2(3+ 4 ’s
! (”’7“ 3 ’?) 9 gz’”m
4 Y2 _ 2y h 4 1 . sin 20 cosé 32 — 3 25 o s
Y3 1 2—f—l ) 7‘5i-1 1 00345
;T (15?7 12-’7 6077 20 140 77) 2
+ 2 2 L 2 3 ! 4 1 5 2 e 2 sm2§cos2§
(5?7 I T S A T ATITY ”) K

2 2 2 4
172+__.??3 ,J + - -n5)- sin2 dcos2 § 4
15 A2
N L i b 7 4 5
(6” N 2417 +12-0' 1])22005 +
) 1 16 ) )
- (1? — );4sm 4 cos2 6.

Podstawiajqc 7 =1 mozemy wyznaczy¢ wspdirzedna y; konca belki:

yo c052 6 4. {1
{4.9) 7 = sin 6+C ( -+ -}L-ism 6) — 2 (5 sin d cos? § —
4 ‘ 4 34
T sin 6 cos2 5) —£3 I:IOSCOS d— 375 sin? ¢ cos? & -+

16 32
£ 28 cost ) — —— gin2 2
F s (3 sin2 & cos? § — cost &) Y sin2 § cos 5]+

Dla belki nierozciagliwej obcigzonej sita prostopadta do osi belki (przed od-
ksztalceniem) podstawimy 1/A2 =0 i § =: 0, skad

4

R
1055 T

(4.10) J—;

LaJi““c

Gdy ograniczymy sie do pierwszego wyrazu szeregu (4.10), to olrzymamy znany
z teorii matych ugigé elementarny wzdr na ugigeie belki wspornikowej.
5. Wyznaczenie wspolrzednef x belki ugicte]

Rozwiazemy teraz trzecie rownanie wyjsciowe (2.17). Przyjmiemy wspolrzednag
x (n; £, A) w postaci szeregu

(5.1) x = xo+x1 L0002 f34 L
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Zrbimiczkujemy szereg (5.1) wyraz po wyrazie 1 podstawimy do réwnania wyjécio-
wego (2.18). Po podstawieniu zamiast cos g 1 sin 2¢ szeregdw (3.2) i po uporzad-
kowaniu wyrazow wzgledem ¢ otrzymamy

dX() dx1 de dJC3

(2 ot

3 g
dn dy dn dn B

2

=/ 4008 Po— C( 1 8in g — P sin ?_(pQ) -

o

+ g3

&
.-m N

_ 4
€OS P}z Sin g === ¢y ©O8 2%) +

o .
”“g sin @g — 1 3 COS g — @3 8in g —

et —_

(rp% sin 2gg — g3 cos 2@0)] + . } .

Do réwnania (5.2) dotaczymy warunek b1'zegowy
{5.3) o 7=0 x=0,
a wige ~
(5.4) n=0, x,=0 i=012 ...

Po przyréwnaniu wspélezynnikéw przy (¢ otrzymujemy uklad réwnan linio-
wych, z ktorych, podobnie jak w poprzednich paragrafach, droga calkowania
kazdego z otrzymanych réwnaf mozemy otrzymaé funkcje x;. Aby wykonaé cal-
kowanie, skorzystamy z wyznaczonych wezesniej (w p. 3) funkeji @4 oraz z warunku
brzegowego (5.4); otrzymamy

X0
7 T mcos 4,
! 1 sin2é 2
7 —‘M(nZ—-3n3)4~ +-;{2nsm26
X 1 1 1 cos? § 1
(b ) o e )
sin 2d sin d 1 1 .
Xy ~1-7-(77~-?7i )(sm 26 sin 6 — 2 cos 20 cos d),
X3 1 2 ' _n 11 11 cos3 & sin &
(3 T (1517 Ty 0" T 13" ja0 ”T)f_
2 1 1 1 sin? d cos §
M(_s_ Pt i e ) e
4 11 5 1 '
T (“:;?72'{“"?3”“ —6—974 + ?775) sin § cos? & -
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4 71 1. 1
+ = ( )s:n3écosé+

4 1
Y SO REENRY § I
+ 14(1; 3 n)smzacosZé,

Wspdlrzgdng x; korica belki otrzymamy podstawiajac 7 = 1:

o X ' 1 2 cosdd -2 '
{5.6) . . ‘~f~cosc‘5—(; ———)smzé C[ — —sin2 8 cos & -+

, 6 A2 15 13

29 17
(2. sin? & cos § — cos? 6)] +83 [-" —cosd dsin § — --—sind dcos d—

322 315 315

8 8
T ——(5sin 5 cos3 8 — 3 sin 34 cos 9) + 5111 24 cos 26] 4+ ...

6, Wyznaczenie ugiecia dla belki na nieprzesuwnych podporach

Wzory na wspdhzedne x, y belki obciazonej sita skupiona R pozwalaja na roz-
wiazanie belki opartej przegubowo na nieprzesuwnych podporach. Zauwazmy,
Ze belke z rys. 2 mozemy zastgpic
dwoma ¢ belkami wspornikowymi,
obcigzonymi  reakcjami R (por.
rys. 5), Poniewaz sila R jest funkcjy
nieznanego na razie kata 4, to wpro-
wadzimy podobnie jak w pracy [5]
nows, bezwymiarows wielkosé 0 za-
lezng liniowo od znanej sity P,
mianowicie - :

.+
-~

m‘lk!

(6.1) 0= .

Wtedy bedzie zachodzi¢ zwiazek

: /)
{6.2) b=

cos d’ ‘Rys. 5

Po podstawieniu (6.2) do wzorow (4.9) i (5.6) na wspotrzedne y; i x; korica belki
przyjma one nowa, prostszg postad

5 7] 4 25— 02sin d ! 4
{6.3) = gin 64 cosé( + e 5) (?_“_15)

16 32 :
2@@5HD—MAQMYy”

154 344

5> 6‘4 34 s
— @3 cos llOS E}gtg +
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X1 B 1 4 62 ) 5 1 2 2.8 L7
(6.4) 7 cos & — 0 sin 6(3-4 ZZ) cos [15 15 tg2 0 -
17

29
— | —— —
(2tg d ])]—I—O smé|315 315tg 8

8 16 i
— (=312 9+ 3 4u—maﬂ

Przyjmiemy nowy ukiad'wsp_éirzqdnych (por. rys. 5) tak, aby o$ 7} i)oki‘yWala
si¢ z osia cechy identyeznosci £ (belka nieodksztatcong). Wspolrzedna x bedzie okte-
slona za pomocq wzolu
(6.5) - : x = ysin d+x cos &.

Wprowadzimy teraz warunek niéprzesuwno$ei podpor. Warunek ten dla belki
ZTVS. 5 bedzie oznaczat, 7e rzut przemieszezenia konca belki na 0§ x ma byé rowny /.
Wynika stad, ze

X1

(6.6) | =

a po podstawieniu (6.5) otrzymamy roéwnanie
Xt ‘
(6.7) —%;I-siné—i-*lcosé:l.

Po podstawieniu za yi/l i xi/! wyrazefi (6.3) 1 (6.4) przy ograniczeniu si¢ do czterech:
wyrazOw szeregu otrzymamy réwnanie w postaci

68 40 1 4 §+(17 24 i6 03 50
(6.8) 2 sin 6 — (15——5}?)0 cos 15 572 .32) sin § =

Po odrzuceniu trywialnego rozwigzania 6 = 0 oraz przemnogeniu calego réw-
nania przez A4/4 cos § otrzymamy réwnanie

{6.9) tgd— af-+-bt2tg & = 0,

gdzie @ i b oznaczaja wielkosci zaleine tylko od A:

. 2220
a=
(6.10)
' L, 80
mwl - ’p)

Otrzymamy stad przyblizong wartosé kata § (wiasciwie tg d) jako funkegi 0 1 A*

6.11 @
(6.1} . 0=
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Na rysunku 6 przedstawiono krzywe zaleznosci 8 od 8, wykreslone dia réznych
smukioéci A, przy czym przy wartodciach bezwymiarowej sity 0 réwnej

i

{6.12) 0, = 7

wystapia ekstremalne (maksymalne) wartofci kata d, a mianowicie

a
{6.13 tg dy = —5=.
Np. gdy A =100, 0; = 0,0862 i dy —= 81°54".
'Y
814

2 o)
20
399

50

e

%]

I
|
]
o
&
)
=
o
et
=
3
=
a
g
=
=
=
3
.

" qoes?
77 3 S
Q4472 e e

Rys. 6

Otrzymane wyniki moZemy pordéwnaé z wynikami otrzymanymi w pracy [SL
Bedziemy mieé przy tym zadanie ulatwione, gdyz do iteracyjnego rozwigzania
rownan przestepnych (6.6) i (6.7) z pracy [5] jako pierwsze przyblizenie mozemy
przyjaé katy é i ¢ obliczone ze wzordw (6.11) i (3.13). Okazuje si¢ przy tym, Ze
tak przyjete pierwsze przyblizenia przy f mniejszych od 8, bardzo niewiele odbie-
gaja od wynikéw §cistych,

Zapiszmy uklad réwnafi przestepnych z pracy. [51-w nastgpujacej postaci:

L]

(6.14.1) ' m =1,
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(6.14.2) 1= (1+pop)vp+ 7?{ Vo —vo) 2-1p (er-+2)] (1/ L—} -+

+ v ]/1 m) — 200 V1 + pur E (B9, k)— 2V 1—2§ [24p (1+e))] =

1 —q
2 g2
% arc sift [i ]/k—,a——— (1 —dn “0)]};
k2 1V —a?sin? uy

gdzie F(8y, k) i E(y, k) sa to niepelne calli eliptyczne pierwszego i drugiego

rodzaju,
Pg = arc sin VM
(1 -22) (1)

oznacza amplitude calek eliptycznych,

A1) Z+pd+o]
4 (1 -+ pvy)

k=

modut calek i funkcji eliptycznych, sn u, dn uy funkgje eliptyczne Jacobiego oraz

— 14w
wo= Ve +po), a=}

T = Sin ¢y, vy = sin 6.

O ile obliczymy wartosci ekstremalne 8y i 6y wedlng wzordw (6.12) i (6.13), to
mozemy obliczyé £ i p ze zwiazkow (6.2) i (2.12), a nastgpnie kat ¢, z (3.13). Obli-
czone wartosci podstawimy do réwnan (6.14)

Tablica 1 , . : ° ,

— _ i okaze sig, Ze zamiast 1 po prawej stronie
Smuklosé Réwnanic otrzymamy dla réinych A wartodct podane
4 (6.14.1) (6.14.2) w tablicy 1. Na podstawie osiggnietej do-

20 1,0006 0,9988 kladno$ci mozna przypuszezad, ze i na

. lgg iﬁ;ﬁ gzgzgi pewnym obszarze poza 0y wyniki beda

- dostatecznie przyblizone.

Znajac kat & mozemy wyznaczyC przyblizong warto§¢ reakcji poziomej jako
funkcje Ai0:
ab?

przy czym x oznacza bezwymiarows reakcje pozioma:

6.16 _ AP
(6.16) - EL
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Na rysunku 7 pokazano przebieg zaleinosci reakcji y od sily bezwymiarowej 6§
przy réznych smuklosciach 4. Z wykresu wynika, 7e przy belkach krépych poczat-
kowo reakcja rosnie powoli, wige jej pomijanie przy nieduzych 6 moze byé uspra-
wiedliwione. Inaczej jest przy belkach smuklych. Tutaj krzywa jest bardziej stroma,
nawet przy niewiclkich 0 reakcja osiaga duze wartosci; belka przy duzych smuk-

-osciach zbliza si¢ do wiotkiego ciegna.

Ugiecie belki, réwnoznaczne z przemieszezeniem si¢ belki wzdhuz osi y, obliczymy
ze zwiazku (rys. 5):
5.17 Y L cos 5= sin 5
(6.17) _ = T eos [ sin &,

Maksymalne ugiecie (strzalke vgiecia) belki na nieprzesuwnych podporach znaj-
dziemy przez podstawienie do (6.17) wzordéw na yfl i x;fl. Otrzymamy wzér

4

0 i
B T 7 [,
(6.18) 20 tgﬁ(ls 3;,)

I
[105”315tg _"'

8 28 16 25
1522 (2—3tg2d) *ﬁ?tg ]+

W przypadku belki na podporach przesuwnych podstawimy do (6.18) 6 = 01 otrzy-
mamy

6.19) T3 TP s T s

£ ( 4 16 )
Strzalki ugiecia belek o réinej smukloSei pokazano na rys. 8. Linia kres-
kowana zaznaczono ugigeia belek na podporach przesuwnych. Z poréwnania ugieé
wynika, Ze przy 6 = 6; ugiecia belek na podporach przesuwnych sa okolo 239%,
wicksze od ugieé takich samych belek na podporach nieprzesuwnych.
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Pezome

TIPUBIMXEAHOE OIIPEAEJIEHUE BOJLIIMX YIPYIHX NPOTHBOB BAJIKH
HA HEIIOJABIXKHLIX OIOPAX

TIpMBOOBTCA NOWBITKA NPHONVOKEAHOTO DEIHEHHA 3a7a9d, pPelleHHOH TOYHO B CTATLe [5]
OauaKo TOJyYeHHsle TaM (OPMYJIEL TpeOYIOT NIPeABAYIHETC PENIeHMS CHCTEM TPAHCICOCHTHBIX
ypaBieHHil AN ONPEeASNeHHs YITIoB nporada, kax ¢yHkmm Harpyske, Pememue STHX ypaBHCHEHH
Hanup. OoyTemM HTepatidl OYCHbL KPOHOTAWBO M 3HAYHTCRBHO YCOIOXKHACT AHANH3 paﬁOTBI 63}'[[(?7.

B nacrosmieli paboTe NpEMEHEHHRE CTEIEHALIX PSAOB X PCINCHARD TPAHCUCACHTHRIK YPaBHE-
U IPHBEN0 K IPHOMHKEHHBIM, HO KOMOAKTHEM JOPMYNAM BJIA YT IIporada §, Ajs ropu30HTATE-
Kol peaxi| X ¥ zus crpenky nporuda f. 1o DO3IBONMNO COCTABHTL MUarpambl oy §, X u f
Kax (hYHKIHM BHeUIHeH Harpy3ku 6, mps pasnuyHol rabxocra A.

M3 muarpaMmst CIIeAyeT, 4TO HpeRedpexeHne BANAHHEM TOPM30OHTANBHOM PEAKIMH TPH MANSIX
nporubax Gamkd Ha HOABRKHBX OHOPAX OUPABHLBASTCH IIPH TOIACTHIX W XOPOTKHX Oankax. B cay-
wae xe Hanox ¢ GoArlIod TAOXOCTHIO Aake MPH He OUeHL GONBIIMX nporabax Beerga BOIHMAKAIOT
OONBLUME TOPHIORTAIGHEE DEaklNH, a4 caM OPOrAd IHAYHTCILHO YMEHBIIASTCH,

Summary

APPROXIMATE COMPUTATION OF LARGE ELASTIC DEFLECTIONS
i OF A BEAM ON UNDISPLACEABLE SUPPORTS

This is an approximate solution of the problem treated in a rigorous manner in Ref. [5].
The equations obtained in that reference require, however, previous solution of a set of transcen-
demial equations in order to obtain the deflection’ angles in function of the load. The solution od
ihese equations by iteration, for instance, is very toilsome and complicates considerably the
analysis,

In the present paper, the application of power seties to the solution of transcendental equations
has led to approximate equations expreséing in a closed form the deflection angle & ,the horizontal
reaction force y and the deflection angle f. This enables us to plot diagrams of d, ¥ and fin function
of the external load 8, for beams of various slenderness 2.

From the graphs it follows that the réjection of the influence of the horizontal reaction with
small deflections is justified for beams of small slenderness. For slender ones, even with relatively
small deflections, great horizontal reactions appear and the deflection itself undergoes
considerable reduction.
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