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1. ZaloZenia podstawowe

Cienkoécienne powloki o przekroju prostokatnym z podiuznymi pasami w naro-
zach znalazly zastosowanie w wielu dziedzinach techniki, w szezegolnosdci w komu-
nikacji i w budownictwie diwigowym. Przekrdj poprzeczny takich powlok jest
zwykle zamknigty, staly na calej dlugosci lub zmienny liniowo. Zastosowanie metody
wariacyjnej W. Z. Wiasowa do tego rodzaju powlok, metody pozwalajacej spro-
wadzié czastkowe réwnania rdZniczkowe do zwyklych réwnan rézniczkowych,
jest w wielu praktycznych przypadkach nadzwyczaj celowe. Metoda ta oparta
jest na zasadzie prac wirtualnych.

Zagadnienie rozpatrujemy wprowadzajac dwie funkcje u (z,5) 1 v(z,s), przed-
stawiajace podluzne (wzdhuiz tworzacej) przemieszczenie dowolnego punktu M (z, 5)
oraz styczne (w kierunky stycznym do konturéw przekroju poprzecznego). Kazda
z powyzszych funkeji zaleznych od dwéch zmiennych z i s przedstawiamy w postaci
iloczynu dwoch funkeji, z ktorych kazda zalezy tylko od jednej imiennej. Takie
zalozenie sprowadza. uklad réwnan czastkowych do ukladu rownai zwyczajnych.
Wygodnie jest funkeje u i v przedstawi¢ jako sumy skiadnikéw bedacych iloczy-
pami o przedstawionej wyzej budowie, przy czym liczba skladnikéw jest réwna
liczbie stopni swobody wydzielonego myélowo eclementu powloki, traktowanego
jako ukltad pretowy. W ten sposéb otrzymuje si¢ ukiad zwyklych réwnan réznicz-
kowych, ktorych roniqzanie nie nastrecza trudnoéci.
~ Rozpatrzmy pryzmatyczng powloke, zlozona z pewnej liczby prostokainych
plyt, posiadajaca w przekroju poprzecznym kilka zamknietych konturéw. Zatdzmy,
7e poszezegolne prostokaine plyty sa ze soba sztywno polgczone i nie istnieje mozli-
wos¢ wzglednych przesunieé. Polozenie punktu M lezacego w Srodkowej powierzch-
ni powloki bedziemy okre§la¢ wspdtrzedng z liczona wzdinz dlugosci i wspol-
rzedng s liczong po konturze przekroju. poprzecznego.

" Przedstawmy wspomniane przemieszczenia w postaci sumy funkcii

ki
u(z, s) = Z U2 gi(s), i=1,2,3,..,m,

(1.1
' v(z, 8) = 2 Vilz)ype(s), k=1,2,3,..,n

gdzie U.z (z) i Vi(2) sa nieznanymi funkcjami z, a ¢; () i yz (s) sa uprzednio do-
branymi funkcjami s (uwazanymi za znane).




Wydzielmy z cienkosciennej powloki element ograniczony przekrojami z == const
i z-+dz = const. Uméwmy sie, ze element ten bedziemy rozpatrywaé jako plaski
uklad ramowy, zlozony z kilku zamknietych konturéw. Przyjmijmy, Ze poszuki-
wane funkcie U (z), Uz(2), ..., Um(z) okreSlaja podluzne przemieszczenia m
wezkdw naszego elementu (ramy) przy V(z,s) = 0. Zgodnie z okreéleniem prze-
mieszezen (1.1) funkcje ¢y (s), @2 (5), ..., @m (5) beda zapewnial ciaglo$é podiuz-
nych przemieszezed u (z, s) na konturze przekroju poprzecznego z = const. Funkcja
s (S) przy takim wyborze poszukiwanych wielkofci ma prosta geometryczng inter-
pretacje: kazda z tych funkeji ré#na od zera na prostolinijnych odcinkach kontura
(pretach) schodzacych sie w wezle i ramy, na dlugosciach kazdego z pretéw zmienia

Rys. 1 Rys. 2

sig linfowo przyjmujac w wezle i warto§é réwna jednoéei, a na drugich koficach
pretéw réwng zeru. Na wszystkich pozostalych odeinkach nie schodzacych sig
w wezle 1 funkcja ¢ (s) = 0.

Oczywiscie, postaé funkcii ¢ (s) moze byé rézna. Przyjmiemy, Ze kazdej sunyie m
niezaleznych liniowo funkcji U;{(z) bedzie odpowiadaé m liniowo niezaleznych
funkeji @ (s), przy czym kazda z nich bedzie ciagta na calym konturze, a na od-
dzielnych odcinkach konturu bedzie liniowa. Jeieli np. chcemy w- pierwszym wy-
razie sumy (1.1) przedstawi¢ podtuzne przemieszezenie elementu jako belki o ziozo-
nym przekroju, opierajac sie na zasadzie plaskich przekrojow, to przyjmujemy
dla calego przekroju z — const. trzy sposréd m mozliwych przemieszezen Uy (),
Uz(z) i Us(z), okreSlajagce przemieszczenia przegubowego Sztywnego plaskiego
uktadu. Beda to funkcje zmiany przemieszczen punktow weztowych przy rozciaga-
niu (§ciskaniv) i zginaniu w plaszczyfnie poziomej i pionowej. Zasada ptaskich
przekrojéw Bernoulliego wymaga specjalnego doboru funkcji @i (s), 2 13 (s
kazda z nich jest liniowa funkcja wspotrzednych prostokatnych x = x (sh, y =y ()
punktu lezacego na konturze. Wszystkie pozostale wyrazy sumy (1.1 odpowiadaja
takiej postaci przemieszczenia podiuinego, przy ktorej przekrdj poprzeczay po
odksztalceniu nie pozostaje plaski, ale paczy sig. Wobec tego spaczenie preta cien-.
kofciennego o wiclobocznym konturze w przekroju poprzecznym - okrefla sig
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m—3 wielkosciami Uy (2), Us(2), ..., Un(z). Odpowiednio dobrane Iliniowo
niezalezne funkcje ciagle ¢ (s) okredlaja wspélizedne uogdlnione odksztalcenia
. elementu z plaszczyzny przekroju poprzecznego z = const. Odpowiadajace tym
wspétrzednym funkeje U; (z), z ktérych kazda zalezy tylko od z, stanowia uogdl-
nione pizemieszczenia podiuine powloki traktowanej jako pret cienkoScienny.

Majac dane odksztaicenia elementu w plaszczyZnie z == const okreslimy inne
funkecje i (s) (k==1,2,3,..,n) dla poprzeczuego stycznego przemieszczenia
v(z, 5) punktu M (z, 5} lezacego na konturze. Trakivjac element jako ukiad pretowy
a prety jako nierozciagliwe, dochodzimy do wniosku, iz przemieszczenie po konturze
moize byé wyrazone przez przemieszezenie Vi (z) W plaszezyZnie przekroju poprzecz-
nego traktowanego jako plaski model kinematyczny. Funkcje Vi (z) oznacza]q
przemieszczenia przegubowe ukladu pretowego w jego plaszezyinie.

Liczba n nieznanych funkeji Vi(z) jest réwna liczbie stopni swobody ukiadu w pla-
szezyznie przekroju poprzecznego powloki, tj. n=2m-—c, gdzie m jest liczba weziéw,
¢ liczby pretow clementarnej ramy. Majac n funkeji Vi (2) w sumie (1.1) mozemy
okre§li¢ funkcje i (s). Kazda z tych funkcji bedzie przedstawiaé przemieszezenie
po konturze punktu M przy odpowiednim elementarnym stanie Vi =1, Vp =0
{k # h). Na dlugosci kazdego preta wydzielonej myslowo ramy wslcutek przyietej
nierozciggliwosci i §cisliwoéei pretéw funkcja g (s) jest staly niezalezng od s, przed-
stawia wige tym samym przesunigcie kazdego preta wzdiuZ jego osi.

Wielkoéci V3 (z) moga byé tak dobrane,
e trzy z nich Vi (z), Va(z) i V3 (z) beda
sie odnosi¢ do przemieszczenia modelu
zlozonego z plaskiego ukiadu pretowego
nie zmieniajacego postaci. Pozostate wiel-
kodci ¥4(2),Vs(2), ..., Va(2) beda odnosic
sig do takich przemieszezen uktadu, przy
ktérych bedzie zachodzié zmiana- polo-
Zenia poszezegdlnych ogniw ukiadu, be-
dzie wigc zachodzié zmiana ksztaltu
przekroju. W takim razie odksztalcenie
kontura powloki bedzie okreflone n—3
niezaleznymi liniowo funkcjami., Fukeje w#(s) odpowiadajace n stopniom swobody
zapewniaja ciaglo$é przemieszezefi, o ile przegubowy model w kazdym z mozliwych
n stanéw Vp = I pozostaje ciagly. Funkcje yp(s) prredstawiaja odksztalcenie
elementu cienkodciennego preta w plaszezyZnie z = const. Natomiast odpowiadaj'adce
tym funkcjom poszukiwane wielkosei Vi (z), 2z ktérych kaizda zalezy od wspol-
rzedne] z przedstawiaja poszukiwane poprzeczne przemieszezenia cienkosciennego
preta. Tak wiec polozenie wszystkich wezlowych punktéw poprzecznego elementu
cienkodciennego preta — powloki po odksztaleeniu przestrzennym przy przyigtych
uogdlnionych wspdtrzednych ¢4 () (i=1,2, ..,m) i wx (5) (k = 1,2, ..., n) okresla
si¢ m-I-n przemieszezeniami podtuznymi U; (2) i poprzecznymi Vi (z). Po okresle-
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niu fankeji g (5) 1 yr (s) w rozwinigein (1.1) zagadnienie sprowadza si¢ do okreslenia
funkcji Ui{z) i Vi (z). Oznaczmy napr¢Zenia normalne i styczne w przekroju po-
przecznym powloki z = const przez o = ¢ (z,5) oraz 7 = 7(z,8), przyjmujac
rownomierny ich rozklad na grubo$ci fcianki.

Zgodnie z prawem Hooke’a mamy

ou (()u | c)'a)
G—Ea T=0 o E .

Uwzgle;dnidjqc wzor {1.1) ofrzymamy

(1.2) o(z, 5) = E Z Us(2) ¢4 (5), '
(1 (9= 6| Y viasio Z Vv |

Wydzielmy 2 elemeniarnego poprzecznego pasma element dz xds. Sily dzialajace
pa ten element oraz jego mozliwe przemieszczenia pokazane sg na rys. 4. Roz-

(os+-—""ds )6 dz

,,,,,,,,, D 0T
: (’H o 4z)éds
8, ddds ¢ :
X : h—l Lﬂ il(ciz«#g%dz)dds
At ' Téds ;
% B e '
X tddz gds
osddz
. ; : i3
o Z L dz S
- ' Rys. 4

patrujac réwnowage clementu i przyréwnujac do zera sumg prac wewngirznych
i zewnetrznych sil obeigzajacych element na jego wirtnalnych przemieszczeniach,
W. Z. WLASOW otrzymal catkowe warunki réwnowagi elementu w postaci

{1 4) f—(pj(iA—ngﬁjdA+ f‘p%dsgo i=12,..,m,

Lo Y 01: n -~ MEMR_
(1.5) j““ dA § Vj s f ds=0, k=1,2,..n,
o oz Y = kL EI +L 4yn
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gdzie d4 = ods jest elementem pola powierzchni. przekroju poprzecznego, p =
=p(z,8) i'g = q(z,5) danym obcigZeniem zewngtrznym przypadajgeym na jed-
notke powierzchni powloki, My (s) i My (s) odpowiednioc momentami gnacymi
poprzeczng] ramy, odpowiadajacymi dwom r1dznym stanom odksztalcenia tej
ramy. _

Latwo zauwazy¢, iz réwnania (1.4} sa warunkami réwnowagi elementu dz — 1
w kierunku osi z. Réwnania (1.5) odpowiadajg warunkom réwnowagi tego? elementu
w plaszczyznie osi z = const.

Rys. 5

Jak juz zaznaczyliémy, kazde z réwnan (1.4) 1 (1.5) otrzymuje si¢ z przyréwnania
do zera sumy prac wszystkich zewnglrznych i wewnetrzanych sit przy zmianie od-
ksztatconej postaci elementu.

Jako wirtualne przemieszczenie w réwnaniu (1.4) przyjeto podiuzne przemiesz-
czenie U;(z,5) = L-p; (s) przedstawione jednym tylko wyrazem ozZnaczonym
numerem ; w (1.1) przy U; = 1.

Za wirtualne przemieszczenie w réwnaniu (1.5) przyjeto poprzeczne konturowe
przemieszezenie Vi (z, 5) = 1+ (s) okreflone réwniez tylko ]ednym wyrazem
o numerze h przy uogdlnionej wspolrzedne ¥y = 1,

Interpretacjia wyrazéw réwnari (1.4) i (1.5) jest oczywista i nie ‘}vymaga blizszego
oméwienia z wyjatkiem wyrazu §rodkowego w réwnaniu (1.5). Wyraz ten przed-
stawia pracg sit wewngtrznych na odksztalceniach pochodzacych od zginania ele-
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mentn odpowiadajacych h-temun elementarnemu stanowi przemieszczenia prze-
gubowego kinematycznego tadcucha w jego plaszczyznie. Dla elementu ds praca
ta okredla si¢ iloczynem momentu gngcego

%

M(z,9) = Y Ve(2) My (5)

k=1

ze znakiem ujemnym przez wzgledny kat obrotu M, (s) ds/EI dwoch przylegtych
przekrojow ograniczajacych ien element.

Momenty My = Mz (s) i Mp= My (s) odpowiadaja elementarnym stanom
odksztalcenia wydzielonej myslowo ramy Vi=1 1 V3 = 1. Przy zaloZeniu, Ze
wezly ramy nie maja wewnetrznych wezlowych polaczef, momenty gnace My (s)
i M7 (5) we wszystkich weztach spetniaja warunki réwnowagi, je§li wzia¢ pod uwage
wszystkic mozliwe sposréd » dowolnych standw (k, b = 1,2, 3, ..., n). Momenty
te znajdujemy zwyklas metods odksztalcet wychodzac z odksztalconej postaci
ramy.

Wielko$é I = I (s) jest momentem bezwiadnodci elementarnego paska przy szero-
kofci dz = 1. Przy nieisinieniv poprzecznych wiazan, tj. gdy powloka sklada si¢
tylko z prostokatnych plyt, moment bezwladnodci I = 63/12. Przy uwzglednieniu
dodatkowych dostatecznie gesto rozloZonych poprzecznych wigzah-ram, pod-
trzymujacych cienkodcienna powloke, moment bezwiadnosci I powinien byé obli-
czany jako fredni moment bezwladno$ci na jednostke dlugodci powloki.

Podstawiajac w (1.4) i (1.5) o (z, s) i T{z, s) okre§lone wzorami (1.2) i (1.3) otrzy-
marny uklad (m+n) liniowych réwnan rézniczkowych wzgledem poszukiwanych m
unogdlnionych podiuznych Uy (z) 1 n poprzeczaych Vi (z) przemieszczen. Powyzszy
uklad mozemy prrzedsiawié w nastepujacej postaci:

E
(1.6) 2 Xt — X bt Y en Vit g0,
1 1 £

1
1.7) Z cn Uy -+ Z g Vi — Z sue Vit — G = ¢.

1]

Wspokczynniki réwnasi (1.6) i (1.7) majac postat

o= [ 916 da, mijw@@@ﬂ,

{1.8) by == Af g; () g () dA,  ru = Af P () pr(s)dd,
' _ 1 Mp(s) M
ek = Af (p;. () pe()dd,  spp = f Ml ds

E EI

1 wszystkie one odpowiadaja zasadzie wzajemnoéci.
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Korzystajac z powyzej podanych wzordw, majacych ogolny charakter, mozemy
obliczyé wspétezynniki rownan (1.6) 1 (1.7) pryzmatyczne] powloki jako cienkoscien-
nego preta o dowolnym konturze przekroju poprzecznego przy dowolnym sposobie
aproksymacji szukanych funkecji ¢ {z,5) 1 v{z, sy ze wzgledu na zmienng s.

Przy wyborze funkcji g (5) i yx (s) wyze] przedstawione calki (1.8) otrzymaja
dla kazdego piostoliniowego odeinka bardzo prosta postaé. Wspolezynniki rownan
(1.6) i (1.7 mozna wyznaczy¢ znanymi metodami teorii ram przy pomocy wykreséw
funkeji e (s), o; (), we (5), @5 (s), @; (5), wn (5), Mx (s) oraz My (s) sporzadzonych
dla caftego wielobocznego konturu. Wielkosci p; (1) i g, () wyrazaja sie wzorami

(1.9) o= [ ppsds,  an= [ qunds.
i L

Zaznaczmy, e jezeli elementy sy traktowane jako rozciggliwe a nie sztywie,
10 pojawia sie rowniez wydluzenia pretow elementarue_] ramy, a wspdlczynuiki spr
maja nastgpujaca postac:

G0 | [0 4 [0,
' & EA ’

gdzie Ny, () 1 Nr(s) sa normalnymi sitami elementarne} ramy odpowiadajacymi
tak jak My () 1 My (5) dwom rozaym stanom odksztalcenia V), = 11 Vi =1 przy
‘wszystkich pozostalych przemieszezeniach réwnych zeru. Sify te wyznaczamy réw-
niez znanymi metodami teorii ram z warunkoéw réwnowagi wezldw ramy. Podluzna
sifa p; jest okveSlona jako praca zewnetrznej podiuznej sily powierzchniowej na
podiuznych przemieszezeniach @; (s} przy Uy = 1, a poprzeczng site g, (5) inter-
pretuje sig jako pracg zewnetrznych konturowych sit powierzchniowych g (z, 5)
pojawiajaca sig przy przemieszezeniach konturowych elementu p (s) okreslonych
Jednostkowym przemieszczeniem V), = 1. Biorac pod uwage liniows niezalezno$c
funkeji @; i yx i dowolno§é ich doboru, mozemy szukane funkcje U, (2) i Vi(z)
tak dobra¢, -aby odpowiadajace im funkcje ¢ (s} i 95 (s) na calym przekroju po-
przecznym z = const odpowiadaly warunkom ortogonalnodci; oznacza to, Ze
dla kazdego polaczenia funkcji @r(s) i wz{s) spelnione sa warunki

tyg = fqo;wdA_:O, jeslt  j 41
(1.11) 7
ok = | pepadA =0, jesli b k.
A
Uwzgledniajac powstze przedstawimy rownania (1.6) i (1.7) w postaci
, 1
(1.12) ﬂn Z by Uy — 2 cip Vit G = 0,,
m E 1
(113) ; Chi Ug-—l-?'kh Vh _ G AZ’ Shk V]g‘f“ Eqn =0,
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Funkcje @i (s) 1 5 (s), spetniajace warunki ortogonalnodci, moga byé dobrane
graficzno-analitycznymi metodami mechaniki konstrukcji.

Uktad réwnan rézniczkowych ze stalymi wspétczynnikami (1.12) i (1.13) moze
byé sprowadzony do jednego réwhania rézniczkowego (metoda A. M. KrRyLowa).
Otrzymamy tu réwnanie rzedu 2 (m+n). Wobec tego poszukiwane funkcje U; (2}
i Vi (2) spelniajace réwnania (1.12) i (1.13) bgda okreslone z doktadnoscia do
2 (m-n) stalych dowolnych. Liczba tych statych réwna jest podwdijnej iloéci stopni
swobody elementu dz — 1 w przestrzeni, co zgadza si¢ 7 ilodcig niezaleznych geome-
trycznych warunkéw, ktére mogg byé podane na krancowych przekrojach powloki
z=0,z=1. ) : . :

Majac do dyspozycji powyisze stale dowolne, mozemy otrzymac rozwigzania
dla danego preta przy réznych warunkach brzegowych w oduniesieniu do podhuznych
i poprzecznych przemieszczen.

Znajac Ui (z) 1 Vi (2) mozemy w oparciu o wzory (1.2) i (1.3) okresli¢ naprgZe-
nia normalne i styczne w dowolnym punkcie przestrzennego ukladu.

Wesmy pod uwage uogblnione podluzne i poprzeczne sity przekroju z = const:

(1.14) Py = § opsis)da,
A

(1.15) 0n— f rpnis)dA.
. A

Sita P; jest iloSciowo réwna pracy, wykonanej przez elementarne sity adA, przy-
tozone do poprzecznego przekroju powloki na przemieszczeniu wirtsalnym @;(s). .
Sita Q) jest réwna pracy, wykonanej przez elementarne sily odA na przemieszczeniu
wirtualnym s (s).
Podstawiajac do wzoréw (1.14) i (1.15) odpowiednio wielkosci (1.2) i (1.3}
ofrzymarmy
e

Py= U@ § el pi(s)dA

oraz

Qn— G[Z @) i@ ai@da+ N Vi@ ol vl ‘M]
T . A F 4 .

lub

e

(BTO N Py=E D auU;
: i

(1.17) Qh = G(Z Chi Ui—{' 2 Fhk V];) .
i &

13

12




Jezell funk¢je ¢ dobierzemy tak, ze pizy i +# f prp;dd =0, to wyraZenie
dla Py (z) przyjmie postad

(1.18) Py = EU(2) § @2(9) dA = EU(2) au,
. A
gdzie

g == J(gvg(s)dA.
Zwigzek (1.18) przedstawia zaleZnod¢ pomigdzy uvogdlnionymi sitami i vogdl-
nionymi przemieszczeniami powloki. Ze wzoru (1.18) wynika
Pi(2)
Eag

(1.19) Ui(z) =

Podstawiajac funkcje (1.19) do {(1.2) otrzymamy

(1.20) | o(z, 5) = Z i(z) i (s).
: 7

Dobierziny pierwsze trzy funkcje ¢ (s), ¢ (s) 1 @3 (5) tak, aby ¢ (s) wyrazato
postepowe przemieszczenie wyodrebnionej myslowo ramy w kierunku osi z, a ¢, (8)
i @3(s) obroty okolo gléwnych centralnych osi x i y elementarnej ramy. W tym
przypadku trzy pierwsze wyrazy wzoru (1.20) przedstawia naprezenia odpowiadajace
zasadzie plaskich przekrojéw. Pozostale funkcje beda rowniez odpowiadad roz-
kladowi normalnych naprezet w przekroju poprzecznym, praca ich przy dowolnym
wirtealnym przemieszczeniu rdwna sig zeru. NapreZenia te sa samozrdwnowazone
i odpowiadaja one spaczenit przekrojn poprzecznego. |

Jezeli przyiaé ¢1(s) =1, g2 (s) = x(S) P3(s) =y (s) 1 gg=w(s), to otrzy-
mamy '
Pi=foldd=N,  ay=§-12d4—= 4,

: A

A

Pz:jfc'di:—My, azzzfodA:Iy,
A A

(1.21)
Po— fopdd =M, an— frrdd =1,
A A
P4:: fo‘codA :B, Q44 == jcaﬂdA L‘lrm-
A A

Na podstawie powyzszego widzimy, 7e
a4 = frplz dA
A

sy wycinkowymi momentami bezwladnoéci przekroju poprzecznego, uogélnione
sity Pa, Ps, ..., P zWiazane ze spaczeniem przekroju sg podluznymi bimomentami.
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W podobny sposéb mozna wyjaénié fizyczny sens drugiej grupy sit uogélnionych Cr-
Przyimujac  w; (5) = x'(s), v2 () =p'(9) oraz w3 (s)=x()y ()+y () ¥ (5)
i uwzgledniajac powyzej podane funkcje @1, @2, 93 1 @y otrzymamy na podstawie
wzoréw (L17) Q4 = Qn, Q3 = @y, 03 = H.

Po dokonaniu przegladu ogélnej metody wariacyjnej W.Z. Wiasowa w zasto-
sowaniu do powlok pryzmatycznych przechodzimy do wyprowadzenia réwnan
dla ostrostupa §cietego, a nastepnie do rozpatrzenia zagadnienia powloki w ksztalcie
ostrostupa, obcigZzonej na koficu sily poprzeczng Q, momentem gracym M, skrg-
cajacym M oraz obc1qyen1em réwnomiernie rozlozonym wzdhuz pobocznicy o na-
tezeniu 4.

2. Roéwnania dla powloki ostroslupa Sciglego slabo zbicinego

Wydzielmy z powloki przekrojami z = const i z-|-dz == const clementarng ramke
o szerokodci dz, kiéra znajduje sie pod obciaZeniem wewngtrznych normalnych
i stycznych sit oraz zewnetrznych podiuzoych p(z, s) i poprzecznych ¢ (z, s) ob-
cigzefi, Ramka posiada (m-n) stopni swobody.

Odpowiedni warunek dla pracy sil, dziatajacych na wydzielony element na wir-
tualnym przemieszezeniu w plaszezyZnie przekroju poprzecznego U= ¢y (s),
prowadzi do rdéwnania

(2.1) _)L‘a @i (s) 6ds—~jgr(pﬂdds+ jgp(z,s) pi(ds =0, j=1,23,.,m

5-+ds

Podobnie z warunku dla pracy sit dzialajacych na wydzielony element na wirtualnym
przemieszczeniv w plaszezyznie przekroju poprzecznego Vi = () daje

3 M :
(2.2) fa wn(s)écls~jf£~@—”(s)'-d +qu(z,s)1pn(s)dsﬂo,

s+ds

W otrzymanych réwnaniach zamieniamy zmienng catkowania s na sz/l. W wyniku
takiej zamiany catki o zmiennym konturze z == const w rownaniach (2.1) i (2.2)
przekszialeg si¢ w calki o konturze przekroju brzegowego z = 1.

Przedstawmy wyrazenia podcatkowe jako funkcje nowej zmiennej sz/l. Wskutek
liniowoéci funkcji ¢; (s) zmiana ich wzdtuz tworzacych powloki proporcjonalnie
do czynnika z/l, tj. dla kazdej funkcji ¢4 (s) i jej pochodnej, odpowiadaja row-
nosci

@3 nlsZ) =Zwe. il Ao,

Funkcja vz (s), stala na calym konturze, nie zmienia si¢ wzdhuz tworzacej powtoki.
Wskutek powyzszego zachodza rownosci

(2.4) - vk (s ‘;—) _—
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Normalne i styczne naprezenia oraz ich pochodne wzgledem z w oparciu o wzory
(1. 2) 1 (L.3) otrzymuja postaé

m

N .
(2.5 G—EZU;(Z)QH(S"?'), —*EZUi(Z)%( ),
7
e LA
=G {Z Us(2) gy (s)+ Z e ['? Vk(Z)] Vi (s)},
ot

= — G{Z Ui i) 2 s mo|wol.

Biezacy moment gnacy wzdtuz konturu powloki od przemieszezenia o (z, s) okrefla
sig za pomocy wzorn

(2.6)

@7 Mz, 5) = Z Vie(2) Mi(s).

Poniewaz przy (z/]) Vi (2) = 1 biezacy moment gnacy po konturze wzdhuz powtoki
M (s) jest odwrotnie proporcjonalny do kwadratu wspéirzednej s, przeto My (sz/l)
przy nowej zmiennej szl bedzie okreslony za pomoca wzoru

12
(2.8) Mk(sil) =Z—2M]c(s).

Podstawiajac funkcje (2.3)-(2.8) do réwnad (2.1) i (2.2), otrzymamy
+dz )

- ds_fz U, @i(s) 6 — dS]

—G _76[2 U; 991(3)4- Z ( Vk) 1;);0(3)] @;(s) 6 dzds—l—

29 E [ f 2 (W7 42 99 919

z2
+ @ gs(s)dz ;ds =0,

oo Sfiin)> 2ol

00 dSHGf[Z Ui (o)t Z ( V"’) w(s)] () 0% ds —
< 2 M
— ;‘ % Vks 7 EI(S) Mh(S)* ds+ fq(z, £} wr(s) dz—ds
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- Qdrzucajac wyrazy ma%e wyzszego rzedu i skracajac przez dz, otrzymamy naste-
pujace réwnania:

z 0z z2 p;
(210) 2 aya ( ' ) 2 bja Ui— 2 ercT oz (T V]c) + 7 e 0;
(211) Z Cm:az ( i Ui) + % T,y;ha [ ] a l Vls

E L 12 z qu
‘—‘E S}gh'z—szbJrﬁ***O;

| aj = jfrpj (s) s (s) das,  cp = f’lpi& (s) @i (s) ods,

@12) ) b= j ) g () bds, s = | pa(s) pils) 8ds,

Mp(5) Mr(s) ds.

1
g == J( @i ()p(s)dds,  sux _Ey( s

&
Stale wspdlozynniki okres$lone za pomoca wzordw (2.12) w dowolnie wybranym
przekroju z = [ spehniaja warunki wzajemnodei:

aj =4ag, b= Dby, Fugr="rrn, Spk = Skh, Chi = Cik.

‘Wyrazy wolne w réwnaniach (2.10) i (2.11), przedstawiajyce pracg zewnglrznych
obcigzen, otrzymuja odpowiednia posta¢ dla kazdego konkretnego przypadku
tozktadu powierzchniowych obciazed p(z, 5) i g (z, 5) po konturze s: dla liniowej
zmiany po konturze

Z z
(2[3) P(Z’ S)-:TP(Z, S): (.I(Z,S} :Tq(z: S);

dla kwadratowej zmiany

72 72
{2.14) - plz,8) = EP(ZJ ), CI(Z,S) = I_?.q(z’ 5).

Dla powltok ze sztywnym nie zmieﬁiajatcym sig konturem przekroju poprzecznego
spp = 0. W tym przypadku réwpania (2.10) 1 (2.11) upraszczaia sie I przyjmuja
postaé -

@15 — S’aﬂ ( ) Zbﬂ Us— Zcmla( )+5ng —o,

" z z gn
i Gmllei -0

{2.16) Z Cm (*“ va,) + Z Hc],, J

Jak z powyzszego wynika, otrzymali§my m+-n réwnan rozniczkowych ze zmien-
nymi wspdlczynnikami typn Eulera wzglgdem funkeji uogdlnionych przemieszezen
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Ui(z) 1 Vi (2). Poszukiwane funkcje uogélnione U;(z) i V() powinny speiniaé
warunki brzegowe. PowyZsze warunki moga byé dane w postaci geometryczoych
i statycznych warunkdéw w zaleznoéci od sposobu utwierdzenia, przy czym statyczne
graniczne warunki zgodnie z przyjeta zasada rozumiane sg w sensie podluznych
i poprzecznych sit vogoélnionych. Podtuzne i poprzeczne sify okre§lamy za pomoca
wWzoréw

@1 P2y = § opi(s) 8ds,  0uz) = § Ty (s) ods.

8 8
3. Zginanie i skrecanie cienkosciennej powloki ostrosiupowe;

Przechodzac obecnie do rozpatrzenia powloki ostrostupowej o jeédnokroinié
zamkigtym prostokatnym przekroju poprzecznym z podiuznymi pasami w na-
rozach zalozymy nieodkszialcalnos¢ konturu. Przyjmujac, iz powloka obcigZona
Jest poprzeczng sila zginajaca 0, momentem gnacym M oraz pary skrecajaca M

HHHHHHHHH%T}

A.f =d‘4d1
Ag= By fy

Rys. 6

1 obciazeniem ciaglym o natezenin g, przedstawimy przemieszczenia podiuzné
u(z,s) i poprzeczne v(z, s) punktu M powloki w postaci nastepujacej:

(3.1) U ) =U1(@) g1 ) +T2(2) g2 () +U3 2) 93 (),
(3.2) vz, 8) = Vi (2) 91 (5)+ Va(2) 92 (),

gdzie Uy, Uy, Us, V1 i V; sa poszukiwanymi uogolnionymi podiuznymi i poprzeczs
nymi przemieszezeniami, a ¢y, g2, @3, ¥ 1 2 odpowiednio dobranymi funkcjami:
Funkeje ¢ (5) dobieramy w postaci g; (s) == y (s) tak, aby przedstawiala ona prze-
-mieszezenia punktdw przekrojn z = const, odpowiadajace zasadzie plaskich prze-
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krojéw i obrotowi przekrojow okolo osi Ox. Jednakze, jak wykazaly teoretyczne
badania, rozklad podluznych przemieszczeth w przekroju poprzecznym przy zgina
fiu obciaZeniem poprzecznym rézni sig od rozkladu otrzymywanego wedlug za-
sady plaskich przekrojéw, Nieréwnomierno$é w rozkladzie przemicszezefi wy-
stgpuje szezegdlnie na gérnej 1 dolnej powierzchni powloki; na éciankach bocznych
ze wzgledu na znacznie mnigjsze rozpigtosci spaczenie jest o wiele mniej widoczne
i praktycznie pomijalne, tak iz na tych Sciankach mozemy przyjaé rozklad zgodny
z zasada plaskich przekrojéw.

Wobec powyiszego, przemieszczenia przekroju goérnej i dolnej plaszczyzn powloki
przy zginaniu nie pozostaja w jednej plaszczyinie, a wywolujg jej paczenie. To
sprawia, Ze przemieszczenia podiuzne na szerokofci tych plaszezyzn zmieniajg sig
krzywoliniowo od érodka plaszczyzn ku brzegom. W praktyce rozktad przemieszezeft
i naprezenn normalnych przedstawiamy za pomoca funkcii trygonometrycznych,
algebraicznych lub wykladniczych, niekiedy liniowych.

W naszym przypadku funkcje ¢, (s) odpowiadajaca spaczeniu przy zgmamu
wybierzemy wlagnie w postaci liniowej, tj.

_ |4
(3.3) pa(s) =F [—2" a x(s)] +e,

gdzie ¢ = dy dy Ay/4 T jest wspllczynnikiem ortogomalizacji funkcji ¢; (s) i @ (s)
w przekroju z = I;. Dzigki temu spelniony jest warunek ortogonalnosei

m=f%@w@mmzu

Symbol J; oznacza moment bezwladnodci wzgledem osi x oraz Ay = 8y dy. Wiel-
kodci te odnosza sie rowniez do przekroju z = ;. Funkcje ¢; (s) odpowiadajaca
vogélnionemu spaczeniu Uy = 1 przekroju z = const, pojawiajacemu sig przy
skrecaniu, przedstawimy w postaci

34 P1(8) = x()y (5).

Wykresy funkeji jak i ich pochodnych podane sa na rys. 7 (¢, b, ¢, d, e,f,g i h).
Funkeje 4 (5) 1 94 (s) przyjmujemy w postaci

(3.5 ' P =y"(),  w205) = h(s),

gdzie h (s) jest diugoscia prostopadlej opuszezonej z poczatku vidaduo wspoirze;dnych
na odpowiednia plaszczyzne konturows powloki,

Funkcja () odpowiada przemieszezeniu V; =1 elementu powloki w kie-
runku pionowym pod dziafaniem obciazen poprzeczaych. Wykres tej funkcji po-
dany jest na rys. 7g. Funkcja v, (s) (rys. 7h) przedstawia obrét przekroju poprze-
cznego dla ¥, = 1 pod dzialaniem momentu skr¢cajacego My W przypadku dziata-
nia na powloke wewnetrznych zginajacych i skrecajacych sil, elementarna poprzecz-
na ramka powloki bedzie posiadaé trzy stopnie swobody w odniesienin do prze-
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mieszczen prostopadtych do plaszczyzny przekroju poprzecznego, odpowiadaja-
cych trzem nogélnionym wspélezednym g (), @2 (s) 1 @3 (s), i dwa stopnic swobody
odpowiadajace funkcjom przemieszezefi wy(s) i v, (s) W plaszezyznie przekroju
poprzecznego. Dla rozpatrywanego _zagadnienia przy podanych stopniach swobody

a b 0 c

‘IIEIIHHIIlllih'flﬂlllliﬂlh.

wels)=yfs)

7 v2fs)=+ g +x(stc

d e F
dy
7
= ;j‘éflﬂﬁnu“““m‘ﬁi‘ilﬂlﬁﬂllﬂlﬂi%
@1 (s} : I £ E
E E s (s) =
i R

-

Yisl=y's)

TELRTTITT

Rys. 7

(m =3, n = 2) uklady réwnan rézniczkowych (2.15) i (2.16) przyjma nastgpujaca

postac:
E 0 [z3 z i J =z
Ty, I_3U1 -7 _bu Ui+b1o Uz+611§; TVI =0,
» E  o(h \ 2] 0z
(3.6) ¢, \7 U, _"‘TLbleri-bzzUz-l-Czl‘a; 7V1'=0,
E 0 {z3 z
e \F U =T 533U3"l~csza le = 0;
(o)l o e 2l 36
Uy \pY Peag AgUe)trus T o \T W =6 \T)
3.7
o) e |5 o (5wl
B \TUs] trag |7 o \T 2| =0
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Majac na wzgledzie dobrane funlkeje i przyjete oznaczenia (por. rys. 7), okreslinyy
WSpolczymnkJ wehodzace: do ukladow rownan (3.6) i (3.7) w przekroju z= 1
w sposdb nast@pujacy :

a1 =1Io = fqo%(s) 146 :d%(%l + %#AA),

52‘ f%@mmrwéFiﬂwQ@%mﬁ+@fﬁ444
.@fﬂm:£%®¢uﬁzﬁﬁﬁuﬁ@+mm;

by = fq» () dA(s) = 241,

bz = = § 0 9309 dA(s) = 2eds,

b = f PEE dAE) — 2(2 411 42),

(39

, 1
by = § gFE)AAE) =5 (@ Aot A
(s} :

n = RO @ e =24,
2= en = §ub()pi(8)dA(s) = 2edy,

G

- s 1 i
m:%:f%@w@uwzzwmﬁﬁ@;
(8)

i = §pis) dA(s) = 244,
(5

1 R
P = 04O = 5 @ A EA).
)

We wzorach (3.8) A; == d; §; jest polem powierzchni préekroju poprzecznego
jednej pionowej écianki powloki, A, = d, §; polem powierzchni poprzecznego
przekroju jednej poziomej $cianki powloki, 44 powierzchnia przekroju poptzecz-
nego wizdiuinika, I, momentem bezwladnoéci przekroju poprzecznego wzgledem
osi Ox, I, bimomentem bezw}adnosm zginania, IM, blmomentem bezwladnosci
skrecania.
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 Uklady rownat (3.6) i (3.7) przedstawimy po Uwzglqdmemu Wspolczynmkow
(3 8) w nastquchej postaci: .

z3 z2 z 1 -
g U1+3— 1 NG UI i LU2+ Vl + Vl 03
B 3 ! I !
o E'U2%31—3U l N U1+MU2+N1 V1+ Vl ==,
3.9 1 1 #2 1 - —gl (z
*I—U s U1+C U2+ Uz +l V! i‘3 ['3 IZV:WTj
1
2G4, 2G4, ¢ 26 (At c2dy) '
Ny = > N = s =Ty T
Bl * El,, | El,
23 z2 z z , 1
. 13 U3—|—3 5 U, —‘—I— -bl Us+b, TVZJF—Z Vol =
(3.10) z 1 2z 1
by (T U,+ *—U3) 4By ([—2—172 +3 V + = 72 Vz) 0;
1
a= 2—413 dzdz(Al—l—A2+6AA) w= Elyy
1 !
(3.11) | b= G At} A,

— 1 2 '
l bz ""?G(dzlé_ll* _dlAZ)-

Uktady (3.9) i (3.10) stanowig uklady zwyklych liniowych réwnan rézniczkowych
ze zmiennymi wspolczynnikami typu Eulera . wzglqdem U1 (2), Uy(z), Us(2),
Vi(z) i V2(a).

Zamieniajgc zmienna z na t wedhxg wzoru z/l == ¢! oraz biorac pod uwage, ze
U@ =01 (), U2(2)=Ta(1), Us(@=Us(), V(2= V() oraz V,(z) =
= V,(f), doprowadzimy po calym szeregu przeksztalced uktady (3.9) i (3.10) do
uktadow zwyczajnych réwnan rozniczkowych ze stalymi wspdlezynnikami:

U ()20 () DU, (2) ~= DUy (1) — DV, (t) = 0,
(12 F U 042050 — pUL () — BU2(0 — p V() =0,

lZ
UL+ U1 0+ [0+ U2 0OH W B4, () = — 22 yrE
LBy by
Ua (t)+2U3(t)—— A UB(t)___-‘T Vz(t) =0
(3.13) ‘
Uy 4Us (0 - o 3 0+ V01 = 0.

Trzy pierwsze réwnania powstaja przez przyréwnanie do zera pracy wszystkich
sit dzialajagcych na element na przemieszezeniach wirtualnych w kierunku po-
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dluznym; czwarte i piate réwnania za§ powstaja przez przyrownanie do zera pracy

" sit na przemieszczeniach wirtualnych w plaszezyznie przekroju poprzecznego.
Nie trudno zauwazyé, Ze trzy pierwsze réwnania stanowia oddzielny ukiad, od-

noszacy sie do zginania powlokl dwa pozostale stanowm drugi uktad, odpowiada-

jacy skrecaniu.

W rozpatrywanym przypadku mamy wyraZoe rozdzielenie zginaniz i skr@cama
Kazdy z uklad6éw, a tym samym zadania zginania i skrgcania powloki, mozemy
rozpatrzyé oddzielnie,

Uklad trzech pierwszych réwnan sprowadzamy do jednego rownania oznaczajqc
przez D i D? pierwsza i druga pochodna zmiennej niezaleznej funkeji podanej w gor-
nym pasic tabl. 1. Nastgpnie wprowadzamy nowg funkcje f(z) i przez te funkcje
wyrazamy szukane, uogdlnione przemieszezenia Uy (z), Us(2) i ¥y (2).

Tablica 1
UL () XONEER AT Prawa
strona
A Az g3
D2 42D B — P —¢ 0
Axn A2z a3
—y Dy2b—6e —p 0
Ay A3z A3
D1 (P+1) D+1 g
€ — e
2GAq

Dla skrocenia oznaczymy odpowiednie wyrazy w tablicy I przez A;;. Stad szukane
vogblnione przemieszczenia mozemy napisaé w postaci wyznacznikowe]

UL Aya, Ayz B — ¢, — ¢ :
= 0, Ui () = 1,
P (O iape, oyl O
A1, 4 D242D— @, —@
(314 { Va2 () = — f(t) Uz (f) = — F @,
21, 423 ¥, —
'[;' ( ) All; ﬁ}_z D2~{—2D—~@, c®
H= 1, V() = 0.
o=, ", /0 () v pry2p_e©®

Rozwijajac powyzsze wyznaczniki, otrzymujemy wzory dla Uy (f), Uz () i V; (6).
Ogdlne réwnanie rézniczkowe wzgledem nowej funkcji f(f) przepiszemy nastg-
pujaco:
A1 (A1s Aoz — A A13) f () — Azp (A1y Agz — Aoy Ay} F )+
+A33 (Ayy dpp — A} )f(i) == 0
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a w rozwinigte] postaci

12
G5 LAY EE— DS @ 3 T 2 = ST
24; G
gdzie
' 2GAy I2
= :
’ ElL,

‘Wobec powyiszego rozwigzanie ukladu (3.12) sprowadza si¢ do rozwigzania jed-
nego niejednorodnego réwnania rézniczkowego liniowego piatego rzedu ze stalymi
‘wspdlczynnikami (3.15). '

Odpowiednic townanie charakterystyczne réwnania (3.15) jest nastgpujace:
(3.16) nS4ant4-(8 — 244 —~3)n2-—24n = 0,

Jego pierwiastkami sa liczby

GIT) my=-~l, mp=—2 my= -1k nj=—1+k n5=0,
;gdzie : o

T GA

k~]/1+ FT. =V1+4.

‘Ogbloym rozwiazaniem réwnania jednorodnego jest funkcja
‘(316) f(())(t) — C1 B_t—f—CZ eﬁ2£+C3 e-(k+1)3+c4 e(k_l)t+c5.

Catka szczegOlna réwnania niejednorodnego (3.15) ma nastgpujaca postac::

o 'qlz
FO=Haea—n

‘Stad rozwigzaniem rdwnania (3.15) jest funkcja
(3.18) F® =rOm+0.

‘Korzystajac ze wzordw (3.14) i (3.18) podamy funkcje Uy (£), U2 ()1 V1 (H):

12
5 -t ~2t - ¢
Ul(t)ﬁ—¢[k Cle +}LC2€ +2.C5 IzAlGe},

{3.19) _ —t I L | n .7
Up(y =9 i{-—Cie +ACsye +ACy ¢ +4A1G(2.——~3)e_"

Vi (§) = [1+@A+1D+6] Cy e 4 PAC; e H+A(A — @) C3 e~ FHDE

qP[B3 (G — )40 (4 —3)]
124, G(A—3)

{2

+A(A— 0) Cy VL BACs
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Przechodzac obecnie z powrotem do zmieangj z znajdziemy

li) et )
Helr ST el

V1

[ U1 (Zj :-m Y [kz Gy (“i“)

. = —f ~(k+1) z E—1 qlz z
(3-20) U2(Z) =y l—‘CI (T) +AC3 (T) +1C4 (?) - m_-‘—@(—l—)] .

. z —1 zx_z
V@ =D G+D+6] G (T) +@zcz(7) +

z —(.icu.{‘l) z k—1
H(z%(«))@(,) H(z%@)c,;(T) o+

. PBB—6)+ P (A--3)](z
+@ACs+ — 24, GO (7)

Calkujac ostateczni¢ wyrazenie otrzymamy
| ) z zy !
620 A6 = L0 G D461 In T 0ic; () -

A z\7F 2 z\F z\!
—Z(—0) c3(—) +=(—6) 04(7) +BACs (—) +

k ! l
gRBR— - O(A-—3)]{z\?
Gt 244, G(A— 3) (T) }

Wracajac do réwnan ukladu (3.13) po odpowiednim rugowaniu otrzymamy réw-
nanie rézniczkowe trzeciego rzedu na Us (1)

(3.22) UL (0307 ()+aU) () 4-BUs () = 0,
gdzie
_ BBtabi—b) | 12G[2(di A1 —d] 422 — (d} A+ dS ADP .
T e T ER BB A+ Ay (A Ay 644)
SRR - 48GA, A, P o
f=(b;—b)——=— 71 2 .
- aby. E(di Ax+d3 A) (A1 +Ax+644)

Rownanie charakterystyczne dla (3.22) ma postaé:
3.2 n3-+3n24on+fn =0.

W przypadku gdy spelniony jest warunek
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otrzymujemy jako pierwiastki ‘

gdzie
cos @ =

—e——, p=—734a, g=2—aitf.
2 ]/ ﬁ s
PV 3

Stad calka réwnania (3.22) jest funkcja
U3 (t) — Dl 8[2}1 — {3 cos (WS)]t_I_D 8[21/ D13 cos (/3 +2xf3)] 4 _'_

Dy 2V RIS cos (i3 4uiBIE

(3.249)

z 21/ /3 cos pf3) 2 \2¥ =D/ cos (p/3+2n,3)

O T ? 4

7\ 2V " Di3cos (g3 +4m/%)
T

l

[/ z \2V—D/3cos (/) —1
(.25) U2 = 2z]/ HAcos3D1( 1)

@ 2\ 2 - 273 cos (p/3+27,3)—1
-l-21 '——— CcOs (“?:" ) ( ) -+

_ ]/ @ FY =D cos (/3 +dnfA)—1
+21 -~ CO0S (3 3 ) (T) .
W przypadku gdy ’ . _ ,

2—atfi2  ja—3 e s
( 2 )+( 3 ) =0, m=— l/a", m=n=1/ 5

catka rownania (3.22) ma postac

Us (=D, (0 9 A,
(3.26) . e 2\~2VaB 2\Vai
Us(z)—Di( ) ren (3]

*21/_2 i 3y 1/ 2—1
(.27) Uy =—Dyl 1 }/ m(—) © Dyt Dy I ]/ 4 (T) A
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Naprgienia normaine w powloce w oparciu o wzory (2.5) i (3.1) okreflimy:za
pomoca Wzordw

ic2 z *2 z -3 gl

"1 z\—2 7z \—{k4+2) k-2
+w[101(7) () Cs(l) +(k~1)zc4(l) +

ql _‘£ i i 2V=p73 cos (WS)“TI‘
st oy TG

@ 21/ — /3 cos (gf3+2nfNH—1

/7p p - 31/~ P73 cos (g3+4m3)—1 ‘o
+0;21] Hac‘“(_{' 7)( ) ‘ ]%(S)}

lub w przypadku drogim

w""c

2. jzv-2 24 z\~3 gl
3.29 ag(z, s} =E {@ Iju Cq ( ] ) + T G (“I“) - m] p1{s)-+
—{&+2)

i Z\—2 A z
+w[7 G (T) Tk+1)5C (T) +

A zyvkE—2 - ql . S
+(k—1) T Cy ('I—) + m] e (s}t

g |z —2;3/3/‘2 1 q l/qu 1
+[-may/ L (%) 040917/ % ) |mol.

Naprezenia normalne w przekroju poprzeczoym powloki sprowadzaja sig do sil
uogdinionych: bimomentu od zginania wyrazonego za pomoca funkciji epz(s) i bi-
momentu od skrecania wyrazonego za pomoca funkcji ¢; (s)

. E 2
(330 B(z) =— f opa(s) dd = ﬁwaxmcz) [Cl (il) —

=)
(D)

- Z
(k1) AC, (T)

. z\3
Iipe = (7) 14;

z\k-2]
+(k—-1)AC4(~I~) ]

gdzie
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q/z ——2]/q/2 1
(3.31) B(g)s=— fa%(e) dA =~E12M[ Dﬁl]/z (1) +

AN Vap-1
H D DY S\ T .
2\!
NapreZenia bimomentarne mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

B(z) B(z)

@2(8), Ops =

0g = #3(5).

I 18z} Izqs(z)

Ostateczna postad dla strumienia natezen stycznych jest nastepujaca:

E [ z\—4 g2 [z\-1 :
{3.32) q(z,8) ﬁ—p—{@[ZZCZ (-l—) +-6A1G(T) ]f(pl (5} dds —

— k4D o | z k'-;) q[2 z -1

z —21/'_2+1
f{pz {(s) 6ds—-{4D1 ]/_—(l/— )(——) +

z I/EE—Z ‘

+(D2+D3)]/ (l/ """ )(T) ]f(p;(s) 6ds}'_+q(z):
U .

Przemieszczenie poprzeczne (ugiecie) okreflone jest na podstawie wzorn

Viz,5) = V(D) 91 )+ V2 (2} 92 (9).

Pomewaz V,{f) ma postac

ok t(ﬂ 1) AC3 (%)

' b 12 a
Va(f) = [U3 (t)+2U’(t) — —— U, (t)] B 7

przeto po podstawienin i wykonaniu calkowania otrzymamy

ARYE —,2:/@—1 z 2y
(3.33) Va(z)=Dy|— oy T(T) +2(T) —

byl 1. z *M?(ITHI a 3 q 1 z-.&?,fﬁ—lJr
“7“"“3—;—(7) m+(Dz+D3) ]/—2—.7(7) ok
—21/ 5 +1 o SR

z ]jﬂf_ﬂ ]/_2+1 ' 1
a \1

i
]/—+1 bl
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Stad : ‘ ‘ ‘

(334 V(zs) ;'t{[l 4B (1401 C, In il— BiC, (T)“

o - A ST I} z\E z
WP(A—@)ca(—) +(A—@)c4(l) Lcmcs(l) +

L qRBE—@) - B(h—3) z)2
Heet T e —3) “(T)}V”(SH

3 g 1z m_ﬁ}iﬂ_ﬁ*1 -4 *2;4—/2

51] 1 z —Zi’EﬂH a i/; Iz '/ﬁ—l—g—
= ——(;) et | Y 1(7)

. €l 3
e/ A
S -2]_/'2 t1
' - y N byl jz Vi) 1 a
v +21(~;-) “7(7) Lo
: | 2T

Dla dowolnego zamocowania koficow powtoki mézemy odpowiednio ustalié waranki
brzcgowe a W oparciu o nie: Zbudowaé réwnania do wyznaczenia statych catko-
wania.

Rys. 8

W naszym przypadku odpow1edmo do rys, & walunkt b1zeg0we przedstawiaja
si¢ nastepujaco:. :

dla z =1 (przekrdj powloki sztywuo niwierdzony)
Ui =0, Uy(@)=0, Us(2)=0, V@=0, V(@)=0;
dla z = L (przekrdj swobodny moze sie’ paczyc)

1(2)—‘0, : Uz(z)__(), US(Z) =0, G(Ul CII+U2012+V£r11):““2Q-
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Podtuzne i poprzeczne sily uogolnione maja nastgpujacy postac:
Pi() = f opsdA,  Ou() = f rgnda,

M == G(PldA = EU’I Iy = 4P(—P51 .

By = { 0padd = EU, 1, = 4Pps,
_82 : —-J( Ggﬁgd#‘i i EU'h IQ(D == 4P(,—l’)3,
fﬁpldA = — 20, 7 j- rszcfA = H = HU:.: by Uy+by Vz'_, |

7= GIU(2) g4 () + V(@) p2 ()]

gdzie @y, g2 i @3 sa wspolrzednymi vogdlnionymi w miejscach przylozenia sit.
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PeswowmMe

BAPLHALHMOHHDLIN METOJ B. 3. BJACOBA B IIPUMEHEHMI K TOHKHM
OBOIIOUKAM B ®OPME YCEYEHHOH ITHPAMAIbLL

Tlocie paccmoTpenus obmero sapuHanyonHoro merena B. 3. Braacosa, maromero BO3IMOKHOCTh
CBECTH CokHEle AnddepelIanbHbIe YDABHEHUA B YACTHLIX IIPOU3BOMAHBIX, TOHKOCTENHBIX OpHU3-
MaTrvyeckux 0DOMOYeE K OORKHOBeHHEIM AuddepeRIHaIbabM YPABHCHAAM 3 HACTHBIX IIPOH3-
BONHBIX JUIA KOHYCHOM cnaGocxomumMol ofosoukd.

Brarofaps BEEHEHEIC BYHKIHH TepeMeinennii u (z, ) 1 ©(z, 5) B BHAe CYMMEE DPOH3BCACHHH
JByX (hyExTmit, M3 KOTOPEIX OQHAa ABNAETCA QyHxuMedl omuol mepemennoff, a BTOpAs — APYIroi
[ePEMEHHOM, BRPAKAIOTCA HOPMALHOS M KACATeEHOE HANPAKENHH, CYIIeCTByIOMue B 060I0YKe,

Hony'ueHasie aBe CHCTEMBl AAdGepeHiMaIsHbIX YPABHEHNH B YaCTHLIX TPOM3IBOJAHBIX KOHH-
uecKoil OBONOUKE, B3 XKOTODHIX OJHA COCTOHT W3 TpexX YpapRemwif, xacaercs msrmba ofomodis,
@ BTOpafl COCTOSMIAS W3 NByX YpasfAeHwli, OHpemenseT xpydenme oOosouxu. OTH CHCTEMSBI CBO-
9TCcs K OBBIXHOREHHEIM AndepeHIAANLHEIM YPARACHHAM, KOTOPBIE 34TeM PEIAFOTCA IJIA Bbi-
Gpanmoff HATPY3KH, C COOTBETCYBYIONIHM IPSANONOREHACM KPACBBIX YCHOBHI, CRYMAUMX I
ONpPEeRENCHAs NOCTOSHHBIX MHTErDHPOBAHMA.
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Summary

V. Z. VLASOW’'S VARIATIONAL METHOD APPLIED TO THIN SHELLS
IN THE SHAPE OF TRUNCATED PRISM

After a discussion of the general variational method of V. Z, Vlasov enabling us to reduce
various complicated partial differential equations of thin-walled prismatic shells to ordinary dif-
ferential equations, partial differential equations are derived for a conical shell with small taper.

By introducing the displacement functions u (z, 5} and ©(z, 8) in the form of a sum of producis
of two functions, each of a different variable, the normal and shear stresses are determined,

. Two sets of partial differential equations of conical shells are obtained, of which one, composed
of three equations, concerns the bending of the shell, the second, composed of two equations, the
torsion of the shell. They are reduced to ordinary differential equations and solved for a prescribed
load, the boundary conditions being given for the determination of the integration constants,
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