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MALE UGIECIA SPREZYSTO—PLASTYCZNE BELEK O DOWOLNYM PRZEKROJU

JANUSZ ORKISZ i MICHAL ZYCZKOWSK] {(KRAKGOW)

1. Wstep

Zagadnienie. spreZysto — plastycznege zginania belek liczy juz kilkadziesigt lat,
jednak z powodu wielu trudnosei do dzi§ nie jest ono jeszeze rozwigzane w sposéb
dostatecznie §cisty, a zarazem ogdlny i mozliwie dostepny w praktycznym zastoso-
waniu. Spoéréd tych trudnodcl wymienimy tu kilka najistotriejszych.

Pierwsza z nich zwigzana jest z réznorodng zaleinodcia pomiedzy naprgeniami
1 odksztalceniami, Z do$wiadczeri bowiem otrzymuje sig rozne formy tej zaleznodci
dla roznych materiatéw, a ponadto dane doswiadczalne ujmuje sig w rézne schematy
maiematyczne. Najczedeie] przyjmuje sie model ciata idealnie sprezysto — plastycz-
nego z téwnymi (PRANDTL) Iub réznymi granicami plastycznodei dla $ciskania
I rozeiagania, czy wykres z liniowym pojedynczym albo wielokrotnym odcinkowo—
lmlowym czy tez potggowym wzmocnieniem plastycznym, czy wreszcie SZETEE
innych funkefi w rodzaju
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(gdzie Qr oznacza granice plastycznosci przy jednoosiowym rozcigganin, £ modut
Younga), dla ktérych wykres Prandtla jest w pewnym sensie asymptota. W nielicz-
nych tylko pracach, zwlaszcza opartych na metodach numerycznych (np. A. L. Ko-
LESNIKOW, [17]) nie czyni sig Zadnych zalozen odnosénie zwiazku ¢ = o (¢), co po-
zwala na wykorzystanie wykresu rzeczywistego uzyskanego na drodze deswiadczalne].

Sposréd wymienionych rodzajéw zaleimoéei pomicdzy naprezeniami a odksztal-
ceniami jak dotad tylko przy przyjecin potegowego wzmocnienia plastycznego sfor-
mutowano ogélne réwnanic matych ugieé i to jedynie w przypadku czystego 2gina-

nia, Réwnanie to podane np. w pracach L. Kaczanowa, [12], W. W. SOROLOW- .

SKIEGO, [35}], 1 A. PHILLIPSA, [29], mozna zapisad w postaci
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Jjest pewnym geometrycznym momentem ca}kownej powierzchni przekroju poprzecz-
nego belki, a wyrazenie (K7, +0M jest odpowiednikiem sziywnosci przy zginaniu
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sprezystym. Réwnanie (1.1) jest dogodne do calkowania, gdyz zaleZzy od ksztaltu
przekroju poprzecznego belki jedynie przez stata 1, '

Nastepna trudnodé zwigzana jest z samg foun@ przekrOJu poprzecznego belki,
O ile ksztalt przekroju poprzecznego belld w przypadku ugieé sprezystych wplywa
jedynie za poérednictwem stalego momentu bezwladnodel, o tyle przy ugigciach
sprezysto — plastycznych wplyw ten jest o wiele bardziej skomplikowany. Prakiycznie
bowiem na ogdl dla kazdego przekroju poprzecznego belki (z wyjatkiem np. wykresu
naprezen z wzmocnieniem potggowym) otrzymuje sig inne réwnanie rézniczkowe
linii ugiecia, tylko w nielicznych przypadkach dajace sig efektywnie scatkowad.
Dlatego poza wspomnianym poprzednio przypadkiem wzmocnienia potggowego
w literaturze spotyka si¢ pojedyncze rozwiazapia dla rozmaitych ksztaliow prze-
kroju poprzecznego zginanej belki. I tak np. rozwaZania dotyczace najlepiej jak
dotad opracowanego przekroju prostokatnego mozna znalezé w pracach
W. W. SOKOLOWSKIEGO, [35], M. ZYCczKOwsKIEGo, [42], A. PHILLIPSA, [29],
S. D. PonoMmarIEWA, [31], P. G. HopGgE’a Jr., [6], A. R. Rzancyna, [32], K
JeZexa [11], S. D. Lerrssa, [19] 1 [20].

Rozwigzania dla przekroiow dwuteowych podal jeszeze w 1936 1, K. JeZex, [11],
a dla tréjkatnego A. NADAL [22]. Réwniez A. PuiLLips, [29], rozwaZa ugiecia belek
o roinych czgsto spotykanych pizekrojach przy rozmaitych rodzajach zaleinosci
migdzy naprezeniami a odksztalceniami.

JednakZe najczesciej nawet dla prostych i czqsto spotykanych przzkrojdw uzyskuje
si¢ nader skomplikowane réownania ugieé spreZysto — plastycznych. Jako przykltad
mozna podaé tu choéby réwnanie dla belki o przekroju kotowym z materiatn ideal-
nie sprezysto — plastycznego przy zalozeniu czystego zginania (por. np. [18]), dla
ktorego efektywnych rozwiazan przy danych funkcjach M = M (x) jak dotad nie
podano w literaturze.

Przy rozwazaniu ugigé sprgzysto — plastycznych belek w wielu przypadkach,
zwlaszeza przy dziataniu znacznych sil ukoénych, nie mozna pomijaé wplywu sit
podiuznych na postaé linii ugiecia. E. T. ONAT i W. PRAGER, [25], wykazali stusznos¢
powyzszej uwagi dla fukéw, zwlaszeza plaskich, oraz ram. Z punktu widzenia teorii
skoficzonych ugie¢ ustrojéw vretowych pominigcie sit podtuinych przy rozwazaniu
vgiet tych ustrojdéw jest nawet niedopuszezalne. Jednakze uwzglgdnienie tego wplywu
powoduje znaczny wrzrost trudnofci matematycznych. Wtedy najczesciej sily pod-
tuine i momenty zginajace staja si¢ dodatkowo funkcjami ugieé, co w zasadniczy
sposb komplikuje zagadnienie.

Z tych wzgledow do pelnego sprecyzowania zagadnienia ugieé sprezysio — plastycz-
nych pretéw précz znajomodei samych réwnan rézniczkowych linii ugieeia i od-
powiednich warunkéw brzegowych konieczne jest podanie zakresu stosowalnodci
tych réwnan z powodu moZliwodci zniszczenia ustroju lub przejicia z jednej do
drugtej strefy sprezysto — plastycznej. W tym celu trzeba zna¢ wykresy krzywych
graunicznych w przestrzeni sit podtuznych N i momentow zginajacych M. Przez krzy-
we graniczne podobnie jak w pracy [41] rozumiemy tu zaréwno krzywe okreslajace
niszczace wartofei M i N, «nofnoéé przekroju», jak i granice pomigdzy rozmaitymi
strefami uplastycznienia, a wicc w . szczegdlnodci miedzy strefg sprezysta, jedno-
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stronnego uplastycznienia, migdzy jednostronnym a dwustronnym uplastycznieniem’
(przy wykresie typu Prandtla) itd, Przy takim wjeciu krzywe -graniczne beda po-
dawa¢ zakres stosowalnodci réwnafn ugigcia dia poszezegdlnych stref. Zasadnicza
trudnosé stanowi fakt, iz krzywe graniczne sg zaleZne zaréwno od ksztaltu prze-
kroju poprzecznego belki, kidrej ugigcia rozwazamy, jak i od rodzaju zwiazku
pomigdzy napr¢zeniami a odksztalceniami. Stosunkowo latwo jest jeszcze przed-
stawi¢ je za pomocy najczedciej zreszta zawilych réwnan parametrycznych

(1.2) M=H@), N=f@;"

natomiast wyrugowanie parametru A praktycznie moZliwe jest eksplicite ty1k0
dla bardzo prosiych przekrojow, jak np. prostokata, tréjkata czy rury cienkoéciennej
(M, Zyczrowski, [40], oraz A, A. Gwozpigw, [5)).

Dostatecznie ogélne réwonania krzywych granicznych podane sa zazwyczaj albo
numerycznie jak np. u A. L. KoLEsNIKOWA, [17], (zaleta tego rozwigzania g bardzo
szerokie zatozenia, a wada cgromna pracochonnodé), albo w postaci parametrycz-
nej jak np. u A, Puirciesa, {29]. Wygedne w prakiycznym uzyciu i dostatecznie
ogdlne sa rownania krzywych granmicznych przedstawione przez M. Zyczrow-
SKIEGO, [40], w postaci szybko zbieZznych szeregdw potcgowych:

(1.3) ' M= e (N8,

Na podstawie zwiazku (1.3) autor podaje przyldadowo dla szeregu praktycznic
spotykanych przekrojow, takich jak koto, rura, tréjkat, romb przyblizone wzory
na krzywe graniczne w postaci

M = aN4+-bN2+c,

gdzie a, b i ¢ s3 to state zaleine od ksztaltu danego przekroju poprzecznego.

Inni autorzy podaja najeze¢sciej krzywe graniczne w formie graficznej poza prze-
krojem prostokatmym, dla ktérego ujgcie analityczne jest bardzo proste i jest czesto
cytowane w literaturze, Tak np. krzywe graniczne dla przekroju dwuteowego podaja
F.B. SeeLy 1 J. O. SmiTH, [34], F. Baron, [1], B. C. NearL, 23], A. A. Gwoz-
DIEW, [5], 1 L. S. BeeDLE, [2]. W pracach [4] i [34] podano takze odpowiednie krzywe
dla teownika, a w pracach [34] i [5] dla kola. Ponadto A. A. GwozDIEW, [5], podat
wykres krzywych granicznych dla pierScienia orag rozpatrzyt przypadek zginania
ukoénego. W pracy [34] uwzgledniono rowniez przekrdj trapezowy; wiele cickawych
rozwazan przytacza tez W. Swipa, [36].

Podano roéwniez w literaturze krzywe graniczne dla przekrojéw teoretycznych
dwu- i trzypunktowych (A. R. RZANICYN, {32]) oraz czteropunktowego (P. G. Hon-
GE Jr. |6]). Te ostatnia otrzymano w wynikn linearyzacji stosowanej krzywej dla
prostokata. Doktadna analize krzywych granicznych dla przekrojow cztero —
plecio—1 wigeej. punktowych podano w pracy [27].

Nastepna trudnoéé w . opracowaniu $cistych rtozwiazan dla ugieé sprezysto —
plastycznych belek sprawia fakt, iz ugigcia te majczefciej sg duze i stad- wynika
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koniecznoéé rozpatrywania ich jako skonczonych, a nie malych, co jak wiadomo
jest znacznie bardziej klopotliwe. -Zagadnieniu skoficzonych ugieé sprezysto —
plastycznych poswigeimy jednak osobna prace i z tego wzgledu nie bedziemy go
tutaj blizej analizowad.

Dalsze trudnoéci wigZa sie 7 wplywem st tnacych na ugiecie belld. Wplyw ten,
zwlaszera w zakresie sprezystym, na ogdl nie jest wielki 1 stgd najezesciej pomija
sig go przy rozwareniu ugieé. W pewnych jednak przypadkach, jak np. duza wartosé
sit tnacych, znaczny zasieg strefy plastyczne], moze mieé wigksze znaczenie. Nalezy
pamigtaé, ze w zakresie sprezysto — plastycznym napreZenia tngce wystepuja po-
nadto w warunku plastycznodci 1 na tej drodze ich wplyw na ugigeia moie wzrosnac.
Réwnoczednie jednak fakt wystgpowania naprezefl tnacych w warunku plastycznodei
jest powodem rozmaitege traktowania przez réznych autordw wplywu sil poprzecz-
nych na zginanie belek zaleznie od przyjetej postaci tego warunku (zob. ap. [21]
1[32}). W literaturze jak dotad powyzsze zagadnienie jest mato opracowane, mozna
natomiast spotka¢ préby skonstraowania krzywych granicznych dla jednoczesnego
dziatania sit poprzecznych i momentdw przy czystym zginaniu fub nawet powierzchni
granicznych przy uwzglednieniu dziatania sit podiuinych. Wymieni¢ tu przede
wszystkim nalezy takie prace, jak A. R. RZANICYNA, [32], (przekrdj prostokatay),
K. KLOPPELA i M. YAMADA, [15], (przekrdj prostokatny i dwuteowy), M. R. HorNE'A,
[9]. Sa rowniez znane przyblizone powierzchnie granmiczne dla niektorych innych
przekrojéw.

Nastepna trudnoéé w uzyskaniu rozwigza rozwazanego problemu stwarza
ziawisko odciazenia, Zagadnienie wplywu tego zjawiska nie jest jak dotad doktad-
nie opracowane (por. np. [21]). Spoéréd podanych w literaturze rozwigzan dla
ugieé sprezysto — plastycznych w wickszo$ei przypadkéw zagadnienie to pomijane
zupeinie, w pozostatych natomiast moZzna co najwyzej znalezd uwage, iz podane
wyniki nie obejmmja wplywu odcigzenia. Uwzglednienie bowiem tego wplywu
w znacznym stopnin komplikuje réwnania ugicé, gdyz jak to podaje np. A. R. Rza-
NICYN, [32], przebieg odciaZenia nie zawsze jest opisany liniowa funkcja zmien-
nej z, tj. tak jak w zakresie sprezystym. Zalezy to zaréwno od zmiennosci dziata- '
jacego momentu zginajatego M oraz sity podiluine] N jak i od ksztaftu przekroju
poprzecznego belki.

Przy belkach posiadajacych tylko jedna o§ symetrii prostopadla do osi zginania
dodatkawe trudnosci przy czystym zginanin sprawia przesuw osi obojgine] wzdiuz
wysokosci przekroju, natomiast w przypadku przekrojéw nie posiadajacych zadnej
osi symetrii — obrét osi obojetnej w trakcie obciaZenia. Dodatkowe klopoty powstaja
przy rozwazeniu belek ciaglych, o czym moglyby §wiadczyC prace A. YLINENA, [38],
oraz zbiorowa G. KNuDsENA, C. H. YANGa, B. C. Jornstona i L. 8, BEEDLE'A, [16].
" Wszystkie te 1 inne nie wymienione tu trudnoéci spowodowaly, Ze jak do tej pory
brak dostatecznie §cislej i wystarczajaco praktycznie uzytecznej jednolite] teorii
zginania belek sprezysto - plastycznych. Stad czesto zachodzi koniecznoS¢ ucie-
kania sie do metod przyblizonych lub doswiadczalnych. Spoérdd tych pierwszych
warto m.in. wymieni¢ wspomniane poprzednio prace [16}i [17], a takze N. W. Wa-
LISZWILEGO, [37].
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Celem niniejszej pracy jest wiasnie przedstawienie pewnej mozliwie prostej w uzy-
ciu a zarazem odpowiednio dokladnej oraz dostatecznie ogélnej metody przy-
blizonego obliczania matych ugieé sprezysto— plastycznych belek o dowolnym
przekroju posiadajscym przynajmniej jedna of symetrii.

Idea przewodnia tej metody jest podanie réwnan ugigcia o postaci niezaleinej
od ksztaltu przekroju poprzecznego belki. Cel ten osiaga sie przez znalezienie pew-
nego przekroju zastgpezego, ktéry dobiera sig tak, aby w konkretnych przypadkach
mogt posiadad odpowiednie wiadciwosci mozliwie bliskie (podobny rozklad i wartosci
normalnych napreZen sprezysto — plastycznych) przekrojowi rozwazanej belki,
a z drugiej strony aby byt odpowiednio dogodny w rachunkach. Takim przekrojem
méghby byé np. prostokat dobierany pod wzgledem proporciji i wielkosei jego bokow
zaleznie od tego, jaki przekrdj ma apqusymowaé, dla prostokata bowign 83 Znane
rozwiazania fciste. Jednakze znacznie lepsze do tego celu zaréwno ze wzgledu na
wigksza ilo$é swobodnych parametréw doboru jak i pOzniejszy prostszy charakter
rownan, okazuja si¢ przekroje sktadajace sie z n potek o powierzchniach skupionych;
w dalszym ciagu pracy bedziemy je nazywali przekrojami wielopunktowymi. Stano-
wig one uogdinienie przekrojow dwupunktowych (teoretyczny dwuteownik) zwa-
nych nieraz sandwiczowymi. W pracach [26] i [28] przedstawiono sposob doboru
takich przekrojow zastgpezych posiadajacy mozliwie duza liczbg cech optymalnosci.
Zasadniczym postulatem tego sposobu bylo zréwnanie momentéw geometryczaych
S® rzedu od 0 do k dla potéwek (prey dwuosiowej symetrii) przekroju danego
i zastgpezego. Dla k= 0, 1, 2 zwiazki te oznaczaja réwng noénosé sprezysta i gra-
niczna przy czystym zginaniu (w przypadku materiatu idealnie sprezysto — plastycz-
nego) oraz réwne pole powierzchni dla obu przekrojow. W pracy [28] podano réwniez
w wielu przypadkach analize doktadnosei takiego przyblizenia, ktdre zaleznie od
liczby mas skupionych w przekroju zastepczym moze by¢ dowolnie dokladne.
Konstrukeje krzywych granicznych w plaszezyznie M, N wraz z analizg ich doktad-
nosci podano dla takich przekrojéw w pracy [27]. Niniejsza praca podaje wy-
prowadzenie ogdlnych réwnafi ugigcia dla przekrojéw wiclopunktowych wraz.
7z odpowiednimi warunkami brzegowymi, spfecyzowanie zakresu stosowalnodei
tych réwnan ze wzgledu na odciazenie oraz efektywne rozwigzanie ich przy rozmaitych
sposobach obciazenia zewngtrznego w oparciu o uproszezenia wynikajace z zalozenia
matych ugieé. Dla ilustracji zamieszczono kilka przykladéw liczbowych.

Jak wynika ze szczegétowych rozwazan, proponowana metoda obliczania ugieé
sprezysto — plastycznych belek za pomoca wielopunktowych przekrojéw zastep-
czych prowadzi do linearyzacji rozniczkowych réwnafl ugiecia (por. [3.8]). Doéé
rodobny sposéb, réwniez oparty na linearyzacii, proponuje N. W. WALISZwILI,
[37]. Jednakie wprowadza on t¢ linearyzacje czysto formalnie, wprost na wykresie
kat ugigeia belki - moment zginajacy [M = M ()], a stosowanie metody wymaga
zarowno znajomofci Scistego wykresu M = M (p) jak 1 ograniczenia sig d8 przy-
padku czystego zginania i to jedynie przy matych ugieciach sprezysto — plastycz-
nych. Tak wigc zaréwno ze wzgledu na odpowiednia interpretacje fizyezna (wielo-
punktowe przekroje zastepcze) jak i zakres stosowalnodci {uwzglednienie wplywu

R
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sit podluznych, moznesé obliczenia rowniez skoriczonych ugigé sprezysto ~ plas-
tycziych) proponowana smetoda jest znacznie ogdlniejsza.

Sama my$l rozwazania wielopunktowych przekrOJow zastgpczych jest znana
w literaturze. Dia przyktadu mozaa by wymienié zastosowanie ich przy rozwazaniu
zagadnienia pelzania. [ tak N. I. HoFF, [8], oiaz M. Zyczrowskl, [39], wykorzy-
stuja teoretyczny dwuteownik o rownych, a J. A. Hur, [101, o nieréwnych potkach,
do rozpatrywania problemu wyboczenia pelzajacego; P. P. BuLaarD, [3], stosuje
przekrdj wielowarstwowy do rozwiazania zagadnienia pelzania tarczy przy nie-
jednorodnym obcigzeniu zewngtrznym; P. G. HobGe i A. Sawczuk, [7), 1 inni
zastepuja zwykle powloki przez dwuwarstwowe sandwmzowe A. R. RZANICYN,
[33], rozwaza przekroje dwu-—1i trzypunkiowe przy zagadnieniach statecznosci
pretéw. Jak wspomniano poprzednio podano nawet w titeraturze (por. prace [6]
i [32]) krzywe graniczne na plaszczyZnie M, N dla prostych przekrojow wielopunk-
towych. :

Jednakze do tej pory prawdopodobme nie stosowano zastepezych przekrojow
do obhczanm ugieé belek w zakresie sprezysto — plastycznym, co stanowl przedmiot
obecnej pracy.

2. Zalozenia ogolne

W pracy przyg@to nastepujace zafozenia:

a) oparto si¢ na hipotezie plaskich przekrojow Bernoulliego,

b) tworzywem belki jest materiat idealnie sprezysto — plastyczny lub materiai
ze wzmocnieniem liniowym pojedynczym lub wielokrotnym,

¢) przekrdj belki posiada przypajmniej jedna of symetrii,

d) stan naprezenia w belce jesti jednoosiowy,

e} zewngtrzne obciazenia dziataja w plaszezyZnie symetrii przekroju poprzecznego
belki, '

) w zakresie sprezysto — plastyczoym nie zachodzi odc1azeme,

g) pomija si¢ wpltyw sit poprzecznych na zginanie belki,

h) pomija si¢ wplyw rozciagliwoéci ost belki,

i} przyjmuje si¢ zastepozy przekrdj wielopunktowy belki w postaci [ «mas
skupmnych» rozmieszezonych wzdluz lezqcej w plaszczyznie zgmama osl symetrii
przekroju poprzecznego belki,

W dalszym ciagu zatozenia te dla wygody rachunkowej beda nieraz nieco zawgza-
ne, co kazdorazowo zostanie podkreslone w tekscie. Ogdlne zasady doboru wielo-
punktowych przekrojow zastepezych oraz szczegdlowe wzory dla przekrojow
cztero—, piecio— i szeSciopunkiowych wraz z ich dyskusjg i przyktadami podano
w pracach [26] i [28]. Obecnic Wyprowadzimy ogbine réwnania ugiecia dla prze-
krojéw «wielopunktowych».
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3. Postac ogdina réwnania réiniczkowego linii ngiecia belki o wielopunktowym przekroju
poprzecznym

Wyprowadzimy obe!cnie ogdlne réwnanie rézniczkowe linii ugiccia belki o prze-
kroju wiclopunktowym. Wykazemy, Ze przy przyjetych zalozeniach zachodzi zawsze
liniowy zwiazek pomiedzy krzywizng a momentem zginajacym i sita podiuzna.
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Rozwazmy w tym celu wielopunktowy przekrdj (rys. 1) belki zginanej sprezysto —
plastycznie. Zalézmy, ¢ belka wykonana jest z materiatu o charakterystyce przed-
stawionej na rys. 2. Niech z oznacza wspdhrzedna wzdhiz wysokoéel przekroju
(rys. 1). Wprowadzmy bezwymiatowa zmienng

z
(3. o=
¥

gdzie Ay jest odlegiodcia osi cigzkosci od gérnych wiokien skrajnych przekroju.
Woéwcezas zgodnie z rys. 1 odkszialcenie wyniesie

(3.2) g = gs+t+nhm.

We wzorze tym & oznacza odksztalcenic wlékna osi belki, a
de 1 dp i

(3:3) S A 4

jest krzywizna belki; g oznacza kat ugigcia, s diugosé tuku belkd, ¢ = s/h, przy czym 7
jest wysokoscia catego przekroju.
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Stosownie do rys. 2 naprgzenia normalne
{3.4) o= op+Ep (e — 1) dla & <8< eprt
przy czym k=k_, k_+1,..,—1,0,1, ..,k — L.
Symbolami k. i — k.. oznaczono ilo§¢ odcinkéw schematycznego wykresu o =
= ¢ (&) (rys. 2) odpowiednio po prawej i lewe stronie punktu przyjetego za «zerowy»
{ap. dla rys. 2 po stronie tozciagania i $ciskania). Punkt «zerowy» najwygodniej

r f

13
£y
1
£, '
S ] Ok
E-k E_p Eq4 & .
] 64 /)% &1 & £ E
G-k G-2 T4
Eop
E-x
Rys. 2

przyjaé jest w poczatku ukladu, jesli moduly Younga w strefie sprezystej dla

$ciskania 1 rozciagania s rézne {por. rys. 2). Gdyby jednak moduly te byly réwne,

to za punkt zerowy przyjmowaé bedziemy granicg proposcjonalnodci przy Sciskaniu.
Uwzglgdniajac zwiazek (3.2) otrzymamy.

Ep — &5 Epp1—Es

(3.5 o =optErx(es— axtulyy) przy

= N %

2y sthy

Dia przekroju wielopunktowego (rys. 1) moment gnacy i sita-podtuzna wyniosg:
1 1
(3.6) M=t 3 aFy, N= Dok
i=1 §=1

gdzie oy, Fy i 7; oznaczajg kolejno naprezenia normalne, pole powierzchni odpo-
wiadajacej j-tej «masie skupiongj»; [ jest liczba «mas skupionych» w przekroju.
Korzystajac ze zwiazkow (3.5) mamy
Fy—1 tgp1—1
M=h Z Z [ok+Ex (85 — eu-+2hyn)] Finy,
(.7 ek I
ky—1 11!
N= D N [on+E (e — extrhng] F,
Kok =1l
przy j==1,2, ..., I. Przez Iy i Iy ,;—1 oznaczono tu numery kolejne pierwszej i ostat-
niej «masy skupionej», ktérym przy danym rozkiadzie naprezen normalnych
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odpowiada¢ bedzie k-ty odcinek na rys. 2. Oczymscle zgodnie z rys. 11 zw1azkam1
{34)&-11;; —1=1L S ,

Rozwiazujac uklad (3.7) wzgledem x i & oraz uwzglqdmajqc (3.3) otrzymu_]emy
réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki:

(3.8) = A AR [Ao M — A4, h N+ (AlﬁoﬁAoBlﬁ;h;],
gdzie
by gy -1 ky—1 fpr1—1
Ag = Z Z Ex Fj, By = Z 2 (0% — Exex) Fy,
iy gy E=k_ j=ly
: Eo—1 Tppr—t Ey—1 dg 4—1 -
(3.9) 4= Y D mEm B - D X (on—Eren) Fyiy,
k=i k=k_ J=Ip L

Bo—1 g 1—1
A= D N EnFy,
E=Fk_ j=ig
Rownanie (3.8) posiada zasadnicze znaczenie dla zastosowania zastgpozych prze-

krojow wielopunktowych ze wzgledu na uzyskana liniowa zaleznosé krzywizny 2
od momento gnacego M i sily podtuznej N. Odnosi si¢ ona oczywiscie tylko do tego
zakresu, w ktérym wszystkie masy skupione leza na ustalonych odcinkach (rys; 1)
wykresu naprezen (wszystkie /x sa ustalone); geometrycznie réwnanie (3.8) oznacza
aproksymacj¢ rzeczywistej funkcji # = » (N, M) przez taczace sig wycinki plaszezyzn
w ukladzie N, M, . Zakres stosowalnosci poszezegblnych réwnad typu (3.8) nalezy
ustali¢ przez wyprowadzenie réwnan odpowiednich krzywych granicznych w ukladzie
N, M; dla ciala idealnie -Sprezysto — plastycznego krzywe te podano w pracy [27]
(przekroje cziero— i pigeiopunktowe).

Tablica 1. Stale dla ciala idealnie sprezysto - plastycznego

k] —1 0 1

Ey 0 E 0

o —Q | —0 Or

e - s Q_r
Ik 1 n’o 11 e

I.‘c.{_i'—‘“l io—l !1—1 !

W przypadku ciala idealnie sprezysto — plastycznego przyjmmmy mianowicie za
punkt zerowy granicg proporcjona]noém (plastycznosei) przy Sciskaniu rownac:
—Qe=—0; mamy woOwczas k_ w-—l k=2 oraz pozostale wielkoéci odpo-
wiednio jak wtablicy 1.

Rozprawy Inzynierskie — 9
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" Przy tych zalozeniach réwnanie linii ugigcia zachowa swa postaé ogélna (3.8),.
natomiast zwiazki (3.9) przyjma forme ,
' 1—1 . : ! Il
A4y—E D] F, Bo*Qr(Z FJ-—ZFg-),
=1 I i=1
L1 1 1,—1
@3.10) 4 =E S Bu Bizgr(Z Fm,-—ZFj%j).
i=i, j =1, j=1
=1
Ay =E 2 Fiopy.
J=1, :
Wprowadzajac bezwymiarowy moment gnacy m i bezwymiarows silg podiuing
n tak, by m =1 i n = 1 odpowiadalo poczatkowi odksztalcen plastycznych kolejno -
przy czystym zginaniu i czystym rozciaganiu, mamy

M N
(3.11) m o n

woy’ C(FFD O

Tu W oznacza sprezysty wskaznik wytrzymatoéci przy zginaniu, F; i Fy pola po-
wierzchni przekroju poprzecznego po obu stronach osi cigzkodei, Q, granice pla-
stycznosel przy rozciaganiu. Widaé stad, iz réwnanie (3.8) mozna ogdlnie napisaé
w wygodnej do dalszych obliczefi postaci
(3.12) C sh=—g¢ = amtfnty,
gdzie @, f iy sa to stale zalezne od materialu belki, liczby / mas skupionych w catym
przekroju i sposobu rozkladu spr¢zysto — plastycznych naprezefi normalnych.

‘W szezegdlnym przypadku dla. czystego zginania (cialo idealnie sprezysto —.
plastyczne) i podwdjnej symetrii przekroju rownanie (3.8) przyjmuje nader prostg,
ale wazng praktycznie postacé

5

l
24 -
o 2 Fim;

=1,

(313) — (P' = 2a2 Tl R

2 F37;

P 1
j:?+1

gdzie a2 = Q,/E; dla [ nieparzystego w mianowniku sumowante przebiega od /f2 4
+1/2 do /1 —1.
Wprowadzajac oznaczenia

1
e
) S o o
Gl w=2a, Lh—l=g f=a—g s PTaT g -
R L R Y EW > B

‘ I [
= . —f i1
; ] 2-|~1 : j‘2+
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otrzymujemy : 8

Widaé stad, iz w przypadku czystego zginania sprezysto — plastycznego belkl
dzigki zastosowaniu jednopunktowego przekroju zastgpezego, funkcja @' = f(m)
przedstawiajaca rownanie ugigcia belki o przekroju danym zostanie zlinearyzowana
przez szereg prostych o réwnaniach (3.15). Proste te mozna dobize zinterpretowad
na plaszczyznie m, @'. W tym celu napiszemy réwnanie (3.15) w postaci

1
asfag

Mozna uwazaé, iz jest to réwnanie sprezystego ugigcia preta o krzywiznie pierwotnej
P = p?1i o zmniejszonej sztywnosci (as/af) — krotnie w poréwnaniu do rzeczywistej.

- W przypadku ciala idealnie sprezysto — plastycznego przy wielu rozwiazaniach —
np. przy wyznaczeniu wartosei wspétczynnikéw a, § i » réwnania (3.12) — zamiast
wyrazenia (3.5) wygodnicj jest postugiwaé sig wzorami uzalezniajacymi napreZenia
normalne nie od # i &, ale od innych zmiennych. I tak np. (por. [27]) przy jednostron-
nym uplastycznieniu o = Q,+4 (3 —#;), a przy dwustronnym

(3.16) o — [’ h—ﬁq = e

20— — g
0= ——"——"0,
T
gdzie
' Oy — Ees Oy +Ee,
O e T i vt B el

przy czym 7 i ﬁn oznaczaja odpowiednio polozenie rozcigganych i $ciskanych
witkien w przekroju poprzecznym belki zginanej, w ktérych wystapia pierwsze
odksztalcenia plastyczne. Wowczas réwnanie rézniczkowe ugigcia (3.12) mozna
zapisaé:

przy jednostronnym uplastycznieniu

' Ak
(3.18) : . _(P'"“—’E 71,
przy dwustronnym uplastyczniéniu ‘
, 22 h
,mqj B Ty TI;

dla przekrojéw o podwojnej symetrii Afh; = 2. Oczywiscie 4, #; i y; sa funkejami
nim,

4. Rownanie réiniczkowe ]lﬁll ugiecia belki 1dealme'sprezysto-p!a;fycmej.
przy czteropunktowm przekroju zasto;pczym
Wyprowadzone. w_poprzednim punkcie réwnanie (3.8) lub tez (3.12) dla cm.ia.
idealnie sprezysto — plastycznego’ stanowi - ogdlng - podstawe przedstawionej po-
nizej metody przyblizonego obliczania ugieé. belek o dowolnych przekrojach. Po
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sformulowaniu tych réwnafi problem zginania w pierwszym rz¢dzie bedzie polegaé
na okreSleniu wartodel wystepujacych w nich wspélczynnikéw (np. a, f5, y), a na-
stepnie na rozwigzaniv ich w zaleznosci od postaci wyrazefi na moment gnacy
i site podluing jako funkcji obciazen zewngtrznych. Jednoczeénie jednak trzeba
kazdorazowo ustalié zakres stosowalnoéci tych réwnaf w operciu o stosowne
krzywe graniczne (por. {27]) 1 przy wykluczeniu zjawiska odcigZenia.

Dla okrelenia wspdtezynnikéw réwnad ugiecia trzeba na wstgpie podad, jakimi
przekrojami wiclopunktowymi nalezy - aproksymowac przekroje dane, czyli spre-
cyzowaé tzw. zasady doboru wiclopunktowych przekrojow zastgpezych. Zagad-
nieniu temu jest poswiecona praca [26]. Rozwaza sig tam jednak jedynie belki
wykonane z materiatu idealnie sprezysto — plastycznego i o przekrojach posiadaig~
cych dwie osie symetrii. Ograniczenia te (podyktowane checia uniknigcia wielu
czesto zmudnych rachunkéw) jedynie pozornie zawezaja stosowalno$C propono-

wanej przez nas metody. Nie wplywaja bo-
p=-n,=*1 Wwiem na jakosciowa,a jedynie na iloéciowa

strong zagadnienia (wartoci odpowied-

nich wspolezynnikéw réwnanh ugigcia).

Przy tym, jak wynika ze szczegGlowych
R==7z rozwazafi, sformutowane w pracy [20]
zasady doboru latwo daja si¢ nogdlnié¢ na
przypadek odpowiadajacy pierwotnym za-
lozeniom ninieiszej pracy.

Biorac powyzsze pod uwagg w dalszym
ciagu bez uszczerbku ogélnosci zagad-
nienia ograniczymy sig do TozwaZzania
= belek idealnie sprezysto — plastycznych

o dwéch osiach symetrii przekroju po-
przecznego aproksymowanego przez czte-

Rys. 3 ropunktowy przekrdj zastgpczy, ktdry,

7 jak to wynika z analizy przeprowadzonej

w pracy [26], okazuje sig praktycznie najkorzystniejszy. I tak wezmy dla przyktadu
przekroj jak na rys. 3. Na podstawie [26] mamy :

A

hi2

h/2

- PR L i 1
V= _ashyar . T
(4.1 N
(Fh - 28 2 Sh—aI

By =  ashaar - ™7 h Fh—28°

gdme znaczenic symboli Fj, Fy, 71 1 %2 jest podane na rys. 3; F, 8§ i I oznaczaja
odpowiednio pole powierzchni, moment statyczny 1 morhent ‘bezwiladnosci potowy
przekroju, przy czym momenty liczone sa wzglgdem osi m@zkosm calego przekroju.
- Wobec symetrii przekroju WprOWadzeme oznaczed Iy, Fa,'n3-i n4 nie jest po-
trzebne; dogodne fu oznaczenia Fy i F2 odblegaja tfbch@ ‘od: stosowane3 poprzed-
nio nurieracji o charakteize ogélaym. - . : : -
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Jak wynika z rozwazan przeprowadzenych w pracy [27] dla czteropunktowego
przekroju zastgpczego Townania (3.12) mozna zapisa¢ w postaci (w zakresie spre-
zystym, przy jednostronnym uplastyczaieniu, przy dwustronnym uplastycznieniu):
(4.2) —¢ =oam, —o¢ =amitfn—F —o¢ =am—f,
gdzie wartoSci wspdlezynnikow a i § zestawiono w tablicy 2, przy czym

F Fy a7

(4.3 Y U Y- e il

Tablica 2, Zestawienie wspolczynnikéw ¢ i §

Zakres @ I
sprezysty © 242 0
jednostronne o 2 (1 23) /4 2y N

o) T v ——
uplastycznienie ¥y (’72 ¥ ,u) 2 mi +
jednostronne ® 4 . 8 (v2ma+o) N

. = I =
uplastycznienie — 4y -+ )2 1 —d (pr 72 +91)2
dwustronne 1 2
iplastycznienie ® : 2 a 1,-]2 a?
uplas vl V2,

Zestawione w tablicy 2 wartodci wspdlczynnikow a i § zostaly obliczone dla dodai-
nich m i n (pierwsza éwiartka plaszczyzny m, n). W innych éwiartkach, jak to wynika
ze szczegdlowego rozwazenia réwnan (3.9), niektére wspotezynniki zmieniaja znak,

tak Ze ogdlnic moina napisaé '

(42.1) —o¢' =am+fsign(mn)n— fsignm, — ¢ =am-— fsignm

odpowiednio dla jedno- i dwustronnego uplastycznienia.

W pracy [27] wyprowadzono réwniez podane tu na rys. 4 réwnania krzywych
granicznych dla przekroju czteropunktowego oraz zwiazki ograniczajace stoso-
walno$¢ rownan (4.2) ze wzgledu na odcigZzenie. W ogélnym przypadku, tj. przy
dowolnych obciazeniach zewnetrznych, zwiazki te daja sig¢ napisaé jako nieréwnosci
rézniczkowe:

on 1 om o 1 om
4 - - —
{4.4) E (5P1+ . 0P)dP 4+ ; (aqur ; aq) dag; +
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gdzie g oznacza pewng stala zaleing od zakresu sprezysto — plastycznego (por. [27]),
a Py, qi i My zewngtrzng i-tg site skupiong, obcigZenie ciagle i moment skupiony,
Przy obciazenin prostym (proporcjonalnym) zwiazek (4.4) przyjmuje postac

dn 1 dm
“-5) P

gdzie A jest zaleznym od czasu i wspélnym dla wszystkich obcigzed wspolezynnikiem

wzrostu.

o HVt (‘1‘52)]
#H7)

ﬁf 2(1’1; Vzﬁzﬁ

Rys. 4

W ten sposob réwnanie (4.2) oraz tablica 11 1ys. 4 wystarczaja do ulozeunia przy-
bhzonych rdwnan rdézniczkowych sprezysto — plastycznych ugieé belek o dowolnym
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przekroju. Dla przyktadu podano ponizej wartoéci wspélezynnikéw « i ﬁ dla prze-
kroju prostokatnego i kolowego (tablica 3), :

Tablica 3. Zestameme wspdlezynnikéw o 1 3 dla przekm]u prostolcatnego

" i kolowego P

f Zakres | f hd i

' = | ® . mm | °
® 2a2 242 ¢ - i 0
® 1,542 3,2340c2 1,342 1,234042
® 1642 - 14,3113a2 24a2 | 24,295602
O] 8a2 6,593942 6aZ ! 4,593942

5. Sformulowanie ogélnych wzordw na momenty zginajace i sily podhiine przy pewnych typach
obclazema zewngtrznego

Jakkolwiek obecna praca posw1gcona jest w zasadzie malym ugigciom belek
to jednak podamy naprzéd ogélne wzory na momenty gnace i sily podtuzne dla
dowolnych ugigé. Podejécie takie ulatwi pdiniejsze poréwnanie analizy ugieé
skoficzonych i matych.

Zauwazmy na wstepie, iz wyproWadzone powyzej réwnanie (3.12) posiada liniowy
charakter, ale tylko w uktadzie m, n, ¢". Poniewaz jednak bezwymiarowy moment
gnacy m i bezwymiarowa sila podiuzna n moga w ré7ny sposéb zalezeé od obciazen
zewngtrznych, otrzymujemy tu caly szereg typéw rézniczkowych réwnan ugl@ma
w ukladzie ¢, .

Ogodlna posta¢ wzoréw na m i n jest réwniez w znacznej mierze zalezna od sposobu
zachowania sig obc1qzen zewn@trznych po ugigeiu belki. T tak np. przy obciazeniu
cigzarem wlasnym przyjmujemy, ‘iz sily przesuwaja sic wzdhuz prostej dziatania
nie zmieniajac swego kierunku, przy obcigZeniu wiatrem ‘uwazamy, ze sily dzialaja
normalnie do powierzchni ciala, obciazenie $niegiem natonuast zachowu_]e sta’tq
warto$é sit liczonych na rzut poziomy konstrukeji.

W fizyce rozwaza sig¢ tez i inne sposoby dzialania sit np. w'pqlu centralnym;
stad tez przystepujac do sformulowania ogdlnych formut na'-mbrn’lenty zginajgce
i sity podhuzne nalezaloby rozpatrzeé szereg takich jak przytoczone wyzej lub podob-
nych przypadkow mozlivego zachowania sig sit. Tu ograniczymy sie do rozwazenia
dwéch przypadkéw wystepujacych najczqs’ciej w zastosowaniach; przypadki réznié
si¢ bedg pomigdzy soba zreszta tylko przy obciagzeniach mgglych Pierwszy z nich
odpowiada dzialaniu sit w polu grawitacyjnym (cieZar wla.sny), a wiec zwiazanych
z jednostka dtugosci tuku belki (dla obquen ciaglych) i zachowujaccych swdj pier-
wotny kierunek dziatania.

W drugim nato_mlast przypadku sily nie zmieniaja swego pierwotnego kierunku
dziatania w przestrzeni, sa jednak liczone. (przy obciazeniach cigglych) na jednostke
dhugodei rzutw poziomego belki. Rozwazymy oba: przypadki lacznic traktujac
ogblnie g = ¢ [, ¢ (D)1, gdzie I jest mierzong wzdluz luku zmienng catkowania,
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Przy przyjetych na rys. 5 oznaczeniach w pierwszym przypadku g nie zalezy w spo-
sob jawny od ¢ i stad

\‘w(s} Xk
X —F & -
g3 =
av 33 -

N | S -
¥ =Y %
b
|71
'Ryg 5
(5.1) ‘ g=q(),

natomiast w drugim
‘ _ qIE@]cos [p ) — 4]

cos &

3

(5.2)

przy czym g () jest liczone na jednostke dhugosei luku, a g [£ ()] na jednostke
dtugosci osi x. ‘

Przyjmiemy ponadto, iz na belke (rys. 5) dziatajg tez sily skupione P skierowane
pod katem &; do pionu oraz momenty skupione M;. Zgodnie z rys. 5 mozemy w1¢c
napisac: o, ) = (¢, ¢) sin &,

(5.3) - - e =g p)eosd,
: Pip = Py sin d;,
. _P—;,z = .Pf,. C{;S 65.

Przy takich zaloZeniach bezwymiarowy moment gnacy 1 bezwymiarowa sile

podluing » mozna przedstawi¢ w postaci:

1

- —P-T—;Q—,(f g (&, @) {— [x (£) —x()] cos 8+ [w () — w ()] sin 8} dE +

]

- £ ‘ ’ Ky
+ Z Py {— [x (s} -— x (s)} cos &; + [w(s)—w(s)) sin &} + Z Mi),
' i=1 : : =1

. i s %
54 n=—u - { [f ql¢, ycos §d¢ + Py cos 5;] sin @ -
: _2FQ’ ¥ : a:;

ky

+[f91(ui’,¢)sinéd§+2
0

i=1

Py sin 5@] cos qa},

gdzie ky i ky oznacza kolejno ilo$é sit i momentow skupionych d21a¥ajqcych PO
lewej stronie rozpatrywanego przekroju. S




MALE UGILOIA SPREZYSTO-PLASTYCZNE BELEK O DOWOLNYM PRZEKROJU 693

W naszych rozwazaniach (rys. 5) postugujemy sie dwoma ukladami wspolrzed-
nych: kartezjafiskim x, w oraz ukladem s, ¢. Zwm_,zkl transformacyjne pomiedzy
tym] uk]adalm majq postaé rdiniczkowa:

dx df dw

L&;=df€:cosq§, g T sing

{5.5) lub calkowg
8 &
x= fcos«;odt, w:fsinrpdé'.
0
Jesli na belce zginanej ugigcie przedstawione jest przez szereg réwnat stusznych

odpowiednio dla kolejnych odcinkoéw tej belki, to np. dla & - tego przedziatu wygod-
nie jest wzory (5.5) zapisaé¢ w postaci

&
Xp = Xpp -+ f cos g dt,

&
(5.5.1) "
s _
Wg = Wwgg -+ f sin g dL,
) ‘ 50
gdzie .
o k—1 %410 E—1 %541,0
Xxp 2 f cos gy dl,  wyy = 2 f sin ¢y df
=1 s i=l s
przy s19 = 0. ‘

Korzystajac z (5, 5) wzor (5.4) mozna zaplsac w postaci nieco dogodniejszej do
obliczen :

1o |
"= ﬁk@?(fcosm{ e Beosd b lw () w (@] sin 8} dE 4
0

(5.6} -+ 2 Pi{— (X—Xg) cos 6¢ -+ {w(x) — w(x;)] sin 6;3+ j M@) .
i=1 i=1

ANk
0

q
o (pcos 8d& 4 _Z; P; cos 6;.;] sin ¢ +

COSs
0

g =q{{I[& ¢ O]

Ze wzordw tych w szczegblnym przypadku przy § = 0 otrzymamy dla g ({) =
= const pizypadek obciazenia cigzarem wlasnym, a przy g (&) == const obcigzenic
iniegiem,

- WyrazZenia (5.6) stanowig wraz z réwnaniami (3.12) (dla czteropunktowego prze-
kroju bedg to réwnania (4.2), rys..4 i tablica 2) éciste postawienie problemu spre-

B,
‘Psin ddE + Z Py sin 6-;] COs cp}.
f=1

gdzie wobec (5.5)



6% JANUSZ ORKISZ 1 MICHAL ZYOZKOWSKL

Zysto — plastycznego zgimania belek o zastgpezych przekrojach wiclopunktowych
przy przyjetych typach obciazenia zewnetrznego. Z postaci- tych wzordw wynika,
iz w ogélnym przypadku wspomniany problem sprowadza sig do rozwiazania
odpowiednich réwnan rézniczkowo — catkowych réznych ,typc’)w.' W pewnych przy-
padkach daja si¢ one rozwiaza¢ Scisle (tj. na tle teorii ugig¢ skoficzonych), w Innych
tylko przy pewnych zalozeniach upraszczajacych (np. na gruncle malych ugxqc)
lub tez w sposcb zupelnie przyblizony. = :

6, Male ugigcia spreiysto-plastyczne belek o czteropunktowym przekroju zastepezym

6.1. Zaloienia upraszczajace. Postawiony powyzej w sposéb ogdlny  problem
zginania belek w zakresie sprezysto-plastycznym w wielu, przypadkach znacziie
si¢ upraszeza, jesli zalozyé, iz ugiecia sa bardzo male w poréwnaniu z wymiarem
dhugodci belki. Wowcezas mozna uwazal, ze

singpx~ ¢, sin{pg—38 =~ gcosd—sind,
©.1) p g (@ @
cospal, cos(p—d)mcosdtpsind

oraz na podstawie (5.5) i (55.1) i przy'.przyjqci‘u t = sih

x =8 =h,

K [
6.2y w= f pdl = h f edf;  dla k—tego przedziatu
0

. k—1 +1,0 —
Wi = Wiy -+ h fwde gdzie vm—h y f @i dE, a ty=0.
txo =1 tio

Przy powyiszych zatozeniach upraszczajacych rozwazymy. obecnie te ‘przypadki
obciazenia zewnetrznego, dla ktdrych problem ugieé sprezysto — plastycznych
da si¢ efektywnie rozwigzad, tj. takie, przy ktérych mozemy znalez¢ catki odpow1ed-
nich réwnaft rézniczkowo — catkowych.

6.2. Dowolne obcigienie prostopadie do osi belki niecdksztalconei i momenty skupione. Przy
takim zatoZeniv 4 = 0 i na podstawie (6.1) i (6:2) ze wzoréw (5.6) zaréwno dla
(5.1) jak i {(5.2) otrzymujemy jednakowo

&y

¢
1
m“‘WQ—"l hZIQ(E)(tgf)df*f? E Pyt —ty) + 2, M%‘]—fi(t)’
0 - - 1-.|

i=1

{6.3)

¢ ,
"= | [ 1@+ Sn|=eme
. 0

edzie fi (£) 1 /3 (¢) sa znanymi funkcjami obciaZen zewngtrzanych. Woéwczas réwnas
nia przyjma postaé odpowiednio przy jednostronnym uplastyczmemu, plzy \dwu-
stronmym uplastycznienin, .oraz w zakresie sprezystym: & L SN

'
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— ¢ = af P e—8,
(6.4) C ol =afy () — B,
— @' = afy ().

W réwnaniu tym podobnie jak i wszystkich nastgpnych przyjeto znaki wspolczyn-
nikéw o 1 f odpowiadajace dodatnim m i n. Gdyby zalozenie to me bylo spelmone,
nalezy dobraé znaki wedlug (4 2.1). Przyjmiemy-

(6.5) B (0= a!(t)= —Btafi =00, ofi@®=20(.

Zatozenie (6.5); odnosi sig do zakresu sprezysto — plastycznego, a zalozenie (6':5)5 _
do zakresu sprezystego. Przy tych zah)zemach otrzymamy rtoéwnania réiniczko-
we zwyczajne dla ¢

(6.6.1) @' ta(n) pb (B =0 S T

oraz »
(6.6.2) @ rb () =0 (1

W dalszym ciagu przez I bedziemy oznaczaé zwiazki odnoszace sie do jednbstréﬁf
nego uplastycznienia (zakres @i @, rys. 4), a przez 1I zwiazki dotyczace dwustron-
nego uplastycznienia i zakresu sprezystego (® i ®). Rozwigzaniami téwnan (6.6)
sa lunkgje

Y

s c— fef““)‘”.b () di} e~ fom @y )
6.7)

p=C— [b@)yd, (1T

Stad na podstawie (6.2) 'ugi@cia;\odpowiednio WYNoszg

. : ot .

: “":‘IT_ﬁ[C““fl-efMad‘ b(&) dE] e—fa(;)ds e @

(6:8) B |
w=h f [c— f b (§) dE] dE. , _ ~an

F :

W «klasycznych» rozwiazaniach metody malych ugieé zazwyczaj pomija sie
wplyw sity podiuznej przy dziataniu sit prostopadiych do osi belki. Gdyby i tu
przyjaé podobne uproszczenie, to otrzymalibysmy dla ugieé w i katéw ugiecia ¢
bardzo proste rozwigzania typu 1. Przy najczeiciej spotykanych typach obcigzes
beda to wiclomiany zmiennej #. I tak w przypadku dziatania jedynie sit skupionych
dla ¢ otrzymujemy wiclomiany stopnia drugiego, przy obcigzeniu ciaglym g = const
stopnia trzeciego itd., a dla ugigé odpowiednio o stopiei wyiej. Tymezasem w roz-
Wlaczamach typu I dla (p iw pojama_]q sig funkcje typu e przy sifach skupionych

e f e dE pray 0bc1e§zen1ach ciaglych, Dla sit skuplonych ‘mamy bowiem
a(t) =ag, b)=byttby, .
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gdzie ap, by 1 b; sa stalymi, a wtedy z (6.7) mamy

p = Ce—mt —ﬂbo(aoz—l)wobl], .M
6.9 h
(6.9) bt _
q?—C—T*blt‘ o : (1)
oraz dla k-tego przedz;a’(u na podstawie (6.2) i (6.8)
C 1 £ g .
Wi = Wgg + h ——*e_“'g——‘ bolag— — &)+ aph & , o
ay 2 txo
6.10) -
: bo&3 B &2’ i
T Wiy + AVCE——————( . 1)}
6 2 trg

 Natomiast przy obcigzeniu ciaglym g = const mamy
a(t) = ag ttay,
b (t) = by t>-+by t4-by,

gdzie ag, @y, by, by 1 by sg to stale. Otrzymamy stad réwnania

L 1 arb '
g =Ce 2+a) (bot-gﬁ" )
g

2 [6by  abi+b } (ﬂol
(6.11) — w[ — -H; + = 1 .
agl aj o ? l/“ Zl/ﬂo. 0
botd b2
(p:C——T——Z—_bZI; . {IL)
W .
hCoe a, aylrg a) apt a
o S fo e o) ofa )
W= Wk V2a, V2 2 Vay V2 2y
ht [ byt b 2 [diby  arby+b
__[_O__MHl]_,, _[_L_" uﬂz]x
agl 2 aﬁ dp

(6.12) ) o
- - IV(V.O. t 2]/ )df @
txo

bp&4 b 8 by 52]‘
tko,

2 6 2 (n

W == Wy + B [CE e

przy czym

4

. . I z
. .
W(z) = e ? f du, D(z)= - f e du
H o

(por. K. A. Karprow, [14]), a Cjest stalg catkowania.
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Juz nawet z przytoczonych powyiej pizykladéw widaé wyraznie, iz pominiecie -
wplywu. sit podluznych przy obciazeniu prostopadlym do osi belki zasadniczo.
upraszeza obliczenie efektywnych wyrazen dla ¢ i w, zwlaszeza ze wzgledu na koniecz-
n08¢ «zszywania» rozwiazah dla réinych zakreséw (rys. 4).

6.3, Sily skupione wukosuie dziatajace i momenty skupione. W tym przypadku zwiaz-
ki (5.6) przyjmuja postaé:

m = —“(2 Py{— (t—t) hcos 84w (At —w (hts)} sin &; + Z Mi)’

ie=1 i=

ZFQ,( Zchosai—l- Z!’gsmé)

Dla przejscia z formy rdiniczkowo — calkowej réwnad na formg réiniczkows
zrézniczkujemy wzgledem ¢ zwigzki (6.13) oraz réwnania (4.2); stad

dm h by ]
- = w0 Z Py (— cos &;-Fg sin 83,
r :
(6.14) = .
. dﬂ (p’ 1
= 20, ,-; P;cos §;
oraz
., dm dn
¢ e b @
6.15
©.13) ., dm
p=—a an
Oznaczmy
b prcosdy b by cm i 3 poos i
a—WQf‘g ¢ COS Oy, -—ZP,sm iy C"ZFing ¢ COS 05
wowezas réownania (6.15) przyjmg postac
(6.16) ¢ —cfp'+bap =au, @
@' + bap = aa. an
Rozwigzaniem tych réwnai sa funkcje
a
(6.17) = Cy et Cp et - ?,'
gdzie
(6.18) 2= 5 (Bt Verpi—aba), ¢

Mo=+Vy—ba. an
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sa pierwiastkami odpowiednich. réwnan charakterystycznych, a C; i C; sg sta-
tymi calkowania. Stad dalej na podstawie (6.2) mamy

. o Cy ¢
(6.19) Wi == Wio + h e 2t L]
. . 1 Fa b Lo
6.4. ObcigZenie clagle g—const dzialajace pod katem § =const, liczone na jednostke diugosct heku,
W rozwazanym przypadku zwigzki (5.6) moina zapisa¢ (rys. 6) w postaci

|
*

o 1 o
= —1—( f ng{ (8 c0s 0+ [ () — w (48] sin a} g +

W,
(] ]
(6.20) + P {—h(t— ;) cos 8p + [w (ht) — w (ALp)] sin dp} + M) .
L t . 4
n= TR0 [qo( fqh cos 0 d - P cos 65,,) + ( f ghsin ddE+P sin %)]
. r ;

to o

gdzie zgodnice z rys. 6 P i M oznaczaja wypadkowa sil¢ skupiong i moment skupiony
pochodzacy od czegsci belki na lewo od lewego korica 7y rozpatrywanego przedziatu.
Aby jak poprzednio przej$é do czysto rézniczkowych réwnan ugigeia trzeba zréznicz-

kowaé wyrazenia (6.20) wzgle-

o \p:S . - _ % dem t, a .nastgpnie podstawic
d ; ’ qdt, do {6.15). Otrzymamy stad réw-
- M 8,
A ' nania
ok w ¢ — ' (@t +b) +
-
oy 620 +p(ttrd)y=et+f, O
6.21 ,
to " Fplet+d) =
‘ == gt , (10
‘ _Rys. 6 ¢ +_fi {an
gdzie
i
a= 2FQ, = qhcos 8,

8 ,
b=+ fﬁé_ (ghty cos 0 — P cos ép)._,

a ﬁ
d = ———(— gh2 1 5in 8-}-Ph sin § h cos 6,
) e = wo, qh? cos 4,
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= (m qh? 1y cos d--Ph cos dp) + ﬁQ gh sin 8,
a . .
dy = @(— gh2 tg sin & + Phsin dp),
. = WQ, (— gh2t5 cos 8 + Ph cos &p).
Obecnie podamy rozwiazania réwnan (6.21).
1. Réwnanie jednorodne (6.2L.I) przez podstawienie
— 2
(6.22) pH)=nEe o,
gdzie
' / ab — o _ ab—2c
£ =Vla l’i““'"“;““ lla!(H—S), E—Ta
sprowadza si¢ do postam
{(6.23) ”+n£+a 32— abctatdyn =0,

gdzie plus odnosi sig do @ > 0 oraz minos do ¢ < 0,

Niech 4 = +1, B= £a-3(¢? — abe+-a2 d). Wtedy mamy do czynienia z réw-
naniem hipergeometrycznym konfluentnym (zdegenerowanym), ktérego rozwigzanie
podaje E. KaMke, [13], s. 416, wzor (2.52) oraz s. 475, wzér (2.273,10):

: _t _t,s (R 1 1 A4
(6.24) p=§ T 4% (—“ 52)’

gdzie -
U 7 (k, m, u) = Cl Mk, I (u)—i—C2 Mk, -7 (u)5
przy czym i
1m Ly R
M) =u® e * \Film+m—lk 2m+1,u),
(6.25) a

a@+1)...{atn—1Du"
b(h+1) ..(b+n—1Dn!

1F1(a:b3u):1+2

jest funkcja konﬂuentna, hlpergcometrycznq
Na tej podstaw1e mozna podac iz w naszym przypa dku

(626) =Gl AF(.'BGA )-=c"_%““ (1 £ 1’42)
(6) n=Cde 2Rl 2407 BT Ge Tkl =05, 5
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Stad mamy
C

6.27 = C ._Et—%MHHWF(l B3 %
62 p@=cietae T R (- 5 Sl e) +

C

c —Es—%lai(tﬂ)*F(I B 1 4 - 2)
4+ Cre i\ 2A22|a|48)

Do rozwigzania tego trzeba dodaé catke szczegdlng rownania niejednorodnego
{6.21.1) np. w postaci

1 {et —f) . @2 (et+f)
6.28) %@—wf—ﬁa_m—%fHW)&
gdzie

W@ = o1 () g3 () — 91 () 92 (),

przy czym ¢ (£} 1 ¢ (f) sa to podane wyzej calki szczegblne rdéwnania jednorod-
nego (6.21.1).
II. Réwnanie jednorodne (6.21.11) przez podstawienie

d,
]E

(6.29) pO=n®, t=£EVe —

przechodzi w
| n''+&n = — (4E4-B),
gdzie

Roéwnanie to daje sie sprowadgzié do réwnania Bessela {por Kamxe, [13], (2.162.10)], )
a jego rozwiazanie daje sie zapisaé w postaci

{6.30) n(® =VE Zy, (g 53.’2) +n0(€),
gdzie
2 2 2
Zl,l'3 (? 53"'2) == C]_ Jl,’3 (_3-53',2) + CZ YI]‘] (? 53',‘2) ’
a 1y (&) jest catky szczegdlna réwnania niejedﬁorodnege. Poniewaz wroﬁ_skian

(6.31) W(§):[]/§ JIBI(%_‘ Eafz)] [1/ 3 ( 53’2)] e e

R e
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to mamy stad

(6.32) 79 (§) — '/‘5 =Ty (; 53“) f E(AE+B) Ym(-; 53’2) dé —

V& 2 2
" 1/5 Yis (? §3fz) f E(AE+B)J (3 53:2) dE.

3

Ostatecznie zatem

(6.33) )= }/g {Jljs (—i— 53"2) [C1 -+ ;— f E(AELB) Yip (gﬂ 531'2) df] +
-l el ]

t dy
3= 3/W -
V ¢ } e2 .

przy podstawieniu

6.5. Warunki brzegowe. W punktach 6.2, 6.3 i 6.4 rozpatizono przypadki obciaze-
nia, przy ktérych mozemy podaé efektywne rozwigzania réwnan ugiecia (4.2).
Wystepujace tam stale okreslamy z odpowiednich warunkéw brzegowych, ktérych
sprecyzowaniem zajmiemy si¢ obecnie. W tym celu rozpatrujac ugiecia dowolnej
belki podobnie jak w zakresie sprezystym nalezy podzielié ja na szereg przedziatéw
w ten sposéb, aby w kazdym z nich ugiccie mozna bylo przedstawié za pomoca
tylke jednego rdwnania rézniczkowego. Podstawa do takiego podzialu z jednej
sirony sa te same przyczyny, co przy zginaniu sprezystym, jak np. zmiana 1é6w-
nania momentdw, zmiana sztywnosci belki, podpora, przegub itp., z drugiej strony
za$ dodatkowo przejécie belki z jednego do drugiego zakresu sprezysto — plastycz-
nego (rys. 4). Przy kazdym takim podziale wystapi jedna stata catkowania dia réw-
nan (4.2), a dla réwnaf (6.15) lub wyzszych rzedéw otrzymanych przez kolejne
rézniczkowanie uktadu (4.2) — odpowiednio wigeej. W tych ostatnich. przypadkach
w celu sprowadzenia liczby niezaleznych statych catkowania do Jedne_] po znalezienin
calek réwnan (6.15) itd. wymagamy, aby te rozwiazania spelnialy wyijsciowe réw-
nania (4.2). Fizycznie oznacza to spelienie warunkéw dla krzywizny. Pozostala
staty calkowania wyznaczamy z warunkéw zachowania sig belki na podporach
oraz ciggloéci katéw ugiecia 1 samych ugieé. Warunki te ustala si¢ tak samo jak
w zakresie spreZystym, a ponadio Zada sig ciaglodci funkciji

(6.34) 1 (t) = @ie1 (0, Wi () = wysy (t0)

w granicach # sasiednich dwdch zakeeséw sprezysto — piastycznych Dila belek
o czteropunktowym przekroju zastepezym f; wyznaczamy jako pierwiastek nastq-
pujgcych roéwnah (rys. 4) odpowiednio

Rozprawy Inzynierskie — 10



T T R R R R EEERRRREESSSS—SSSSS
702 . - .. JANUSZ ORKISZ | MICHAL 2YCZEOWSKI . e

m () +n (1) =1 miedzy zakresami @ 1 @;
-2

- (6.35) Lt ) — —%2—"1 (1) = 1~ migdzy zakresami © i @;

4+ (1 — -
('_?2?}1751”2; i (ti)-l--‘? (ty =1 migdzy zakresami @ i ®.
(1 —

W ten sposdb mozemy juz jednoznacznie okreslic katy ¢. Do wyznaczenia samych
ugicé natomiast wystarczaja wzory (6.2) zapewniajace od razu ciagtoéé ugieé na
granicach przedzmlow czyli automatycznie spelnla]qce warunkl brzegowe, Czgsto
]ednak wygodniej jest wykonaé catkowanie nidoznaczone réwnania katéw w =

f wdf+C, a powstale stqd dodatkowe stale catkowania wyznaczy¢ z warunkow
g:ﬁacg}osm ugieé oraz zerowania sig ugigé na podporach

7. Przyklady liczhowe

7.1. Ugigeia sprezysto-plastyczne wspornika obeigZonego sily skupiona. Obecnie podamy Kil-
ka przykiadow liczbowych. Jako ]_:Sierwszy rozpatrzymy zginanie wspornika o prze-
kroju prostokatnym obcigzonego sily skupiong na koncu. Dla poréwnania skali
trudnosci, jakie wynikaja przy tym zadaniu zaleznie od przyjetych zalozed uprasz-
cza}acych rozwazymy go w' trzech przypadkach: 1) zupelnie ogélnym, Scisle

“wg rownafn (6.16), 2) przy przyjeciu
upraszczajacego  zalozenia 1 = const,
3),przy pominigciu ponadto wplywu na

& $s .y,  zginanie belki skladowej poziomej sily.

l S | ' 3. [ Nasiepnie podamy rozwigzanie szczegdlto-
bl = > we dla 6 =0, tj. sily prostopadlej. W tym
Yl V| . .
. _ celu rozwazmy belke przedstawionz na
E = rys.. 7. Zakbzmy, przy tym, iz sita Pikat o

o . zawarte sa .w takich -granicach, iz belka
znajdzie sie w:zakresach sprezystym @,
: jednostronnego uplastycznienia @ 1 dwu-
Rys. 7 stronnego - uplastycznienia @ (rys. 4),
: przy. czym jak widaé z rys. 7 m <O
in< O Ze Wzglqdu na warunkl brzegowe w rozwazanym przypadku wygodniej
jest  przyjaé poczatek ukladu wspohrzednych w utwierdzeniu. Réwnania momentu
gngcego 1 -sify- podfuinej moma_;i_wéwczas zapisaé w postaci

en

, . Sy
wm=—ap [(tour) cos 6+s1néfrpd§],

(7 ]) 7 =V—p(:p cos 6—}—5111 g},

gdzw P = P/thr Jest bezwymlarowq SllEL Zewneirzna. Rownania (6. 16) w oparciu
o tablicg 2 i wzory (7.1) przyjma dla poszezegélnych. stref postaé . -
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g0 +12a2psin Sy = — 12a2pcosd  dla * 1 < 1 <y,

. 3 YR -
(7.2) q)l——Eazpcoséq:,—l-ﬂazpsméepl:w21a2pcos6 dla h<t<h,

¢y + 4822 psinS gy = —d8a2pcosd dla O0<f< 1.

Stad po rozwigzaniu L
po = Crsinwgt+Croos wot —ctgd dla ¢ <1< 1,
(7.3) ¢y =Cye"'+Cye™ —ctgd dla 1<ty
= Cssiney t+-Cseosmt—ctgd dla 01 <4y,

gdzie

.3 ' 1 3 2 ‘ '
r,2 = ——datpcosd + -—l/ —apcosd) —8da2psin §,
4 2 2
przy czym dla a2 p ctg & < 112/3, ry , jest zespolone oraz
w0:21/3a2psin(3, w3:41/3a2psin§.

Dla okteslenia statych catkowania C), ..., Cs oraz dwéch nieznanych granic
przedziatéw ¢, i t; potrzeba 8 warunkéw brzegowych. Beda to trzy réwnania krzy-
wizny (por. p. 6.5 i tablica 2) '

— g = 2a2 m,
7.4.1 (=L emi 2 g e
(7.4.1) Ty @tmt o din - —-a?,

— @3 = 8a2 m-+642,

dwa warunki ciécglos’ci i warunék;,.w'- utwierdzeniu

o (1) =1 (tp),
(14.2) : 71 {f2) = @3 (t2),

@3(0) =0
oraz dwa warunki na granicy stref [rys. 4, wzory (6.35), @.1)1 4.3
m{t)+n(t) = — L
3m(f;) —n(t)) =—3.

(7.4.3)

Powyz‘rsze ‘warunki prowadza do okrelenia stalych Cy, ..., Cy jako funkeji ; i £,
= fi (t1, t) oraz do uldadu dwdch bardzo skomplikowanych rownan prze-

st@pnych typu

(7.5 , o F1 (11, l‘z) =0, £y (t1= f) = 0. . :

Gdyby zatoiye, iz n=—psind = const to zmieni sie jedynie drugle rownanie

(7.2) na réwnanie

Coy

) -+21a2 p sin & ®1 = — 21a2 p cos 8,
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a jego rozwigzaniem bedzie funkcja
i1 = Casin w {+Cycos w t —cigd,

gdzie w; = (2142 p sin §)Y% Ponadto warunki brzegowe (7.4.3) przyjma uprosz-
czona postaé

{7.6) m)=psind—1, 3m()y=psind—3.

Istotnym wynikiem przyjctego uproszezenia jest jednak mozliwoié sprowadzenia
vkladu (7.5) do jednego tylko rdwnania przestgpnego

{Ln Flta, f ()] = 0,
gdzic ¢ = f(#).

Zasadniczym uproszezeniem staje si¢ dopiero pominigcie wplywn momentu
pochodzacego od poziomej skladowej sity ukosnej. W tym przypadku

(7.8) ' m=op{f—ty)cosd, n=-—psind

i wystarczy obecnic skorzysta¢ z rownan (4.2), ktére tu przyima postac (7.4.1).
Stad
— o= 12a2 p (1 — tg) cos 0,

3
(7.9) — gy = 21a? p (1 — tg) cos 6 + 5@ (1 — p sin 6),
- (p; = 48al p ({ — ty) cos 5642,

a po scalkowanin

2
Po=— 12a2p (17 — Iy l') cos d - Cy,
2 3 .
(7.18) @ = — 21a2p(? — 1y t) cos & — ?alt (1 — psin 8) -+ Cy,
12
P = ﬁ48a2p(2—— tgt) cos & —6a?r+ Cs.
Z warunkéw brzegowych (7.4.2) i (7.6) mamy
psind—1 psind—3
=" 6pcosd =1l 18pcosd ’

2

- 3 .
(1.11) Cy—=—9a2p SLI tot)— a2yl — psin 8}y 4 C4,
2 2

2

t 3 .
Cy zﬁ27a2-p(—;'—— totz) cos & + jaﬂtz(l — psin §) — 64’1y,

C; = 0.

Jak widaé, w tym przypadku rozwigzania sa wielomianami zmiennej .
Dla sily prostopadiej, czyli przy 6 = 0, zniknie zakres jednostronnego uplasiycz-
nienia, gdyz

1
(712} tlzlg‘:f()“ﬁgl;;
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z warunkéw brzegowych pozostang tylko nastepujace:

(7.13) volt) =g (), @3 =0, m() = -1,
a stad rownania (7.10) przyjma postaé

i \2
Yo = — 642 pi2 + 1222 pity 1 -+ 182 pt? (1 ___) y KKt
6pf0
(7.14) 1
= — 22 ps? 2 o
93 2407 pr2 L 434 ptgf(l 8pt0)’ 010
Przechodzac do obliczenia ugicé na podstawie (6.2) mamy
3 by t ’
(7.15) Wy =h [ gdt,  wo(t)=h f p3df+h [ godt.
d b ,
a stad
112 1 \3
wo (1) = — 2a2pht3 1-6a2 phtg 2+18a2 phi2t (1 — ——\ — a2 phti (1 ——1},
bpty opty
{7.16) 1
W3 (1) = — 8a2 pht3+ 2442 pht, 12 (I — —)
8pty

Poniewaz maksymalny moment wystapi w przekroju utwierdzonym, zatem
z warunkéw

(7.17) MmO =—1, m(0) = _%

mozemy okrefli¢ graniczne wartosci, pomiedzy ktérymi musi zawierad sig sifa p,
aby belka znalazta si¢ w stanie -§prezysto — plastycznym. Mamy stad [por. (7.8)]

1. 1
—<p<—.
(7.18) 61 <p i

Powracajagc do oznaczen wymiarowych [por. (6.2) i (7.1)) rozwigzania ‘moZemy
ostatecznie zapisaé w postaci

Pxr  Plx 3PI2 (1 X’)Z

P == T Y s ’

(7.19) B o
Px3  PIx2 3Pi2x ( x\2 PP ( x)3
w0 = =t o o ) el
dla I—x<=x<gl -
2Px? + 4Pfx( 3})
PO= T T\ )
£7.20) _
2Px3 - 2PIx2 ( 3x) da 0<r<l_3
W3 (x) = _3E T 1 a1l a X l—X,
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gdzie x = bh? Qy/6P. Warunek (7.18) dla sily P przyjmuje postal
bh2Qy bh2Q; -

<Pkg
6l sPs 41

Stad otrzymujemy np., iz przy wartosci sity P = bh2 Qp/41 nisiczqcej belke zasieg
zakresu spr@iysto‘—plastycz_;nego w belce wyniesie . .

(7.21)

-

(7.22) | {*x=§

zgodnie ze znanyml rozwiazaniami Scistymi.

Obecnie pordwnamy otrzymane rezultaty z rozwigzaniem Scistym poda,nym
up. w pracy [18]. Poréwnanie to przeprowadzimy dla wzoréw podajacych wielkosé
strzalkl ugiecia na koficu wspornika jako funkceje sity P.. Dla przekroju zastgpezego

=wy (/). Przy P = bh?- Q6] = P otrzymujemy warto$é Scista
B .
(7.23) | Jo=3zr

Przy zginaniﬁ sprgiysto% plastycz'n‘ym maniy

2 N, .
(7.24) f@® = fng(3 992 + 843), .
pod_czgls gdy wzdr - Scisty daje -, ‘ , -
(7.25) f(ﬁ) fg 2192 [10—2(15‘ +3) V3--: 28],
N - '
gdzie AR

PoroWname obu wzordw dla réznych 9 zamieszczond w ta,bhcy 4, przy czym B =
= (l -ff f) 1009, jest procentowyni bledem wzglednym. o

Tabiica 4, Scisle i przyblizone wartoéci strzalki ngiecia

4=t fifo Ao B1%] =1
P _ B BT
1,000 1,000 1,000 0,000 .| - * - 0,000
1,100 1,101 1,139 — 3,45 0,038
1,200 1,214 Co1,3a1 ) —1046 0,127
1,300 1,351 1,587 . 17,47 "1 0,236
1,400 1,548 1,864 — 20,47 —0,316
1,433 S 1,647 1,964 — 18,85 —0,317
1,450 - 1,710 2,016 —15,18 0,306
1,500 - 2,222 2,167 2,50 0,055

Z przeprowadzonej analizy wynika, iZ
dla 0<#é<1 f=£
(7.26) <@ <1493 f<f,

1493 <4< L5 f> i
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dla P =1433 P otrzymuje sie maksymalny blad bezwzgledny przez nadmiar,
a dla P = 1,500 P przez niedomiar. Ponadto z tablicy 4 widaé, e bledy wahaja
si¢ w granicach — 20,5% do 2,5% 1 w przewainym zakresic sa popelnione przez
nadnriar. e :

7.2. Uglecia sprezysto-plastyczne belki wolnopodpartej © przekroju kolowym oheizzonej w spo-
s6b ciagly. sqislego ),rozwiacz;:ania 'posta.wionego w tytule problemu jak dotad
w postaci zamknigtej nie poddano,
a to ze wzgledu na trudnosci zwig-
zane 7 rozwigzaniem odpowiedniego
rownania  rézniczkowego  ugied,
ktére w tym ;przypadku’ jest nie ;
liniowe i nader skomplikowane (por. (LT TS
np. [18]). Natomiast przytoczony [ &

ponizej sposéb rozwigzania przy za-
stosowaniu czteropunktowego prze-
kroju zastepezego jest rév}f.nip prosty
(przy przyjeein n =0) jak w po- o v
przednim preykiadzie. Przyjmujac
do obliczen ' belke jak' na ‘rys. §

i uwzgledniajac, iz w tym przypadku . o
7= 01m > 0w oparciu o wzory (4.2) oraz tablicg 3, marny (iachowuja‘c doktadnoéé
3 cyfr znaczacych) réwnanie ugiecia w postaci Co

U2

Rys: 8- .

7.27 —go=2am przy 1 <t<ty w zakresie sprezystym,

727 — g = 6,59{;2 m—4,59? dla 0<1r<1

w zakvesie sprezysto — plastycznyi;l (dwustronne uplastycznienie). Jak widaé z rys. 8
(7.28) - m = 8p (12— ),

przy czym [por. (3.11) i.(\6.2)]

x I g - Or
- t 2 =
(7:29) T PTIR P T kg T E

Rownania te musza spelniaé warunki brzegowe _

(7.30.1) RO =0, e =g, mil) =1, |

a ponadio do obliczenia wielkosci samych ugiéé w mozemy skorzystaé ze zwigzkéw
(6.2) Iub tez narzucié dwa dalsze warunki brzegowe : -
(7302) wm) = wo(n),  wo () = 0.

W .ten sposéb’po dwukrotnym scalkowaniu réwnan (7.27), obliczeniu statych
z warunkéw: (7.30.1).4 (7.30.2) i po powrocie do -Zzmiennych wymiarowych [por.
(7.29)] i rozszerzeniv wynikéw na caly dlugosé belki otrzymujemy réwnania ugigeia
w postaci T A .
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gx4 12 x2 gl3x
w(x) = wy(x) = 0,0416 T 0,0625 I 0,0957 EI 63
ql4 /
+ 00130 (14367603 dla x <x<g—,
ET 2
gx4 VU gl2x2 ‘ x2
(3D w(x) = w3 (x) = 0,1374 >~ 0,2060 W (1 — 0,697 1—2) -+
gl ‘
00130 = (1 13,6768 —1,3804)  dla  —x; < x < x,,
gx4 gl2 x2 g3 x
w(3) = wo (x) = 0,0416 - — 0,0625 —— + 0,0957 63 |
' gl _ | !
0030 77 (143,670 dla —— <x < —x,

gdzie
130 w— R ]/1 S —]/1¥ > 1=
(1.32) x2= g 2 W 3 2 . oraz 4

jest momentem bezwladnosci catego przekioju kolowego wzgledem jego osi cigz-
ko$ci. Wzory te dajg $cista wartosé maksymalne] strzatki sprezystej fy w $rodku
belki, gdyz wéwczas z warunku

(7.33) M (Qpag = |

mamy kolgjno

q :EEQI—;RJ, X=1, 6=0,
a stad
gt 5 gft
(7.34) fo=w(0) = 0,01305 ~3sd B
Natomiast gdy
270, R3 320, Ry _
T T SIS T =,

zwiazki (7.31) daja wartoéci przyblizone, ktére w przewaznym zakresic (az do g
bliskich q niszczacego belke) ze wzgledu na wigksza krzywizne belki o przekroju
zastepczym niz o przekroju danym (por. [27]) sa wyzsze w stosunku do wartoscl
Scislych. Jednakze przy g — ¢ otrzymujemy fmax = 2,95 f5, podczas gdy wartosé
«Scistay (por. [29]) w tym przypadku zmicrza do nieskoBczonosci (przy nisuwzgled-
nienin sit podhuznych). Poréwnanie z rozwigzaniem $cistym w innym zakresie nie
 Jjest modliwe ze wzgledu na brak tego ostatniego. Pewne wnioski mozna by jednak
wyciagnaé z tego co pisze A. PHILLIPS, [29]. Podaje .on, iZ dla belki przedstawionej
na rys. 8 lecz o przekroju prostokgtnym, Jmax = oo, jeszcze przy g = 0,9999 q
mamy fmax = 4,52 f5. Widaé stad, iz w szerokim zakresie wzory (7.31) powinny
dawa¢ wystarczajaco dobre przyblizenie. :
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Uwagi kencowe

Z przytoczonych w pracy rozwazaf wynika, iz proponowana tu przyblizona
metoda obliczania ugied spreZysto — plastycznych belek moze w pewnym stopniu
przyczynié sig¢ do usuniecia jednej z podstawowych trudnodci, jakie w tym zagad-
nieniu si¢ kryja, a to. wplywu ksztattu przekroju poprzecznego na postaé réwnania
rézniczkowego.. Mozna wice w ten sposdb uwja¢ problem zginania SPrezysto —
plastycznego dla wiclu przekrojow, dla kiérych uzyskanie rozwiazania Scislego
byloby bardzo trudne lub zgola niemosliwe. W najprostszych przypadkach, tj. przy
dziataniu sit prostopadiych do osi belki nieodksztalconej, ofrzymujemy przy do-
puszezalnym i najezedciej stosowanym wowezas pominigciu sity podtuznej zupelnie
proste postacie rozwigzan (np. [7.20] i [7.31]). W innych przypadkach rozwigzania
sa wprawdzie nieraz do$é skomplikowane (warunki brzegowe), ale i tak bez poTdw-
nania prostsze niz $ciste. Mozna je jeszeze uprosci¢ przyjmujac zupekie usprawiedhi-
wione zatozenie, iz przy malych ugieciach odksztalcenie belki nie ma wplywu na
wielko$¢ sity podiuinej. W tym przypadku otrzymujemy zawsze znaczaie prostsze
réwnania typu I, Na korzyié proponowanej metody mozna tez zapisaé stosowal-
nosé jej tak do belek wykonanych z materiatu idealnie sprezysto — plastycznego
jak i podiegajacego wzmocnienin plastycznemu.

Blad otrzymanych tu wynikéw przy ograniczeniu si¢ do przekroju czteropunk-
towego jest rzedu najwyzej kilkunastu procent i w przewaznym zakresie z wyjatkiem
obcigZen bliskich obcigzeniom niszezacym blgdy popelniamy przez nadmiar. Précz
ograniczen zwiazanych z zatoZeniami wstepnymi niewatpliwa wada powyzszej
metody jest zwigkszenie (zalezniz od liczby «mas skupionych» w przekroju zastep-
czym) liczby przedziatéw, ki6re nalezy wyrdznié na belce (konieczno$¢ zszywania)
ze wzgledu na koniecznosé opisania ugigeia w kazdym przedziale Jjednym réwnanierm,
Z drugiej strony jednak, jak wykazano w pracy [26], zwigkszenie liczby «mas skupio-
nych» w przekroju zastepczym prowadzi szybko do Scislejszych wynikow.
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Peswwume

MAJIBIE VIPYTO-TLTACTHYECKHE TIPOTHEBL BAJIOK IPOM3BOJLHOIO
CEYEHUA

HaeTea npEOmukenHElE MeTox ompenelcia MAIEIK  YIIPYTO-DIIACTHYECKAX OporEGOB Ganox,
DTOT METOR COCTOHT B PACCMOTPEHME BMECTo NaHueX Ganox — Gaok, 06naRAIOmAX TeopeTH-
HCCKHMHE SKBHBAEHTHBIMA CEYCHANMA COCTOTIFME 13 DPAlA €COCPERGTORCHHBIX MACC (TAK HASEI-
BICMEIC MHOTOTOMEIHBIS ceuenysn). Takoi HOAXOL, OPH CODTBETCTRYIOMIEM TIOADOPE MHEOTOTOE-
YHEIX CeYCHHH (OpHATIHILL KOTOPBIX AatoTes yamp. B paborax [26] 28D, npEromET ® maddepen-
IFIANEHRIM YDABHEHAAM TPOTHOA B BUIE HeSaBUCAINTHM o dhopnet Honepeusoro cevenns mauHolH
Ganky, ITH yparHeHNs BRPAXAIOT BO3MOIKHO CAMYIO IPOCTYIO T. €. IMHEHHYIO 3aBUCHMOCTE MEXIY
KPHBH3HOH GANKH B A3rAGAIOIHM MOMEHTOM 1 OpoaosHoE canoi [cp. (3. 8)]. [mapmoe BHMMaNTe
OBpaINAeTCA Ha YeTHIPEXTOMCHHBIE SUBHBANCHTRRLG CEHCHHS, KOTOPEIE © TOUKY IPEHUS OPAMEHSHRH
MOTYT GBITh CAMEIMHE TOJNCIHBIM, Aas raxax cevenwii maroren ToapoGese muddepermuantnme
ypasHenus npormba (4.2), u 3aTem ux PEIICHHS, NPH PAsIHYHEIX BHEIIMX Harpyskax. Kax sro
CICNYCT M3 NPHBENCHHLIX POINCHHE M -Y4HTHIBAN WX HECOMHEHHETH HOPOK, KOTOPEIM SBIASTCH
HeOOXOIUMOCTh (CITARKHY BRPAKEHNAH, 00A3BAYONNE B OTIELHEX EHTEPBANRX, HPeRIaracMpri
METON JAeT BOIMOXKHOCTD JHGO HOINYYHTL DedyirbTaTol B CHOYy9asX HePemeHHEIX TOYHO, Jmbo
I PeicHRR ABIAIOTCA Gollee MPOCTHMA IO CPABHEEHHIO ¢ TOMHLIVME pemienEsvMu. B ocobemmocrn,
B CHyuae [EHCTBUS CH OepUeHARKYNADHLIX wenedopmEpoBanEOR OCcH Gamxm, nomyuaercs
THM IYTEM BEChMa HPOCTOE PENICHHE B BHAE TOMHHEOMOR A7 nporeGon | yrinos nporn6a, B sa-
KIMOUCHUE UPHBONATCA YMCHOBLIE TPEMEPEL M NPOBOTUTCS MUCKYCCHS TOYHOCTE TOYIEHHEIX pen
BYIBTATOR:

Summary

{SMALL ELASTIC-PLASTIC DEFLECTIONS OF A BEAM WITH ANY FORM
OF CROSS-SECTION

An approximate method is proposed for compuiting small clastic-plastic deflections of a beam,
‘This method consists in replacing the beam under consideration by 2 beam with a substitutive
cross-section with concentrated masses, called also a «multipoint» cross-section. Such an approach
enables us, with an appropriate device of this multi-point section (of which the principles are
cxplained in [26] and [28], for instance) to derive differential equations of deflection the form
of which is independent of the form of the siven cross-section. These equations express the sim-
plest relation possible —a linear one —between the curvatuze of the beam, the bending moment and
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the longitudinal force (cf. (3.8)). Main attention is paid to substitutive four-point sections which
seem fo be most advantageous from the practical viewpoint. For such sections detailed differential
equations of deflection (4.2) are derived, their solutions being found for various typss of exter-

_mal loading. It is seen from the solutions quoted that in spite of the drawback of the necessity
of «joining», expressions valid for each particular segment the method proposed enables us either
to obtain Tesulls in cases that cannot be solved in an accurate manner or a much simpler solution
than the accurate one, In particular, in the case of forces normal to the undeformed beam axis we
obtain very simple expressions for deflections and slopes in the form of polynomials. In conclision
a few numerical examples are given,

The accuracy of the results is descossed.

KATEDRA STATYKI BUDOWLY
I KATEDRAYMECHANIEI TECHNICZNEJ
POLITECHNIKI ERAKOWSKIEY

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 marca 1963 r.






