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1. Uwagi wstepne

Ksztaltowanie wytrzymatoéciowe obejmuje niezwykle szeroki zakres zagadnicn,
W pracy autoréw [7] podano klasyfikacje probleméw ksztaltowania, ujmujaca
typy elementéw ksztaltowanych (pret, plyta, powloka itp.), wielkoécei podlegajace
wyznaczeniu (np. wymiary przekroju, ksztalt osi, sposéb podparcia), kryteria
ksztaltowania (minimalny cigZzar, minimalne koszty wykonania lub eksploatacji)
oraz warunki poboczne (warunki wytrzymalosci, statecznofei, sztywnosei itp.).
Klasyfikacja ta wskazuje na takie bogactwo probleméw z dziedziny ksztaltowania
wytrzymalosciowego, Ze dotychczasowy dorobek nauki w tvm zakresic nalezy
wwazaé za skromny, chociaz np. praca przegladowa 7. WASIUTYRSKIEGO i A. BRANDTA
[21], omawia 166 pozycji literatury, a ostatnio ukazala si¢ jedna z pierwszych mono-
grafil z tego zakresu, napisana przez R. C. Jonnsona, [5]. Poprzednio wydane
monografie traktowaly zagadnienic badZ fragmentarycznie (F. R. SHANLEY, [141,
G. GErARD, [4], W. A KisisLEW, [6]), badZ tez z pewnym specjalnym nastawieniem
odnodnie kryteiium ksztaltowania (Z. WastuTysski, [19]). 7

Wlasciwy problem ksziattowania sprowadza si¢ do doboru jednej lub kilkn
funkeji 1 stanowi w-zasadzie problem rachunku wariacyinego, przedstawiajacy
z reguly znaczne trudnofci matematyczne. Czgsto jednak podobnie jak w teorii
drgan zastepuje sig¢ w przvblizeniu uklady o masach roztozonych w sposdb ciagly
przez uktady o stosownie dobranych killu masach skupionych (metoda Rayleigha),
tak i w dziedzinie ksztaltowania wytrzymato$ciowego mozna stosujac upraszczajace
przyjecia zastapic dobdr-funkcji przez dobdr pewnej ilosci parametrdw w zatozonych
z gory typach funkcyj. Takie postepowanie bedziemy nazywali parametrycznym
ksztaltowaniem wytrzymato§ciowym; zagadnienie rachunku wariacyjnego («ksztal-
towanie wariacyjne») zastgpujemy wtedy przez analize funkeji kilku zmiennych.
Sens ksztaltowania parametrycznego lezy nie tylko w prostszej metodzie obliczen,
lecz przede wszystkim w prostszej technologii, bowiem czgsto trudno byltoby wykonaé
elementy o ksztattach okreflonych metodami rachunku wariacyjnego. Tak up. pod
pojecie ksztatiowania parametrycznego mozemy zaliczyé dobér optymalnej zbiez-
noicl jednostronnie utwierdzonego preta stozkowego, narazonego 1a wyboczeme
w zakresie sprezysto — plastycznym, zbadany przez jednego z autordw w pracy [25],
W pordwnaniu z analiza wariacyjna tego problemu, podana przez P. LAASONENA, [8];
pret optymalny jest znacznie trudniejszy do wykonania od preta stozkowego.
Oczywiscie, podobnie jak metoda Rayleigha daje w wyniku czgstoéé drgan wlasnych
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zawsze niemniejsza od rzeczywistej, tak i przy kszfaltowaniu parametrycznym
uzyskujemy zawsze cigzar (lub inng wielko$¢ przyjeta za kiyterium) niemniejszy
od okredlonego rachunkiem wariacyjnvm. :

W pracy obecnej podamy pewna ogélna metode ksztaltowania parametrycznego,
nazwana «metoda transformacji linearyzujacej warunki poboczne». Podamy nastep-
nic przyktady wzastosowania tej metody do ksztaltowania w przypadku pretow
o profilu skrzynkowym, poddanych czystemu skrecaniu lub czystemu Zginaniu.
Zalozenie, ze §cianki sq stalej grubogci zamieni ksztattowanie wariacyjne na ksziai-
towanie parametryczne. W oparcin o klasyfikacje podang w pracy [7] beda to
problemy B2 (dobér kszialtu przekroju preta cienkodciennego) przy kryterium
I {minimalny cigzar) i warunkach pobocznych aib (wytrzymatosei i statecznogci),
Od pokrewnych prac z tej dziedziny (G. STRASSER, [18], G. G. BALOWNEW i G. S.
TrorMOW, [1], Z. WASIUTYNSKI, [20], V. CADAMBE, S. KRISHNAN, [3]) analiza
obecna réznié sie bedzie nie tylko metods, lecz przede wszystkim uwzglednieniem
mozliwie duzej ilodci warunkéw pobocznych, zwlaszeza ;warunkéw statecznoscel,
ktére przy analizie pracy pretow cienkodciennych odgrywaja zasadnicza rolg.

2. Metoda transformacji linearyzujacej warunki poboczne

Problem parametrycznego ksztattowania wytrzymato§ciowego sprowadza sig do
znalezienia najmniejszej wartosci (kresu dolnego) pewnej funkcji n# zmiennych

(21) . V= V(al, doy vuny Cln)

przy m warunkach pobocznych, napisanych jednak na ogoét nie w postaci réwnosci,
lecz w postaci nieréwnosci stabych

(2.2) <X, i=12.,m

Symbolem V oznaczono tu wielkosé stanowiacs, kryterium kszfaitowania; w naj-
prostszym ujgcin jest to objetodé lub cigzar elementu, lub np. pole powierzehni
przekroju, co przy zaltozeniu, ze pret ma ustalony przekroj, jest w zasadzie row-
noznaczne. Jak wspomniano w pracy [7], kryteria ksztaftowania moga rowniez
uwzgledniaé inne czynniki, np. koszt wykonania lub eksploatacji (lotnictwo). Przez
a; (j=1,2,..,1) oznaczono parameiry, przyj¢te za niezalezne; moga one badz
posiadaé prosta interpretacie geometryczng (grubo$c fcianki, wysokos¢ prze-
kroju itp.), bads tez mie¢ znaczenic raczej oderwane wystepujac w rdwnaniu obra-
nego typu, okre§lajacym np. kontur przekroju preta, powierzchnig srodkowa powlkoki
itp. Wielko$ci X; = X; (a1, @2y s @) (i = 1,2, ..., m) sa wielko$ciami ogranicza-
nymi (naprezenia, przemieszczenia, wymiary gabarytowe itp.), matomiast Xi—
ograniczajacymi. Wiclkodei ograniczajace sa badz ustalone (np. napreZenia dopu-
szezalne), badz tez moga réwniez raleze¢ od @ (np. napreZenia krytycztie przy .
warupky statecznosci clementu). ’ '
Rownania

(2.3) Xi=X, i=12.,m
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sq réwnaniami pewnych hiperpowierzchni w #-wymiarowe] przestrzeni a3, @a,y ooy e
Poniewaz warunki poboczne (2.2) sa sformulowane nie w postaci réwnan, lecz
nieréwnesci, wige niekoniecznie m < 7. Poszukujemy kresu dolnego funkeji ¥
po okreslone] stronie hiperpowierzchni (2.3) Iub na samej hiperpowierzchni. Kres
ten moze by¢ osiagnicty badz wewnatrz obszary (bedziemy wtedy méwili o ckstre-
mum typu nfn, bowiem przy zalozeniu rézniczkowalnoéei funkcji ¥ mamy wiedy n
warunkéw ekstremum typu 0V/da; = 0), lub na jednej hiperpowierzchni [ekstre-
mum iypu (r— 1)/n, jeden warunek poboczny spetniony w postaci réwnoéci, n—1
warunkéw d¥/oa; = 0}, lub na przecigeiu sig k hiperpowierzchni [ekstremum typu
(n— k)/#], lub wreszcie na przecigein sig n hiperpowietzehni (o ile m = n), wtedy
nie wystgpuje zadne ekstremum lokalne (moZna méwié o ekstremum typu O/n,
brak warunku oFjoa; = 0).

Dos¢ Zmudne badanie wszystkich typéw ekstreméw uproci sig znacznie przez
wprowadzenie nowych, specjalvie dobranych i)a:rametr()w tak, by hiperpowierzchnie
typu (2.3) zostaly przetransformowane w hiperplaszezyzny, prostopadie do po-
szczegOlnych osi ukiadu (transformacja linearyzujaca warunki poboczne).

Rozpatrzymy trzy przypadki.
(a) Niech m < »n. Wprowadzamy nowe parametry

X
(2.4) - x; = T i=1,2,..,m
Mamy wobec tego m réwnan
{2.5) xp=xe{ay, o, oy Giy), 1= 1,2, .., 0.

Jezeli m < n, to wybieramy dowolunie m parametréw sposidd ay, ay, .... dn (kierujac
sie latwoscia rachunkdéw) i-dokonujemy odwrécenia

(2'6) a_f == va]- (xh x23 vees X7y Oy I» dm+2, reny a?‘.'.), j - 1, 2, very .

Zakladamy, ze odwrécenie daje si¢ jednoznacznie przeprowadzié (jakobian réiny
od zera). Wtedy, po podstawieniu,

@n V=V (X1, X2 ooy Xy Gt 15 @2y oves )
przy warunkach pobocznych
(2.8) x<l, i=1,2.,m

Parametry @ma1, ..., @n Ni6 s3 teraz niczym ograniczone i moZemy uwzglednié
(n — m) warunkdw oV/ou; = O; jezell oV/dx; < 0, to przyimujemy x; = 1, a jezeli
- znak tej pochodnei nie jest ustalony, to przyjmujemy warunek d¥F/dx; = 0. Oczy-
wfécie, przy przyréwnaniu pochodnej do zera nalezy sic upewnié, czy warunek ten
okredla minimum, a nie maksimum ; czgsto wlasnoéé ta jest jednak widoczna wprost
z budowy wzorn (2.7). '

(b) Niech m > n, czyli liczba warunkdéw pobocznych jest wigksza od liczby
swobodnych parametréow. Wybieramy » warunkdéw (2.2}, co do ktdrych mozemy



646 W. KRZYS | M. EYCZKOWSKI

przypuszeza, iz sg w danym przypadku mocniejsze; wprowadzamy odpowiednie
nowe parametry x; (2.4) i dokonujemy odwrdcenia

2.9 @ = a; (X1, X2, ey Xm), J=12,..,n
Witedy
(2.10) V=V (x1, X2y ey Xu)

i szukamy ckstremum jak poprzednio, ustalajac od razu x; = 1, jezeli 0¥/ox; < O
Po znalezieniu kresu dolnego sprawdzamy spelnienie pozostaltych warunkoéw i badz
zmieniamy dobér x;, badZz tez tylko ograniézamy' zakres Tozwigzania.

(c) Jezeli odwrécenie do postaci (2.6) lub (2.9) nie daje si¢ efektywnie przepro-
wadzi¢, to moiemy proponowana metode zastosowal czgSciowo. Przypuécémy,
ze k parametréw a; daje sig wyrugowaé przez k parametrow Xx;, czyli

(2.11) @ = aj (X1, Xz, oy ¥}, = 1,2, ., k.
Wtedy
(2.12) ‘ V= VX1, X2y crs X5, GE41s Q420 05 Au)

Postgpujemy, jak poprzednio, traktujgc parametry xg, [ = 1, 2, ..., k jako ogra-
niczone warunkami (2.8), natomiast a@;, j=k-+-1,k+2,..,n jako swobodne.
Ponadto podstawiajac (2.11) do (2.5), otrzymujemy

(2.13} ;= Xg (X1, X0y eery Xy o1y QE12s voes Q) L= k4+1L, k42, ..., m

i po okrefleniu kresu dolnego funkeji (2.12) sprawdzamy dodatkowo warunki (2.8)
dla wielkoéci (2.13). Jezeli sa one spelnione, to rozwigzanie jest poprawne; jeZeli
nie, to nalezy przyja¢ odpowiedni parametr x; = 1, co daje dodatkowy warunek
poboczny (w formie réwnoscl) dla funkeji (2.12).

Wysuwa sic tu oczywiscie waine prakivcznie zagadnienie, jak dobra¢ ukiad k
parametrdw a; dajacych sig wyrugowaé przez k parametrow x;. Najdogodnie] jest
woprowadzié wszystkie wielkodel xq, (2.4), i starad si¢ rugowaé wszystkie parametry
& (w przypadku b) lub m parametrow a; (w przypadkn a),
a w razie niemoznoécl wyrugowania jednege lub kilku pa-
rametréw @ wyrngowaé odpowiednig liczbe x;, co prowadzi
do postaci (2.12) i (2.13).
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3. Kszialtewanie skrzynkowego profilu preta skrecanego
w zakvesie spreZystym

AR R A A

Jako przyklady zastosowania zaproponowanej metody

! ogblnej podamy kszialiowanie przekroju preta o cienko-

¥z $ciennym profilu skrzynkowym, o wysokodci 25, szerokodci

Rys. 1 2a i stalych gruboéciach $cianek go 1 g» (1ys. 1). Zajmiemy

' sie najpierw przypadkiem czystego skrecania "zakladajac

swobode paczenia sig przekroju. Z uwagi na biegunowo — symetryczny charakter

obciazenia mozna by zaloiyé a = b, ga = gu, jednak bedziemy prowadzili rozwa-
zania ogdlne bez przyjecia tego zaltozenia.

A

RS e
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Za kryterium ksztaliowania przyjmiemy minimalny cigzar preta,’ ktéry przy
zatozeniu stalego przekroju wzdluz osi preta i jednorodnodei materiatu scharak-
teryzowany bedzie polem powierzchni przekroju, przy zaloZeniu cienkosciennosci,
rownym

(3.1 : F = 4 (agp+bga).

Przyjmiemy przy tym jedynie «naturalne» warunki poboczne, ograniczajace wielkosé
naprezenn (warunek fen nazywa sie zazwyczaj, niezupeinie slusznie, warunkiem
wytrzymatosciowym lub warunkiem bezpleczenstwa) 1 zapewniajace statecznogé
$cianek preta (ten warunek posiada zasadnicze znaczenie w teorii pretdw cienkosdcien-
nych i czgsto jego wiadnie spelnienie zabezpiecza wymagane bezpieczefistwo). Nie
bedziemy natomiast uwzgledniali mozliwosci utraty statecznoéci preta skrecanego
jako catoSci (wyboczenie skretne, odpowiadajgce krzywej $rubowej); niebezpieczen-
stwo wyboczenia tego typu mogloby by¢é realne tylko przy pretach bardzo dtugich.
- Hoé¢ warnmkow (m = 4) jest wiedy rdwna iloéci swobodnych parametrdw (n = 4),
tak ze bedziemy mieli do czynienia z przypadkiem (a) oméwionym w p. 2. Nalozenie
dodatkowych warunkéw (np. odnoénie gabarytu, sztywnosc itp.) spowodowaloby
zmiang typu problemu na (b).
Naprezenia styczne okreSlimy wzorem Bredta

M'_r,- M,g
a2 Tb = 9
8abg, Babgy

(3.2) Tg. =

natomiast napreZenia krytyczne dla $cianki przyjmiemy jak dla pasma plytowego
poddanego czystemu Scinaniu. Problem utraty statecznodci takiego pasma swobod-
nie podpartego zostal rozwiazany w 1924 r. przez S. W. Skan 1 R. V. SOUTHWELLA,
[15]. Przyjecie pasma o nieskonczonej dlugosci zamiast plyty o pewnym skonczo-
" nym stosunku bokéw. (zaleinym od dhugoéci preta) spowodowaloby niezbyt wiclkie
réZnice, poniewaz (jak wynika z badan M. STeNA 1 J. NEFFA, [16]) przy stosunku
bokoéw piyty 1:5, a wige dla preta raczej krédtkiego, przyrost naprezenia krytycznego
wynosi tylko okolo 5%. Przyjgcie swobodnego podparcia zamiast sprezystego
utwierdzenia daje rowniez niewielki blad na korzy$¢ bezpieczefistwa. Nalezy pod-
kresli¢, e badanie statecznoéci preta jako catosci zastapiliSmy przez prostsze badanie
statecznodci poszczegdlnych Scianck, poniewaz teoria statecznofcl pretéw cien-
kofciennych, poswigcona raczej problemom S$ciskania i zginania, nie dostarcza
jeszeze dostatecznie prostych wzordw dla przypadku skrecania.

Wzér S. W. Skan —R. V. Southwella napiszemy za F. BLEICHEM [2], s. 398,
W postaci

a2E i/ w 2
(3.3) T = "ﬁ¢ (E") k

12(1 —v2)

przy czym g jest gruboécia, B szerokoécia pasma plytowego, B = 2a lub B = 2b, k
wspolczynnikiem zaleZnym od rodzaju obciaZzenia (w naszym przypadku k& = 16/3 =
= 5,33), wreszcie wspolczynnik u = Ey/E, gdzie FE; jest «modulem styczaym»,
uwzglednia mozliwos¢ wyboczenia niesprezystego. Wprowadzenie tego wspél-
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czynnika odpowiada uproszezonej teorii wyboczenia sprezysto — plastycznego piyt,
podanej przez E. Z. STOWELLA, [17]; podobng koncepeje moina znaleZ¢ juz wezedniej
w monografii P. F. PAPROWICZA, [10], (t. 2, s. 951). Dla uzyskania ogélnodei po-
zostawimy na razie parametr w przyjmujac péiniej v = 1 (wyboczenie sprezyste).

Ograniczajgc naprezenia styczne v przez naprezenia dopuszezalne &y zapiszemy
warunki wytrzymalodciowe w postaci

(3.4 Te S ki To < ke,

a zabezpieczajac sig przed utrata statecznoéci Scianki stopniem ‘pewnosci j, mamy
dodatkowo

Tak Tbk
(3.5 Ta €77, ToS ;.
J 7
Parametry xi, i= 1,2, 3, 4, wprowadzimy wigc za pomocg wzordéw
. Ta B Ms
*1 T e ki Sabgik:’
Th My

ki Babgok:’
o jra 90 — ) jb M,
YT T e 8a2 V vaEag,’
Jra  9(1-—12) jaMs
Top B Vo Ebg;
Parametry te dla wygody bedziemy oznaczali przez xa, X, Ve, Yo, DPIZY cZym
x odnosié sie beda do wytrzymalosci, y do statecznosci.
Rozwiazanie ukiadu réwnan wzgledem a, b, g4 1 g» nie przedstawia tu Zadnych
trudnosci; otrzymujemy

(3.6) -

X4 7 Yo =

1,0”5731/3191"6 Mus x;,'zym

a = »
RS IRy — S T I 5, yms
Pl th EU6 a1 Tuzyus
b 21#1?),'123113 (1 — 2Bl i }1,'6’
(.7 - 33| 2yl j1 M x 1;2
&a ™ 21#5;"121,‘);”2 2B B uzyus},x/ﬁ

343 (1— 2):/3 -IIBMIB 1,'2
v — 2P1,ﬂiz 11z 203 pi x;;zyuey;/s

Podstawienie (3.7) do (3.1) pozwala okredli¢ pole przekroju F jako funkcje para-
metréw x i y:

131 2146 11/6 a.52(3
3 (1 v M3 w—l,’ﬁwl,'iz —312 —1;'3 llﬁ_i
i3 pU6 k;/z 1 b

(38) F=

112, 116 —3/2 1/6 . —t
+y’l @I +x; f xbyw’ Yo 13)-
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Ograniczymy si¢ najpierw do zakresu wyboczenia sprezystego przyimujac g =
= yp = 1. Z wyboczeniem sprezystym mamy do czynienia wiedy, gdy napieienie
krytyczne nie przekiacza granicy sprezystodci przy Scinanin S, czyli gdy jr < Sy
Wiedy
313 (1 — pR)M6 7116 203 o
. — _.. 1 — —
(3.9) F___ n1{3E1/5k§p (x x 3/2 1,‘3 4'6+ 3]'2x yé’ﬁyb 11'3).

Wykazemy najpierw w spos6b ogdlny, e funkeja tego tjpu nie moze mieé ekstie-
mum ze wzgledu na wigeej niZ jedng zmienng (przy innych zmiennych ustalonych).
Wezmiemy pod uwage funkcje

. n X n
(3.10) SO x) = [Tt [ [ b
: =1 i=1
Przyréwnanie do zera pochodnej offdx; daje
' ' ’ iy n o bj ke -b- .
@iy . 1 xiur?j]jx@!:o,

. . . . # . N bj
3.12 , I [ xph=——.
(3.12) 1] o

Obterajac inng zmienng xz otrzymujemy po prawej stronie — byfax przy niezmie-
~ nionej lewej stronie, Prowadzi to do sprzecznosci, o ile nie zachodzi
by bj

{3.13) , L,

G 9
- W naszym przypadku nie zachodzi taka proporcia dla zadnej pary wykladnikéw,
- zatem mozliwe jest ckstremum tylko ze wzgledu na jedna e zmiennych, Przy usta-
lonych xp, ys i pp funkcja F posiada minimum dla x, = (3/2Y*°>>1; przy ustalonych
Xa, Xp 1 yp minimum wystgpuje dla y, — 4. W takim razie dla x < 1 lub y <1
funkcja jest malejaca i kres dolny zostaje osiagnigty w punkcie x; — xp = Ya =
= yp == 1 (spelnienie wszystkich warunkéw pobocznych w formie réwnoéci, ekstre-
mum typu 0/4).

Optymalne warto$ci parametréw g, b, g4, g» Wynosza zatem

a'.c”3E”6MS”3 E6 pq1i3
3.14 =b= = 0,5158 1
( ) a 2.3 (] — 1,:».)1/6k;,rzjus ,3158 ké"zjl"ﬁ »
323 (1 — )13 ;13 Mg,'s R M;,’S
(3.15) Lo = 8p = 227 G = (,4699 g
a minimalna wa to$é pola przekroju
2.31]3(1 . 1)2)1,’6']'116]‘4'621‘3 J 1/6 M2!3

(3.16) Fmgm = 2B ETS 1 = 1,9388 — a7 Euskuz .
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Liczbowe wartoéci wspdlczynnikéw podano tu dla » = 0,3 z tym, ze zmiana
wartoéci wspdlezynnika Poissona posiada w tym przypadku wplyw nieistotny.

4. Eszialtowanie skrzynkowego profilu preta skrecanege w zakresie spreiysto — plastycznym

" Wobec uzyskanego poprzedhio' wyniku xq = xp = 1 mamy 7 = ki, czyli warun-
klem stosowalnodci uzyskanych wzoréw jest jks < Si. Przy matych naprezeniach
dopuszczalnych k; nierdwnos¢ ta moze miet miejsce, bowiem przyjmowane stopnie
pewnoici ze wzgledu na statecznosé plyty j posiadaja z reguly znacznie mniejsza
warto$é niz przy statecznodci pretéw. Tak np. A, PFLUGER, [L1], zaleca pryjmowac
dla przypadku §cinania j = 1, 2, Ch. MassoNer, [9], przyjmuje j = 1,35. Tym nie-
mniej, przy podwyiszeniu naprezet dopuszezalnych nierdéwnosé powyzsza nie
bedzie spelniona i nalezy wtedy liczy¢ si¢ z mozliwodcia wyboczenia sprezysto —
plastycznego.

Rozpatrzymy obecnie szezegélowo ten przypadek o tyle ciekawy, Ze prowadzacy
do jakosciowo réimych wynikéw od przypadka wyboczenia sprezystego. Bedziemy
zakladali ‘zatem Sy << jks.

Zatozymy, ze tozklad naprezed T réwniez w zakresie sprezysio — plastycznym
okresfony jest wzorami (3.2). Przy g« = g» przyjecie takie mozna uwazaé za $ciste,
bowiem wtedy 74 = 75; natomiast przy roéznych grubodctach $cianek przyjecie to
bedzie jedynie przyblizone., Do wrordw (3.7) i (3.8) nalezy podstawic stosownag
funkcje ¢ = v (7). Najpierw podobnie jak F. BLEICH (I2], s. 54) oprzemy si¢ na
wzorze parabolicznym typu Johnsona - Ostenfelda, otrzymujac ostatecznic dla
przypadku naprezen $cinajacych

(Qr— ) T2
(Qr— S») S’

gdzie O; oznacza granicg plastyczno$el przy Scinaniu. W naszym przypadku

4.1) P =

JTa Xa
4.2 =— = jk
4.2) Tak Va =JjKe_— ya,
zatem
- —jk her X
4.3) Yo = (Qtya—J tXa) jki Xu

(Qr— S5) St ¥y
i podobaie dla écianld .

Podstawiajac (4.3) do (3.8) stwierdzamy najpierw, ze pochodne 0F/dya i 0F/dys
sg dla 0 <<ys<1i0<yp<1 ujemne, zatem nalezy przyja¢ ya = y» =1 (wy-
korzystanie warunkéw statecznoéei w formie réwnoscl). Otrzymujemy wiec

311'3 (1__1)2) 1/6 (Q Sg)l"l2 Si,’lZ 1,'12M2!3
@44 F= 7B g [(Qe— jke Xa) ™10 x

v (Qt”—‘_]kt Y1))1,’12 x5/6 —-1‘.’;’12 1_ (Qt —jfct xﬂ)l[ﬂ (Q# _jktxb)—ljﬁx-;-ﬂ;‘lz x%}'ﬁ].
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Badanie tej funkeji, jako funkcji dwéch zmiennych x4 1 x, jest Zmudne i natrafia
na trudnosci. Przypuszezajac, ze otrzymamy w wyniku prefil kwadratowy (podobnie
jak poprzednio), zalozymy x4 = xp = X, co znacznie uprosci analize, a nastgpnic
wykazemy, ze zaloZenie to istotnie realizuje minimum funkcji dwéch Zzmiennych.
Przy tym zaloZeniu mozemy napisaé

(4.5) F= C(Q¢— jlog )12 57112,
a przyréwnanie do zera pochodnej dF/dx daje

7 O
(4.6) Xopy — g }7{;
Wynik ten jest interesujacy z praktycznego punktu widzenia: poniewaz, T, = jT —
= jki x, przeto okazuje siy, Ze w $wietle wzoru Johnsona — Ostenfelda optymalne
warunki uzyskuje si¢ przy przyjeciu naprezef krytyeznych dla écianki 10wnych
7/8 = 0,875 odpowiedniej granicy plastycznosci. '
- Podamy obecnie szkic dowodu, iz nzyskany wynik realizuje minimum funkcji
dwéch zmiennych. Wprowadzajac dla uproszezenia nowe zmienne bezwymiarowe,
roznigee sig od poprzednich tylko statymi wspdtczynnikami,

“.7) U= ——2Xg U= _"—xp,

Zamiast (4.5} otrzymamy
(48) F=cC [(1 _ 7))1]12 (I . u)—Ijﬁ uS[ﬁw——-lTIL’Z Jr (1 _ u)mz (1 _v)-—-l,l'ﬁ u—17f12 05.’6]_
Ta funkcja roénie nieograniczenie na brzegach kwadratu u = 0, u=1, v=19,
. v = 1, zatem wewnatrz kwadratu posiada minimum, Przyréwnujac do zera pochodne
OFfou i 0F/dv otrzymujemy uklad réwnah

(10— 8u) (1 — o)™ ™ — (17 — 161) (1 — 1) — 0,

(4.9
(10 — 8u) (1 — ) ™2” — (17 — 160) (1 — )1 24 — 0,

Obliczajac z pierwszego réwnania (1-—v)" 4** j podstawiajac do drugiego otrzy-
mujemy liniowe réwnanie ze wzgledu na o, skad
63 —64u

(4.10) v :m,

a po podstawieniu tej wartodci z powrotem do pierwszego réwnania uzyskujemy
@11y 8192 (5 — 4u) (1 — )™ M — (17— 16u) (63 — 64u)*™* — 0.

Réwnanie to posiada pierwiastek u = 7/8; badajac pochodng wyrazenia po lewej
stronie (4.11) stwierdzamy, 7e wewnatrz przedziatn 0 << # << 1 nie istnieje inny
pierwiastek, a poniewaZ tej wartoéci u odpowiada v = 7/8, wige uzyskali§my po-
twierdzenie wyniku (4.6).
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Nalezy teraz rozrozni¢ mastgpujace trzy podprzypadki:

7 ‘ 7 7 :
(a) S <jki << —8~Q3, (b) S:< th << jki, {c) ‘é“Qt < St < jkt.

Woprowadzimy dogodne oznaczenia bezwymiarowych statych materiatowych

.12) > i

. - =5, Y]
Oy

przy czym stala £ zalezy rowniez od przyjetego stopnia bezpieczefistwa (warunkow

pracy konstrukcji) i okreflimy zakres poszezegblnych podprzypadkow pastgpujaco:

7 ‘ 7 7
(a) s<<&<—, (b) s<-§<§, {©) -§<S<§.

. W zapisie tym rozwiazany poprzednio zakres spréiysty scharakteryzowany
jest przez £ <. . _ o
(a). Jezeli jks << 7/8 Q, to ze wzoru (4.6) wynika Xopi > 1. Wobec warunku
x < 1 nalezy wige przyja¢ x = 1. Otrzymujemy wige tutaj, pobobnie jak w zakresie
sprezystym, eksttgmum typu 0/2 (bez wsigpnego zalozenia profilu kwadratowego —
ekstremum typu 0/4). Podstawienie x = 1 do (4.4) pozwala napisaé ten wzdr w postaci

12
(1—s)s
4.13 Fryin = F, .
(4.13) __ ) ey

adzie Fy jest przekrojem minimalnym dla zakresu sprezystego, okreflonym wzorem
(3.16). Podobuie, podstawiajac x = 1 do (4.3), a nastepaie (3.7) okreslimy wymiary
przekroju za pomocg Wzorow ‘

. 2 (1__5)5
a=r=® Y 1—gs’

(4.14) : Y
5/(1—s5)s

gu=g§:go =g

przy czym ag i gy okreslone sg wzorami (3.14) i (3.15).

(b). Jezeli Si << 7/8 Q¢ < jhe, czyli s<C7[8 <&, to okreflona wzorem (4.6)
optymalna warto$é x, Xopt == 7/8 &, jest mniejsza od jednosci i realizuje minimum
pola przekroju F. Jest to ekstremum typu 1/2 (lub typu 2/4 bez wstepnego zalozenia
profilu“kwadratowego). Optymalne naprezemia styczne w Sciance sa wtedy muniejsze
od naprezei dopuszczalnych k. Podstawienie otrzymanej wartofci xopt do (4.3),
a nastepnie do (4.4) i (3.7) daje '

12 /88 (1 — 5) 5 &6

o/ g
(4.15) b= ]/ B
| a=b=a 5wy

. e
Za=gv =280 T(l—s)s.
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(c). W-przypadku 7048 < \S; optymalne napreZenie, okredlone w oparciu o wzér
Johnsona — Ostenfeida, lezy poza zakresem stosowalnofci- tego wzoru, Wobec
tego nalezy przyjaé warto$é graniczng jz = Sy, czyli x = Syfjl; = s/E. Mamy wtedy
rowniez ekstremum typu 1/2 (lub 2/4), chociaz nie zachodz warunek OF{ox = 0;
minimum jest osigghigte na granicy stosowalnoéci dwéch wzoréw i ma charakter
«punktu zatomu». Podstawienie tej wartodel x do (4.3), (4.4) i (3.7) prowadzi do
wzordéw

(4.16) FminﬁF(] ]/E_/S; a:bzaﬂ ]/—"sg]';:- 8e = gb = g

W tym przypadku grubo$é Scianck nie ulega zmianie w stosunku do gruboéci obli-
czone] w zakresie sprezystym.

‘Okreslone za pomoca wzoréw (4.13), (4.15) i (4.16) wartoéci Fiin sa oczywiscie
wigksze od Fy. Tak mogtoby nie by¢ tylko w przypadku przyjecie s < 0,5 we wzorze
(4.13), jednak pizy tak malej granicy sprezystosci stosowalnoéé wzoru Johnsona —
Ostenfelda jest w ogole dyskusyjna, bowiem wtedy cze§é paraboli lezy powyiej
hiperboli Eulera.

Dla zbadania wplywn przyjetego wzoru wyjsciowego dla naprezeft krytycznych
w zakresie spreZysto - plastycznym na uzyskane wyniki rozZwigZemy jeszcze raz
badany problem przy innym wyborze funkeji ¢, Oprzemy sie mianowicie na pro-
pozycji A. YLINENA, [23] 1 [24], z ktérej wynika

O — g
4.17) T 0i— et

gdzie ¢ jest pewna bezwymiarowa stala materialowa, zestawiona przez YLINENA
w tablicy dla kilku wazniejszych materialéw konstrukcyjnych, Wzor (4.17), ktoérego
stuszno$¢ postuluje sie dla calego. zakresu 0 << 73 << Qf, byl punktem wyjicia dla
wielu prac z dziedziny statecznodci pretéw, w szczegdlnodci niepryzmatycznych
(1. SAvLa, [13] M. WNuk i M. Zyczxowski, [22]). -

Ograniczajqe si¢ do badania profilu kwadratowego otrzymujemy teraz zamiast (4.5

(4.18) F = C(Qsy — cileex)" (Quy — jloy xy ™12 5112 y=-116

Eatwo sprawdzi¢, ze pochodna 0F/dy jest ujemna, zatem przyjmujemy y == 1.
Przyréwnanie do zera pochodnej prowadzi do réwnania kwadratowego, ktérego
mnicjszy plerwiastek
_TiSe—V(l—e) (49 —25¢) ©

. 12¢ jkg

(4.19) x

odpowiada rainimum funkeji F.

Rozwigzaniem optymalnym na parametr x jest zatem

4.20)

[ 7H5e—V (1~ ¢) (49—-25¢) O
X = min - 1
{ 12¢ ke }

Rozprawy Inynierskie — 7
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Obliczone za pomoca wzoru (4.19) wartodci podaje tablica 1; w tablicy tej przyjcto
stale ¢ wedlug A, YLNeNa, [24]. W przypadku ¢ = 0 otrzymano wartos¢ przez
przejécie do granicy. '

Tablica 1. Optymalne wartoSci napreZzen krytycznych
wedlug wzoru A. Ylinena

Materiat ' c I /Ot
Beton : 0 ] 0,857
Elektron (stop magnezu) 0,857 0,904
Soénina fifska 0,875 0,909
Stal S137 i St52 0,977 0,950

- Wartosci te sa na ogdt nieco wyzsze od wartosci 0,875 uzyskanej w oparciu o wzér
Johnsona — Ostenfelda, jednak rozmice nie sa zbyt istotne. Nalezy podkreshé, ze
wobec postulowanej uniwersalnogci wzoru (4.17) nie musimy tu analizowaé pod-
przypadkow, ktérych badanie przy przyjgcin wzoru Johnsona — Ostenfelda bylo
do§é¢ zmudne.

5. Ksztaltowanie skrzynkowego profiln preta poddanego czystemu zginanin

Podobnie jak w poprzednim zagadnieniu bedziemy poszukiwali wartoécl czterech
parametrow a, b, g, 1 gp, realizujacych minimalng warto$¢ pola powierzchni prze-
kroju F, (3.1), przedstawionego na rysunku 1. Zatozymy, Zze pret o dlugodci /, pod-
party dwuprzegubowo, poddany jest czystemu zginaniv momentem M. Scianka
z = —b, ktérg w dalszym ciggu bedziemy nazywali umownie §ciankg gérna, jest
wiedy Sciskana i moze utracié statecznodé; Scianka dolna — rozciagana. Scianki
¥ = % a bedziemy nazywali $ciankami bocznymi; sg one zginane w swoich pla-
szozyznach 1 moga réwniez utracié¢ statecznoéé. Ponadto pret jako calodé moze ulec
zwichrzeniv, Przyjmiemy wige cztery warunki poboczne:

warunek wytrzymatoscowy, ktdry w oparciu o elementarng teorig zginania przyj-
mie postaé

M
(51) Omax — T b < Kk,
1y

gdzie k_jest ustalonvm naprezeniern dopuszczalnym;
warunek statecznofci Scianki gornej

M Gkﬂ
(5-2) 7 7 0'1311\-:( :Tyb = ] 5
waruunek statecznodei $cianki bocznej
M Tih
(5-3) . Fmax ~ _j;"' b -<._ T,-

gdzie opy 1 oy Oznaczaja naprgzenia krytyczne odpowiednio dia $cianki gérnej
i bocznej, j stopien pewnoéci ze wzglgdu na wyboczenie Scianek;
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warunek zwichrzenia
My
5.4 ' . M,
Iz
przy czym M} jest momentem krytycznym ze wzgledy na zwichrzenie, j; odpowied-
nim stopniem pewnosci, :

Przy analizie statecznoSci ograniczymy si¢ tylko do zakresu sprezystego prazyj-
mujac, ze naprgzenia krytyczne nie przekroczg granicy sprezystofei S. Zalozymy,
ze §cianki sg pasmami ptytowymi swobodniz podpartymi; podobnie, jak poprzednio, |
pominiemy wplyw sprezystego utwierdzenia pasma czynige biad na korzys$é pewnosci.
Za ¥, BLEICHBEM, [2], przyjmiemy zatem dla Scianki goérnej jako réwnomiernie jed-
nokierunkowo $ciskanego pasma o szerokodci 2a,’ )

‘ n2 Eg?
{5.5) Okg = “m,
a dla Scianki bocznej, jako zginanego w swojej plaszczyznie pasma o szerokosci 2b,
n? Eg2

(5.6) Oy == ia ﬁjzﬁ;

Moment krytyezny ze wzgledu na zwichrzenie preta dwuprzegubowo podpartego
jest réwny (F. BLEICH, [2], s. 160)

5.7 My — > /;w—G%]/l o
.7 }'c_l] ‘ +%~[‘2GK,

przy czym charakierystyki geometryczne przekroju w naszym przypadku wyniosa:
momenty bezwladnosdci wzgledem osi yiz

' 4 4
(5.8 Iy =dugob? T biga. I =datbg. + <5 @8

moment bezwladnoSci czystego skrecania

22 1602h2gagy

»

-5 h= jgds  agatbgs

g

glowny wycinkowy moment bezwladnoéei (S. D. PONOMARIEW i inni, [22}, t. I
s, 429) ‘

>

a2 b2 bga) (aga — bey)?
(5.10) I = a2 b2 (agy+bg,) (ag )
3 (aga+-bgy)?

- Drugi skfadnik pod pierwiastkiem wzoru (5.7} przedstawia wplyw skrepowania
koncowych przekrojéw preta na zwichrzenie. Okazuje sig, ze w naszym przypadku
mozina bgdzie skiadnik ten pomingé, poniewaz przy wickszej dlugosei / wplyw skre-
powania jest znikomy, a w zakresie mniefszych dlugoéci sam warunek zwichrzenia
(5.4) bedzie, jak zobaczymy, niemal bez znaczenis.
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Wprowadzimy najpierw bezwymiérowe parametry
o g, 9
(5.11) T A . =Y

pozostawiajac tylko jeden parametr wymiarowy, a mianowicic b; takie przyjgcie
utatwi znacznie rugowania poszczegOlnych parametréw i caly przebieg analizy.
Parametry x;, wprowadzone odpowiednic do warunkéw (5.1)-(5.4), dadza si¢
przedstawié w postaci

Mb 3M

Lk 4b3k(at3py)’

Mbj 9 {1 — %) Mjy?

M lyong m2EB B2 (o+38y)

X =

(5.12)

oMy 31— M)
X o 22 Ebda? (a+3fy)’
M, M1V 3V Bray

X4 = -

My s VEGHy2V of (By130)
a powierzchnia przekroju, ktorej kres dolny cheemy obliczy¢,
(5.13) F = 4b2 (a+fy).

Rugowanie parametréw «, 5, ¥ i b z ukladu (5.12) jest trudniejsze niz. w poprzed-
nim przypadku. Dziclac pierwsze réwnanie przez trzecie otrzymujemy najpierw

201 —v2) jk l/x1
5. i - V—"—"——_‘ —
( 14) “ w2 E X3

a z podziclenia drugiego przez irzecie wynika

6 20— jk
G19 b=y fﬁ“—?l/*fﬁf——‘v/m

Podstawiajac te wartoéé do réwnan pierwszego i czwariego otrzymujemy uklad
o niewiadomych b i y. Obliczajac z pierwszego b réwnania uzyskujemy

- 31,’3 n.ll?oEllﬁx;,’G MI]'S
(5.16) b= —if3»
25[6 (1 . ,pZ)IISjl,fﬁ kiflx{[?. (1 4+ 3?}2 3/6‘]/&)
. *2

a podstawienie z kolei tej wartosci do czwartego réwnania prowadzi do zwiazku

, —\ 12 £13
(1— z)us IIGJ ka.'zgxiilz 1/4 (1+]/€1/£) (1+3y2 ]/6 ]/xg,) .
. X2 xz

BT x4 = 2
25112 313;'12 413 (1 H,)uz E?,’G MIB 5,'!2 2 (3 erz ]/ 6]/ ) .
X2
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Z réwnania tego mnalezaloby obliczy¢é pozostaly jeszcze do wyrugowania para-
metr y. Niestety, uwalniajac je od niewymiernosci otrzymujemy réwnanie dziewiatego
stopnia wzgledem p2, tak Ze napisanie wzoru ogélnego na rozwigzanic nie jest
mozliwe, Mozemy wigc zaproponowana metodg «transformacji linearyzujacej»
zastosowal tylko czgsciowo (pizypadek ¢ omdwiony w p. 2).

Dla uproszczenia zapisu wpiowadzimy zamiast y nowy parametr d:
.X.'3 :

— a2
(5.18) 8= y|/6 o

i po wprowadzenin na bezwymlarowq wielko$¢ o charakterze «smuklosci preta»
oznaczenia
2i,‘12 (1 . 1}2)1,'6lesz kS,'ZI ] _] 3;'21

(5.19) {= 3T 38 (1 | )12 5706 g1 = (,1047

wzdr (5.17) przedstawimy w postaci

52
x?t’2x§fi2(1 | V6 A3) (I—** 3{3)41'3
X2
ATGTO"

(5.20) x4 =

Wspdlczynnik liczbowy we wzorze (5.19), podobnie jak i we wzorach nastepnych,
podano dla » == 0,3. Wplyw wspdlczynnika Poissona jest tu jednak z reguly do
pominiecia,

Podstawiajgc (5.14), (5.15), (5.16) 1 (5.18) do (5.13) otrzymujemy

_ 2316 32/3 (1— ,,JZ)I;'GJ-HG M (14 8) '
75”3 kl,’Z El_.'ﬁx;,’z x;[ﬁ (1+36)2/3 H

(5.21)

wprowadzimy bezwymiarowe pole przekroju

5.22 = Tk EY F = 0,4014 rE F
(5.22) f= 2506 3273 (1 —»vz)l’GjUG FY J,-I/st,rs

1 bedziemy badali funkcje

1+4
xi’z xS (L4383 "

(5.23) =

Zawwazymy, ze f zalezy od x;3 i od x4 tylko za poSrednictwem parametru §; inter-
pretacje tej waznej wlasnosci podamy poniZej.

Rozpatrzymy obecnie trzy przypadki,

(a) Przyjmiemy, Ze parametr 0 jest we wzorze (5.23) parametrem niczaleznym,
Przyjecie takie bedzie sluszne, jak diugo ze wzoru (5.20) bedziemy otrzymywali
x4 % 1, czyli dla dostatecznie matych smuklosci £, Tak wige warunek x4 = 1 wyrazo-
ny za pomoca { bedzie stanowit ograniczenie badanego zakresu. Przy tvm zaloZeniu
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"

Afiex; < 0, dfJox; < 0, wige x| == x3 =1, a przyréwnanic do zera pochodnej

1
dfiod daje & = dopt =1 oraz f'= fum = /_ = 0,7937. Ze wzoth (5.18) wynika
V2

L
(5.24) y = ]/ % = 0,6389 1/ 2,

a po podstawieniu do (5.14), (5.15), (5.16) 1 (5.22) okreélimy poszukiwane wymiary
i odpowiednie pole powierzchni przekroju wzorami

31,’3 ﬂIIS EI_;‘S MUS Ei[ﬁ MU3

b= 3372 (1 — 52)1f6 ;176 Atz = 10,7586 1;5] iz s
L1213 pU6 ar1i3 EM6 13
a=yb= (1 )16 ;16 g1 xy'* = 10,4847 i RS N
31[3 (1 _ v2)1]3jlf3 M”a. Mlj3j1,’3
(5.25) go=ab= PYETERTE == (},3258 TEwB o
37;’12 (1 - ,1’,2)1,’3 ]'l,nS M1!3 .Ml"3 +1§3
— . —~1/d __ a1
go = fib = S3E 2 i x7 1 = 0,5098 g2
2112 3213 (1 __. y2)16 ;106 Mz,'ss MR e
Fain = = 1,9772 e -
2P AR i K12 e

Warto zauwazyé, ze mamy tu agp — bgs, zatem cigzar Scianki gérnej réwny jest
cigzarowi §cianki bocznej.

Podstawienic ¢ = 1 do (5.20) daje

‘ o2
(.26) C Xy 225”(1 + ]/7) X e,
2

Ze wzoru tego wynika, 7e ze wzrostem X, maleje x4 1 na odwrét. Parametry te nie
wystgpuja we wzorze na F, mozna je wiec dobiera¢ dowolnie [przy zachowaniu zwiaz-
ku (5.26)], byleby zachowaé warunki x,<<1 1 x4< 1. Poniewaz x, wystepuje we wzo-
rach (5.25) na a i gy, wiec zmieniajac x» zmieniamy grubosé i szerokosc Scianki
géraej, nie zmieniajac pola powierzchni jej przekroju. Minimalna grubo$é g» ogra-
niczona jest watrunkiem statecznodci Sciankd gornej (x» = 1), a minimalna szeroko$é
2a warunkiem zwichrzenia (x4 = 1). Przyjmujac we wzorze (5.26) Jednoczesme
Xy = 11 x4 =1 okreflamy granice badanego zakresu

(5.27) ' {max = === = 00,1696,

2 V146

dla £ > 0,1696, czyli pretéw o wwkszej dtugodci, spelnienie jednoczesne x3 < 1
1 x4 < 1 nie jest mozliwe. : : :
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OkreSlimy teraz graniczne wartosci y i odpowiednie x; i x4 Przyjmujac x, = 1,
czyli pelne wykorzystanie warunku statecznosci §cianki gome_], otrzymujemy:
¥ = ymax = 6. Odpowiednia wartodé x4 wynosi wtedy

(5.28) X4 7= Xgmm = 2P V1L)/6 £ = 5,8965 .

Plzyjmujqc x4 = 1, czyli pelne wykorzystanie warunku zwichrzenia, otrzymu;emy'
z (5.26) réwnanie kwadratowe ze wzgledu na y/x,, skad

YY)
(5‘29) X3 = Xpmin = o14/3 54 (1 -+ -l/l -+ 2}5/6 é_2)
oraz wobec (5.24)
_ 1112 / ’ [73_
(5.30) ¥ = 9ymm = W C -+ 2516 CQ

09721
—14344g]/1+]/1+ :

Za optymalny moZna vznaé przypadek ‘xz = X4. Za optimum uwazamy tu juz
nie pole powierzchni przekroju, ktére od tych parametréw nie zalezy, lecz jedno-
czestly proporcjonalny wzrost wspélezynnikéw pewnoéci ze wzgledu na statecznodé
scianki gornej i ze wrglegdu na zwichrzenie. Podstawiajac do (5.26) x9 = x4 =
= X = Xopt Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie szdstego stopnia

x3 2,
(5.31) (5@352 %1/6) Cx =0,

Réwnanic to rozwiazemy metoda uogélnionych szeregéw potegowych. Funkcje
odwrotng wzgledem -poszukiwanej mozemy mianowicie okre§lié $cidle

x3l2

25!3 (]/g+l/})1f2 H

a rozwinigeie jej w nogélniony szereg potegowy zmiennej x daje’
, o 1 3 1
(5.33) = n23[12 31,!435 - 91i7iZ 5372

(5.32) (=

X2 e

Odwrécenia tego szeregu bedziemy poszukiwali w postaci
(5.34) - x=a PPyt

po podniesieniy tego szeregu do odpowiednich poteg, [26], [27], podstawieniu do
(5.3 i pmownamu wspolczynnikéw obliczamy «; i ostatecznic®
1712

(5.35)  x = 2WN83u6 ;A L o e = 2911977 10,6762 + ...

Jest to szereg w interesujacym nas zakresie 0 < £ < 0,1696 bardzo szybko zbiezny. -
Podstawiajac najwigksza warto$é £ = 0,1696 i uwzgledniajac tylko dwa wyrazy
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otrzymujemy x = 1,0069 zamiast x = 1. Pierwiastkujgc szereg i podstawiajac do
(5.24) okreSlimy teraz optymalna zmienno$¢ parametru 7,

572 1 . .
(536) v = gz £+ Savmigram {7 o = 08346815+ 0,0485 0 - .

Szereg ten jest jeszcze lepiej zbieiZny od poprzedniego: podstawiajac £ = 0,1696
otrzymujemy przy zachowaniu. dwoch wyrazow y = 0,6408 zamiast 0,6389 (blad
0,3%,). Dla zastosowan praktycznych wystarczy wige zachowad w szeregach (5.35)
i (5.36) nawet tylko pierwszy wyraz:

Podstawienie (5.35) 1 (5.19) do wzordw (5.25) na ¢ i gp daje ostatecznie opty-
malne wartofci nastepujace: ‘

34136 7119 ;116 116 prsIt8 jl piis ppsns
@ = STz (] 286 (] 4 )2 jorse g s O34T s pis 5

{5.37) _
- . 323136 (1 _ T',2)11136 (1 *§—‘i’)”12j11"36 M‘IJ‘IS 0.5685 jll,’36 M‘HIS
4 A 2T3/12 49 jzllﬁ 7A% 7176 ;5136 » jzus 114 176 5756 ¢
Tablica 2. Parametry ksztaltowania prefow krotkich
: xg=1 Xy =Xg =X xp =1
Vmin X2min Yopt Xopt Ymax Xdmin
0 0 .0 0 0 0,6389 4]
0,02 0,2035 0,0103 0,4415 0,2279 - 0,6389 0,1179
0,04 0,2907 0,0428 0,4974 0,3672 0,6389 0,2358
0,06 0,3597 0,1004 0,5334 0,4859 0,6389 0,3538
0,08 0,4195 0,1858 0,5606 0,5927 0,6389 04717
0,10 0,4738 0,3023 0,5828 0,6914 0,6389 0,5896
0,12 ©0,5243 0,4533 0,6017 0,7852 0,6389 0,7076
0,14 0,5720 0,6423 0,6179 0,8746 0,6389 0,8255
0,16 0,6176 0,8732 0,6325 0,9604 0,6389 0,9434
0,16%06 0,6389 1, 0,6389 1, 0,6389 i,

Wartoscl okrelone wzorami (5.27), (5.29), (5.30), (5.35) 1 (5.36) zestawione zostaly
w tablicy 2, a zalezno$é najbardziej charakterystycznego parametru y od { przed-
stawiona ponadto na rys. 2. Z punktu widzenia klasyfikacji ekstreméw przytoczo-
nej w p- 2 mamy tu do czynienia z ekstremum typu 1/3 przy jednym parametrze
dowolnym lub typu 1/4 przy zaloZeniu xp = x4 :

(b) Jezeli £ > 0,1696, to musimy przyjaé xq =1, czyli pelne wykorzystanie
warunku zwichrzenia. Czyniac takie zalozenie we wzorze (5.20) otrzymujemy do-
datkowe réwnanie, ktére, jak juz stwierdziliémy, nie da si¢ efektywnie rozwigzaé
ze wzgledu na 8. Zgodnie z uwagami przytoczonymi w p. 2¢ postaramy si¢ wyru-
gowaé pewng ilo$é parametréw x;, by zaproponowang metodg zastosowac czgScio-
wo. Najlatwiej obliczymy x;: ,

x;!ﬁ (3 +6)113 (52,'3

(5.38) X = : =53 =,
(15 /2] s o
. 2
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a po podstawieniu tej wartodci do (5.23) wzyskujemy do badania funkcje

(Vxp + V66 (14-6) 1
(34 8Y (1 + 38) 613 116 3736 -

(5.39) f=

Yatwo sprawdzié, ze 0f/ox; << 0 oraz 3f/dx; < 0, wobec tego przyjmujemy x, =
= x3 = | oraz

1+y ) 1+
(5.40) _ f= ( }‘./6 ) ( 2,9)”3
- G-EHA 3878
}
B = =]
“ 33 g 2 g
i Xp=Xg=Xg=hx;= 7 A ]
i
I | { A
az 63 a4 a5
I
S

Rys, 2

Zamiast oblicza¢ pochodng /08 wygodniej jest postuzyé si¢ pochodna o ( 118)/04.
Przyrownanic jej do zera prowadzi do réwnania trzeciego stopnia

(5.41) 563 — 1402 — 218 — 6 =0,

kt6rego jedyny dodatni pierwiastek, obliczony numerycznie, Wyn051 d = dopt =
== 1,2661, zatem

(5.42) Yopt = 17_ = 0,7189.
UzyskaliSmy tu wigc w wyniku profil bardziej zblizony do kwadratowego niz po- .
przednio.(poszerzenie profilu wobec niebezpieczefistwa zwichrzenia). Musimy jednak
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jeszoze - dodatkowo sprawdzi¢ warunek x; < 1. Podstawiajac uzyskane wartoéei
do (5.38) otrzymujemy

0,3117
(5.43) X =

przyrdownanie x; do jednosci okresla minimalng warto$é (:
(5.44) Emin = 0,3117%2 — 0,1740.

Wartodci funkcji xy = xy {({) zestawione sg osobno w tablicy 3. Parametr x,
okreéla, jakim ulamkiem naprezenia dopuszczalnego jest najwicksze naprgzenic
w precie. Okazuje sig, ze w przypadku pretéw diugich warunek bezpieczefistwa (5.1)
powinien byé wykorzystany nie w formie réwnoéci, lecz w formie nierdwnodci
mocnej. Mamy tu wige ekstremum typu 1/4.

Tablica 3. Parametry ksztaltowania pretéw dlugich

c | o 1 ¢ ] =
0,1740 ] 1 1 0,3117
0.2 09113 2 0,1963
0.3 0,6954 5 0,1066
0,4 0,5741 10 J 0,0671
0.5 0.4947 o 0

Przejdziemy do okreflenia wymiaréw optymalnych oraz minimalnego przekroju
w badanym zakresie. W tym celu wystarczy do wzordw ogdlnych (5.14), (5.15),
{5.16) 1 (5.21) podstawié (5.43) oraz xp = x3 = x4 = 1, 6 = 1,2661, y = 0,7189:

113 !”?Mﬂg

Jz
b = 0,6029 TP

b = 0,4334 szm 1 M
a=yn =Y, jlj9E2,'9 >

' I3 47103

(3.45) ga = ab = 0,3066 T,
- £
JuB e

gy = fb = 0,5399 —_E—‘UT—’

©a209 ()3 1173 345509
_ JrRrEEM
Finin = 1,6756 7

W tym przypadku ags > bg,, wige Scianka gdrna jest cigisza od Scianki bocznej.

{©) W zakresie 0,1696 < { << 0,1740 musza by¢ spetnione wszystkie cztery warunki
poboczne w formie réwnofei, x| = x3 = x3 = x4 = 1 (ekstremum typu 0/4).
Zakres ten, zresztg bardzo waski, bedziemy nazywali zakresem pretow o $redniej
dlugoéci. Réwnanie x4 = ! okre§lajace zaleino$é &= 4 ({), a wige 1.y =y ({),
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nie da sig efektywnie rozwiazaé ze wzglgdu na 4, natomiast mozna je rozwigzaé
ze wzglgdu na £ i okreélié w ten sposob funkcje odwrotna wzgledem poszukiwanej:

, (B+817s
©40 SNCERVIE DL
przy czym 1 << 6 <7 1,2661. Z (5.18) wynika teraz
(5.47) - 8 =92/6;

okreslamy tym samym funkcje & = £ (p) dla 0,6389 < y << 0,7189. Wartodci tej
funkcji zestawione sg w tablicy 4 wraz z odpowiednimi wartosciami 4.

Tablica 4. Paramefry ksztattowania pretow o sred_mej diugosici

¥ & ‘ £ I ¥ l & o
0,6389 1 J 0,1696 068 | 11326 0,1721
0,64 1,0033 0,1697 069 | L1662 0,1726
0.65 1,0349 0,1703 0,70 1,2003 0,1731 -
0,66 1,0670 0,1709 01 12348 01736
0.67 1,0996 01715 n.7193 1,2661 0.1740

Korzystajac 7 tablicy 4 mozemy dla danej wartoéci & dobraé wartodci V1id,a przez
podstawienie ich do (5.14), (5.15) 1 (5.16) okresli¢ optymalne wymiary przekroju.

Zauwazymy jeszcze, 7e pominigeie drugiego sktadnika pod pierwiastkiem we
wzorze (5.7) jest bez znaczenia. Skiadnik ten rofnie ze zmnicjszaniem sie I, czyli
Zmniejszaniem sig £. Przyjmujac np. minimalna wartosc { dla drugiego zakresu,
£ =0,1740, mozemy. okredlié ten skladnik za pomoca wzoru

(1497 &2 j2
= 0468*"T,

tak wige dla wigkszosci materialéw konstrukeyjnych jest to wielkodé rzedu utamka
procentu. Przy mniejszych { natomiast waruaek (5.4) nie posiada istotnego znaczenia.

6. Przykiad liczbowy ksztaltowania przekroju preta zginanego

Dobicrzemy optymalne wymiary przekroju pr@‘ia o profilu skrzynkowym przy
obcigzeniu momentem gnacym M = 106 kGem, wykonanego ze stali o danych
£ =21-106kGfem?2, k= 1600 kGjcm? Diugoié preta podpartege dwuprze-
gubowo wynosi / = 1000 cm; przyjmiemy stopien pewnosci ze wzgledu na wyboczenie
scianck j = 1,5 oraz ze wzgledu na zwichrzenie j, = 5 (wyzsza wartodé Jz od f mo7na
uzasadnié znacznie bardziej niebezpiecznymi skutkami zwichrzenia). Zatozymy
ponadto, Ze granica sprezystosci materla}u ]Est tak wysoka, Ze zaloZenie sprezystego
wyboczenia jest uzasadnione.

Dla zbadania zakresu ksztaltowania obliczymy najpierw «smuktosé» &, okreslona
za pomocy, wzoru (5.19). Otrzymujemy £ = 0,01525, zatem pret zaliczymy do krot-
kich [jak widaé zakresy.(b) i (c) wystgpuja przy bardzo znacznych diugosciach].
Wymiary $cianki bocznej i minimalny przekréj okre§la wige wzory (5.25): otrzy-
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mujemy b = 20,0 em, go = 0,291 cm, Fum = 46,6 cm?. Wymiary $cianki gdrnej
moga si¢ zmieniaé w granicach wyznaczonych przez Ymin i Ymax. Ze wzoru (5.30)
ymin = 0,177 przy x; min = 0,0059, co daje wzrost wspolczynnika bezpieczefistwa
ze wzgledu na wyboczenic $cianki gérnej az do j = 1,5/0,0059 = 255 przy zacho-
waniu j, = 5. Jest to oczywiScie wynik czysto teoretyczny, nie uwzgledniajacy mozli-
woéci wyboczenia sprezysto — plastycznego. . Najwigksza dopuszczalna wartosé y
wWynosi t ¥max = 0,639 przy x4 min = 0,090, co oznacza wzrost wspdlezynnika
bezpieczefistwa ze wzglgdu na zwichrzenie do j, = 5/0,090 = 55,6 (teoretycznie)
przy zachowanin j = 1,5, Optymalng warto§¢ y, wyréwnujaca wzrost j i jz, okrefla
wzodr  (5.36) — otrzymujemy yopt = 0,416 przy x; = x4 = 0,178, co daje J =
=1,5/0,178 = 8,43 oraz j, — 5/0,178 = 28,1. Odpowicdnic wymiaty « i g» Wy-
niosg wtedy a = 8,31 cm oraz gp = 0,702 cm. Cigiar calej belki wyniesie Q ==
== Bl == 366 kG, :

Przy uwzglednieniu mozliwosci wyboczenia mesprqzystego nalezatoby {wobec
zatozenda j. > j) przyjaé wigksza wartosé y, ‘bowiem na naprgzenie krytyczne ze
wzgledu na zwichrzenie jako wyZsze bedzie miata wplyw wigkszy niesprezystosé
wyboczenia niz na napreZenie krytyczne ze wzglgdu na stateczno$¢ Scianek.
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Pesmowme

HEKOTOPBIL METOH ,
«[JAPAMETPUYECKOI'O ONTUMAJIBHOTO IIPOEKTHPOBAHUS SOPMBI»
W XIPUMEPHI ITPOEKTHPOBAHMS CEYEHMI TOHKOCTEHHBIX CTEPXCHEMN

3ajaya, KACAOINAACH ONTHMAIBHOTO IPOCKTHPOBAHES CBOOUTCT I mopfopy OFHOM WM
HECKOTBKTX (yHKIILE, Onpefensiomux GopMy SIeMenTa, H ABIACTCH, B OCHOBHOM, 3a)aeit BApHA-
MOHRHOTO HCYHCHEHEA. 1acTo OMHAKD, HO COOBPAKEHNAM UCTHCHUTOINEHOTO XAPAKTEDA MK BRHAY
Gosree HpOCTOH TeXHOMOTHY WSTOTORIEHHS, nOnGop DyHkIMi 3aMenseTcH IoASOPOM HECKONBKAX
TapPaMeTPOB B TIPENHOIOIKEHEELX anpropd TAnax ¢ymxmi, Takan npomeaypa HashaHa «mapa-
METPHICCRAM ONTAMANLHEIM OPOCSTHPOBANMEMY; BONDPQC BAPHATHORHOIO ECTACICHES 3ame~
HACTCH 3/IECh aHAME3OM (YHKUMH HCCKONEKHX IepeMCHHETX.

Uesibeo pafio1sl ABIIETCH IPeITOMKCHES HOKOTOPOTO METO/A HapaMeTIHYECKOTO ONTAMANIBHOTO
IPOSKTAPOBAEAS HA3BAHHOTO «METO/IOM IpeoBpasoBaHyi JMHEADH3YIOLIEr0 JOMONHHTELHEE
YCHOBHS». Janada COCTOHT HMEHHO B OUDCHAENEHMM HYKHSH CPRHEHLE HeKOTopoil (yrknmy ¥
(2.1), (manmp. neca snemenTa), 3aBucAmiEH OT # DApPAMETDPOB a;, O M JOMOAHUTENBHEIX YCHO-
Bull, 3AICATHEX B BEAe €laOBIX Hepapencts (2.2). Hocrapaemcs ONpoNoiMTL 12KAM ofpazom
HIDKHIOKY TDAHMIYY GYEKIHMM HA HeKOTOPOR THICPHOBEPXHOCIH B IIPOCTPAHCTEE DRpaMerpoB gy
MUIM HA HEKOTOPOH ONPEREeNENTOH CTOPOHE 3TOW IMIEpIOBEpPXHOCTI. MeToH cOCToWT B BREAE-
HUM HOBBIX LApaMeTpor xi (2.4), OPCACTABICHEIO & C TOMOWBIO X; (BCEX HIM Hel(OTOpI:-IX)
U B HCCOCNOBAMME V Kak GyERmM mapamMerpos x;. TOrda HOTONHHTENEHER HoGOURsE YCIOBHS ,
wmetoT BEZ (2.8), T.e. mMueimnnt, PaccMmarpEBaioTCH ocobbie CIIy9AM BREOCHIN HaDaMeTpOB Xi,
3ABMCAMYY OPekJe BCCTo OT TOro, ABNACTCA JIH 7t GONBINE MM MCHBIIC H. .

Meroz AIUTIOCTPEPYSTCA ABYMSA HOAROGHO POIICHHEMY IPHMEDAMIL. IlepBriit mpAMeD XacaeTes
HPOCKTHPORADHA HA MHUHAMYM Becd KOopoOYATOTO CEUeHWH ¢ TOCTOSHHON TOMDIFHON CTCHKM,
TONBCPIKCHEOTO YHCTOMY u3rEOY. Bed npenBapETeRLHOTO HPeLIONQKEHHA  HCTHIPOXKPATHOR
CHMMETPHE HMES 3MeCh YCTHIPE mapaMerpa (TONNIMEA CTCHOR g4 ¥ g5, BHICOTE H IIHPHHA CEYCHNS,
pEC. 1); MOCTABICHEI TAKKe 9eTHIPE YVCHOBHA: IBA OTPAZHETHMRAIOINE BETHUAHY HANPDRCHIA
M ABa yCnoeus ycrolmmBocTH crenok. IlapaMerpsr X; BBOAATCA ¢ mOMOILEIo dopmyi (3.6). B yopy-
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rOM COCTOJHHM OTTHMANRHOE peliewue onpencusoT dopmynst (3.14), (3.15) n (3.16), xorope
COOTHOCATCA K CAy44io, B KOTODOM BCE mapamerpsl X; paBHsloTcs emmEmOe. Kpome Toro, pe-
THAETC CIywalt YOpYro-~IIACTHYCCKOrD HPONONEHOTC E3TEOA, OCHOBHIBAACH HA (GopMynax Jmou-
cora-Ocrendensga u Hnurena, Bropoil cayvall OpMHUMAR BO BHUMAHME YHCTEIH M3rM0, xacaeTces -
IPOSKTAPOBAHAS HA MHHUMYM BECA TAKOTO KE CAMOIO CEUCHHSN; KPOME YCIOBMA OTDAHWYCHHEIX
HANDSONEHUHE ¥ YCTOHYMBOCTH CTEHOK DOCTABICHO TAXKXKE YCIOBHE 0OeCOeYeHNA OT MOTEPE YCTOH-
YHBOCTH IAOCKOH (HopMer M3rAGA CTopXHA Kax HesocTH. PesynpTaT anamusa, ko10psii IporogniIca
WCKIIOFMTENLHO B yOpyroil oGmacTh, orvodpaskkaer PHCYROK 2, NPUBOMAAIIAK OUTHAMAILHOE OT-
HOMICHME C1OPOH HCKOMOTO CEUGHM, ’

Summary

A METHOP OF «PARAMETRIC OPTIMUM STRENGTH DESIGN» AND SOME DESIGN
EXAMPLES OF THIN-WALLED PROFILES

The problem of proper optimum strength design is that of finding of one or several functions
determining the form of a strdctural element and constitutes, in principle, a variational problem.
However, for computation reasons or for simpler production methods, the finding of the function
is often replaced by that of a few parameters, the types of Tunctions being assumed beforchand.
Such an approach is called «parametric optimum strength design». The variational problem is
replaced here by an analysis of a function of several variables.

The aim of the present paper is to devise a certain method of parameiric optimum design called
the «method of transformation linearizing the auxiliary conditions». The problem consists in
finding the Jower bound of a certain function ¥ (2.1) (the weight of the element, for instance)
depending on » parameters a; With m auxiliary conditions expressed in the form of weak ine-
qualities (2.2). Thus, we seek for the lower bound of a function on a certain hypersurface in the
space of parameters @; or on one side of this hypersurface, The method consists in introducing
new parameters x; (2.4), expressing a7 in terms of x; (all or some of them) and examining Fin
function of the parameters x;. Then, the auxiliary conditions have the form (2.8) that is a linear
form. Particular cases of introduction of the parameters x; are discussed, depending above all
on whether a2 is greater or less than 7.

The method is illustrated by means of two examples cf which detailed solution is given. The
first example concerns the design of a box profile with constant wall thickness, subject to pure
torsion. With no assumption on the fourfold symmetry we have four parameters (wall thickness
ga and gy height and width of the cross—section, Fig. 1). Four conditions are introduced. Two of
them bound the stresses and the other two concern the stability of the walls. The parameters x;
are introduced by means of the equations (3.6). In the elastic range the optimum solution is deter-
mined by the equations(3.14),(3.15), and (3.16) and corresponds to the case where all the parameters
x; are equal to unity. In addition the problem of elastic—plastic buckling is solved on the basis of
the equations of Johnson — Ostenfeld and A. Ylinen. The second case concerns the design of the
same profile but subject to pure bending. In addition to the conditicn of bounded stress and stability
of the walls, we have a condition of security against lateral buckling of the bar as a whole. The
result of the analysis which is performed for the elastic range only is illustrated by Fig. 2, giving
the optimum side tatio of the sought —for profile.
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