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PRZYREADY OBLICZENIA KRZYWYCH NOSNOSCI GRANICZNEJ

MILOSZ WNUK (KRAKOW)

1. Sformulewanie zagadnienia

Przy obliczaniu elementéw konstrukeji z uwzglednieniem ich whasnoéci plastycz-
mych istotna rolg odgrywa znajomoé¢ tzw. powierzchni granicznmej, okre§lonej
w przestrzeni obciaZen zewngtrznych za pomoca réwnania

(11) F(le QZa seey Q'ﬂ) =0,

gdzie Qs (i=1,2,..,n) oznaczajg uogdluione sily zewngtrzne dziatajace na roz-
patrywany clement. :

Zazwyczaj wprowadza sig zmienne bezwymiarowe gy, gy, ..., gu, ktére otrzymuje-
my dzielac i-tg sitg uogdlniong przez jej warto$é graniczng Q; uzyskana w przypadku,
gdy wszystkie pozostale sily Ox dla k # i sa réwne zeru, a zatem w przypadku
obciazenia jednowymiarowego (np. czyste skrecanie, czyste rozciaganie itd.).
Uklad sit @y, @, ..., On lub réwnowazny mu ukiad obciazed bezwymiarowych
415 42, +-+» §u NAaZywamy granicznym (lub miszezacym), jezeli spetnia réwnanie (1.1)

Nie trudno podaé interpretacjc geometryczng osiagania stanu granicanego:
dopoki koniec wektora Q; pozostaje wewnatrz obszaru ograniczonego powierzchnig
F =0, dotad nognosé gtaniczna"pozdstaje nie wyczerpana; w chwili gdy koniec
wektora obeigzeni uogélnionych dotyka powierzchni granicznej, méwimy o zniszcze-
nin konstrukecji w sensie osigguigcia noénosci plastyczne;. ‘

Znajomos¢ rownania powierzchni' F(Qq) = 0 pozwala wiec ocenié oddalenie
aktvalnego uktadu obcigzen (Qy, Q. ..., @n) od stanu granicznego, co z punkiu
widzenia praktyki inZynierskiej posiada pierwszorzedne znaczenie. Pelnigjsze
omoéwienie zagadnied wytgzenia konstrukeji oraz wiazacego si¢ z tym zagadnienia
geometryczne] interpretacji standéw granicznych mozna znaleZé w pracach M. Zycz-
KOwSKIEGO [117 i [12].

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ efektywnym rozwizzaniem problemu noénosci
granicznej w przypadku obciazenia «dwuwymiarowegon: n =2, Qi = M, oraz
Q2 = N (M; oznacza skrecajacy, N silg podiuzng), przy czym wykorzystamy pod-
stawy teoretyczne podane w pracy [8]. Rozpatrzmy kilka réznych, najczesciej
spotykanych w praktyce ksztaltéw przekroju poprzecznego preta, zwracajac uwage
na wplyw ksztaltu przekroju na postaé szukanej krzywej granicznej f(Ms, N) = 0
(wielkosci decydujace o charakterze tej krzywej zostana okreslone analitycznie oraz
Za pomocy tablic). '
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2. Réwnanie krzywej nognoei granicznej w plaszezyinie M= dla dowolnego ksztaltu przekroju

W niniejszych rozwazaniach nie bedziemy zajmowaé sig analiza rozkladu na-
prgieft W stanie granicznym wywolanym jednoczesnym dzialamiem momentu
skrecajacego M oraz sity podluznej N. Odpowiednie wzory oraz podstawy teore-
tyczne umozliwiajace obliczenie sktadowych tenmsora naprezen

it 0 Tz
(2.1) 00 Ty
Tz Tzy Oz

zostaly podane w pracy [8]. Obecnie skorzystamy z ogdlnego réwnania krzywej
granicznei, [8], '

1 1
2.2) n? (3—— —) n? + ( —2) = 1,
43 ¢

gdzie ms oznacza bezwymiarowy moment skrecajacy, ms = Ms/M;, n bezwymiarowa
site podiuzna, n = N/N, o wspotczynnik zalezny od ksztaltu przekroju a. Msi N
odpowiednio graniczne wartoci momentu skrecajacego oraz sily. pediuinej przy
czystym skrecaniu i czystym rozcigganiu. Rownanie to, jak wykazaliSmy, stosuje
si¢ dla dowolnego ksztaltu przekroju. Znaczenie wspdlczynnika ¢ mozna okrefli¢
nastepujaco: jeseli Téwnanic krzywej granicznej '

(2.3) S(ms,m) =10
rozwikiamy ze wzgledu na n,
(2.4) . © on=n(ms),

i rozwiniemy na szereg-potggov{}y Maclaurina

(2.5 ' n=1-—am?—..,

to wspdlczynnik wystepujacy przy wyrazie m2 bedzie identyczny z wielkodcig a,
ktora zostata wprowadzona do réwnania (2.2). Wspdlezynnik ten, okre$lajacy ksztatt
krzywej noénodei granicznej, moze byé znaleziony ze wzordw, [8],

- Vi 2y

(2.6) 'a'z—ﬁ“—VP, Lo = FIS

fub inaczej (dla przekroju jednospdjnego) -

- [ fF { @dF]z .
@mn g =t
F fF [ war

gdzie F oznacza pole przekroju, ¥, objeto§¢ wzgbrza piasku wg. analogii A, Nidaia
(wielko§¢ charakteryzujaca sztywno$é skrecania w zakresie czysto plastycznym),
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Vp objetos¢ wagorza Prandtla (wielko$é charakteryzujaca sztywno$é skrecania:
w zakresie czysto sprezystym), J; — 2V, zastepezy moment bezwladnodci przekroju
przy skrecaniu. : :

Omawiane wielko$ci posiadaja nastepujgce wymiary: .

Flem?), @ fem], Y"[cmi}, ¥y [em3), Vplem?#] oraz I [em4).

Wzor (2.7) okrefla w sposéb jawny a w zaleinosci od funkcji naprezen, a mianowicie -
" 1) @ = @ (x, ) jest funkcijg naprezed Hilla, odnoszaca sie do stanu granicznego.
(M5, 0); zwigzana jest oma z polem naprezen (2.1) w nastepujacy sposéb:

| 00 o ]/ ) [(agb)z N (a@)zJ
pil = e — il o —_ —_ —_— —_— —
(2. 8) Tez ay N Tey Bx . Oz = ‘ Q - 3 ax ‘ ay 0,

gdzie x,y oznacza wspolrzedne wymiarcwe oraz Q. granicg plastycznosci, przy
czym indeks p dajemy dla zaznaczenia, ze chodzi tu o stan napreZzenia w zakresie
pelrego uplastycznienia. Funkcja naprezen & (x, ¥) powinna spehiaé réwnanie
rézniczkowe

2.9) . © |grad @] =3

oraz warunck brzegowy @ = 0 wzdhuz konturu C.

2) ¥ = ¥ (x,y) jest funkcja naprezen Prandtla, odnoszgca sie¢ do zagadnienia.
swobodnego skrgcania w zakresie czysto sprezystym (problem Saint Venanta):
zwigzana jest ona ze stanem naprezenia zwigzkami :

o oV
(2.10) | Ten : _. g@ F_}’- s Tay = GO _(3;
oraz spelnia rownanie
2.1 V2¥P=_2

i warunek brzegowy ¥ = 0 wzdluz konturu C. Jezeli J(x, p) == 0 jest rownaniem.
konturu, to zaréwno funkcja @ jak i ¥ zaleza od ksztaltu kontury: @ — & [F(x, 1),
V=Y[f(x,»] i réwniez F= F[f(x, ¥ Wspblezynnik o okreslajacy ksztatt
krzywej nod$nosci granicznej (2.2) wyraza sie wige: przez pewne funkcjonaty Py,
Vp 1 F zalezne tylko od ksztalty kontury ograniczajgcego rozpatrywany przekro.
Wzér (2.2) zostal wyprowadzony na sruncie teorii odksztalcen plastycznych.
Hencky’ego — lliuszina przy zalozeniu istnienia materiaty izotropowego, idealnie
- spreZysto — plastycznego i niescisliwego. W celu efektywnego rozwiazania problemu
zastosowano metode mafego parametru a nastepnic interpolacje ‘typu Hermite’a.
Sciste réwnanie krzywej graniczaej f (ms, n) = O nie jest dotychezas znane; zasto-
sowanie jednakie twierdzed wariacyjnych teorii plastycznosei. (kresy gérne oraz
dolne) pozwala na oszacowanie dokladnosci wzoru (2.2). Wykazalismy, Ze wzér
ten daje wyniki bardzo zblizone do wartosci Scistych, popelniany blad nie prze-
kracza 3%, Szeroki zakres stosowalnosci oraz prosta budowa réwnania (2.2) zachgca
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do efektywnego okreslenia nos$nocl granicznej dla rozmaitych kszialtéw przekroju
PODIZecZNego.

Wzory (2.6) moina stosowaé réwniez dla przekrojow wielospojnych, przy czym
wielko§¢ V¥, powinna byé okreslona zgodnie z uogblniona analogia A. Nadaia
dla przekrojow wielospojnych w sposdb podany przez M. A. SADOWSKYEGO, [7]:

(2.12) Vi = VoSt b1+82 ot oo +Sn ftns

gdzie ¥y :f f @ dF oznacza objetosé wzgdrza piasku wedtug analogii M. A, SADOWS-
KYEGO, S; powierzchnig i-tego otword, By wysoko$¢ wzgdrza piasku na krawedzi
i-tego otworn oraz n iloéé otworow [przekedj jest (n+1)-spéjnyl Korzystanie ze
wzoréw (2.2) oraz (2.6) umozliwia napisanie réwnania krzywej noénoéci granicznej
bez dokonywania analizy rozkladu naprezen w stanie graniczoym. Wniosek ten
w sposob istotny ufatwi nam efektywne rozwiazanie kilku przypadkow szczegol-
nych dotyczacych roznych ksztaltéw przekroju poprzecznego, czesto spotykanych
w praktyce.

3. Przekrd} o ksztaleie dowolnego wielokata foremnego

Objetosé wzgbrza piaskowego Vy (przy przyieciu tg u = 1, gdzie wu jest katem
zsypu) moze byé dla rozpatrywanego przekroju okreflona prostym wzorein
. o
{3.1) Vy = -3—Fr, :
gdzie r jest promieniem kola wpisanego. Wéwezas drugi sposréd wzorow (2.6)
przyjmie postad
2 Fr?2

{3.2) a = 5 I

dogodna do dalszych obliczen.
Dla p = 3 (tr6jkat réwnoboczny o boku &) mamy

V3, V3,
3.3 F 7 @ o 2]/3, I, %0 at.
Po wstawieniu do (3.2) otrzymujemy
3.4 o 0,3704
.[( * ) ) o= 27 ]

oraz réwnanie (2.2) poszukiwanej krzywej granicznej
- (3.5) m2+-0,3000 n240,7000 n3 = 1.

Analogicznie dla p = 4 (kwadrat o boku @) Znajduieny

a
(3.6) Fea, r=v, I=01406 a,
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zatem
3.7 a = 0,3954
i réwnanic kraywej granicznej

3.8 - ' m;--0,4709 12--0,5291 13 = 1.

Dla p = 6, uwzgledniajac

{3.9) _ F= & ]2/3 @, r= ]/T3u, Is =1,0477 a4
otrzymujemy

(3.10) a =0,4129

1 réwnanie krzywej granicznej

(3.11) ma++0,5779 n2-+-0,4221 13 = 1.

615

Wreszcie dla p >> 6, a wige dla wszystkich wielokgtéw umiarowych o liczbie
bokéw wigkszej od szefciu, noénosé graniczna moze byé okreflona jednym przy-
blizonym réwnaniem z bledem 4 << 1%, Roéwnanie to wyprowadzimy korzystajac

z «uniwersalnego» przyblizonego wzoru Saint Venanta !

i r4

(3.12) Iy = I 1y

gdzie dla dowolnego wielokata foremnego
27

. p
R . = T R afr —
{3.13) F 2 R2 gin I’

gdzie R jest promieniem kola opisanego, oraz biegunowy moment bezwladnosci

3.14 I pR4'2ﬂ(1 ’ '2”)
3.1 0—4smp 3sm;-.
Uwzgledniajac ponadto

R 1
(3.15) Cm T p

cos2 —

otrzymuiemy

4n2 1.—-2/3sin2m
(3.16) = e i

T 92 sinzajp

! Jest to wzbr przyblizony dla zakresu sprezystege i dowolnych ksztaltow przekroju—z duzymi
na ogot bledami. W naszym przypadku (p > 6) blad nie przekracza 29, natomiast dla p — oo,
to jest w przypadku przekroju kolowego, wzor (3.12) staje sie Scisly.




616 ) M., WNUK

i rownanie krzywej granicznej

LT LT
9p2 SIn :ET : 9P2 S11t —:ET
(317) ]ﬂs‘i’ 3_“—5——7-'*——‘ n2 + 72——5‘——‘—‘"——2 nd=1.
A i R AN |
3 o3 r

Przy przejéciu granicznym p — oo, gdy wielokat przeksztalea si¢ w kolo, otrzymujemy

472 1 — 2/3 sin? s'z/p 4

(3.18) @ == lim —— 9p2 m 5 -

P>co
Réwnanie krzywej granicznej przybiera wéwcezas postac
(3.19) mA 40,7500 n24-0,2500 n3 = 1,

co jest identyczne ze znanym, [4], [} [6] i [10), rozwiazaniem Scistym.

4. Pierscien kolowy

Przypadek przekroju o ksztalcie pierscienia kotowego (rys. 1) rozwiazemy dwu-
krotnie: 1) w oparciu o analiz¢ stanu naprezenia w_sposob_Scisty oraz 2) korzy-
stajac z podanych wzoréw (2.2) i (2.6).

Stan naprezenia wyraZony we wspolrzednych biegunowych r, 9 jest okre$lony
{por. M. Zyczxowskl, [10]) za pomoca WzorOw

F I

V3 Vit Vourtg?

gdzie x — 1/ 3e/bd oznacza bezwymiarowy pa.i*ametr, o == ¢/b bezwymiarowy pro-
mieft. Sily zewnetrzne M, i N wyrazaja si¢ za pomocy elementarnych calek

(4 1) Tr9 =

n i 1
N pdo
4.2y  N=0bh? f do f oz0do = 2002 | —= =
Y x2tp2
0 » »

= 2m0b? n (]/x2+1 — ]/x2+p2)

oraz
2x 1 ZﬁQbP’ 1 dig
4.3 =B | 4 o2dp = — L S
4.3 M bf fr@dg 1/3fl/x2+92
0 P P
_ 2=Qb
3 / [1/%2—1-1 (1 — 22 — }/x2+p2 @242%2)]

gdzie przez p oznaczyli§my stosunek plomlem p = af/b. Réwnania (4.2) oraz (4 3)
mozna przepisaé w postaci bezwymiarowej, Jezeh vwzglednié¢ wzory okreélajace
graniczne wartosci obciaZzed zewnetrznych dla rozpatrywanego przekroju, a mia-
nowicie

_ _ 2?5Q b3
(4.9) N=nQp2(1—p%, Ms= /w (1—p3%.
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Otrzymujemy zatem

2%

n :l—pz[] %2-!*1—]%2+P2}, .

@5

Mg =

g~ l]/x2+1 (1 — 20 — V2L p2 (p2 — 232)]_

Jest to parametryczne réwnanie krzywej gfa.nicznej n=n(x), ms=mg (). Wy-
razenia (4.5) przeksztalcamy nastgpnie tak, aby w mianowniku po prawej stronie
obydwu' réwnan nie wystgpowal czynnik (1 — p). Po wykonanin’ potrzebnych
“przeksztaleen otrzyminjemy '

o 2%

C Vetl+ Vodtp2’
(L+p+p%) (L p%) — 352 (1-4p) (14 p2)
P p) V1 (1 —22) + Vo2 (2 2:2)]

‘Stad po wyrugowaniu paramétru », co wymaga dhugich i zmudnych przcksztatees,
- -otrzymaliby§my pelne réwnanie krzywej no$nodci granicznej f(m;, n) = 0.

M. A. Sapowsky, [6], podatwspomniane réwnanic w roku 1943, jednakze postag
‘tego réwnania jest bardzo zlozona i nie nadaje sie do dalszych obliczen, tj. do
“wymiarowania. przekroju wedlug no$nodci graniczngj..

Postapimy wigc inaczej. Przede wszystkim zauwazmy, ze dla p — 1, tzn. w przy-
‘padku, gdy grubosé pierScienia jest bardzo mata, mamy

n

(4.6)

s =

i %
C 4.7 lim ms = —=, limn=———,
@7 T oVerl e Ve

D31
Rugujac stad parametr x otrzymujemy bez trudu Sciste réwnanie krzywej granicznej
-dla pierécienia cienkosciennego:
(4.8) ms = V1 2.
Dla dowolnych p zawartych w przedziale ¢0,1> mozemy rozwinaé wyrazenia
“Sciste (4.6) w odpowiednie szeregi potegowe parametry

49 g=L

%
‘W otoczeniu punktu & = 0 (% = oc). Otrzymujemy w ten 5posob

I+p2 3 1—p4
2, Wy =— -
4 4 1 —p3

(4.10) R

£+
Drugi z szeregdw (4.10) nie trudno odwrécié Znajdujac

A(4.11) ' £ = ms = T + ..,
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co po wstawieniu do pierwszego ze wzorow (4.10) daje

4 Wrph??
—_—— e — . .
S (1) (42"
Stad przez poréwnanie z szeregiem (2.5) znajdujemy wspotezynnik o
4 (I4pt+p2)p
9 (L-+p2) (L+p)*
W szczegdlnosci dla p = 0 (prackréj kolowy) otrzymujemy a = 4/9, jak byé powinno,
oraz dla p = 1 (pierscien cienkoScienny) mamy ¢ = 1/2, co jest w zgodzie ze 4cistym
wyrazeniem (4.8)., Aby wykazaé, 7e tak jest istotnie, rozwiklajmy wyrazenie (4.8)

ze wzgledu na n oraz rozwinmy ofrzymane wyrazenie na szereg potegowy w otocze-
niu punktu ms = 0: '

(4.12) ne=1

(4.13) a

S 1
(4.14) n='|/1—m§:1——2-m§—...,

czyli dostajemy a = 1/2, zgodnie z przewidywaniem.
Warto zauwazy¢, 7e wzér (4.13) mozemy vzyskaé natychmiast ze wzoru ogoélnego-
(2.6) pomijajac caly analize stanu napreZenia,
afb=p . iyt e
jaka przeprowadzili§my. Dla piercienia koto--
wego (rys. 1) mamy

F=nb2 (1—p2),  Vy= fgwlﬁ(l —p),
(4.15) '

Vo= b1 —p).

Wielko§é ¥y zostala znaleziona przy uzyciu
wzoru (2.12), ti. w oparcin o analogig M. A.
SADOWSKYEGO, [7], dla przekroju dwuspdjnego.
2a Wspblczynnik o, obliczony wedtug podanego-
l na wstepie wzorn

Vi _ 4 Qdptpy
FVp 9 (14p)(1-+pP

posiada identyczna postaé z uzyskana poprzednio (4.13). Stosujac na koniec inter-
polacjg typu (2.2), znajdujemy pelne réwnanie krzywej nosnosci graniczne] f (ms, 1) =
= 0 dla przekroju pierScieniowego:

9 1+ (1+p)2] , [9 (1+p2) (+pP

S ASE S SR LE SASUE O ) P S
T e 1T Ty ]”

2t

Rys. 1 (4.16) a=

417 m:+ {3-—

Latwo sprawdzi¢, ze w obydwu przypadkdch szczegélnych p = 0 oraz p =1 rOw-
nanie (4.17) jest identyczne z podanymi juz réwnaniami $cistymi krzywej nosnosci
granicznej (M N) dla przekroju kolowego oraz pierdcienia cienkoficiennego,.
odpowiednio.
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Rownanie krzywej granicznej (4.17) moze byé zapisane w postaci ogllnej
4.1 wa+-Bn2+Cnd = 1.

Réwnanie to opisuje jednoparametrowa rodzing krzywych B = B(pm, C= C(p.
Liczbowe wartosci wspdlezynnikéw a, B i C decydujacych o ksztaleie krzywej
granicznej (4.17) zebrano w tablicy 1.

Tablica 1

P a B c

0,0 0,4444 0,7500 0,2500
0,1 0,4481 0,7684 0,2316
0,2 0,4563 0,3083 0,1915
0,3 0,4662 0,8550 0,1450
0,4 0,4757 0,8978 0,1022
0,5 0,4839 - 0,9335 0,0665
0,6 0,4903 0,9604 0,0396
0,7 0,4950 0,9793 0,0202
0,3 0,4980 0,9920 0,0080
0,9 0,4995 0,9980 0,0020
1,0 0,5000 1,0000 0,0000

5. Przekroj eliptyczny

_ Pomijamy analizg¢ stanu naprezenia w stanie granicznym. Znane Jjest ciste roz-
wigzanie zagadnienia Saint Venanta dia przekroju eliptycznego: funkcja naprezer
¥ = ¥ (x, y) jest proporcjonalna do lewej strony réwnania konturu Jx =0,
nie trudno zatem znalezé objgtosé wzgdrza Prandtla V=1, I; = f f ¥ (x,y) dx dy.
Mamy wigc ‘ - ¥

! 7w p3
5.1 F=uapa?, Vp=—

Znalezienie Scistego wyrazenia na objetosé wzgdrza piasku ¥V wedlug analogii
A. Nidaia zmusza do uiycia funkcji nieelementarnych, mianowicie pelnych calek
eliptycznych pierwszego i drugiego rodzaju, Korzystajac z pracy M. GALosA
i M. ZYCZKOWSKIEGO, [1], przytoczymy gotowy wzér

2
(5.2) Vy = £l @ p?[2E (k) — p2 K(k)],

gdzie K (k}, E (k) sa to pelne calki eliptyczne odpowiednio pierwszego i drugiego
rodzaju oraz k = (1 — p2)'? jest modulem calek. Korzystajac z (5.2)-(5.3) oraz
ze wzoru (2.6), otrzymujemy wspolezynnik o okreslajacy ksztatt krzywej nosnoéci
graniczne;j:

8
(5.3) | a= 55 (1+p?) 2E (k) — p2 K ()]
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Nie tradno sprawdzié, ze wzor ten daje rezultaty poprawne w obydwu przypadkach
szezegdlnych:

1) gdy k=0, p =1 (przekrdj kolowy}), to a = 4/9;

2) gdy k =1, p = 0 (pasmo nieskoriczenie diugie),. to

. 32
lim ¢ = — = 0,3604.

E—1 93"62
0
Nalezy réwniez wspomnieé o przyblizonym wzorze A. R, RZANICYNA, [5]:
. e, oo .
(5.4 : = —qma’} —
( ) VN 3 aa 1+p:

kt6ry umozliwia wyraZenie szukanego wspdfczyanika a bez uzycia funkcii nieele-
mentarnych:

8 1+p?

9 rP(+p?
Wzér ten, jakkolwiek prosty, moze byé stosowany jedynie dla warto$ci parametra p
bliskich jednosci. 3 , '

W przypadku, gdy elipsa niewiele ré7ni si¢ od okregu kota (£ — 0, p — 1), mozliwe
jest rozwiniecie funkcji E (k) i K (k) na szeregi potggowe zbiezne w otoczeniu punktu
k = 0; wowczas wzory §ciste (5.2) oraz (5.3) przybiora postac.

{5.5) _ a

7 3 15
‘ =2 Al — =2 k4
(5.6) Vy a(l 4k 64k +)

3
oraz
(5.7) a=~2——1+—p2(1-“—3~k2+ik4+ )
‘ ' - 9 pd ‘ 2 32
lub | .
5.8) a:i(l——s*k“Jr- )
Rys. 2 ‘ ¢ 9 32 A

Wartoéci liczbowe wspotczynnikow a, B i C okreslajgeych ksztalt krzywej graniczne;
dla przekroju.eliptycznego przy réinych wartosciach parametru p zebrano w tablicy 2;
odpowiednie obliczenia zostaly przeprowadzone w oparciu o wzor Scisly (3.3).

-

Tablica 2
r a B C
1,00 0,4444 0,7500 0,2500
0,9 0,4420 0,7376 0,2624
0,8 0,4350 0,7012 0,2988
0,7 0,4246 - 0,6444 0,3556
0,6 .0,4123 0,5746 . 0,4254
0,5 0,3994 (,4962 0,5038
0.4 0,3869 0,4154 0,5846
0,3 0,3800 0,3684 0,6316

0,0 0.3604 0,2253 0,7747
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. 6. Przekroj prostokainy
Dla przekroju przedstawionego na rys. 3 mamy
1 a3
(6.1) F=a’p, Vp=-yppat, Vy= 1 Gr—0.
Przy tym parametr p —bja (p = 1). Odpowiednie wartosci wspolezynnika 8,
wystepujacego w drugim sposrdéd wzoréw (6.1), moina znaleié w kazdym prawie
podreeznikn teorii sprezystodei (rozwig- b
zanie problemu Saint Venanta dla prze- &
kroju prostokatnego) lub w odpowiednich N
monografiach (np. 8. D. PONOMARIEW Y P
1 inni, [3]). W szczegdlnodci dla pasma N s
o nieskoficzonej diugosci ST N

1
lim § =—.
Pyoo 3

(6.2)

Trzeci sposréd wzordw (6.1) przedstawia

objetosé klina, ktorego kontury (linie zato- _

mu wzgdrza piaskowego wedlug analogii A. NADAIA) zostaly zaznaczone na rys. 3.
Korzystajac ze wzoréw (2.6) oraz (6.1) znajdujerny

1 (Bp—1)2
728 p2
Latwo sprawdzi¢, ze w przypadku pasma o nieskoficzonej dhugodci

I B3p—12 1 1
m s = 9 . (3750,
pom T2 2 7230 O30
Oznacza to, e réwnanie krzywej granicznej, gdy m; < n, moze by¢ okreslone za

pomocs szeregu ‘

(6.5)

Rys. 3

(6.3)

(6.4)

n=1—03750m? — ...,

co jest identyczne z rozwinigeiem wyrazenia siciéiego 7=n (ms), M. A. SApowsky, [6],
na szereg poiegowy w otoczeniu punktu m = 0. Wartosci liczbowe wspdlczynni-
kéw f, @, Bi C dla réinych p zebrano w tablicy 3.

Tablica 3
P B o B C
1,0 0,1406 0,3954 0,4709 0,5291
1,5 0,196 0,386 0,409 0,591
1,75 0,214 0,383 0,389 0,611
2,0 0,229 0,379 - 0,361 0,639 -
2.5 0,249 0,377 0,347 0,653
3,0 0,263 0,376 0,340 0,660
4,0 0,281 0,374 0,326 0,674
0o 0,333 0,375 0,333 0,667

Rozprawy Infynierskie — §
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7. Przekroi kolowy z wycigciem kolowym

Linia zalomu wzg6rza piaskowego dzieli rozpatrywany obszar na dwa podobszary,
w kazdym z kt6érych funkcja naprezefi @ jest okreslona inng relacja. Zanim
przejdziemy do dalszych obliczeri, bedziemy musieli znalezé réwnanie lindi nie-
ciaglodci I'(x, y) = 0, posiadajacej nastepujaca wiasnodc: kraywa I jest miejscem
geometrycznym punktéw réwno od-
leglych od obydwu czeéci konturu
K iK, (whasnodd ta wynika z warun-
ku staloci kata zsypu p = const).
Mamy wige warunek (rys. 4)

(7.1) 1 = ¢

ale
(7.2) o] = R— a1-

Ponadio z danych geometrycznych
(rys. 4) wynika réwnos¢

(73)  (extn)? = R+of—
— 2Rpy cos ¢

Wstawiajac ¢ = R—p; 1 wyko-
nujac odpowicdnie przeksztalcenia
otrzymujenyy

Yy

2
Rys. 4 2 -+ 2Rr

04 e = 2R(1 —cosg)+2r’°

co stanowi biegunowe réwnanie g1 = 01 (9) krzywej I Przyjmujac vklad odnie-
sienia x, y o poczgtku w punkcie Oy i uwzgledniajac oczywiste zwiazki

N y
(1.5 o1 =¥Vx2{y2, cosg= ey

dochodzimy do szukanego réwnania I'(x,y) =0
(.6 " 4(+p2 x2+4 Qptp?) Y2 — 4 (24 2p) Ry = (2+2p) B,

gdzie p = r[R. Jest to réwnanie elipsy. Zbadamy obecnie poloZenie j&j ognisk.
Przesuwajac uklad odniesienia

- R _
.1 j=y—y, I==x

mozemy rownanie (7.6) przeksztalci¢ do postaci

X2 2
(7.8) FUNm— +tm—— =1L
b (p2-1-2p) T(p +1)2
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przy czym, jak nie trudno stwierdzié, w nowym ukladzie odniesienia wspoirzedne
ognisk elipsy Fy i F, sa nastgpujace:

- _ R
(7.9) : x=0, yp= ij;

dla ogniska Fj nalezy wybraé¢ znak minus

x =0,
(7.10) Fy _ R
YT
co jest identyczne ze wspShrzednymi érodka kota duzego Oy (0, — R/2). W ten
sposdb wykazaliSmy wige, Ze ognisko F; elipsy przedstawiajacej lini¢ zalomu wzgérza
piaskowego I'(x, ) = 0 pokrywa si¢ ze §rodkiem kola duzego 0.
W dalszym ciagu rozwazafi bedziemy korzystaé z réwnania biegunowego (7.4),
ktére przepiszemy w postaci
R pA2p
(7.11) S B e
r+1—cosg
lub [przechodzac na uklad (4, @), ktorego biegun umieszczamy w punkcie 05}
po wykerzystaniu oczywistych zaleznodci geometrycznych otrzymujemy
R p2-+2p

(7.12) L7y pt+l—sinw’

Obecnie przystapimy do wyliczenia calek Vy = f f DdF rozbijajac obszar catko-
Fo

wania na dwa podoBszary (i (2) wyznaczone linia nieciaglo$ci I" oraz czedciami
konturu K i K,. Dla uproszczenia obliczeri w kazdym z rozpatrywanych podob-
szar6w przyjmiemy inny uklad odniesienia: dla podobszaru (1) uktad g, ¢ o poczatku
w punkcie Oy, dla podobszaru (2) uklad A, @ o poczatku w punkcie O Objetodé -
wzgbrza piasku wyrazi sic wzorem

(7.13) Vy = VM+VN2:ff Gy dFy+ [ [ @dF,.

F Fy
Przede wszystkim nalezy okreslié funkcje napreZzens @1 w podobszarze (1) oraz @,
w podobszarze (2). Przy przyjeciu tg p =1, funkcja naprezen @ rozwiazujaca za-
gadnienie czystego skrecania w stanie granicznym jest po prostu odlegloscia punktu
biezgcego przekroju od brzegu: od Ky w podobszarze (1), od K, w podobszarze (2).
Wzdbuz linii niecigglosci 1" mamy oczywiscie -

(7.14) Dy = @y,
Warunek ten zostal spelniony juz wezesniej [por. réwnoéé (7.1)). Uwzgledniajac
(7.15) Dy =R—p, dF =qdpdy
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oraz
(7.16) D, =A—r, dFy=AdAdo
ofrzymujemy
nf2 Ca
(7.17) VN_z[fd<pf(R—g)gdg+fdwf(z—r)ndz}

P 4

co po wyliczeniu calek wewngtrzaych i wstawieniu granic catkowania [o; 1 g2 52
okreslone za pomoca wzordw (7.11) i (7.12)] daje si¢ sprowadzi¢ do postaci

) R 3 2 p
(718 ¥y — ?{f [? H3{p, w) MZHZ(p, w) +p3] dev —
P ——tf2 .
.3 2
= f [I—IHZ@, W+ B, w)]dw},
90—y ‘
gdzie » = 90°, @ jest nowa zmienng calkowania oraz
P?+2p PPt

Calki (7.18) prowadza do do$é zmudnych rachunkéw, daja sie jednak wszystkie
efektywnie wyliczyé i ostatecznie po uwzglednieniu

(7.20) @y = 2 arc sin %, g = &rc sin J—;—

otrzymujemy poszuklwane Wyraze]:ue2 na Vy jako funkeji parametru p = #/R:

Vp2+ p

»
(7.21). V= ?{(1 +—2~) @ — (2+pdarc sin%_J(Wl 4+ W)+

. . . : o r [,
o | S +—5(1—p)1/4—p2},
gdzie dla uproszczenia zapisu przyjeto oznaczenia nastepujace:

. 22)

—2p = eth—2—pVi—p?
(2p2——2p“—3) [arctgf_ T P VA ) Vot ]

| | '3 oD —2—Va—p
Wy == (4p2+ 2p—3) [arc tg—p—= —arctig ] .
Vet Q@ rVA—p VR4
2) M. ZYCZROWSKI zauwazyl medawno, 7e Wbt (7 21) moze byc przep:s%ny w Znaczhie

prostszej postaci:

R3 2 1 ; P /i
- Vﬂ'_:*? [ (_2+p.3)‘arc-cos_—2ﬂ - @p+p3arccos (p—1) + o d-py4 -p2] .

Wzbr ten mozna roéwniez znalezé w pracy M. Garosa 1 M. ZYCZKOWSKIEGO, [1].
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Jak nie trudno stwierdzié, wzdr (7.21) w obydwu przypadkach szezegdlnych:
1) przekrdj kolowy (p =0), 2) przekréj znika (p = 2) daje poprawne wartoéci Fy:

7R3
[VN]pzo = T ’ [VN]ng =0,

Funkcla (7.21) daje sig ro;winqéj na szereg potggowy w otoczeniu punktu p = 0:

ark[. Y3 63 /2
=¥~ s 77 52
(7.23) V=3 [ 2 PP =g Lo ]

Szereg ten jest jednak dosyé stabo zbieiny i mozna bedzie go wykorzystaé w dalszych
rachunkach jedynie dla bardzo matych wartosci parametru p.
Aby napisaé réwnanie krzywej nofnoSci granicznej (Ms, N) nalezy okredlié

wspOlezynnik @, a zatem nalezy obliczyé pomnadto calki:

=2
(7.24) F= [[2R(1 —cos 2 &) — ] dow

Wy
oraz

wf2 2Rsinw

P2
(7.25) VP———‘fdmf [rz—p%—ZZR(l—*Tz)smw]ldﬁ,
r

przy czym wyrazenie podcatkowe w réwnaniu (7.24) przedstawia podwojony
element powierzchni

1
(7.26) dF = 5 (2 —r}) dow,

jezeli r; =7, ¥y = 2R sin © sa réwnaniami biegunowymi (0,) malego (ry) i duzego
() kola. Calka ta daje sie latwo obliczyé; otrzymujemy

. A
(727) F=R2 [(2 ——pZ) (7 —arc sin %) -+ % ]/4__1)2]
Iub po rozwinigciu w szereg potegowy w otoczeniu punktu p =0
7.28 F R2 (1 ! 2 | 2 3 )
(7.28) =m 2P 1.7 + ...

Z obydwu wzordw (7.27) i (7.28) bedziemy korzystaé przy dalszych obliczeniach,
Nie trudno stwierdzié, Ze réwniez catka (7.25)

(7.29) Ve=Vo(m

jest funkcjg parametru p — /R, jej wartodei (por. 8. D. PONOMARIEW i inni, [3D
dla réinych 0 < p < 2 zestawiono w tablicy 4. Wyrazenie stojace pod zmakiem
calki, jak latwo sig domyslié, jest funkch naprezeds Prandtla ¥ (x, ).

Wartodei liczbowe funkeji Vp (7.25), F(7.27) oraz Vy (7.21) dla roznych stosun-
kdw r/R = p zebrano w tablicy 4. Ostatnie trzy kolumny tablicy 4 podajg ostateczne
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wyniki naszych obliczefi: odpowiednie wartosci wspdlczynnikéw a, B i C, okredla-
jacych ksztalt krzywej no$nosci granicznej (s, n).

Warto zwrdcié uwage, ze dla p — 0, a wige gdy promieft wycigeia 7 jest maly
w poréwnaniu z promieniem kota duzego R, ksztalt krzywej granicznej f (ms, 7, p) =0
nie wiele rézni sie od ksztatiu krzywej granicznej dla kola pelnego, bez wycigeia
(por. pierwsze trzy wiersze tablicy 4). Wniosek ten jest calkowicie odmienny od
rezultatdw podawanych przez teorie spreZystoici: przy swobodnym skrgcanin
w zakresie sprezysiym naprezenie w Srodkowym punkcie wycigeia kolowego Tmex
zmierza do wartodci 2z, gdy p — 0, a 7 oznacza naprezenie styczne na nicostabionym
brzegu rozpatrywanego przekroju. Lokalne wycigcie posiada wige w zakresie spre-
Zystym duzy wplyw na rozklad naprezen i jest zwigzane z migjscowym spigtrzeniem
naprezen. Mimo to, jak sie okazuje, nofnoéc graniczna (caly przekidj pizechodzi
w stan pelnego uplastycznienia) nie vlega wyraZnej zmianie.

8. Przekrd] kwadratowy z cenj:ralnym oftworem kolowym
Ze wzgledu na symetrig rozpatrujemy jedynie okiant
0sx<a O0sysa—=x

Réwnanie linii zalomu wzgbrza piaskowego (rys. 5) wyprowadzimy w oparciu
o ucgdlniona analogic A. WNADAIA podana przez M. A. SADOWSKYEGO, [7]. Po-
szukiwana krzywa I jest migjscem geometrycznym punktdw spelniajacych rownose

g8 8. X = xg1§
a
(oznaczenia — por. rys. 5).
) S o Z danych geometrycznych
A
~
™. ' (8.2) y=V(ro+ 82— (rg+ xp— x)2.
~
& \\\ L : Stad, po ngglgdnieniu (8.1), otrzymuje-
X 4 my rownanie paraboli
f ~,
AN
/g \\\ (8.3) 32 = 4rg (x — xp).
- o
Oy Pl 0 Dalsze obliczenia dogodniej bedzie prze-
—T ) X prowadzié przy uzyciu wspolrzednych bie-
Xp Ty
*“ - # ennowych, przy czym poczatek ukladu
Rys. 5 54 przyjmj.emy w punkcie 0. Mamy
wiec zwiazki

(8.4) x = xgtrg—rcosp, y=rsing,
co po wstawieniu do réwnania (8.3) daje

(8.5 72 sin2 p--drg r cos p — 45 = 0.
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Réwnanie to nie tradno rozwiagzaé ze wzgledu ma r:

— 4ry cos ¢ + 4ry

(8.6) F=F = Tsin? g
Iub krécei
: ro
(8.7) ) ry = .
cos? L
2

Jest to rdwnanie biegunowe r; = r; (¢) paraboli (8.3).
Przystapimy obecnie do obliczenia momentu granicznego:

200y
gdzie wielko$¢ Vy nalezy obliczyé ze wzoru M. A. Sapowskyeco (2.12); wzdr
ten w rozwazanym przez nas przypadku przekroju dwuspdjnego przybierze postad

=

(8.8)

(8.9) Vy=| [ ®dr+arix,
F

przy czym pierwszy wyraz wzoru (8.9) przedstawia objetoié wzgdrza piasku usy-
panego na rozpatrywanym przekroju w sposéb podany przez M, A. SADOWSKYEGO,
drugi natomiast przedstawia objetoé¢ walca o podstawie 73 i wysokosci réwnej
wysokoScl wzgorza piaskowego na krawedzi otworu:

(8'10) Xp = [@ (I", ‘P)]r=&-a .

Funkgcja @ = @ (x, y) jest funkcja naprezen Hilla, rozwiazojaca zagadnienie no$nosci
granicznej tozpatrywanego- preta przy prostym schemacie obeigzenmia (A4, 0).
Funkcja @ przedstawia réwnoczeénie réwnanie wzgorza piasku usypanego na roz-
wazZanym przekroju. ‘

Rozbijemy obszar catkowania #'na dwa podobszary: Fy zawarty miedzy krawedzia
otworu a krzywa I'(x, y) = 0, oraz F; pozostala czgs¢ rozpatrywanego oktantu.
Korzystajgc ze wspétrzednych biegunowych r, , uwzgledniajac (8.7) oraz pamig-
tajac, ze

C(8.11) Xo+rp = a,

gdzie a oznaczi potowe boku kwadratu, a »y promiefi otworu, otrzymujemy naste-
pujace okredlenie granic calkowania;

g 24
= r o .
cos? £ cos e
(8.12) £
7
0 e 4
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oraz
Fp
Fosr<
0 == == 235
COs
(8.13) Fy 2
7T
O<epx a4
Tablica 4
vz 1 1
p 2V R4 FiR? WylnRd o N g3 o=l
Fvp o a
0,00 1,57 3,142 1,000 0,444 0,750 0,250
0,05 1,36 3,138 0,992 0,441 0,732 0,268
0,10 1,56 3,126 0,978 0,429 0,669 0,331
0,20 1,46 3,084 0,933 0,423 0,636 0,364
0,40 1,22 2,912 0,809 0,404 0,525 0,475
0,60 0,92 2,649 0,658 0,390 - 0,436 0,564
0,30 0,63 2,310 0,501 0,379 0,361 0,639
1,00 0,33 1,913 0,351 0,371 0,305 0,695
1,50 0,04 0,812 0,059 0,359 0,215 0,785
2,00 0,00 0,000 0,000 - 0,375 0,333 0,607

Funkcje naprezen @ = @ (r, ) zapiszemy osobno w poszczegdlnych pod-
obszarach:

¥
(8.14) Qy=x— (11— =a—rcosgtr— o(p
cos? -
2
oraz
(8.15) | @, = x = a—rcos p.
Obecniec mozemy juz przystapi¢ do obliczenia catki f f @ dF. Uwzgledniajac
(8.12), (8.13), (8.14) oraz (8.15) otrzymujemy F
rﬂ
a 2 P
nf4 cos ¢ nl4 cos’y
(8.16) ff @dF:f dy f (@ —rcos ) rdr—i—f dyp f (amrcos p+r—
F L] Ty 1] 7,
t:cnsEE P
il 3 5in2 —
Fg a3 1 2p3—3p2 2p3 sin 2
_uﬁ)"dr—?{f(coszw_l— o )d‘P+
2 F 4 61
cos? 5 cost 5 cos®-
o P
zifd 2
LR T L e | e e e |
Pl — 72 — -~ §in *) —ap _ Pes
i 00542- cosﬁ-g 2 cosf 2 c0322

2 2 2 2
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‘

gdzie p = ryfa. Po wyliczeniu catek (8.16) oraz dodaniu ich do drugiego wyrazu
wyrazenia (8.9), mianowicie .

@17 7y Xy = wad p2 (1 — p),
otrzymujemy -
: 4
(8.18) Vy =y @t —yp),
przy czym wspdlezynnik
-, 5
8.19) Y =3¢3—2(q1+ q)— /2 Ty
gdzie
2 = ( 1
71 Ty = T2/,
cos2 —
8
620 2 tga8 1
(8.20) f_lz~5m 390
2 = 1 4
q3y = —S-tg? ——7"—'5 + —5—q1.
cos4 )

Wykonujac proste przeliczenia znajdujemy

(8.21) q1 = 0,8770, g, =10,0520, ¢; = 0,1006

i wreszcie '

(8.22) v == 0,9566.

Moment graniczny dla rozpatrywanego przekroju wyrazi sie wiec wzorem
— 80

8.2%) Mg = Eﬁ (I —0,9566 p3).

Latwo sprawdzi, ze dla p =0, tzn. gdy otwér zmika i otrzymujemy pelny pret
pryzmatyczay o przekroju kwadratowym, to

' — 80a3
(824) ’ [Ms]j;mo - m:

jak by¢ powinno,

Dla napisania réwnania krzywej granicznej J(ms, n) =0 wystarczy okreslié
wspdlezynnik a. Sciste rozwigzanie zagadnienia Saint Venanta dla rozpatrywancgo
przez nas preta (kwadrat z centralnym otworem kolowym) nie jest znane. Objetosé
wzgdrza Prandtla, to jest wielkos§¢ charakteryzujaca sztywno$é na skrecanie w zakre-
sie sprezystym, moina jednak obliczyé ze wzoru przyblizonego, podanego przez
A, 8. Nixoricza, [2]: ‘

(8.25) ¥y — 8qd (0,1406 — % p4).
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Wzor ten zostal wyprowadzony j)rzy zalozeniu niewielkich réznic migdzy ksztalter
otworn a ksztalttem trajektorii mapre¢zei stycznych ¥(x, y} = const. Wzor (8.25)
mozna stosowaé dla

(8.26) 0<p <065

co odpowiada najczeiciej spotykanym w praktyce proporciom rgfa == p, przy czym
biad nie przekracza 5,5%.
Korzystajac ze wzordw (8.18) i (8.25) oraz z oczywistego zwiazku

(8.27) F— 4a? (1 —-Zi p2)
mozemy obliczyé poszukiwany wspolczynnik a, okreflajacy ksztakt krzywej gra-

nicznej: '
1 (1 —0,9566 p3)2

* =18 7 w )
—p2 4
(1 e ) (0,1406 T4 )

Wartosci liczhowe wspdlczynnikéw o, B 1 C rzostaly zebrane w tablicy 5.

(8.28)

Tablica 5
p a B c
0,00 (,3954 0,4709 0,5291
0,10 0,3674 0,4836 0,51¢64
0,20 0,4022 0,5137 0,4863
0,30 0,4057 0,5351 0,4649
0,40 0.4055 0,5339 0,4661
0,50 0,3984 0, 4800 0,5100
0,60 0,3812 0,3766 0,6233
0,65 0,3670 0,2752 0,7248

Nalesy zaznaczyé, ze w podobny spos6b mozna by uzyskaé réwnanie krzywej
noénodei granicznej (Ms, N) dla pretéw o bardziej zlozonym ksztalcie konturu,
np. szesciokyt lub o$miokat z centralnym otworem kolowym. Odpowiednie wzory
na Vp (przyblizone) mozna znalezé w pracy A. S. Nigoricza, [2], natomiast wiel-
ko$¢ Vy moze byé bez wickszych tradnodci oszacowania w sposdb elementarny.

9. Przekroje clenkoScienne o stalej grubofci Scianki

Gdy grubosé Scianki & = const dowolnego przekroju dwuspdjnego przedsta-
wionego na rye. 6 zmierza do zera, mozemy przyjaé, Ze napreZenia o i 7 nie zalezg
od wspolrzednych x, y i zachowaja staty wartodé na calym przekroju poprzecznym:

. 0
9.1 o = @0, T=*]7"§]/1—91’2,

gdzie @ jest to bezwymiarowy parametr zmieniajacy si¢ w przedziale (0,1>. Przyjecie
(9.1) zapewnia spelienie warunku plastyczno$ci Hubera — Misesa — Hencky’cgo,
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ponadto wektor = powinien byé w kazdym punkcie styczny do linii §rodkowej
przekroju (Cy), co mozemy zapisaé:

(9.2)

o &y

Przyjmijmy za wymiar podstawowy grubosé
$cianki 8, wowczas

dF = 82 dx dy,
©.3)
_F B l =o
=~ % %
gdzie x,y sg to wspdlrzedne bezwymiaro“{e;. /
Sily zewngtrzne znajdujemy obliczajac | 4
calki ‘
Rys. 6
N= ([ a.ar =240 [ dxdy = goF,
9.4 F F

My = 8 jf(rmy%rzyx)dmaz'%m%qoz fxdy—ydc=
B, Cy

o ,— ( F ) 20
= Yl — 228 — b = — @2 Vy.
e V @ °\3 + Fy /3 4] P Vy
W ostatnim z wykonanych przeksztafcen wykorzystaliSmy wzdr

62

(9.5) Vv =

+Foa:(fl+pﬂ)5
2
wynikajacy z uogdlnionej analogii A. NADAIA (por. M. A. Sapowsky, [7]): u dolu
na rys. 6 zaznaczono ksztalt wzgorza piasku USypanego na rozpatrywanym prze-
kroju. Wiclko$¢ Fj oznacza tutaj pole obszaru ograniczonego krzywa €y, [ jest
catkowity diugodeig krzywej C. )

Korzystajac z definicji bezwymiarowej sily podluznej oraz bezwymiarowego
momentu skrgcajacego otrzymuiemy :

(96) _N_; ““Msﬁ'l/i 5
. n I ®, My ﬁ:{s .

Ostatecznie, po wyrugowaniu parametru @, dostajemy $cisle réwnamie krzywej
granicznej dla przekroju cienkosciennego o dowolnym ksztakcie konturu, zamknig-
tego i o stalej grubodci dcianki

{5.7) mitn? = 1.
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Rownanie to mozemy otrzymaé natychmiast, pomijajac rozwazania dotyczace
stanu napreZenia, jezeli skorzystamy ze wzordw (2.2) 1 (2.6) oraz ze znanego wzoru
na zastgpczy moment bezwladnoSci przekroju przy skrgcaniu (S, D. PONOMARIEW
i inmi, [3]):

4rF; 48F2 _ 4v3
T rds U F

el

Znak przyblizonej réwnosci dajemy dla zwrécenia uwagi na pominigoie malych
wyzszego rzedu (to jest wyzszego niz 42). Otrzymujemy dalej

(9.8) I

20y 1

Fig 2

0.9 o =

A zatem wspdlezynniki okredlajace ksztalt krzywej granicznej m24Bn2+Cnd = 1
wyniosa
(2.10) B=1, C=0.

Otrzymane w ten sposob réwnanie w2t n2 = 1 jest identyczne z wyprowadzonym
poprzednio réwnaniem (9.7).
Roéwnie latwo mozna znaleZé no$noéé gramiczna przekrojow cienkoSciennych
otwartych (np. przekrdj teowy, dwuteowy, ceowy itp.) o stalej grubodei $cianki 6.
Wielko$é Vp lub I jest podawana w odpowiednich nox-
¢ mach wytwordw hutniczych, natomiast objgtosé wzgdrza -
ya piasku mozna obliczyé w przyblizenin postugujac sie

|[ L Jl UpProsZcZonym wzorem
d21

(9.11) Vo = e
i - Wzér (9.11) fatwo otrzymad uwazajac (w przyblizenin)
<l 1 1  wzgbrze p1asku za lezacy graniastostlup o podstawie
8/2 w ksztalcie trojkata roéwnoramjennego (zob. rys. 7)
i wysokosci I, roéwnej caﬂcow1te3 dlugosci linii $rodko-

_Rys. 7 wej przekroju.

10. Wymiarowanie pr@ti’)w na grencie teorii nofnofci granicznej

Stanowi granicznemu preta obcigzonego zlozonym ukiadem sit: M, (moment
skrgcajacy) i N (sita podiuzna) ‘w interpretacii geometrycznej odpowiada punkt
P (Mg, N) znajdujacy sie na krzywej no$noéci granicznej

(10.1) mEB2+Ced = 1,

W réwnanin tym tkwi w postaci miejawnej pewien wymiar liniowy @, charakte-
ryzujacy dany przekrdj; wymiar ten bedziemy umownie mnazywaé «wymiarem
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podstawowym». Réwnanie (10.1) daje si¢ po pewnych przeksztalceniach, 9, za-
pisa¢ w postaci

(10.2) 6 — Bl (N)'Z 2— a? (%)2 s (£)3 o
L o Q ]

gdzie ag, o1 sa to pewne bezwymiarowe charakterystyld geometryczne przekroju,
proporcjonalne do sztywnosci na skrecanie oraz na rozeiaganie w stanie granicznym.
Poszukiwany wymiar podstawowy wystepuje tu w sposob jawny, nalezy jedynie
rozwigza¢ réwnanie (10.2). Blizsze omdwienie mozliwosci rozwiazania réwnania
(10.2) oraz efektywne wrzory umozliwiajace bezposrednie wymiarowanie preta,
jak réwniez odpowiednic tablice wielkodci ag i a; dla réznych ksztaltéw przekroju
poprzecznego mozna znalezé w pracy [9].
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Peszmwme
TIPUMEP BBEIMVICHEHW A KPHBBIX HECVIIEN CIIQCOBHOCTHA

Astop mpemmaraet shberTrEHOS Onpenenenye Hecymel CTOCOGHOCTH CTCPRESH ¢ PASTHYNEIMHU
hopMaMy CoTCHHEI, YACTO BCTPEYASMEIX B HHXEHEPHOH Tpakruxe, B ocoBCHHOCTE awrop 3amu-
MAETCH CLYSHHAME B hopme PABROBEPEHROTD TPEYTONBHNEA, KBAIPATS, NPOMSBOALHEOTO HPERHIE-
HOTO MHOTOYTONMBHHKE, KPYTa, XPYrOBOrO Koabua, IPAMOYTOObHWEL, KPYTA C XKP¥TOBEIM OTECD=-
criem (IPpodhaIb MPAMEHACMETH HAID. B Hed TS0l APOMBITITEHEOCTH), TORKOCTERHEIMI CouSHHAMIT
€ HOCTOMMHOH TOMMUAOH CTEHRH (3RKPEITOS, HANP. KOPOGIATOE CONEHME, OTEDEIOE, TpoduIsHoe
CeneRm),
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Summary
COMPUTATION EXAMPLES OF LIMIT CURVES

This paper is devoted to effective determination of the limit load of bars of various forms of the
cross-section often met with in engineering practice. In particular are treated profiles having the
form of a regular triangle, square, hexagon, any regular polygon, circle, ellipse, circular ring circle
with a circular hole, square with central circular hole (drills for oil pits) thin walled structures with
constant wall thickness (closed, such as box beams, and open).
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