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1. Model reologiczno — wytrzymatogeiowy

4
W tych wszystkich przypadkach, gdy w gre wchodzi dlugotrwale obcigzenie
elementn konstrukeyjnego, bezpieczefistwo tego elementu musi bvé okredlone na
podstawie wytrzymalosci trwalej materiafu. Rozumiemy przez nig — w najprost-
szym ujgeiu — to maksymalne naprezenie (o stalej wartodei), ktdre moze dzialaé
-nieskonczenie dlugo nie wywolujac zniszczenia. Np. dla betonu wytrzymatosé
trwata wynosi 0,6-0,8 wytrzymatosci doraZnej; pominigeie tego faktu prowadzitoby
do znacznego przecenienia bezpieczenistwa, problem posiada wiec istotne znaczenie
praktyczne. Przy naprezeniach przekraczajacych wytrzymalosé trwala, a poniZej
wytrzymatosci doraznej, zniszezenic nastgpuje po okreslonym czasie, tym krdtszym,
im wyZsze jest naprezenie.
- Sformulujemy zagadnienie ogdlniej wyrézniajac dwa podstawowe zadania. Niech
bedzie dana funkcja zmiennofci naprezenia (obciazenia) w czasie o {1, a), gdzie a
0zZnacza ogolme pewne parametry (np. gdy o (¢f) = const () = oy, parametrem
jest ag; jedli o'(f) =1, gdzie v jest stata predkoécia obciazenia, to wystepuje para-
metr 7, itd.). (1) Pytamy o czas ta, po ktérym nastapi utrata wytrzymatosci, tj. o czas
zniszczenia; czas ten #» (a) zalezy od postaci funkcji o (7, @), jest wicc jej funkcjo-
nafem. (2) Pragniemy ustali¢ funkcje zmiennofci wytrzymatodci w czasie R (ty);
funkcja ta zalezy od formy funkcji o (f), przedstawia zatem jej transformate.
Jezeli zbiér wartodci R jednego znaku, moZliwych w interesujacej nas klasie
funkeji o (7} (np. w klasie funkcji o (£} >0 monotonicznie niemalejacych), posiada
rézny od zera kres.dolny (dla R > 0) resp. kres gérny {dla R << 0), to kres ten nazy-
wamy wytrzymatodcig trwaly; jest to uogdlnienie podanej na poczatku definicii.
. Rozwigzanie problemu na drodze dodwiadczalnej napotyka na powasne trudnosci
trojakiej natury. Po pierwsze, badania muszq by¢ dhugotrwale i prowadzone przy
bardzo precyzyjunym ustaleniu i ustabilizowanin wszelkich istetnych parametréw
termodynamiczaych; rozrzuty wynikéw sa przy tym znaczne, tym samym proby
musza byé liczne; tak wige sa to badania kosztowne. Po wtére, zgodnie z wyiej
powiedzianym, na podstawie badaf przy danym przebiegu naprefenia o (1) (ktéry
musi by¢ oczywifcie Scifle znormalizowany) nie mozna wnioskowaé o wytrzy-
matosci w sposéb ogdlny [tj. pray innych funkcjach ¢ ()]; zwlaszeza wynikd uzyskane
przy danym napreZeniu o {({) przestaja obowiazywaé, gdy dany (narzucony) jest
przebieg odksztalcenia e (£). Wreszcle, ze zjawiskami stopniowej utraty wytrzyma-
Tosci skladaja sig procesy strukturalne niezalesne od wytezenia (dojrzewanie, starze-




563 C#%. EIMER

nie sig materiatu itp.), od ktérych niezmiernic trudno je wyodrebnié. W dalszym
cigen ograniczymy si¢ do ofrodkéw, w kidrych zjawiska te, jak ToOwRie «wtorne»
zmiany strukturalne w rodzaju umocajenia fub regeneracji mikrotrys, moZna pomingé.
W szezegdlnodel zastosujemy rozwazania do betoru dojizakego (o wieku co naj-
mnigj 2 do 3 miesigey). -
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W -obliczo . trudnosci - doswiadczalnych tym wicksza rola przypada teoril : pod-
stawowe jej zadanie polega na ustaleniu wiasciwego modelu reologiczno — wytrzy-
matoéciowego, tym samym operatora rézniczkowego lub catkowego realizujacego
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omoéwione poprzednio transformacje funkeji [pozwalajacego przej$é od funkeji
o () do funkcji R(#) 1 &(#) i na odwrdt]. Jak wiadomo, w reologii che¢tnie postu-
gujemy sig prostymi «modelami» mechanicznymi (ap. zlozonymi ze sprgzﬁn, thumi-
kow i suwakdéw dla ciat lepko - sprezysto - plastycznych), co jest réwnoznaczne
7 ustaleniem wzajemnie gednoznacznej odpowiedniofel migdzy takim modelem
a operatorem; poszukiwanie stosownego operatora i analiza zjawisk stajg sie przez
to bardziej przejrzyste 1 pogladowe, *

W odniesienin do betonu problem zostal zapoczatkowany na drodze ekspery-
menfalnej gldwnie przez H. ROscHA, [2]. Rysunek la przedstawis uzyskane przez
tego autora wykresy naprezen w prébkach betonowych osiowo $ciskanych przy
danych (narzuconych) odksztalceniach, narastajacych ze stalymi predkosciami
(co uzyskano za pomocq automatycznej aparatury elektronowej). Rysunek 1b
pokazuje narastanie odksztafcei przy stalych naprezeniach (na wykresie zastoso-
wano logarytmiczng skalg czasu); ponizej wytrzymalosci trwalej (w danym przy-
padku ok. 0,78 wytrzymatosci doraznej) pdkszialcenia «stabilizujg sie», powyzej —
po okreSlonym czasie zaczynaja szybko wzrastad 1 nastepuje. zniszezenie.

Rysunek la wskazuje na podstawowy fakt do$wiadezalny, ze mianowicie przy-
tostowl odksztalcenia odpowiada na razie wzrost, pdinie] stopniowe zmniejszanie
si¢ napreZenia, tak wice funkcja o () nie jest monotonicznie niemalsjaca, lecz
wykazuje maksimum; zagadnienie jest oczywifcie silnie nieliniowe. Tym samym
modele odrodkéw lepko-sprozysto-plastycznych charakteryzujace sie wspommiang
«monotonicznobcig» nie nadaja si¢ do analizy problemu wytrzymalosciowego.
Dotyezy to réwniez modeli bardziej ztozonych np. modelu E. ToRROM i A. PAEZA
Bavraca, [4], a takZe teoril opartych na rozwazaniu zbioru takich modeli o cigglym
vorkladzie (widmie) czaséw relaksacji lub czaséw opdinienia sprezystego (w myél
koncepejl pochodzgcej jeszeze od E. WIECHERTA z r. 1893, rozwinigtej zwlaszeza
prrzez B. Grossa, (17 '

Przyczyna tego stanu rzeczy tkwi glebiej, O ile mianowicie © odksztalcalnosci
w ramach nienadmiernych odksztalcen decyduja wiasnodci reologiczne osrodka
spoistege jako takiego, o tyle o wlasnosciach wytrzymatosciowych, mowige zwicile,
jego defekty strukturalne i prawa wzrostu ich liczby 1 zasicgu, bgdace prawami
statystyczoymi 1, Teoria nie moze wiec zakladad ciaglodel oérodka i musi wiazaé
model reologiczny czedci {fazy) spoistej z prawami wzrostu mikrouszkodzen. Nalezy
wyjéc z podstawowego stwierdzenia, iz kazdy wzrost ich liczby i zasiegu prowadzi
do koncentracji, tj. wzrostu naprezen i odksztafced, to z kolei zwieksza prawdo-
podobieristwo nowych defektéw w czedciach dotad nieuszkodzonych itd., mamy
wiec do czynienia z procesem lancuchowym (stochastycznym).

W najprostszym ujgcin wystarczy w tym celu przyja¢ ofrodek stochastycznie
niejednorodny ztozony z «ziaren» o -tych samych whasnosciach reologicznych,
natomiast r6znych, losowo zmiennych wlasnosciach wtrzymaloéciowyéh («granicz-

1 Dotyczy to materiatdéw «kruchych»., W metalach «plastycznych» bezpoérednia przyczyna
zniszezenia moze by¢ zmiana formy geometrycznej, np. utworzenie szyjki przewezenia w probkach
rozcigganych. : . .
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nychy), przy czym do poszczegdinych elementéw heterogenicznych moga w ogdl-
nosci odnosié sie odmienne kryteria wytgzenia. Niech model takiego o$rodka stanowi
uklad «przestrzenny» bardzo wielu elementéw reologicznych standardowych z wlaczo-
nym szeregowo suwakiem (rys. 2), rozmieszczonych réwnolegle, jeden
obok drugiego, miedzy sgsiednimi «sziywnymi» plaskimi przekro-

jami. :
Odksztalcenia takich elementow opisuje, jak wiadomo, réwnanie?

~

(por. np. A. R. RZANICYN, [3]),
(L. Hre+Es = o410,

gdzie oznaczaja: H modut sprezystosci doraznej, £ modut sprezy-
stodei opdzniomej, tj. przy nieskonczenie powolnej szybkosel od-
ksztalcania (co jest roéwnoznaczne z modulem przy wylaczenin

thumika) oraz T czas relaksacii,
Wyposazmy kazdy element w nastgpujace wiasnoéci «graniczne»:
(1) granice plastycznodci (0, po osiagnieciu kiérej nastgpuje ruch
suwaka (granica tarcia w spoczynku) i napreZenia zachowujg stala
watto$é, rowna Q; (2) granice wytrzymalo$ei R, przy ktérej docho-
dzi do zerwania sprezyny goérnej i napreZenie spada do zera. Ele-
Rys, 2 menty, dla ktérych © << R odpowiadaja ziarnom «plastycznym»
(charakteryzuja sie plynigciem plastycznym); elementy o R << @
przedstawiaja ziarna «kruche», niszczace si¢ bez dodatkowych odksztalcen. Ze
wzgledu na skoficzone rozmiary ziaren (a wige ze wzgledéw czysto geometrycz-
nych) plyniecie plastyczne nie jest w ogdlnosci nieograniczone, musimy wiec
przyjaé, niezaleznie od poprzednich wiasnosei, (3) gramczne odksztalcenie sqy,

przy ktdrym nastgpuje zniszczenie elementu,

Wielkosci O, R i sgr uwazamy za zmienne przypadkowe, w najprostszym ujeciu
niezalezne (w sensie stochastycznym) o dystrybuantach odpowiednio ¥ (Q),
X(R) i D (8g) i odnoénych gestosciach prawdopodobieristwa 3 (0), x (R) i ¢ (ser).
Zalozmy, 7e w kazdej z tych funkcji 'wystfgpujac jako perametry tylko wartoci
przecietne, odpowiednio (0, R i egr, 1 odchylenia standardowe g, prg 1 e

Rozwazmy element osiowo obcigzony i niech ¢y oznacza naprezenie obliczeniowe
(nominalne), wynikajace z podziclenia sity obciazajacej przez pole przekroju (nomi-
nalne), podczas gdy o oznaczaé bedzie odtad napreZenie rzeczywiste, tj. naprezenie
przecietne w tych czefciach przekroju, ktére zachowaly spoistodc (a wige z uwzgled-
nieniem koncentracji naprezenia wywolanej mikrorysami). Przyjmijmy, e w stanie
neutralnym (nieobceiazonym) przekréj~zachowuje pelna spoisto$é (tj. nia poczatku

2 Réwnanie to bywa stosowane w zagadnieniach jednowymiarowych i dotyczy odksztalcen
calkowitych. Uogolnienie jego, wiazace skladowe dewiatorédw naprezenia i odksziakeenia dotyczy, .
jak wiadomo, odksztalcen postaciowych, czyli procesu izochorycznego, tj. po wylgezeniu odksztal-
ceni objetodciowych, gdy: zaklada sig, e te ostatnie majg charakier czysto sprezysty. W naszym
przypadku tak proste uogdlnienie nie jest. mozliwe, wymaga bowiem przejécia rowniez do «prze-
strzennych» praw statystycznych narastania mikcouszkodzen. Zagadnienia te rozpatrywat w kilku
swych pracach J. MuRzewskl. ’




REOLOGICZNA TEORIA WYTRZYMALOSCI I JEJ ZASTOSOWANIE DO BETONU 571

obcigzenia mamy ¢ = gy), innyini sfowy abstrahujemy od wstepnych mlkrorys 1tp
Przy tych zaloZenmiach i z warunku réwnowagi sit w przekroju mamy

1D og=0 [ [ [ (@ 2 () ¢ (ews) dQdRAey: -+

Q"i + [ [ [ 09(@) 2 (R) ¢ (ewr) dQdRAey, —
o<o
oz

=0 [ (@40 [1(R)R [ ¢ (e dege + [ O(Q)dQ [ 4 (RYAR [ p (ex) doge =
3 G & 0 a &
== PEI X @] o (1— P (@) + [ 0p(Q)dO].
0

Pierwsza z prawej strony catka potréjna okresla tu prawdopodobiefistwo nie~
przekroczenia przez naprgzenie i odksztalcenie zadnej z wartodci granicznych,,
czyli proporcjg elementéw przenoszacych napregenie o, spelniajace réwnanie (1.1).
Calka ta pomnoZona przez o daje t¢ czed¢ naprezenia oy (resp. obciazenia), ktéra.
odpowiada owemu réwnaniu. Drugi skladnik z prawej strony okresla czesé napreze-
nia ¢y przenoszona przez clementy, ktére osiagnely granice plastycznoéci (nie
przekraczajac ggr), dla ktérych ma zastosowanie zatem zalezno$é ¢ = Q = const.
Przedstawia on, jak wida¢, przecigtng granice plastycznosei dla o < Q<0 dla
tychZze elementéw. Dla clementéw, w ktérych R lub ex zostalo przekroczone,.
jest oczywidcie o == 0, totez odnosny sktadnik sumy znika 3.

Zwracamy uwage na ogdlnosé poczynionych zalozeit, nie przyjmujemy bowiem.
a priori jakiego§ okreslonego kryterium wytezenia. Kryterium takie (w sensie
«makroskopowyni», {enomenologicznym) jest «wypadkows» wlasnodct poszcze~
golnych typ6w ziaren i stopiefi jego stosowalnosci dla kazdego z nich moze byé.
ustalony tylko do$wiadczalnie droga analizy korelacyjnej. Np. uwzgledniajac tylko
Wwplyw R1 £gr i stopien ich skorelowania otrzymaliby§my gestosé prawdopodobiefistwa.
dwuwymiarowa f (R, ggr) 1 zamiast (1.2) zalezno&é

13 00 = 0 [ [£(R, ser) dRdees,

Rx>o

Egr>€
gdzie funkcja f obejmuje wspdlezynniki korelacji (chodzi tu w ogdlnosei o korelacjg:
krzywoliniowa). Funkcja f przedstawia w tréjwymiarowym uktadzie wspohrzednych
pewnga powierzchnig, a calka (1.3) odnogng objgtosé, Gdy zwiazek korelacyjny
dazy do funkcyjnego, powicrzchnia zbliza sie¢ do plaszezyzny R, gor wezedzie z wy-
jatkiern przedstawiajacej owa funkcje krzywej, w ktérej otoczeniu roénie nicograni-

3ZW1'ocmy uwagg, 7e wyrazenie (1.2) mozna mterpretowac jako funkcie (okreflona w ogol~
nosci dosw'ladczalme) 'charakteryzujaca ostabienie przekroju (np wskutek mikrorys), Jeéli np. po-
miniemy plynigcie plastyczne, to 4 = A)[I — P ()] [l — X (0)], gdzie 4y oznacza nominalne,.
A rzeczywiste pole przekroju. Mamy tn oy = P4y oraz o = P/, w czym P jest obeigZzeniem osio-
WY!TI. . . . . .
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.czenie (stowem dazy w kazdym przekroju prostopadiym do tej plaszezyzny do funkeji
impulsowej). Poszukiwana oqutos’zé staje sig funkcja jednej zmiennej. Gdy wartosci
-wspotczynnikéw korelacjl daza do 1, zwiazek korelacyjny przechodzi w funkeyjny
1 otrzymamy

{1.4) : o = o’{I—m[U(a, alks

gdzie o (U) jest dystrybuanta zmiennej przypadkowej U, za§ U okredlona funkeja
@, ¢ Jest to w Zestawieniu z zaleznoécig (1.2), aktualna dla zmiennych nieskorelowa-
-nych, drugi skrajny przypadek (zwiazek funkeyjny). Niech np. U przedstawia energig
potencjalng ciata standardowego. Woéwezas, jak wiadomo,

.15 | = L He?2—2 —5—6—2
{1.5) U#2(H~E)(8_m E)'

Mozliwosé znalezienia «uniwersalnej» funkcji wytezenia dla materiatu takicgo
jak beton wydaje si¢ nader watpliwa; wymagatoby to, by tak odmienne skladniki
jak kruszywo réinych rodzajéw i zaprawa cementowa podlegaly femu samemu
typowi kryterium wyigZzenia. W dalszym ciagu poprzestaniemy na zaleznodei (1.2).

Rozwiazanie zagadnienia polega W ogdlnosci na wyeliminowanin z roéwnafi
(1.1} i (1.2) niczaane] wielkoéci ¢ i uzyskaniu zwiazku migdzy oo, & it, Mozemy tu
wyrézni¢ dwa zasadnicze przypadki: (1) dane jest z géry (narzucone) odksztatcenic
jako funkcja czasu, & = & (1), i poszukujemy funkeji g (); (2) ddne jest obcigzenie
og = oo (1), a poszukujemy & (7). W przypadka (1) interesowaé nas bedzie gtéwnie
maksymalna wartosc op, W przypadku (2) czas, przy ktérym & — oo czyli nastepuje
zniszezenie. Teoretycznie prostszy jest przypadek (1), gdyz odksztalcenie ¢ «lokalne»
-identyfikuje si¢ z «przeciginym» W mysl zalozenia «sz_t_ywnych» plaskich przekrojow.

"2, Zateznofel podstawowe

Przed przystapieniem do analizy wymienionych -problemow nalezy okreflic
funkcje ¢ (egr), % (R) 1 w(Q). Dla wszystkich tych zmiennych przypadkowych
przyjmienty rozklady gamma (nalezgce, jak wiadomo, do rozkladdw typu Pearsona),
odpowiednio ' '

- " o

B -
@ (8ar) = _ﬁsgr_sgr%1’ _ ¥(R) =

e—dR r—1 -

T{r) L

o Tm ¢
{2.1) : o
. W = " —yQ At—1 -
' (Q)-_F(I’l)e Q . )

‘Sa te rozklady asymetryczne, odnoszace sie do wiclkosci dodatnich, posiadajgce
Adla tychze bardzo dobre uzasadnienie teoretyczne, podobniéijak rozktad _norilialny
uzasadniony jest dia wielkodci przyjmujacych warto$ci dodatnie i ujemne, "Ponadto
tozktady te, w oﬁdréénieniu .od innych powszechnie _stbg,owanych? pozwalajg uzyska¢
rozwiazania w postaci zamknigtej. Zachodza nastepujace zwigzki miedzy parames
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trami rozktadéw (2.1) a odnostymi wartosciami przecigtnymi (oznaczonymi kreskami
poziomymi) i odchyleniami standardowymi u:

- - m R_h_r ﬁ__n.'
( . ) ‘ Ear ﬁ 2 3 s Q . E

' _Vm _ Vr _Yn
{2.3) . He ™ 8 s MR 5 ° Ho= y .

‘Wspolezynniki Jednorodnosm y = u/X charakteryzujace dyspers;q wzgledna wy-
tazaja sig wzorami

i 1
2.4 v, ]/E s ¥R ]/J_ : g I/E ;
zaleza one zatem tylko od parametréw m, r i n; gdy te ostatnie rosna, dyspersja
wzgledna maleje. Dla m > 2 odnosna funkcja (i analogicznie funkcje pozostale)
przedstawia krzywa styczng w punkcie poczatkowym do osi odcietych, dla 1 << m < 2
styczna do osi rzgdnych (o wykresie, podobnym jak krzywe na rys. 1a), wreszcie
dla m = 1 degeneruje sie do rozkladu wykladniczego

P (sr) = e Foar.

W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do catkowitych parametrdw m, r i 5, co naj-
zupetniej wystarcza dla zastosowan praktycznych, i skorzystamy z nastepujacej
preejreyste] symboliki:

Y oo
(m, y)1= f etmdt,  g(m,y) = f e tym dr,
¥

W drugiej zaleznosci stosuje sig zazwyczaj symbol O, ktory tuta] zastqplhsmy
przez g dla-odréznienia od granicy plastycznofei.

Pierwsze z tych wyrazed przedstawia niezupelng funkcie gamma przy czym

(1, oo}l = m! = I" (m+-1).

Stosujac catkowanie przez czedci dochodzimy bez trudnosci do zwigzkow

& k
) =mte? N 2
bimy1 k!
&
—ml
gm,yy=mle ,;&{, s ;

to ostatnie wyrazenic przedstawia,. Jjak widzimy, pewien wiclomian. Korzystajac
2 tych zaleznosci otrzgmamy bacdzo proste, zamknigte wzory dla funkceji dystrybuciji
i poszczegdlnych czynnikéw we wzorze (1.2), ogdlnie:

e P xm=1 gy =

1—&(y) =

ot prt gy — gm—1, ﬁy) — m_l(ﬁyw
S m—1 Kkl

k=0

Rozprawy Inzynierskie — 2
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Dla calki w ostatnim nawiasic we wzorze (1.2) otrzymujemy

1 ra t (n,yo_)!
wi(Q)dQ~F( )fQ”e”Q Q= f e dr=m,

Stosujac powyisze wzory do wyrazenia (1.2) otrzymujemy ostatecznie

q(M—l,ﬁe\Q(r_l,ﬁcﬂ[ gn—1,y0) 1 (n,wﬂ!]
(m— 1)} (r— 1! (n— 1! 5 (—DI

Korzystajac z podanych poprzednio rozwinig¢ mozemy wyrazenie w nawiasie
graniastym w (1.2) przeksztalci¢ nastgpujaco:

“(1_?(“))+wi(Q) dQ—ae""’Z(W) + 7}( — fyaz(w)’ﬂ)
A v i
eSS 2 )]

n ol N o Y (yoy»
e (SR )

E=0

2.5) gg =

Uwzgledniajac to mozemy zaleimo§é (2.5) przedstawic¢ w formie nadajacej sig do
obliczen liczbowych:

(2.6}
=115 AW = (1 LN Y A O/ DR (O WO VL
ao:(e 'ﬁg pr )(e agﬂ)?[l—e (E;; T (1*“”;0‘)'1’“ = )]

Korzystajac ze zwigzkéw (2.2) i (2.3) mozemy tez nadac temu wyrazeniu postac

g\F o \F
I
o weap i3 EE )
! 4 |

" a\k o \"

¢, i (HE) " (HE)
. —Tbé A\ v V¥ ‘.
| "[Iﬁ" (; k! (1 Q)+ nl )I
Pod znakami sum wystgpuja tu wiclomiany stopnia tym wyzszego im nizsza jest

dyspersia wzgledna, w mysl (2.4) mamy bowiem m = 1/ i

Z powyzszych wywodow widzimy, ze opis wlasnosci wytrmjmaloéciowych ofrodka.
niejednorodnego za pomoca jednej wielkodci (np. wytrzymatoéci doraznej) jest
bardzo niewystarczajacy. W naszym przypadku micli§my 6 takich wielkosei (0,

R, E_gr, Vg Vg, ¥,) 1.to przy pominigein zwiazkow korelacyjnych i bardziej subtel-
nych zaleosci,
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Gdy rozrzuty danej wiclkosci, np. R, maleja nieograniczenie, tj. ziarna staja
si¢ ze wzgledu na't¢ wlasnod¢ jednorodne, to » - oo, y (R) dazy do funkcji impul-
sowej (funkcji Diraca Przesunigtej wzdhuz osi odeigtych o odcinek R), zas X (o)
do funkcji okreslonej wzorami X'(¢) =0 dla ¢ < R, X (o) = 1 dla ¢ > R (4. do
odpowiednio przesunigtej funkcji Heaviside’a). Wtedy dana wielkodé nie wplywa
na przebieg odksztatcen [por. (1.2)], dopéki nie zostanie osiggnieta odnogna wartoéé
przecigina, np. Rub g, przy ktdrej o, spada do zera, . nastepuje nagle zniszczenie.,
Podobnie przy zanikajacej dyspersji @ wartoé ostatniego nawiasu graniastego
w (1.2) dazy do o przy o << O (catka w:nawiasie znika) oraz do @ = O przy osiag-
nieciu przez ¢ wartosci O (calka
dazy do O, pierwszy zas wyraz
znika}). Na rysunku 3 pokazany
jest np. rozklad odksztalcen dla
ciala zbudowanegs 7 elementow, J—+
w ktérych wplyw R mozna pomi-
n9é i w ktorych dyspersja zmien- © J
nych Q i egr zdgza do zera. Jezell Y/
wplyw danej wielkodei ma byé
w ogdle pominiety, to wystar-
czy przyjaé, e jej warto$é prze-
cigtna dazy do mnieskosiczonosc,
tzn. odnodny parametr 5, & lub
v znika [por. wzory (2.2)].

Nalezy zaznaczyé, Ze dopdki rozwazamy monotonicznie rosngce w czasie od«
ksztalcenia i napreZenia o, tzn. dopdki nie zajmujemy sie problemem odciaZenia,
dopéty mozemy w ogoinosci pomijaé wplyw Q. Mozemy wéwezas na ogdl uzyskaé
wykresy odksztalcen, odpowiadajace bardzo dobrze wynikom doéwiadezalnym
wylacznie przez odpowiedni dobdr funkcii @ (eg) i x(R) (por. nizej p. 3). Przy
odciazeniu jednak wystepujg istotne rdznice, mianowicie w eclementach, ktére
osiagnely @, nastepuje liniowy spadek e i o, w tych za$, ktére osiggnely R, napreZenie
o znika. Ma to zasadnicze znaczenie; je§li chodzi o odksztalcenie trwate (doraznie
powstajace) oraz o wyjsciowy stan samonaprezania i dystors;x przy zagadnieniu
obcigzen wielokrotnych. .

W dalszym ciagu problemdw tych nie bedziemy anahzowah 1 wplyw ¢ pominieniy,
W celu uproszezenia wzordw bedziemy dazyli do mozliwie niskich wartoéel m i 1
Jak zobaczymy, dobre wyniki uzyskamy juz przyjmujac m = 1, r = 2 (przyjecie
réwnocze$nie m = 1 oraz r =2 prowadziloby do zaleinoici zdegenerowanych).
Woéwezas wzor (2.6) przyjmuje bardzo prosta postaé

(2.8) o = o (1-4-do) e ¢—F¢,

o A

| ff——

m“

v
e

Rys. 3

Przy duzych wartodciach parametréw m, r i 1 stosowanie wzoru (2.6) jest uciazliwe
ze wzgledu na wysokie stoprtie wielomiandw i wowczas korzystne jest przedstawienie
odnosnych funkcji dystrybucji za pomoca szeregdw: Pozwala to ponadto uogdlni¢
zaleznoci na niecatkowite wartosci tych parametréw, Oté7 dla malych odksztatcen
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(ogdlnie dla matych wartosci ) korzystamy z nastgpujacego szeregu polggowego
Legendre’a '

o Qk
gt p? M ———
Eat=e"e k;:(z—l—l)...(z—i—k)’

zachowujacego sens dla dowolnych zespolonych z, Toznych od —1,—2, ... W przy-
stosowaniu do naszego zagadnienia [por. (2.5)] otrzymujemy ogolnie

m—1 - 2
(m —1, m;) e (ml) " (m L)
x x x x
= [ " + +

(m—1)! N (m— ! 2 m (m+-1)

( y)3

n —

FRN S A—
m (m—}—l) m+2

Dla duzych wartosci y dogodnie jest skorzysta¢ z nastepujacego szeregll asympto-
tycznego (W sensic Poincarégo):

K]

@9 ()=

o oz{z—D.. (z—k+1))

g(z,0) = 6“99"‘(1 -+ W
/ e

. i
skad otrzymujemy

@100 1—0@) = =

1 l _mg“ _Ji m-1 |
q(m~ = e z{mE { +m—1
(m— 1! (m— D1

(m-—l)(mfZX . ]

(nqé)z J
. X

Dostosowanie wyrazef (2.9) dla poszezegdlnych rozktadéw nie nastrecza trudnosei.

Na koniec zwrcimy uwage, Ze wzajemny stosunek liczby elemerntéw (ziaren)
niszezacych sie przez osiagnigcie R i clementéw osiagajacych Q jest w sensie «struk-
turalaypy miara stopnia kruchoéci materiatu. Miarg tg mozemy wprost zdefiniowaé
jake prawdopodobiefistwo spetniania nierbdwnosci

2.11) p=p(R<0).

Mamy oczywiscie

212 p= [ [7(Rp(@drRIQ = [ X(Q)p(Q) Q.
. R<Q 0

3. Zagadnienie dla narzuconych z gory odksztalcen

Rozwazymy cbecnie pierwszy Z wymienionych przy koncu p. 1 problemow,
gdy mianowicie dany jest z gory przebieg odksztalcert w czasie, tj. funkcja & (9).
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Woéwezas rozwigzanie réwnania rozniczkowego (1.1} przy warunkach poczatkowych
e(0 =0, ¢(0) =0, jak wiadomo, ma postaé

H—E ! £

Pierwszy'v'vyraz z prawej sirony przedstawia naprezenie wywolane odksztatceniem
doraznym w chwili ¢, drugi odksztalceniem opéznionym. Funkcja exp [-— (¢ — H)/7]
okresla wplyw odksztalcenia jednostkowego w chwili # na naprezenie w chwili #;
jak widzimy, zachodzi sumowanie tych wplywow, a zaleino§é (3.1) wyraza prawo
superpozycji dla odksztatcen lepko-sprezystych.

Wstawiajac funkeje o (f) okreflong wyrazeniem (3.1) oraz znana fu.nkqf; e (5
w prawa strong zaleinosei (2.6) otrzymujemy w postaci wyraznej funkcje oy =
== oy (t) okreflajaca przebieg napr¢icn w czasie, tj. ogdlne rozwiazanie zagadnienia
dla przypadku monotonicznie niemalejacej funkeji & (7).

Praktyczne znaczenie posiada prawie wylgcznie przypadek, gdy odksztalcenia
narastaja ze stala predkoscia, & = ot, v — const. Wtedy w mysl (3.1) mamy

:
(3.2) _ oc=FEvt+to(H—E)(1—e =)

Korzystajac z konkretnej zaleznosci (2.8) otrzymujemy ogélnie réwnanie krzywych
ay (I):

’ 13
(33) oy=[Bvurtw(H—E)(1—e =)][1406Eut+
i b
+ 0w (H—EY(1 —e )] exp {—[8Bvt+ ot dro (H— E) (1 —e )]}

Krzywe te posiadaja maksima, odpowiadajgce réznym warto$ciom ¢ w zaleinosci
od v i odnosza sie do calego zakresu odksztalces.

Badanie na maszynie wytrzymatosciowej przy narzuconej stalej predkodci od-
ksztalcenia, powtarzane dla kilku wartoéci o, nalezy uznaé za podstawowe Zrédio
informacji o wlasnodciach wytrzymato$ciowych materiahy, Zazwyczaj interesujg
nas bezposrednio kizywe o (g) przy réznych wartosciach parametrn , ktére uzysku-
jemy przepisujac (3.2) w postaci

£

(3.4) o =Eet+e, (H—E)(l — e o)

1 podobnie jak poprzedunio wstawiajac do (2.6) lub (2.8); tutaj £, = VT OZKACZA
odksztalcenie przy t =7, t}. po okresic réwnym czasowi relaksacji. _

Podstawowe znaczenie posiadajg krzywe «skrajnen dla-v — oo, tj. dla obciaze~
nia doraZnego oraz dla v >0, czyli dla odkszialcenia nieskoficzenie powolnego,
poniewaz wszystkie inne krzywe mieszcza sie «miedzy» nimi. W pierwszym przy-
padku nie wyst¢gpuja odksztalcenia opéZnione 1 mamy o = He (dziala tylko gérna
sprezyna modelu, we wzorze za$ (3.4) &, — o0); w drugim przypadku o — Fz (wyla-
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cza sie thumik w modely, & — 0). Podstawiajac te wartosci do (2.8) otrzymujemy
bardzo proste réwnania odnos$nych krzywych:

' 2H 2H 1
(3.5 oy = He(l+8He) ¢ e = He (1 + = s) exp [—~ (-1—‘7 + T) s] ,

Epr

. ‘ 2E . {2E 1

(3.6) oo =Ee(1+0E) e P = E¢ (l += e) exp [_4 (r + :ﬁﬂ) s].

R . L . R R Egr

Przy konstrukcji tych krzywych mozna zaleci¢ nastgpujace postgpowanie: najpierw
pomijamy czynnik e i wykreslamy krzywa okre§long pozostatym réwnaniem dla
obcigzenia doraZnego, po czym przez zwykly zmiane skali ¢ w stosunku HIE
(«rozciggniecien krzywej wzdtuz osi odcietych) otrzymujemy czysto wykreslnym
sposobem krzywa dla » — 0; nastgpnie wszystkie rzedne obu krzywych redukvjemy
w stosunky e 7%, .

a
WGhafl .
200

460 + ‘ —
R=530 kB/em? N\

U f £ H=280000 kGfem®- ‘_\ Ny -

50 2 A ™~

E=100000 kB/em ~
B=T0" N
1 ) g ""--.,___.__
¢ T ’ 3 4 5 & T%e

4 -0l

- Rys. 4

Na-rys. 4 wykredlilismy w ien sposéb krzywe (3.5) 1 (3.6) dla betonu {wykresy
kreskowane przedstawiaja, omowione krzywe pomocnicze) przy mnastepujacych
satoseriach: H — 250000 kGfem2, E = 100000 kGjem2, R = 530 kG/em2, § =
= 2/R = 0,00378 cm?/kG, By = 0,0143, = /84 = 70. Jest rzecza charak-
terystyczng, z¢ wytrzymalosé «strukturalna» R przewyzsza znacznie wytrzymelo$t
dorazna; wskaznie to na ogromna rolg mikrodefektdw. Jak wiadomo, jeszcze
niepomiernie wigksze ro7nice zachodzg przy rozpatrywaniu defektow budowy sie-
ciowej krysztalow. S - '

Na rysunku 5 wykreslono obie krzywe zasadnicze przy nieco odniennych zaloze-

piach: H = 250000 kGfem?, E = 125000 kGjem2, R =530 kGjem?, § = 2/R =
— 000378 cm2/kG, ogr = 0,025, § = ljeq = 40. . ,
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Poréwnanie tych krzywych z rysunkiem 1a wskazuje na bardzo dobra zgodnosé
wynikdéw teoretycznych z dodwiadczalnymi, Wystepuja tez jednak pewne charak-
terystyczne réinice, nasuwajace kilka uwag krytycznych odnosnic wspomnianych
badan H. Riischa, gdzie za krzywe «graniczne» (dlav — oo iv — 0) bgdziemy uwazali
w przyblizeniu krzywe na rys. 1, odpowiednio dlav = 0,001/min iv = 0,001/100 dni.
Przede wszystkim przy niewielkich odksztalceniach krzywe do$wiadczalne niemal
zlewaja si¢ nie wykazujac wzrostu wedlug odmiennych moduléw H i E. Zdaniem
autora jest to bardzo powazna niedcistosé, gdyz jeszeze przy naprezeniach réwnych
ok. 40% wytrzymatosci doraZnej nie widaé zadnego dostrzegalnego wplywu pel-
zania betonu, mimo iZ odnosne odksztalcenie zostaje osiagnigte na jednej krzywej
«skrajnej» w czasie ok. 20 sek., na drugiej za$§ ok. miesiaca. Co sie tyczy drugiej
krzywej skrajnej doSwiadczalnej, to jak widaé, na to, by mdc okredlié jej;rzgdnq

O Hl, £ ;
kbfom? / /
200
/ ™~

/) / N

w0 /

150

R=580 k6/cm® "
H=250000 kG/cm®

8 L£=125000 kG/em? ] ™,

o ; 3 4 5 5 T%o

Rys. 5

np. przy & = 0,007, nalezaloby prowadzi¢ badanie przez 700 dni, zachowujac przez
caly ten czas staly szybkos$C przyrostu odksztatcenia. Nie ma zadnych wskazowek,
aby badania H. Riischa obejmowaly tak diugi okres czasu i aby w ogdle zadanie
uzyskania tak powolnej, §cisle statej predkosci odksztalcenia zostato eksperymentalnie
pokonane; tym samym trudno si¢ oprzeé na owej krzywe; doswiadczalnej. Jak widaé,
krzywa ta, w odréznieniu od kizywej teoretycznej, wykazuje tagodniejszy spadek
przy wickszych odksztalceniach, Gdyby dalsze badania mialy to potwierdzié, to
nalezaloby to przypisaé wplywowi spontanicznych zmian strukturalnych czyli
dojrzewania betonu, czego nasz model teoretyczny nie uwzglednia, Wskazywatoby
to wowczas, Ze model ten nie opisuje juz badancgo zawiska (a przynajmnie] fcisle)
przy tak diugich okresach obciazenia badZ tez ze beton nie byt w chwili obciazenia
w petni dojrzaly (w badaniach H. Riischa byt on obcigzany w wickn 56 dni).
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Za charakterystyczne punkty krzywych nalezy uzna¢ ich maksima i obliczyé
odpowmdamt\:e im Wartosm o, & 1 op, ktdre oznaczymy kolejno (odpowiednio dla
@ —>00 1 ¥—0) Ty Gy Ems ey Roo 1 Ro (dobér dwoch. ostatnich oznaczeh stanie
sig zrozumialy w p. 4). Stosujac warunek ekstremum doy/do = 0 do wyrazenia
(2.8), przepisanego w postaci

a

. 8
oo = o (1+d0) ¢ %e H
dochodzimy do réwnania
S (HS6+f) 02— (H6 —fyo-—H=0,

0 roZwiazaniu

(H6— B)+V/ (HS — BP-+40H (HO+p)
(3.7) om = 55 (Ho+B)

i analogicznie

(ES — B)+ V(Ed — p-+40E (ES+6)
26 (E84B)

(3.8) o =

Odpowiednie odksztalcenia maja wartosé

G

(3.9) o = s
R Gl

(3.10) o=

za§ odnosne naprezenia maksymalne, czyl wytrzymatosci
' | ' P
(3.11) Ry = om (1-4-dom)expi— 10 + 5] om|>

: : By .,

(3.12) Ry = 6, (14+00,,) exp [— (6 + 5 oml-

Dla krzywych na rys. 4 odpow1edme wartoéci wynosza: om = 392 kGfem2, gy, =
= 350 kG/cm?2, & = 0,00157, £ = 0, 0035 R, = 199 kGjem?2, Ry = 169 kG/cm2.

Przy nie nadmiernych naprezeniach (do ok. 0,4 R.), jak widaé z rys. 4, wykresy
nieznacznie odbiegaja od przebiegn liniowego, co oznacza, z& pozostajemy w przy-
blizeniu w zasiegu teorii pelzania liniowego. Jednakze nieliniowo$é jest glownym
czynmikiem okredlajacym zachowanie sig materiatu przy znacznych naprezeniach
i w szezegblnodel jego whasnoéel wytrzymalosciowe. Wytrzymato§¢ zalezy w ogdl~
noéci od predkosci odksztaleenia, totez oznacZymy ja przez R,; miesci sig ona
w przedziale R, > R, > Ry. Jest ona zmienna i nie jest, jak widzimy, cecha istotng
materiaty, w odrésnieniu od wytrzymatodei «strukturalnej» R, przedstawiajacej.
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dla danego materiatu staly parameter. Osiagnigcie R, oznacza tylko utrate «statecz-
noschy wewn@trzr_lej osrodka w «laficuchowym» procesic zniszcezenia.

Latwo zauwazyC, ze dla ciala, w ktérym wplyw rozktadu @ (czyli odksztalced)
mozna pomingd, ij. f = 0, otrzymaliby$my oy = o}, [utamki (3.7) 1 (3.8) uproscilyby
si¢ przez H lub F] oraz R, = Ry imieliby$my jedynie en/e,, = E/H w my§l wzoréw
(3.9)1 (3.10). Na odwi6t, w oSrodkach, gdzie moina pominaé wplyw R, tzn. rozkiadu
X, byloby, jak widaé z (1.2), ¢y = He [(1 — @ ()] lub 6y = Ee [l — @ (&)] i warunek
dog/de = 0 prowadzitby do em = &, natomiast otrzymalibyémy R /Ry = H/E.
W pierwszym przypadku krzywa «skrajna» dla o — 0 bylaby tylko «rozciagnietay
wzdhuz osi odcigtych, w drugim — tylko «obniZona».

Na koniec dla poréwnania rozwazymy przypadek $cistej korelacji, tj. istnienia.
jedynego kryterium wytezenia i przyjmiemy, ze maja miejsce zaleznosei (1.4) i (1.5),
" przy czym, jak poprzednio, zmienna losowa U wykazuje rozklad gamma o para-
metrach m 1 . Analogicznie do postepowania przedstawionego wyzej dochodzimy
bez trudnodci do rdéwnania krzywych oy (e):

L BE o?
(3.13) op=[Eete,(H—E)(l—e sr)]exp[ m( 2£o'+ )]

redukujacego si¢ dla krzywych «skrajnych» do postaci odpbwiednio

B
(3.14) gy = Heexp (ﬁ—z—HsZ),

B
{3.15) gy = Ee exp (— ) Ee2).

Z warunku dug/ds = 0 otrzymuje sig

_]/T , _l/ 1
Em = —, Em = e ?
g BE
I ' E
=12, R =7/2%2.
]/ﬁe ’ Vﬁe

Jak widaé, zachodza tu zaleinofci

B ]/f R, ]/F

- . ‘E, 7{; = E .
Korzystajac z rozwinigeia funkeji (1.4) w my$l wzoréw w p. 2 mozna tatwo wykazad,.
ze zwigzki te zachowuja moc niezaleznie od wielkosci parametréw m i 5. Stanowia.
one sprawdzian (warunek konieczny) mozliwosci przyjecia enecrgetycznego kryte--
rium wyteZenia [por. (1.5)]. Ograniczaja one w powaznym stopniu moznoéé zZastoso-
wania tego kryterium, co jest nastgpstwem faktu, Ze liczba niezaleznych parametrow

zredukowala sig w wyniku Scistej korelacyi z szescin do dwu (Ui g,), tym samym.
zmnicjszyla sig swoboda w dostosowaniu krzywych do wynikéw dodwiadezalnych..
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Na rysunku 6 wykreslono krzywe «skrajne» dla hipotezy energetycrne] przy
nastepujacych zatozeniach: H = 250000 kGjecm?, E = 125000 kGfem?, m = 1,
B =22, T =1/f = 0,455 kG/fcm?, Uzyskano nastepujace wartodci: ém = 0,00135,

% o | |

e / v
200

400 / / /- I ™ ‘
AAN
50 \\

1 2 3

e —
7 %

LY
th
o

Rys. 6

£, =0,00191, R = 204 kG/em?, Ro=144 kG/cm?. Poréwnanie rys. 6 z rys. 1
wskazuje, ze krzywe znacznie gorzej miz w poprzednim przypadku odpowiadajg
wykresom do$wiadczalnym.

4. Zagadnienie dia danych z ey naprezen

W zagadnieniach praktycznych (w odrdznieniy od badad doéwiadczalnych)
‘wystepuje prawie wylacznie przypadek, gdy znany jest przebieg naprezed (obciazen)
w czasie, tzn. dana jest funikcia &g (¢). Wowezas, w ogdélnym ujgciu, wstawiajac
wyrazenie (3.1) do (2.6) otrzymujemy réwnanie catkowe (nieliniowe) ze wzgledu
na niewiadoma funkcje & (f). Rozwiazanie tego réwnania (na ogdt nie dajace sig
przedéltawié w postaci zamknigtej) jest ogblnym rozwigzaniem problemu dla mono-~
tonicznie niemalejacych funkcji & {(#). ‘

W praktyce podstawowe znaczenic ma przypadek statego obcigzenia, op = const,
prowadzacy do znacznych uproszczed 1 w dalszym ciagu ograniczymy si¢ do jego
Tozwazenia przy przyieciu zaleznodci (2.8) (przy wyiszych wartosciach parametrow
m, ¥ i i, analiza przebiega w sposéb zupetnie podobny). Zagadnienie polega na roz-
wigzaniu ukladu réwnad (2.8) i (1.1). Logarytrujac obustronnie réwnanie (2.8)
-otrzymujemy

1 o(l+0) 5
—_ —— T 0
B a g

.1) e =
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i stad, rézniczkujac to wyrazenie wezgledem czasu,
. o 1426c b
RS e — g,

g o(l-+dcy B

Wstawiajac to wyrazenie do (1.1) otrzymujemy po drobnych przekszta{éeniaﬁh

o (Ed + ) — £ 2009
-_ R}
@D S T 1280 )
HatTrag — 04D

- Jak widzimy, jest to réwnanie réiniczkowe o zmiennych rozdzielonych,

14280

sl 100y %@
O

(4.3) dt =7
o(Ed+f)—ElIn

pozwalajace wyznaczyé funkcje 7 (o).

Dyskusja powyzszych zaleznoéci prowadzi do wynikdw nastepujacych. Mianownik
w wyrazeniu (4.2) jest funkcja monotonicznie malejaca od co dla ¢ — 0 do — (Hi+-5)
dla o — oo, Przyréwnujge go do zera dochodzimy do tego samego réwnania kwa-
dratowego, co przy wywodzie wzoru (3.7), zatem odnosna krzywa (przedstawizjaca
przebieg funkcji w mianowniku) przecina of odcigtych w punkcie om, danym tymze
wzorem. Licznik w (4.2) z razu maleje (od co dla o ->0), osiaga swe minimum,
po czym znowu wzrasta (dgzac do oo dla ¢ — ce). W zaleznodel od parametru o
funkcja w liczniku moze przybieraé przy tym w pewnym zakresie ¢ wartodci ujemne
(tj. posiada¢ 2 pierwiastki rzeczywiste) badz tez byé styczna do osi odcietych {(posia-
da¢ jeden pierwiastek), badz wreszcie przybiera¢ tylko wartosci dodatnie (nie po-
siadaé pierwiastka). Przyrownujqc licznik do zera otrzymujemny réwnanie .

. ny
o‘o'ﬁ o{l-+8c) e e F

Jak widaé, otrzymali$my réwnanie (3.6), w ktérym podstawiono e = ofE, wobec
czego zerowanie sig licznika mozna zastapié. warunkiem réwnowaznym osiggnigcia
krzywej «skrajnej» dlaw — 0 na rys. 4 i nastgpnych. Otédz prosta oy = const (1. roéw-
nolegla do osi odcigtych}, przedstawiajaca przebieg obc1azen1a przecina tg krzyws
w 2 punktach dopoki oy << Ry, w tym wigc zakresie leznik ma 2 pierwiastki. Dla
= Ry prosta JCSt styczna do krzywej w punkcie «szezytowym» i licznik ma jeden
plerWIaStek g= am Wreszcie dla @y >> Ry licznik pierwiastka nie posiada.

Z powyzszych rozwazafi Wymka., & moZemy wyrdznié dwa podstawowe przy-
padki:
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(1) 6y < Ry. Wowezas licznik w (4.2) osiaga wartos¢ 0 przy stale dodatnim
mianowniku 4; oznacza to, ze predkodé prayrosty naprezen o i odksztateed ¢ zdaza
do zera, czyli odksztalcenia «stabilizuja sig», (zdazaja dla f— oo asymptotycanie
do pewnej wartodei granicznej). '

(2) o9 > Ry. Licznik jest stale dodatuni, za$ mianownik osigga warto$¢ 0 dla
o = om, CO oznacza Ze predkose o— oo, czyli e mastgpuje zniszezenie.

Dila oy = R, zniszczenic nastepuje po czasie teoretycznie nieskoficzenie diugim;
Ry przedstawia wige wytrzymatosé trwata, tj. wartodé graniczng oddzielajaca obszar
naprezen oy = const, w ktdrym zniszezenie jest mozliwe {(niezaleZnie od czasu,
po ktérym mnastapi) od obszaru «bezpiecznego», w ktdrym zajs¢ ono nie moze.

[} ‘
kG/cm2 H/ A 13
260} i
Bl
[/
150 / ,//’

&y =consT Stabilizacja
] N ogksziateen
4/ T
100 T

5 -

V'-n..%

50

8 1 2 3 VN § Yon
Rys. 7T

Wywody powyisze daja si¢ bardzo przejrzyscie zilustrowaé na wykresach oy =
= 0y (&) (rys. 7). Linismi pelymi wykreSlono tu czedet poczatkowe krzywych
z rys. 4 (az do punktéw «szezytowych»). Zaczepiajac obcigzenie posuwamy si¢ po
krzywej obciaZenia doraznego {0 v — o0) do okreflonej wartodel oy Utrzymujac
to obcigZenie w dalszym ciagu posuwany sig po prostej «poziomej». Jesli prosta
ta natrafia na druga krzywa skrajng (dla ©—0), to zniszczenie nie nastgpuje, a od-
ksztalcenie dazy dla ¢ — oo do wartosci okreslonej odnosnym punktem tejze krzywej.
Jedli prosta na druga krzywa nie natrafia (dla Ry < 0p << Ry,), nastepuje zniszcze-
nie po okre§lonym czasie, zmieniajacym si¢ od ¢ — oo dla og == Ry do =0 dla
gy = R,.. Odpowiednie odksztatcenia przy zniszezeniu przedstawia krzywa kresko-
wana. Gdyby wreszcie bylo oy > Re,, nastapiloby zniszezenie dorazne. Jak widzimy,
kizywe dla stalej predkoédei odksztalcenia graja tez zasadnicza role w zagadnienin

4 Mniejszy z pierwiastkéw licznika jest mniejszy od pierwiastka mianownika, gdy? jest nizszy
od oln, 748 Gl < om. Oczywilcie w zakresie waznoécdi rozwazaf wyraZenie (4.2) nie moze byé
njemne {a wigc licznik musi byé > 0) w myél zalozenia o monotoniczaym wzroscie o (1),
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stalego obcigzenia, a wzofy (3.11) i {3.12) sa podstawowymi wzorami dla okreéle-
nia wytrzymatoéei doraZnej i trwalej. :
%

KGfem*
260

o, e ___._?ﬁ

. [
L e
450 /%;& 5,51359 10m=342
400 V/
50 / .

700 200 w0 00 & kBjem?

Rys. 8

Krzywe skrajne przedstawiono na rys. 8 w ukladzie wspotrzeduych o, op;
uzyskano je na podstawie krzywych ma rys. 4 przez pommozenic odcietych (fj. od-
ksztalced) odpowiednio przez H lub E. Tutaj po przekroczeniu punktu szczytowego
(o odcigtej o,,) Wszystkle proste «poziome» dochodza do stalej odcigtej om, przy
ktérej nastgpuje zniszczemie. Przy naprezeniach oy bliskich Ry proces odksztal-
cenia po dostatecznie dlugim czasie staje sie mato stabilny i wystarcza drobne
zmiany obciaZenia lub inne przyt_:z.yny, aby wywolaé zniszczenie.

Pozostaje jeszeze tylko obliczy¢ czas zniszezenia 1, dla Ry << o < R,. Na pod-
stawie zaleznosci {4.3) otrzymujemy od razu

14280
W H s — (O f)

o (14-8¢)
@y =t prER e
op O(ES+)—Eln PR
0

Catkujemy zgodnie z rys. 8 od wartoéci op odpowiadajacej obciazeniu doraznemu
do stalej wartosci om. (WartoSci o; na rys. 8, odnoszace sie do op < Ry, oznaczaja
naprezenia, do ktérych o dazy asymptotycznic dla £ - o0). Wartosé oy odezytujemy
z krzywej «doraznej» na rys. 8 lub rys. 4 (mnozac & przez H) badz tez wyznaczamy
Scisle rozwizzujac (np. metoda iteracyjna Newtona) réwnanie

—f,
op=o(l+8c)e e H

wzgledem niewiadomej o. Gérng granice calkowania okredla wzér (3.7). Konkretne
wartodei calld (4.4) moima obliczyé dowolna metoda numeryezna, np. stosujac
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regule Simpsona [w tym celu nalezy podzieli¢ przedziat (op, o) na parzysta liczbe
odcinkéw 1 wyznaczyé w odnosnych punktach wartos¢ funkeji podcatkowejj. Dla
przykladu na rys. 4 i 8 j o9 = 180 kG/em? czas ten wynosi t, = 3,20 7; jest on
zawsze proporcjonalny do czasu relaksacii 7.

Pyzebieg odksztalcenh w czasie przy danym ey = const, tzn, funkcja & (f) dana.
jest w my$l wzordéw (4.1) i (4.3) w postaci parametrowe]j (parametrem jest ¢):

1+286
T H ey WD
b=t f o (1100 9%
(4.5) oy G(ESFP) —Eln Uo_

1 o{l+de) @
8="ElnT ﬁ g

Przyjmujac kolejne wartodci o obliczamy przynalezne sobie wartodcl 7 1 e. Wzory
te odnosza si¢ do calego zakresu o, zaréwno ponizej jak i powyzej Ro.

Dla niewielkich naprezen og (do ok. 40% R, tj. w granicach naprezen dopuszezal-
nych, uzytkowych) krzywe opi i o biegna, jak widaé z rys. 8, bardzo blisko siebie
i mamy oy~ gy H/H = op, 0t~ oy E/E = a3, o dp— oy Oznacza to, Ze
w calym zakresie calkowania mozna poprzestaé na teorii petzania liniowego i przyjac
w przyblizeniu ¢ = o¢g. Tym samym rozwiazanie okreslone jest wylacznie réwnaniem
rézniczkowym [por. (1.1)] '

(4.6) . Hre+Ee = gg+10), .

Rozwigzanie tego réwnania dla oy = const ma postac:

7 @ (1 1) (Et)
.7) ¢ =g T N E T g TP\ )

Poréwnuiac ten wynik z rozwiazaniem écistym (4.5) (opartym na teoril nieliniowej)
mozna okreslic wielko§é bigdu.

Na rysunku 9 przedstawiono przebieg. funkcji e (f) dla przykiadu z rys. 4 dla
dwéch wartosei o, mianowicie g == 50 kG/em? << Ry ovaz ag = 180 kGfem? > Ry;
w pierwszym przypadku zastosowano przyblizony wzor (4.7), w drugim wzory (4.5),

przy czym wykre§lono krzywa na podstawie wyznaczenia 5 rzgdnych «pofrednich».
W pierwszym przypadku odksztalcenic zdaZa asymptotycznie do swej wartodci
«ostatecznej», w drugim — po'okreélonym czasie zaczyna szybko wzrastad i osiaga
warto$é, przy ktérej nastepuje zniszczenie. Naniesiono tez wielkodé odksztalcenia
doraznego odpowiadajgcego wartodci o — Ry, oddzielajacego dwa zasadnicze
obszary (wynosi ono & = 0,00088). '

Przedstawiona feoria moze znaleZé zastosowanie do wszelkich ciat odpowiada-
jacych oméwionym w p. 1 zalozeniom «strukturalnym», cial ktére moglibySmy
umownie nazwaé prostpmi. Jak widzieliémy, pozwala ona w sposob konkretny
i stosunkowo prosty wyznaczy¢ podstawowe wielkosei majace znaczenie w praktyce,
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przy czym obliczenia liczbowe nie wymagaja wiecej czasu niz kilka godzin. Obliczenia.
liczbowe wyrazefl typu (4.4) i (4.5) musza by¢ wykonywane na arytmometrze badZ
tez za pomoca wielocyfrowych tablic logarytmicznych, a nic na suwaku, mamy

e R()
£ /
t=3207
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@
=t
&8
2oy
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T e sdlpf—mos U I
Qo 4
ﬁ ‘é L et 5’D=50 kG/-:m2
=8
= 1 2 ar

Rys. 9

bowiem (w liczniku i mianowniku) do czynienia m.in. z malymi wielkodciami, beda-
cymi réznicami duzych liczb. W przypadku betonu, gdzie wykazano nader zado-
walajaca - zgodno$é wynikéw teoretycznych z dofwiadczalnymi, moze ones byt
bezposrednio stosowana w praktyce.
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" Pesrwowm e
PEOJIOTHYECKASI TEOPMA NPOYHOCTH U EE IIPUMEHEHHUE K BETOHV

B paGore mpencTABIEEA TEOPHA IPOYRICTH, OCHOBAHHAS Ha NPeIOAKEHAY, 9TO Cpelid COCTORT
h3 GOMLINOTO WVCHR PEONOTHYECKHX HICMCHTOR (MOl PACIONONKEHEBIX BPOCTPARCTREHHD,
puc. 2) B oGNanamIMX COOTBETCTRYIOMEMH IIPOYHOCTHBIMY CBOHCTBAMM, SBISFOLIEMUICA Cly-
Y2HHEIMY [EPEMEHREIMY C MIBECTHEIME PACHPEACHCHHAMY BEPOATHOCTH, DTa MOIENE CBRILIBAET
PEOJOTHYECKHS CROMCTHA C NPOYHOCTHEIME M YIHTEIBAET OCHOBHOH thaxr, 9ro no Mepe mapacranms
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CTPYKTYDHBIX MHKPOReQERTOR ynenﬂqﬂsaerc;{ KOHLEHTPARMS HAUPMKEHA B OCTANBHLIX 4acTaX
¥ pa3pyiuleHHe BOCHT XapaKTep «USMHOIo» npouecca,

PaccMaTPABAFOTCA noapofHo CIyYad HAPACTAHWA AethopMamafl C DOCYOSHHOW CKOPOCTBIO
¥ HATPY3KH C TOCTOHHHBIM HAMPDKCHHEM, DU HCM OKA3LIBAETCH, ¥TO MEMRIY HUMM CYIICCTRYCT '
recHas cesdb. JOKAANO HANHYHC OMPOACNSHHOTO YCIOBHOTO COOpPOTHBICHUS (MEHBIIS BPEMEH-
HOTO), HEKS KOTOPOTO PaspyHieHHe HEBO3MOXKHO, TOTHA XaK B IPOTHBOICIOKHOM CIydae paspy-
MIcHEe HEACTYIAST NOCIE FCTEYCHUS OMpEAICIEHOTD spemenn, Ipueomarca GOPMYILL I OUPS-
HENEAns ITOTG COMPOTHEICHHUT 1 BPEMOHHE paspyLiends, a Takme HOpMyIBL LIl KPHBAIX mponecca
medopMAaTIHit BO BPEMeHIL VEA3pBALTCH, B IpUBIUKeHHH 0GACTE TPHMEHSHHL AHHeHoi TeopHaR
IOM3YYECTA.

TToyYeHsI Pe3yIbTATE B 3aMKEyTOHR dopme, TPUTOAROH LT MHCACHIEIX PACIETOB H Hemocpen-
CTBEHHOTO MCIONbIOBAEES HA Ipaxtike, OHi IPHMEHEOTCA K GeTOHY M CPABRHBAIOTCH C HCCIECLO-
pamavE X, Proma, [2], ¢ KOTOPHIMM OPOABAAOT XOPOTEe cormacre. IIpAEBOAATCS HEKOTOPRIS
QHECHEHHEIC PE3YALTATHL

Summary
RHAFOLOGIC THEORY OF STRENGTH AND ITS APPLICATION TO CONCRETE

This strength theory is based on the assumption that the body is composed of a great number
of theologic elements Tocated in space (Fig. 2y and having definite strength properties constituting
random variables with known probability digiribution. This assumption concerns both rheeclogic
and strength properties and takes into consideration the fundamental fact that strength concentra-
tions in the remaining parts of the body increase as structural microdefocts increase and that the
destruction has the character of a «chain» process.

The case of constanti strain rate and constant stress are considered in detail, it being shown that
there exists 4 closs relation between them. It is shown that there exists a durable strength (lower
than the immediate one) below which destruction is not possible. Above this value, it tales place
with a certain delay.

Fquations determining this strength and the faiture delay are obtained as well as those describing
the strain process in function of time. The applicability range of the linear creep theory is discussed.

The results are obtained in a ¢closed form convenient for numerical computationand direct practi-
cal use. They are applied to concrete and confronted with the tests of H.Rifsch, [2] showing a very
good agreement. Certain numerical results are given for comparison,
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