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BELEK SPRE?ONYCH

ANDRZET B RAND T (WARSZAWA)

1. Wsiep

Celem pracy jest ndowodnienie pewnego twierdzenia, odnoszacego sic do zagad-
nien kszialtowania belek z betonu sprezonego.

Rozwé) historyczny prac nad keztaltowaniem wytrzymalosciowym konstrukcji
oraz zwigzek z zagadnieniami projektowania przedstawiono szczegélowo w pracy
7. WASIUTYNSKIEGO 1 A. BRANDTA «Aktualny stan wiedzy o ksztattowaniu wytrzy~
malo$ciowym konstrukcji» (Rozprawy Inzynierskie, nr 2, tom X, 1962). W pracy
tej nmieszczono obszemy spis bibliograficzny, ktorego pozycje beda tu cytowane,

Rozpatrzymy belki jednoprzgstowe, podparte swobodnie, o przekrojach po-
przecznych symetrycznych wzgledem osi pionowej (rys. 1). Przyjmijmy, ze na-
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Rys. !

prezenia w belkach nie przekraczaja “wielkosci dozwolonych w betonie i spelniaja
znany uktad czterech nieréwnosci, oznaczony numerami (3.5)-(3.8) w pracy [137].
W stosunku do uzytych tam oznaczenn w pracy niniejszej zmienione zostaly znaki
naprezen w betonie (znak dodatni odpowiada $ciskaniu), -Jest to-zgodne z ogdlnie
przyj¢tymi obecnie zwyczajami.

Poszukiwane beda funkcje wyznaczajgce ksztalt belek, zwane parametrami
ksztattu. Ze wzgledu na sens fizyczny i zastosowanis tylko TZeczywiste i meujemne
wartofci tych parametréw beda brane pod uwage.

Przyjmujemy, ze belki spelnmgac nastgpujace zatozenia:

1. Odksztalcenia sa sprezyste, a rozklad naprezen i odksztatcen moze by¢ wyzna-
czony na podstawie wzordw wytrzymaloéci materiatéw,
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2. Wplyw tarcia kabli i odksztakced belek na sily sprezajace jest maly i moze
byé pominigty; to samo odnosi sie do nieciaglodci tych sit przy zmianach ilosci
kabli. '

3. Wobec matej krzywizny trasy kabli pozioma sktadowa sily sprezajace] rowna

sie calkowitej sile.
“ Przy ksztaltowaniu belek'bierzenijr pod uwage dwa stany obciazenia. Stan I
odpowiada obcigZeniu cigzarem wiasnym oraz sita sprezajaea, a w stanie 2 wystepuie
ponadto obciazenie uzytkowe, dzialajace pionowo i rozlozone réwnomiernie wzdhuz
rozpigtosci belki. o

W pracy przyjeto nastgpujace oZnaczenia:

a wysoko§é belki,
aj,..., 0 funkcje pomocnicze, :
b szerokosé belki,
b pole przekroju potid,
¢ grubo$é potki,

¢, c2  wiclkosci stale,
grubosé érodnika, ..
rozpietosé belki, ) o
obcigzenie uzytkowe roziozone r6wnothiernie;” .
cigzar whasny belki, ' ' '
odlegtosé dolnej krawedzi przekroju od §rodka cigzkodei,
wspélrzedne przekrojow poprzecznych belki,
rzedna érodkéw cigzkosci uzbrojenia sprezajacego,
pole przekroju poprzecznego,
modul sprezystosci liniowej, :
modul sprezystoei postaciowej,
moment bezwladnodci przekroju poprzecznego,
moment zginajacy,
sita spreZajgca,
sita poprzeczna, .
potencjat (energia) odkszialcenia sprefystego,
objetosé tworzywa belki,
cigzar jednostkowy Zelazobetonu,

" naprezenie. ‘ '

M
=
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Indeksy dodawane do nicktorych z wymienionych liter podaja blizsze informacje.
Zastosowano nastepujace indeksy: '

g cigzar whasny (indeks - dolny),

p - obcigzenie uzytkowe (indeks-dolny), " *

0 sprezenie (indeks dolny), ‘ ST

' krawed? garna (indeks gdrny); krawedz dolna — symbol
CELT bez indeksu, . -

1 pierwszy stan obciqieﬁia {indeks dolny), -
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2 drugi stan obciaZenia (indeks dolny),
a stal sprezajaca

. b beton : indeicsy; dolne.”
T  $cinanie ' ’

M zginanie

Ponadto kreska nad symbolem lub pod nim oznacza najwigksza
{najmniejszay wartoé¢ dozwolona.

2. Wrzory i zaleznodci podstawowe

Warunek stalej objetoscl tworzywa konstrukcji ma podstawowe znaczenie w teori
ksztaltowania na podstawie kryterium minimum energii odksztalcen sprezys-
tych, [33]. Warunek ten trzeba sformulowaé réwniez w przypadku belek sprezo-
aych, wykonywanych z dwoch odmiennych materiatdw.

Poniewaz oba materialy réznia sig zasadniczo wlasnociami mechanicznymi
i cenami, przeto wygodnie jest postugiwad si¢ pojeciem objetosci zastepczej. Okreélenie
to oznacza sume obygtosm betonu oraz iloczynu OijtOSCI stah przez pewien wspol-
czynnik liczbowy n:

’ I 4
(0 , V= Vo +nVe— [ Gyde+n [ Radx.
, ; . .

Analogiczny sposob okredlania objetodel zastepeze] moina znalczc W pracy [51],
- gdzie uwzglgdmono dwa rozne rodzaje tworzywa w potkach i w srodmku belki
stalowe; .

Eﬁ&rgla odksztalcent sprezystych w zginanej belce z betonu sprezonego moze byé
Wyrazona wzorem

@ ‘ - f f M o,
TTaR Y

gdzie ca%kowny moment zglnajqcy M jest suma momentdéw wywolanych dzmla.mem
c;@zaru wlasnego, obcigzenia uzytkowego 1 spreZenia

Hp4
M= Mq+Mp—Mg~yfﬁbdmﬂ;f%(x_s)dHM,,(x)ﬁN(ym-w)

Naprezenia normalne na krawedziach przekroju przedstawione sa za pomoca
wzordw: na krawedzi gérnej w stanic nicobcigzonym .

L

, N ]
o) = T (MQ“‘M[})Ta

@ i P

na krawedzi dolnej w stanie obcigZonym

r

, N @
Ty = -@—b_i_ (Mq—i—Mpro)T; i
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na krawedzi dolnej w stanie nieobecigzonym
v + Mg+ My~
= (—Mq+Mo) 5

na krawedzi dolnej w stanie obciazonym

N ' T
oy =~ T {(— Mq_Mp+M0)'}"-

Ay
64 -Gy @i [ o3
-6y A o Gy Gz
Cigiat  Sprgfonie  Napreienia Obcigzeniz NapreZenia
wiasny w sfania upthowe w slanie 2
Rys. 2 ’

Warunki bezpiccznego rozkladu naprgzeft w belce okrelaja cztery znans nie-
réwnosci, wspomniane w p. 1. Zastapienie wszystkich nieréwnoéci przez réwnoscei
i wyznaczenie ksztattu belki 7z otrzymanych w ten sposdd czterech réwnen jest
niecelowe, [127], prowadzi bowiem do nadmiernego zuiycia stali spreZajace;.
Dlatego tez nie bedziemy wszystkich naprezen przedstawionych réwnaniami (3)
przyréwnywaé do wielkosci dozwolonych @ lub g, a tylko dwa z nich, Wten sposéb
spodrdd ezterech nierdwnoéel tylko dwie zamienimy na rownodel, traktowane jako
warunki dodatkowe przy wyznaczaniu ekstremum potencjetu, a pozostale dwie
nieréwnosci pominiemy calkowicie w dalszych rozwazaniach. Powoduje to koniecz-
noéé¢ sprawdzenia wytrzymalo$ci belki po jej uksztattowaniu, co zreszta odpowiada
zwyklej kolejnosci pracy przy projektowaniu.

Mozna opracowaé szczegOlowe wskazowki wyboru waronkow wyréwnania
naprezen w réimych przypadkach obcigfenia i ksztaltu przekroju belki. Proba
takiej analizy jest p. 8 w pracy [137]. Ograniczymy 'si¢ tu tylko do przyjecia dwéch
warunkéw dotyczacych najmniejszego dozwolonego napreenia g,

’
oy = 0, ay = 0.

Postepowanie takie jest zgodne 7 praktyka inzynierska i ma na ceiu zabezpieczenie
przed powstawaniem naprezen rozciggejacych, ktdre sy szezegdlniz niewskzzane
w konstrukcjach betonowych,

3. Twierdzenic o zaleznoei frasy uzbrojenia spreiajacego od cigzara wlasnego belki

Rozpatrzmy belke wyzej opisana. Niech przekrdj poprzeczny belki bedzie ckreslo-
ny przez i niezaleznych parametrdw ap, da, ..., dk.
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Zauwazmy, ze liczba k = 6 odpowiada belce skrzynkowej lub dwuteowej nie-
symetrycznej wiglgdem osi poziomej, przy czym parametry w tym przypadku maja
nastgpujaca interpretaci¢: @ = y oznacza wspdlrzedna okredlajaca polozenie sily
sprezajacej, ax = &y oznacza pole przekroju betonu, a3 = 4 oznacza pole prze-
kroju stali spreZajacej, a4 = I oznacza moment bezwladnodei przekroju betonu,
as =o' oraz ag=v oznacza odpowiednio odlegtosci gbrnej i dolnej krawedzi
przekroju od osi obojetne;j.

Przy mniejszej liczbie parametréw ksztaltu mamy prostsze przekroje belek:
przekrdj kolowy lub kwadratowy (k = 3), przekrdj prostokatny (k — 4) oraz
przekrdj dwuteowy symetryczny (k == 5).

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ przypadkiem k = 6, ktéry odpowiada najogdl-
nigjszemu przypadkowi przekroju belki sposréd przydatnych w budownictwis.
Przy k <C 6 mozna wyprowadzié wszystkie zaleznodci 1 wnioski w sposdb analogiczny.
Parametry ksztaltu, traktowane jako funkcje wspdlrzednej x, mierzonej na osi
skierowanej wzdtuz rozpigtosci belki, wyznaczaja ksztatt belki. Parametry pragniemy
wyznaczy¢ z warunku minimum energii odksztalcen sprezystych przy spelnieniu
pewnych wafunkéw dodatkowych.

Energia odksztalcel wyrazona moze by¢ za pomoca wzoru

[
_ M2 N2 [Mg-t Mp—ay 0q(a) — as)]? "13 2}
@ u= f (2EI+2EA) f { 2Eay " 28
O 0

Warunkami dodatkowymi sa: warunek wyréwnania naprezefi na krawedzi gérnej
w stanie nicobciazonym
azony s

. a3 o
©) et IMe—azoa(a —as)] - — o =0,
a " “

warunek wyrdwnania naprgZen na krawedzi dolnej w stanie obcigzonym

ay
{6) Ega—{MQ““Mﬂ“‘ﬂso'a(al

g
ﬂs)]"&;_“f_’=0

oraz warunek zachowania stalej objetosci zastepczej belki ¥V = const.

Twierdzenie, Jedynie funkcja ay =y (x) sposrdd parametréw ksztattu przekroju, .
wyznaczonych z warunku na ekstremum energii odksztalcen spredystych i spelnidjg-
cych warunki wyréwnanic naprezert (5) i (6) oraz warunek V = Vy = const, jest
zaleina od cigiaru wlasnego belki g.

Z twierdzenia tego wynika, Ze pozostale parametry ay, ..., g nie zaleza od cie-
zaru q. : .

Dowéd. Z twierdzen rachunku wariacyjnego wynika, ze ekstremum warunkowe
funkcjonalu U jest osiggane w zbiorze funkcji, dla ktérych pewien funkcjonal
osiaga ekstremum bezwarunkowe. Warto zauwazyé, ze warunek izoperymetryczny
Vo = const latwo mozna zastgpié przez réwnowazny warunek rOzniczkowy

N amtaay— V' () =0, V(©O)=0, V{@="V;
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opieramy sie tu na znanym twierdzeniu z rachunku wariacyjnego. Pray. naszych
zalozeniach nalezy w1rgc znalez¢ ekstremum nastfngJaccego funkcjonatu:

= f F(x, a)dx=min, i=12..6;,
. 0 .
gdzie .
_[Mo+My—ayoa(ar—as)]? | a5 op

2Elay : 2Ea; +

®
5
A “2‘5‘”@3% V' (x)] *3‘12 (x){ Oot[Mg—-az O“a(m*as)]%*“g}-l—

+ 43(x) {‘&; og—[Mg+Mp— a3 04 (al—aS)]a_G}

Jak wida¢, funkcia F nie zalezy od pochodnych funkeji niewiadomych. Prowadzi
to do szczegdlnie prostych réwnan Eulera nie bedacych réwnaniami r6zniczkowymi.

Funkcje 4 (x), A, (x) 1 A3 (¥) oznaczaja pomocnicze funkcje niewiadome.

Warunkiem koniecznym osiggniecie ekstremum funkcjonalu U* jest spelnienie
przez funkcje niewiadome réwnan Eulera

. d
©) Fa=—-Fu, =0, =126,

d
—Fp =0

(10) | . R

oraz rownpan (5)-(7).
Réwnania (9) majg nast@pujqca postad:

—I ﬂ‘*ls(x)—o‘a—o

1 oM, 1 [ayoa
Mg+ My — g e _
[My+Mp— a3 o () — as)] wiE oo ZE( )+11(x) ﬂz(x) 2
2 as aM P 3 dg an
- + z(x)"aj4 oay 3(x) 2 3 (%) — 2 ot =0,
a; — 65) Op . @
W[quLMp—ago'a(al—as)]( ! - ;) “+ 30 “+al(x)n+;12(x)~%
(1) —Az(x)(dl—as)—“'-+ﬂs(x‘ +)~3(x) (al—ds) =0,
1 A2 ()
ZE[MQ_!_M.'P“*QE!O‘E‘(QI_“S)} a4 [M — og (@ —as)] as —

— 3 () ; [Mq+ﬁ4_’p — ay0aay —as)] =0,
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)
a4

[My+Mp—a30q (e — as)] =0,

a3 g Ay (x) .
i E Mg+ Mp—azou{a;—as)] + —a’;'— [My—a3you(a) — as) - ayasoa) +

) ‘ a3 a¢
-+ ’13 (x) Ga =
a4

Z réwnania (10) otrzymujemy

d .
| E /11 (x) = 0,
przeto A; jest wielkodcig stata,
Z réwnania (11); mozna wyznaciyé wyrazenie My = a; a3 oq, a nasigpnie wy-
rugowaé je 2z pozostalych rownar, Otrzymany ukiad preedstawi sig nastepujaco:
My — afeyou = — E[(x) as— ks (x) agl — Mp — a3 ti5 04,

613 Ua
ErR s ‘/12 (x)+ 2 (&F 0,

2K
a3 G‘a, ‘ -
g T Mn A () 445 (9 =0,
(12)
1 . - as|? ag 2 us -
5 [42(x}as — a3 (x) a] + E [32 (x) _] TE [13 (x) ] —Ax) My =10,
p ay 2y a4

F
A3 (%) = [A2(x) as — ﬂs (x}as] =0,

Ao (%) a3+243 (x) ag+ Ao (x) {E[ A (x) a5+ A3 (X) ag} + My — azas oa} = 0.

W rownaniach (12) wystepuje 6 funkcji niewiadomych a; oraz dwie funkcje
pomocnicze A; (x) i A3 (x); aby te réwnania rozwiazaé, trzeba uwzglednié takze
rownania (5) 1 (6). Z réwnan (5) i (6) mozna wyrugowaé wyrazenie My — ay a3 Oa.
za pomoca plerwszego z réwnaf (12). Otrzymujemy w ten sposdb nastepujace
réwnania;

a‘_),G'u, a'5
) — B () as— (sl + My} g =0,
a3 04 as
(14) T —E[A(x) a5 — A3(x)ag) — o = 0.
az [£%] -

Jest wigc widoczne, ze mozna wyznaczy¢ wszystkie poszukiwane funkcje procz
a1 = y (x) catkowicie niezaleznie od momentu wywolanego cigzarem wtasnym M,
Funkecja a; = y (x) moze by¢ nastgpnie znaleziona z pierwszego z réwnan (12)
w zalezno$ci migdzy innymi od My, co koniczy dowdd naszego twierdzenia.
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W twierdzeniu tym oraz w dalszych rozwazaniach przyjeto bez dowodu, Ze istnieje
minimum funkcjonatu U, odwotujge sie jedynie do fizycznej realizacji opisywanych
tu zjawisk.

Analogiczne twierdzenié mozna sformulowaé i udowodni¢ w przypadku ksztat-
towania z warunku na minimum energii tylko pod dzialaniem obciazefi uzytkowych
(M, =0) oraz gdy zadanie nie zawiera warunkéw wyrownania naprezen (5) i (6.

PeamomMme

HEKOTOPAA TEOPEMA, KACAIOI]IAHCH OIIPENENEHWA $OPMELL
IIPEABAPUTENLHO HANPSLKEHHEIX BAJIOK

PaccMaTpusatoTcs cgofomno omeprsie BGamkd, WICOTOBNCHHEIE W3 MpPeABapUTE/IbHO-HAMDA-
sweEHOTO OoToHA, (POpPMA KOTOPHX OMPEUSNACTCA M3 YCIOBHA MEEEMYMA IOTCHIHANA YOPYTHX
TedopMaIii, HpH HocToAgHoM obbeMe MaTeprand. [as 3THX farok GopMyiaupyeTcsa B J0KA3B-
DASTCH CIIEAYIOLNAT TEOPEMa: CPSHM BCeX (YHIHH, OMPeACNAOMHL hopMy 62Ky, TOIBKO (PYHKITNN,
ODPEACNAIONIAN MONOKESHHS CONPATAIOUISH CHIIEL, 3aBMCHT OT COGCTBENNOro Beca Gasiku.

S Summary
A THEOREM ON THE OPTIMUM DESIGN OF PRESTRESSED BEAMS

The object of the considerations are simply supported prestressed concrete beams of which the
form has been determined from the condition of minimum elastic potential with constant material
volume, For such beams the following theorem is formulated and proved.

Among all the functions determining the form of the beam the function determmang the location
of the prestressing force is the only depending on the weight of the beam.

ZAEKEAD MECHANIEI OSRODKOW CIAGE;YCH
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Praca zostala zlosona w Redakeji dnia 17 marca 1962 v.






