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Wstep

Wiadomo, e nieliniowo$¢ ukladu réwnan opisujacych przeptyw jest zrodlem
wielu trudnosci, z jakimi spotykamy sie¢ w badaniach teoretycznych. Dlatego tez
znaczng wage praypistje si¢ badanin pewnych, stosunkowo prostych klas rozwiazan
tych vownan, kidre daja sie wyrdzni¢ spoérdd wszelkich rozwiagzan mozliwych
w taki sposdb, Ze ostateczny uklad réwnan, porwalajacy te rozwigzania wyznaczyd,
jest prostszy niz uklad wyjSciowy. Zachodzace przy tym uproszezenia sa réine;
w szezegdlnodci polegaja one na zmniejszeniu badz to ilofci zmiennych niezalez-
nych, badZ tez liczby funkeji poszukiwanych.

Warto podkreslié, ze proste klasy rozwigzad oprocz mozliwych i spotykanych
zastosowan do konstruowania przepltywow, interesujacych praktycznie, majg takze
inne nie mmiej wazne znaczenie. Chodzi tu o role, jaka odgrywaja proste klasy
rozwigzan w wyjaénieniu zwiazkéw migdzy przeplywami rzeczywistymi, a przy-
blizonym ich wujeciem w modeln matematycznym, jakim jest z koniecznoSci kazdy
uklad roéwnan, stanowigcy podstawe teorii. Gdy znane sa pewne Sciste rozwiazania,
to uogolniajac vzyskane wyobrazenia pogladowe, moina dokonaé oceny modelu
jako calodei, naturalnie pod wzgledem jékoéciowym. Rozuntic sie wigc, ze nawet
i takie klasy rozwiazan, ktére nie znajduja bezposrednich zastosowan praktycznych,
w poszukiwaniach teoretycznych sg bardzo wazne. '

Istotne znaczenie w procesie wyodrebniania klas rozwiazah przypada w udziale
samym okredleniom tych klas, poniewaz tylko wtedy, gdy okreSlenia dobrane sa
whadciwie, caly proces jest efektywny i rzeczywiscie prowadzi do uproszezei. Z kolei
jednak whasciwe okreSlenie klas rozwiazafi powinno si¢ opieraé na zrozumieniu
{co najmnigj intuicyjnyin) struktury rozwazanego ukladu rdéwnan, a to ozhacza,
ze okrelanie klas rozwigzad wymaga odwotania sie, w sposéb mniej lub bardziej
jawny, do pojeé teorii grup przeksztalcen, w ktérych takze i struktura réwnan
znajduje swdj wyraz,

Przy réwnaniach opisujgcych ziawiska fizyczne mozna méwié o trzech wiasei-
wych im strukturach:

) strukturze operacji wystgpujacych w rownaniach,

© I strukturze wymiarowej, bedacej wyrazem postulatu jednorodnoscl wymia-
rowej poszczegdlnych wyrazdw réwnania,
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1D strukturze geometrycznej, wyrazajacej sig w tensorowym zapisie rownatg,
a zwiazanej z ich niezaleznoécia od ukladu wspoOlrzednych.

Naturalnie struktury te sa ze soba powiazane i tak np. struktura operacji wigze
si¢ §cidle ze struktura wymiarows, © ile zmienne niezalezne i niewiadome funkcje
maja okreslone wymiary fizyczne.

Struktura wymiarowg réwnaf dynamiki gazow zajmowal si¢ miedzy innymi
L. 1. Sepow, wyodrebniajac w pracy [8] wiele waznych klas przeptywéw dzigki
zastosowaniu analizy wymiarowej. Probe grupowego ujgcia struktury wymiarowej
rownan przeplywdw oraz zbudowania na lej podstawie teorii modelowania (podo-
biefistwa hydrodynamicznego) podjeli swego czasu M. W. Krerczew i P, K, KoNa-
xow, [6], jednakze niektdre z twierdzen te] pracy sformulowane sa nie doéé jasno,
dlatego tez trudno na jej podstawic ocenié czy 1 w jakim stopaiu proba ta powiodia
sie.

Zwiazkami teorii grup przeksztatcen i mechaniki plynéw zajmowat sie takze
G. BIRKHOFF poswigcajae temu zagadnieniu caly rozdzial w znanej ksiazce «Hydro-
dynamics, a study in logic, fact and similitude» [1]. Niestety, takze i tutaj nie wszystkie
zwigzki sa dostatecznie wyrazne, a ich zrozumienie utrudnia takze brak niektorych
okredlef, np. niezmienniczo$ci réwnaft wzgledem przeksztatoen. )

Metode badania struktury operacji dowolnych ukladow réwnan rézniczkowych,
w tym takze i rdwnafi teoril przeplywdw, oraz wyznaczania na tej podstawie prost-
szych klas rozwigzaf zawdzicczamy pracom L. W. OWSIANNIKOWA, [91, {101, Istota
tej metody polega w skrdcie na tym, Ze najpierw poszukuje si¢ tzw. grupy podsta-
wowej danego ukladu réwnan, tzn. takiej grupy Liego przeksztalcen wiclowymia-
rowej przestrzeni ztozonej z funkcji poszukiwanych i zmiennych niezaleznych,
kiore przeprowadzaja kazde rozwiazanie ukladu znowu na jego rozwigzanie, Grupe
podstawowg znajduje sig z uktadu réwnan okre$lajacych, ktory spetniaé musza
jej operatory infinitezimalne. Znajac grupe podstawowa, a wige dopuszczalng
7z uwagi na strukturg réwnania, mozna z kolei konstruowaé pewne klasy prostszych
rozwiazafi. Sa nimi rozwigzania inwariantne wzgledem podgrupy grupy podstawo-
wej. Jako funkcje niezmiennikéw podgrupy, na kidrej sa konstruowane, nie ulegaja
one zmianie przy transformacjach tej podgrupy. Klasy rozwigzan inwariantnych
wyodrgbniane sg whadciwie w tym sensie, ze dalsze ich wyznaczenie wigze si¢ na
ogdt z rozwiazywaniem prostszych niz wyjéciowy ukladow réwnan.

Jedmakze wyznaczanie grupy podstawowej, co jest przy tej metodzie nieodzowne,

- mastrgcza sporo trudnosci zwigzanych z duza na ogot liczba réwnafl okreslajacych.

Przykladowo liczha ta w przypadku nisustalonych, przestrzennych przeplywow
izentropowych wynosi 364. Jest oczywiste, Ze juz samo zestawienie tak wielkiej
iloci rownaf, a tym bardziej poszukiwanie ogdlnego ich rozwiazania jest bardzo
7mudne. A pamietaé nalezy, ze jest to zaledwie wstepny etap do WyZnaczenia roz-
wigzafh prostszych.

Takze i praca niniejsza ma za przedmiot badanie zwigzkow teoril grup Liego
i mechaniki plynéw 1" opracowanie wynikajacej stad metody wyodrgbnienia klas
rozwigzaf prostszych dla rownafl przeplywow. Jednak sposdb podejécia jak i sama
metoda sa tu inne, patury geometrycznej, dzigki czemu, jak autor ofmiela sig przy-
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puszezaé, udato sig uzyskac z jednej strouy wigksza niz w pracy Birkhoffa przej-
rzysto§é co do przedmiotu rozwazaf i stosowanych narzedzi, a » drugiej strony
{nie pretendujac bynajmniej do ogdlnoici metody Owsiannikowa) pokazaé zwigzki
.obu tych dziedzin w sposob bardziej bezpoéredni 1 naturalny, zwracajac uwape
na ich sens geometryczny. To samo dotyczy mechanizmu uprbszczeﬁ. Z natury
rzeczy wynika wige, 7ze bedziemy stale powolywaéd sig na geometryczna strukture
Tédwnait,. W tym celu zaczniemy od przytoczenia tensorowej postaci réwnan p. 1.
“Warunek wyodrgbniajacy przepltyw bedziemy zapisywad za pomocg pochodnej
Tiego, Zapis ten bedze dogodny takZze i z tego wzgledu, Ze jest niezmienniczy.
Poniewaz w pracy korzystamy z pewnych pojeé 1 twierdzed spotykanych na ogét
jedynie w wiclowymiarowej geometrii rézniczkowej, dlatego zdecydowaliémy sie
zestawié je w p. 2. Przypuszezalnie okaze si¢ on pozyteczay i zgodnie z zamierzeniem
rzeczywifcie ulatwi czytanie pracy. Procz tego bedziemy konsekwentnie korzystad
.z analizy tensorowej. Jak sig wydaje, jej mozliwosci w zagadnieniu wyodrgbniania
:klas rozwiazan rownan przeplywow nie byly dotad systematycznie wykorzystane.

Metoda proponowana wydaje sig mie¢ pewne zalety z nastepujacych powodow:

1. Warunki wyodrebniajace klasg przeptywow nic zaleza od uldtadu wspétrzednych.

2. Wskazuje sig uldad wspdlrzgdnych, w ktorych réwnania Iklasy przybieraja
postaé uproszczona.

3. Znajduje sie pewne ogdlne, wewnetrzne wilasnosci rozpatrywanych klas nie-
:zaleznie od warunkéw granicznych.

4. Zawieraja si¢ w niej liczne znane metody wyznaczania przeplywéw na pod-
:stawie ich wilasnodci geometryeznych. Zadanie vogdlnienia tych metod jest przy
‘tym latwiejsze zarowno dzigki wskazaniu ich geometryczinej istoty, jak 1 dzieki
:fcistemu rozdzielenin postulatéw geometrycznych i zalozed natury fizycznej. Za
‘tym, Ze jest to sprawa wazna, przemawiajg uwagi o liniach granicznych (por. p. 4.4).

W zakonczeniu wstgpu do pracy autor pragnie wyrazi¢ gorace podziekowanie
‘prof.dr J. BONDEROWI za liczne i cenne uwagi, ktdre pomogly przy jej opracowaniu.

1. Tensorowa postaé rownan dynamiki gazdw

1.1. Przewazajaca cze§é rozwazan pracy dotyczyé bedzie przeplywéw gazu nie-
llepkiego i nic przewodzacego ciepla. Preyjmujemy, 7e ¢ oznacrza czas, x! = x,
X2 =1y, x3=z wspélrzedne punktn w kartezjafiskim ukladzie prostokatnych
‘wspolrzednych prostoliniowych, ol,¢2, 03 skladowe wektora predkosci w tym
ukiadzie, o gestodd gazn, p jego cisnienie, S entropi¢ wiasciwa. Przy tych oznacze-
‘niach moZemy rownania zachowania masy, pedu i energii zapisaé nastgpujaco:

0+ 0% (go¥) = 0,
E: Py ot 1 ik . '
«(1.1) ot o' ot + ? W oep =0, L k=123,

KS L+t S=0
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Operacje réiniczkowania czastkowego zapisaliSmy w skrécie 9; = 9/0¢, 8; = d/ox’,
stosowana jest takze umowa sumacyjna; 6% jest symbolem Kroneckera.

Do réwnan tych nalezy dotaczyé réwnanie stanu. Zakladamy, ze gaz jest dosko-
naly i ze zachodzi zwigzek

(1.2) pipo = exp [(S — So)/Cy] (g/e0),

gdzie y jest stosunkiem pojemnoéci cieplnych, y = Cp/Co.

Umowmy sig, pomijajac strukture wymiarowa uktadu (1.1) i (1.2), ze wszystkie
wystgpujace w nim wielkosci wymiarowe zostaly odniesione do ustalonych i stosow-
nie dobranych jednostek wymiaru, tak ze ukfad réwnan przybiera postaé

0w + dx(go?) = 0,
1
(1.3) . devk |- of ok + o & op =0,

O (plo)y-+vt oy (ple”) = 0.

Zachowali$my, jak to si¢ na ogd} przyjmuje, dla wielkoéei bezwymiarowych te same
oznaczenia, ktdre przyjeliSmy uprzednio dla wielkodci wymiarowych,

Ostatnie cztery réwnania daja w przypadku przeplywdw ustalonych catke
Bernoulliego

(1.4) ok 3y H = 0,

przy czym dla entalpii calkowitej H, zachowujacej swa warto$¢ wzdhuz linii pradu,
mamy wyrazenie

(1.5) H =202 + ypjly — D o.

12. Z kolei zapiszemy uklad rownan (1.3) w dowolnym ukladzie wspdhrzednych
krzywoliniowych w przestrzeni. Aby nie wprowadzaé nowych, zachowujemy oznacze-
nia juz wprowadzone dla wspélrzednych punktu, skalaréw i pola wektora 1. Bedziemy
tez korzystad ze stosowanego w analizie tensorowej oznaczenia wektordw i tensoréw
litera rdzeniowa. Wtedy uldad réwnan (1.3) przy dowolnym ukladzie wspotrzed-
nych w ‘przestrzeni, na ogdt krzywoliniowych, zapisujemy w nastepujgcej tensoro-
wej postaci:

0r0 + Vi(oo¥) =0,
1
{1.6) not - o Vj‘U'i + -E‘gm oxp = 0,

a(ple) + P oulpfe?) = 0,

! Poniewaz w dalszym ciagu oprécz wspdbrzednych kartezjarskich wystgpowad bedy inne, wy-
réinione ukiady, tym razem krzywoliniowe, wobec tego tam gdzie to si¢ okaze niczbedne bedziemy
wyraznie podkresiad, o jakich wspolrzednych aktpalnie mowimy.
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* gdzie +* oznaczaja sktadowe kontrawariantne pola predkosei o, g% sktadowe kon--
trawariantne tensora metrycznego g tréjwymiarowej, metryczno—euklidesowej
przestrzeni Ry (ds? = gu dx* dx¥), V; symbol rézniczkowania kowariantnego.
Przypomnijmy przy sposobnodci, ze pochodna kowariantna pola wektorowego o,
okre§lonego za pomocg sktadowych kontrawariantnych #? obliczamy wedlug wzoru

(1.7) Vio! = d07 + Mok,
gdzie T, sa to symbole Christoffela drugiego rodzaju:
(1.8) Tl =% 8" 018 + O gn— di gn)-

Uktad réwnati dynamiki gazéw w postaci tensorowej (1.6) jest niezaleiny od
ukladu wspdlrzednych w przestrzeni ,, innymi stowy postaé ta jest niezmiennicza
wrzgledem wszelkich mozliwych przeksztalcen ukladéw wspdbrzednych (k) — (k):

(1.9) xE = fE (22, %3), k' =123

o réinym od zera jakobianie |0f%/0x’|. Niezmicnniczosé ta jest wyrazem jednego-
z podstawowych postulatéw fizyki, stwierdzajacego, ze istota wszelkich praw fizycz-
nych winna by¢ niczalezng od wyboru uktadu wspélrzednych przestrzennych, shaza-
cych do jej analifycznego ujecia. Z punktu widzenia opisu zjawiska fizycznego wszelkie
uktady wspéhrzednych w 23 sa jednakowo uprawnione,

1.3. Zauwazmy w tym miejscu, ze we wzorach (1.9) rozpatrywanych formalnie
jako zwykla zamiana zmiennych niezaleinych w réwnaniach (1.6) nie wystepuje
czas f, traktowany tym samym jako wyraZznie odrgbna zmienna niezaleZna i nie
wigzaca sig z pozostalymi zmiennymi xI, x2, x3. Szczegélna rola czasu utrudnia
stosowanie, formalne chociazby, metod analizy tensorowej w takich badaniach
ukladu (1.6}, w ktorych byloby dogodnie korzystaé z przeksztatcen niezaleinych
zmiennych postaci: x¥ = f% (x4, x2, x3, 8, i’ =1', 2,3, 4", Trudnosci te zostaly
pokonaoe w pracy J. BONDERA, [2], za ktGra przytaczamy (z pewnymi, nieistotnymi
zreszta zmianami) czasowo-przestrzenny, tensorowy zapis réwnan dynamiki gazéw:

Vi(ou®) = 0,
il o
wWViw -I-? Wopp =0, . iLjik I=1,..4,
(1.10) ww; = q2—H,
W = g2 + H2,
yy—wi={1 1 H)d; t.

Ta postaé réwnaf pozwala rozpatrywaé dowolng zamiane zmiennych niezalez-
nych o postaci x%" = f*' (x1, x2, x3, 1), jako przejécic do nowych wspéhrzednych
w czterowymiarowej czaso-przestrzeni, rozwazanej tu jako przestrzen metryczno—
euklidesowa 7R 4, przy ktdrym moga by¢ stosowane wszelkie reguly analizy tensorowej.
Sam uklad zawiera 11 réwnan i tylez funkcji poszukiwanych, mianowicie dwa pola
wektorowe i = (ul, 42, 43, u%) i w = (!, w2, w3, w%) w R, oraz trzy pola skalarne
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0, p, ¢. Przypominamy, Ze w; = gyu’ oraz wy — gy w'; précz tego H = g2/2-- .
+ypf(y — 1) p jest entalpia catkowita. Czas ¢ wystepujacy w zespole ostatnim ukladu
{1.10) pojmowany jest jako znana funkcja 7= F(xl, x2, x3, x4), okreflana w taki
sposéb, ze wybrawszy hiperpowierzchnie statych jej wartosci za hiperpowierzchnie
x*" = const nowego ukladu wspdhrzednych (k') otrzymamy ds2 = g dx’ dx¥+
+{dx?')2, JK = 1, 2, 3, gdzie g, jest tensorem metrycznym przestrzeni 5. Rzeczone
hiperpowierzchnie stanowia zatem rodzine wzajemnie réwnoleglych tréjwymiaro-
wych hiperplaszczyzn 25 czaso-przestrzeni 4. Dodajmy do tego, ze przy ukladzie
wspotrzegdnych kartezjanskich, takich ze x4 = ¢, znajdziemy z ukltadu (1.10)
u=,v2,93,1), w=_(21,v2,¢3, — H) oraz q2 = (o1)2 -+ (¥2)2 4 (23)2, gdzie o’
53 to skladowe pola predkosci we wspdirzednych prostokatnych «zwyklej» prze-
strzeni Rs.
Do podanych tu postaci tensorowych réwnan wrécimy w p. 3 1 5.

2. Pojecie grop inwariantmo$ci pola; pochodna Tiego

23. Zasadniczym celem tego p. bedzie przedstawienie pewnych pojeé i twierdzef,
dzigki ktérym mozna, méwiac obrazowo, glebiej wejrzeé w strukturg geometryczng
rownan dynamiki gazéw, zaznaczajaca sie¢ w ich tensorowej postaci, co z kolei
pozwoli opracowaé okreslona metodg wyrézniania klas rozwiazai tych réwnaf
oraz. badania ich wlasno$ci. Wihadciwie to caly zespdl Srodkéw matematycznyoeh,
ktére zamierzamy przedstawi¢, nalezy do pojmowanej dosyé szeroko wielowy-
miarowej geometrii rézniczkowej, choé wystepuje tam w nieco innym celu i wyczer-
pujgeo wylozony jest we wstepnych rozdziatach monografii [3] i [17]. Zamieszczajac -
20 tutaj mieli$my po pierwsze na uwadze przejrzystosé pracy, a po drugie staralismy
si¢ dostosowaé narzedzie do dalszych potrzeb. Wiazalo si¢ to zaréwno z okreslo-
nym uporzadkowaniem caloéci, jak i ze zrzeczeniem sig¢ w sformulowaniach z tej
ogolnodei, ktora bylaby tu nie na miejscu, ograniczajac si¢ do tego, co rzeczywiscie
Jjest dalej niezbedne. Nadto trzeba byto wyczerpujaco i do kofica wyjasnié pewne —
wydaje si¢, Ze wazne w tym rozwazaniu — kwestie, ktore jako nieomal oczywiste
trakiuje si¢ marginesowo lub po prostu pomija w ramach teorii ogélnej.

Sposréd obiektow geometrycznych wystepuja w dalszym ciagu tzw. wielkosci
geometryczne, a wige skalary, wektory, tensory i pojemnosci geometryczne (ie
ostatnie,.okre§limy w p. 6) oraz obiekt przeniesienia réwnoleglego (symbole I’}k
Christiffela), nie bedacy juz, jak wiadomo, wielkoicia geometryczna. Umowimy
sig, Zze przy formulowaniu pojeé i twierdzed bedziemy po prostu méwié o polu
@* nie precyzujac go dokladniej, domyélaé sig jednak begdziemy, ze sformulowania
dotycza wszystkich pél, jakie tu wystapia péZniej, a wiec zaréwno pdl wielkosci
Jjak i pola symboli Christoffela. (Ogdnic sformutowania w wigkszosci dotycza
tzw. liniowych obiektéw geometrycznych, ktérych przypadkiem szezegdlnym sa
pola wymieniane przed chwila, ale z tak ogdlnego formulowania Zrezy gnujemy).

Rozwazania prowadzié bedziemy dla n-wymiarowej przestrzeni metryczno-
eukhdesowe_] Ry. Dalej wykorzystamy je w przypadku szczegélnym dla przestrzeni
R3 1Ry (zwykla przestrzen i plaszezyzna) oraz dla @4 czaso—prazestrzed.
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2.2. Zacznjemy od pojecia wleczonego ukiadu wspéhrzednych przy przeksztal-
cemiu przestrzeni. W tym celu rozpatrzmy punktowo-punktowe dostatecznie
tegularne i wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie:

(2.1) =, L xm, i=1,..,n,

obszarn ) przestizeni B, na inny jej obszar 7, dane w dowolnym ale ustalonym
ukladzie wspolrzgdnych (k), rozpostartych na pewnym obszarze £2, ktéry zawiera
réwnoczesnie oba obszary & i 0. Dalej, oznaczmy przez @ dowolny punkt obszary
D, a przez Q odpowiadajacy mu przy odwzorowaniu (2.1) punkt obszaru @ (rys. 1),
co zapisujemy w skrocie @ = f(Q). Okreslamy

teraz w obszarze 7 nowy uklad wspétrzednych k&,

uwmawiajac sig, Zze nowe wspolrzedne punktu ¢ sa

<o do wartodci Hezbowych réwne dawnym wspél-

rzednym, ale w punkcie Q. Zapisujemy to sym-

bolicznie (k)57 (K)o, przy czym f pod znakiem

réwnodei ma uprzytamniaé udzial odwzorowania

w okrefleniu odpowiedniofci wspotrzednyeh. To

samo robimy dla wszystkich punktéw obszaru 7.

Tym sposobem w obszarze D jako catosci zostang

rozpostarte nowe wspdirzgdne (k'), przy czym Rys. 1
powierzchnie x*' = const w obszarze @ bedg to

obrazy powierzchni x* = const z obszaru D [obrazy przy odwzorowaniu (2.1}
Caly ten proces nazywa si¢ wleczeniem ukladu (k) z obszaru 7 do obszary 7
7a pomoca odwzorowania f, a powstajacy w ten sposdb nowy ukiad wspolrzed.-
nych (k) w obszarze 7 nosi nazwe uktadu wleczonego, samo za$ przejicie od jego
dawnych wspélrzednych do nowych zapisujemy

(2.2) = R, L xn).

Jak wiadomo, wzory transformacyjne (2.1) mozna rozpatrywaé dwoiako: albo
Jjako odwzorowanie punktowo-punktowe (przy ustalonym ukladzie wspoétrzednych),
albo jako zmiang ukladu wspolrzednych (w ustalonym punkcie). Obrazowo mowiac
wleczenie uktadu wspoétrzednych to nic innego jak wiasnie ta druga strona rze-
czonego dualizmuy

Z ukladem wspéhrzednych wleczonych ma. sie do czynienia w podstawach mecha-
niki kontinuéw (tzw. wspohzedne Lagrange’a, inaczej materialne). W iym roz-
Wwazaniu operacji wleczenia, a takze i innym okreSleniom tego p. nie przypisujemy
interpretacji mechanicznych. Potrzebny nam bedzie jedynie ich sens geometryczny,

2.3. Weimy z kolei w obszarze D pole 2 o dane w kazdym punkcie obszaru,
przy czym we wspolrzednych (k) sktadowe pola niech wynosza w. Biorac za punkt
wyjScia to pole i operacje wleczenia wspdtrzednych mozna okreslié pole tego samego

2 Przypomnuijmy tu jeszcze raz, ze co do tego, jak nalesy pole w pojmowa¢é, umowilismy sig
w p. 2.1,

Rozprawy Insynierskie — 9
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rodzaju w obszarze @ ; bedzie to tak zwane pole wleczone. Umowimy sig, Ze z defi-
nicji zachodzi

2.3) 0" (Q) = 0 (0) 8%, gdzie Q= f(Q)

Sktadowe pola w w danym punkcie Q€@ sa wigc we wspohzednych wleczo-
nych (k") réwne liczhowo odpowiednim skladowym pola e, branym w punkcie O
(przeciwobraz O przy odwzorowanin f) przy wspolrzednych (k). Przy tym okazuje
sie, ze to, od jakiego konkretnie uvkladu (k) wyjdziemy, jest rzecza obojetna, co
oznacza, ze tak okreélona operacja wleczenia pola jest niezmiennicza, niezaleina
od wspohrzednyeh, [4], a2 o tym, jakie wartoSci przyimuje pole w w obszarze @
decyduja wylacznie zachowanie si¢ w w obszarze 2 i odwzorowanie f. Operacji
wleczania pola poswiccimy jeszcze jedng uwage w p. 2.9,

Ale teraz zaldzmy, Ze pole o dane byto jako funkcja punktu nie tylko w obszarze D,
lecz réwniez w calym obszarze 2. W obszarze @ beda wiec dwa pola: dane w oraz
wleczone w. Aby zbadaé jak maja si¢ do siebie pole w i przeksztatcenie f nalezy
te dwa pola od siebie odjaé. Przedtem jednak naleZy przedstawié skladowe ich
w jednym i tym samym ukladzie wspdirzednych ; niech to beda wspélrzedne wleczone
(k"). Znajdziemy

@4 Ape?(Q) = o' (Q) — o (D).

Jest to tak zwana rdZnica Liego, Jezeli réznica ta bedzie tozsamosciowo réwna zeru,
to powiadamy, ze f jest przeksztalceniem inwariantnoéci danego pola . Bedzie
to oznaczalo, Ze istnieje okreSlona wzajemna prawidlowo$é i zgodno$é, zaréwno
co do tego jak okreslone zostalo pole @ w obu obszarach @ i D, jak i w samym
zdefiniowaniu przeksztatcenia f tych obszardw. Wigkszej naturalnoéei a tym samym
i pogladowosci powyzszych okreslen mozna dopatrzyé sie spostrzegajac, e Zapis
odwzorowania f przy wspolrzednych (k) w obszarze D oraz (k') w obszarze @ jest
odpowiedniodcia tozsamosdciows. :

Wszystkie podane tu okreflenia pozostaja oczywiScie w mocy takie i wtedy,
gdy wszystkie {rzy obszary pokrywaja si¢. Zalezy to od samego przeksztalcenia f.
W dalszym ciagu nie bedziemy obszaréw tych specjalnie rozrézniad, moéwigc po
prostu o polu wleczonym w punkcie O.

24. Dotychczas mieliémy na mysh, 7e f jest przeksztalceniem skoficzonym,
a wigc punkty @ i 0 = f(Q) na ogdt lezaly «daleko» od siebie. Nie mozna bylo
zatem we wzorze (2.4) dokonywaé przej$¢ granicznych, gdy O nicograniczenie
zbliza sig do Q. Ale bedzie to mozliwe, jezeli f zastapimy lokalng grupa Licgo prze-
ksztatcen ciagtych. Pod ostatnim terminem rozumie sie rodzing przeksztalcen za-
lezng od r parametréw @y vory 5_1, czyli '

(2.5) xb = Fk(xl, .., x7; 4.4, k=1,..,n
1 r

i speiniajaca nastepujace warunki (dla skrécenia zapiséw oznaczmy x = (x1, ..., x7),
a= (?, v @) 1 F=(F1, .., Fm).
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1. Zawicra sic w nigj przeksztalcenie tozsamofdciowe; inaczej mdwiac istnigje
takie a% ze F{x,a%) = x.

2. Dla kazdych ol i a2 1stmeje takie &® = g (al, 42), Ze superponujac przeksztal-
cenia x=F(x,al) oraz x=F(x,4?) dostajemy x= F(F(x,dl),a?) =
= F(x, g (a\, a?)) = F(x, a3).

3. Wraz z danym przeksztalceniem nalezy do niej przeksztalcenie odwrotne,
czyli do kazdego a istnicje a = h(a) takie, Zze g (2, d) = g (a, h (d)) = aO.

4. Superpozycja przekszialcen jest dziataniem lacznym.

5. O funkcjach g (a%, a2) i A (g) zaldadamy, Ze sa analityczne w pewnym otoczeniu
a®, zas o funkcjach F, Ze sa wystarczajaco regularne w pewnym obszarze przestrzeni
Ry 1 takie analityczne wzgledem parametréw w otoczeniu a®.

Lokalng r-parametrowa grupe Liego bedziemy oznaczaé Gy, Uzupelniajac okres-
lenie dodajmy, ze grupe G, generuje tak zwana algebra Liego operatordow infini-
tezimalnych:

(2.6) X, =80 J=1,.,r

gdzie £, sa to pola wektorowe w @y, okredlane przez skladowe kontrawarianfne;
mianowicie £ = (()F’G/()a) « Z kolei algebre Liego okreslaja zwigzki

2.7 (X7, XK) X (X)) — Xg (X)) = Bl o= Cie Xy,
gdzie
(2.7% El = X, (B — X (€D,

natomiast Ch sj to tzw. stale strukturalne grupy, decydujace o tym jaki jest jej
ksztatt algebraiczay.
Grupe Gy tworzy oo podgrup Jednopammetrowych

(2.5% ’ WS FE (L, X0

Z Jednym parametrem a.

Istotnie, przyjmujac, Ze a® = 0 i nastepnie rozwijajac prawg strong (2.5) na szereg
Taylora wzglgdem parametréw w otoczeniu przeksztalcenia tozsamoSciowego oraz
poprzestajgc na wyrazach pierwszego rzedu wzgledem przyrostéw @ oirzymamy
przeksztatcenie infinitezimalne grupy jednoparametrowej

@2.8) Nk xEHERdg,  gdzie &6 — CER,

Zapis ten, przyjety ze wzgleddw historyeznych nalezy w zasadzie rozumieé jako
okredlenie grupy jednoparametrowsj za pomoca ukladu rdwnafi rozniczkowych
zwyczajnych

(2.9) . dxk = E¥ (¥, ..., %) da

i warunku poczatkowego x* (0) = x*. Rozwiazanie rzeczywilcie bedzie postaci
(2.5) i co wigcej stanowi¢ bedzie z uwagi na warunek poczgtkowy grupe jedno-
parametrowg. Grupy jednoparametrowe oznaczaé¢ bedziemy symbolem G, zaé
generujgcy ja operator infinitezimainy symbolem X = &% 9. Symbol G : X = &% gy
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bedziemy uzywali skrotowo dla wyraZenia zdania: «jednoparametrowa grupa G,
generowana operatorem infinitezimalnym X», nickiedy tez pomijaé bedziemy prawa
strong¢ operatora, poniewaz 0zZnacza ona zZawsze to samo.

2.5, Zakladajac teraz, ze (2.1) jest grupa jednoparametrowa, mozemy rozwinad
prawg strong réznicy Liego (2.4) na szereg Taylora wzgledem parametru ¢ w otocze-
niu przeksztalcenia tozsamosciowego (¢ = 0), wyraZajac jej czeéé gléwng przez
rézniczke
(2.10) dp 0 = (£, ") da.

We wzorze tym £, jest symbolem pochodnej Liego. Pochodng tg wprowadzil po
raz pierwszy polski matematyk W.SLeBopziNski, [13], odkrywajac tym samym
Jjedno z bardziej efektywnych i szeroko stosowanych narzedzi geometrii rézniczko-
wych, szeroko w sensie zakresu zagadnien, w ktérych stosowala ja niewielka jak
dotad liczba badaczy. Aktualna jej nazwa wywodzi si¢ z pdZniejszych prac
D. vAN DANTZIGA.

Ponizsze wzory i twierdzenia przytaczamy na podstawie obszerne monografii
K. Yawno, [17], poéwigconej geometrycznym zastosowaniom pochodne;] Liego,
Najpierw zestawimy niezbedne wzory obliczania pochodnej Liego pdl: skalarnego,
wektorowego, tensorowego i symboli Fj‘,c Christoffela:

£,0 = £k 0,
£eul = E1 051t — ) 0y B0 = E3Vub — IV, &,
2.11) £Th = o Th —Tho &+ TH o 8+ Thop & =

= glvzrjkﬁrjkvzf + T Vi & + TV &,
£ ) = ViV,

Wzory te podalismy w dwojakim brzmieniu. Pierwsze wynikaja wprost z okregle-
nia {wzor (2.10)], a w drugim, tensorowym, uzyskanym drogg prostych przekszialces,
podkresla si¢ niezmienniczo§é operacji. Zwraca uwage fakt, ze pochodna Liego
pola symboli Christoffela jest tensorem. Dodajmy jeszcze, Ze przy obliczaniu po-
chodnej Liego dowolnego iloczynu algebry tensorowej ma zastosowanie regula
Leibniza. ‘

Istotne znaczenie pochodnej Liego polega na tym, ze pozwala ona w zwiezly
sposdbrzapisaé warunek, Ze grupa G jest grupa przeksziatceni inwariantnoéci danego
pola. Istotnic, zauwazmy, ze pole wleczone za pomocg grupy G jest funkcig nie
tylko punktu @, ale takie i parametru a. Wiaze sig to z tym, Ze dla kazdej wartoéci a
inny punkt bedzie przeciwobrazem danego punktu. (Dla @ = 0 oba punkty pokry-
waja sig), Ot6z pole wleczone daje si¢ prosto wyrazi¢ za pomocg iteracji pochodne;
Liego pola danego. Mianowicie ma m1ejsce Tozwinigcie

212) @' = exp (— aky) o — wt — ft o _£ (e 0™) + ..

Z’ (—a) (;E(m A)
nl

n=0
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Wrynika. stad twierdzenie (praca [17], tw. 2.1, s. 34):

Jezeli w przestrzeni Ry, istnieje pole wektorowe & takie, ze dla danego pola o
zachodzi £ w0 = 0, to wiedy istnicje takzie jednoparametrowa grupa przekszialces
imwariantno$ci pola o, Grupq tq jest G + X = £% gy,

Grupy przeksztalcen inwariantnodel pola @ b@dzzemy nazywac w skrocie grupa-
mi inwariantioéci pola. *

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla r-parametrowych grup G, ([17], tw. 2.4,
str, 35);

Jezeli kazdy operator X, grupy G, gencruje grupe G inwariantnosci danego pola,
to wiedy takie i dowolne przeksztalcenie skoriczone grupy Gy bedzie przeksztalce-
niem inwariantnodci tego pola.

2.6. Ale co wlasciwie stwierdzamy powiadajac, ze @ jest grupa inwariantnodci
pola @ lub, co na jedno wychodzi, ze £, o” = 0?7 Wyjasnimy to przechodzgc do
tzw. wspblrzednych kanoniczoych grupy G. Sa to takie wspolrzedne, w ktérych
skfadowe wekiora § maja posta¢ £1 = 1, £2 =0, & = (. Wobec tego oznaczajac
przez (k) dany uklad wspéhrzednych, a przez (k') uklad wspélrzednych kanonicz-
nych grupy, stwierdzamy na podstawie regul transformacyjnych dla skladowych
kontrawariantrych wekiorow, ze znalezienie formut przejscia od (k) do (&) x¥' =
=fY (x, ., xm), i =1, .., n prowadzi do calkowania ykladu réwnan czastko-
wych

" 1 dla =1
N BB (A ARy — -
2.13) k%, Ex(of"'Jox®) {0 dla =2, .,n

Nazwa «wspdtrzedne kanoniczne» bierze sig stad, ze jak fatwo wida¢ we wspél-
1zednych tych X = 0y, a na tej podstawie skoficzone przeksztalcenia grupy G jako
rozwigzania ukladu (2.9) beda postaci

(2.14) . xl=xld4a, xX2=x2 ., =x%=3x"

- Linie pola wektorowego £ nosza nazwe trajektorii grupy. Spelniajg one w dowolnym
uktadzie réwnania

dxl  dx2 dxn
(2.15) Ho e T
a w ukladzie wspohrzgdnych kanonicznych pokrywaja sie z liniami x2 == const,
x3 = const, ..., x*» = const. Powierzchnie x! = const nazywac bgdziemy powierzch-
niami tnacymi (rys. 2). Wracajac z kolei do wzordw (2.11) i wyrazajac je we wspot-
rzednych kanonicznych przekonujemy sie bez trudu, ze w tym przypadku po-
chodna Liego przyimuje wyjatkowo prostg postaé

(2.16) £, 0 = 3y .

Ze wzoru tego wynika, ze ([17], tw. 2.2, str. 34): Warunkiem koniecznym i wystar-
czajqcym na to, aby w przestrzeni Ry, istniala grupa G inwariantno$ci danego pola w
Jest istnienie w Ry takiego wkladu wspdlrzednych, w ktdrym skladowe pola w? nie
zaleiq od wspolrzednej x1. Ulkladem tym sq wspdlrzedne kanoniczne grupy G.
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Taki jest wige sens stwierdzenia, Ze G jest grupa inwariantnosci pola w. W przy-
padku gdy o jest polem skalarnym o, warunek £: 0 = 0 oznacza, ze ¢ jest stale
wzdluz trajektorii grupy. Stosujgc termino-
logie klasyczng liego powiemy wtedy, ze ¢
jest inwariantem gropy. Je$li natomiast za-
chodzi £, 0 =1, powiadamy, ze o jest in-
warlantem wzglednym grupy, w szczegolnosci
jest tak dla kazdej funkcii stale] na po-
wierzchniach tnacych gropy.

\ pm#;z.ﬁfme 2.7. Nie precyzowalidmy, jak dotad, geo-
o metrycznych wlasnodcl grup G, poniewaz nie
nakiadali$my na pole wektordw & Zadnych
warunkow natury geometrycznej. Ale znamy
skadinad okreslenia przeksztalcen wyrdinio-
nych w przestrzeni &, 1 zwigzanych z jej
strukturg geometryczna. Mamy tu na mysh
izometrie — przeksztatcenia zachowujgce od-
leglodci, podobienstwa, przy ktérych zacho-
wane sa stosunki odleglosci punktéw, prze-

Trajeklorie
orupy G

Rys. 2

ksztatcenia afiniczne zachowujgce twory liniowe i réwnoleglodc (euklidesowosé
Rn). Wreszcie znane sg przeksztalcenia konforemne plaszczyzy, zachownjace katy
przecigeia sie odpowiadajacych sobie krzywych.

Juz z samego pobieinego zastanowienia sic nad podanymi okresleniami wynika,
ze przeksgtalcenia te tworza odpowiednio grupy: izometrii, podobienstw, afiniczng
i konforemmg, przy czym izometrie sa podgrupa podobiefistw, a podobiefistwa
z kolei stanowia z jednej strony podgrupe grupy aflinicznej, a z drugiej strony,
podgrupe grupy konforemmnej. Wiemy ponadto, Ze w kartezjanskim ukladzie wspdi-
rzgdnych prostokatnych przeksztatcenia afiniczne majg postaé przeksztalcen linio-
wych nieosobliwych, izometrie zad przekszialcen liniowych o macierzy ortogonaingj.
Wynika stad, ze dla zwykle] przestrzeni 3 przeksztalcenia afiniczne tworza grupe
o dwupastu parametrach notowana tu w skrocie G‘{Q (parametry: 9 wspdlczyn-
nikéw macierzy przeksztalcenia 1 trzy wspdhrzedne przesuniecia), a izometrie
grupg sZefcioparametrowa G (parametry: tizy katy obrotu 1 trzy wspdlrzedne
przesunigeia), Jfednakze, w zwiazku z zadaniem jakie sobie postawiliémy, begda
nas interesowal dowolne uklady wspotrzednych krzywoliniowych na plaszezyinie,
w zwyklej przestrzeni i w czasoprzestrzeni R, Ten wzglad jest zasadniczym powo-
dem stosowania tu analizy tensorowej. Wynika stad, ze potrzebne nam beda
niezmiennicze warunki, ktére narzucone na pole & zapewnia, Ze skoficzone prze-
ksztalcenia odpowiednie] jednoparametrowej grupy G, gencrowanej operatorem
X = & o, rzeczywiscie beda odpowiednio izometriami, podobietistwami itd. Do tego
warunki te z natury rzeczy powinny pozwalaé na zbudowanie calych grup Gr, wy-
chodzac z grup jednoparametrowych G.




METODA WYZNACZANIA PEWNYCH KLAS PRZEPLYWOW 521

Otéz staje sig to mozliwe dzigki wprowadzonym pojeciom grup inwariantnosel G
oraz pochodnej Liego. Mamy mianowicie twierdzenia ([17], tw. 1.3, sir. 5, tw. 2.3,
str. 8, tw. 1.3, str. 32, wz. (5.1), str. 166 oraz tw. 5.1, str. 167):

Operator X = &1 07 generuje jednoparametrowqg grupe przekszialcer izometrii
G, jezeli pole & spelnia réwnanie

@17 £ gin = 0.

A zatem GU™) jest grupa inwariantnodci tensora metrycznego gi, innymi stowy
pole wleczone gy za pomocy GU™ pokrywa si¢ z danym i mamy g = gz, Warunek
{2.17y daje tzw. rownanie Killinga:

{2.18) Vi&y + Vidi =0, gdzie & = g bt

Jest to réwnanie okre§lajace grupy izometirii, Przez termin réwnanie okreélajace
grupy rozumie sig tutaj réwnanie, dokladniej uklad réwnan, o tej whasnoscl, #e
zbidr jego rozwiazaf stanowi przestrzef liniowa, r-wymiarowa i Ze dla rozwiazan
liniowo niezaleznych zachodzi (2.7), tylko wtedy bowiem moina z oo™ grup jedno-
parametrowych f skonstruowac r-parametrowa grape Gy

Operator X generuje Jednoparametroweg grupe przekszialced afinicznych, ozna-
czang dalej G\, jezeli

219 - £(Th) =0,

albo inaczej [por. (2.11), formula ostatnial, gdy V; Vi & = 0.

A wige G jest grupa inwariantnosci pola ;}c, inaczej moéwiac zachodzi f}k =
= I O tym, Ze (2.19) jest réwnaniem okreslajacym grupy afinicznej, a wige Ze
wyznacza ja w cafoci, moZna przekonad sig, w nastepujacy sposoh: We wspdt-
rzednych kartezjanskich warunek (2.19) wyraza sig bardzo prosto: & dy & =0,
czyli sktadowe pola £ sg to funkcje liniowe wspdtrzednych kartezjadskich x, y, z,
zaleine od dwunastu stalych dowolnych. Warunki (2.7) beda spetnione, z liniowosci
za§ £ wynikaé bedzie liniowo§¢ samych przeksztatced z uwagl na wzdr [odnoszacy
sig zreszta do dowolnego ukladu (k)]: x* = exp (a £,) x*.
Operator X generufe jednoparametrowq grupe przeksztaicen konforemmnych G,
. Jezeli ‘
(2.20) £: gk = 0gux,

gdzie o jest pewnq funkciq skalarng.
Réwnaniem tym zajmiemy sie blizej w p. 6.
Operator X generuje jednoparametrowq grupg podobieistw G, jezeli ma miejsce

{2.21) : £e g = Cgux,

gdzie C jest stalq dowolnq.

Zachodzi wtedy (por, 2.12) gy = exp (— aC) giz.

Nim przejdziemy do dalszych uwag, przyjmiemy pewne uproszezenia terminolo-
giczne. Chodzi po prostu o uelastycznienie dalszych wystowien, bowiem stale powta-
rzanie sig pewnych — przyjetych wprawdzie, ale przydiugich terminéw w rodzaju
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«operatora infinitezimalnego» jest bardzo niedogodne. Z tego tytulu operatory X
bedziemy po prostu nazywaé gencratorami (istnieja zreszta racie algebraiczne
uzasadniajgce ten termin w danym przypadku). Zamiast «grupa jednoparametrowa
generowana operatorem X», powiemy po prostu: grupa generatora X, zamiast
«operator infinitezimalny grupy podobiensiwy, powiemy generator podobiefistw, itp.
Umowimy sig tez oznaczac generatory, analogicznie jak to czyniliSmy przy grupach,
stosownie do charakteru geometrycznego ich grup. I tak X® — to generator

tego tez nickiedy wlasnie samo pole wektorowe & bedziemy nazywaé generatorem.

Wracajac do generatoréw grup geomeirycznych zauwazmy, ze jeZzeli grupa genera-
tora X jest grupg afiniczng i konforemna zarazem, to tym samym jest ona grupa,
podobiefistw G@). Jest to warunek konieczny i dostateczny. Istotnie, zaktadajac,
ze £ gix = ogur oraz ze dla tego samego generatora X mamy £, (Fj,c) =01 korzy—
stajac ze wzoru ([17], wzor (5.2), str. 166)

(2.22) £ (T7) = 328" Vikoge + Vifegn — Vi£egi),

otrzymamy w dowolnym nicortogonalnym ukladzie wspdlrzednych (przyjmmjac
i=1, j=2, k=3, a potem przestawiajac cyklicznie)

(81010) g3 =0, (g2di0)g13 =0, (gB3di0)g,—0.

Poniewaz jednak g = gz # 0, zatem z powyiszego ukladu réwnaf wynika, ze
o = const, co tez nalezalo wykazad. Z drugiej strony (2.21) stanowi przypadek
szczegolny (2.20), mianowicie gdy ¢ = C, ponowne za§ wykorzystanie wzoru (2.22)
wskazuje, ze gdy zachodzi (2.21), to takze zachodzi (2.19). W ten sposéb zakon-
czyliémy dowdd - konjecznosci i dostatecznodei. Przy okazji dowiedliSmy takze,
ze podobicfistwa sa podgrupa grupy afinicznej G. Réwnie fatwo widzi sie po-
rownujac (2.21) i (2.17), ze izometrie s3 podgrupami podobiefistw albo inaczej
méwige, ze kazdy generator izometrii jest tez generatorem podobiefistwa (a tym.
samym afinicznoéci), ale nie na odwrot.

Z twierdzen przytoczonych w tym punkcie wynikaja pewne proste, i nie pod-
kreslane gdzie indziej, a dla dalszych wywodéw bardzo istotne fakty. Mamy tu
na myst w pierwszym rzedzie wynikajace z poréwnania (2.16) i (2.17) oraz (2.19)
stwierdzenia: -

We wspolrzednych kanonicznych grupy generatora izometrii X gy sq niezaleine
od wspdlrzednej x1.

We wspdlrzednych kanonicznych grupy generatora afinicznosci X“* symbole Ty,
nie zaleiq od x1,

Tak samo, o czym dokladniej powiemy pdzniej, i we wspolrzednych kanonicz-
nych grup G® i G'° nastapia okreslone uproszczenia, dlatego tez ogdlnie wspol-
rzedne kanoniczne grup odgrywaé beda dalej role zasadnicza.

2.8. Obecnie ilustrujac czedciowo wyniki poprzedniego punktu a takze dla péz-
niejszych zastosowati przy wyznaczaniu klas przeplywoéw okreshimy generatory
podobienstw i izometrii. Przedstawiajac réwnania okreélajace grupy podobiefistw
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we wspéhrzednych kartezjanskich x, p,z, pray ktérych gip = o, oraz stosujac
wzor na obliczanie pochodnej Liego tensora dwukrotnie kowariantnego (2.11)s,
otfrzymamy

20,0 = C, 20,82=1C, 20,8=C,
Oyl + 0,82 =0, 083+, E0=0, 0,840,82 =0,

(2.23)

Rozwigzanie ogdlne tego uktadu rownant zalezy od stalej dowolngj C, a précz tego
jeszcze od szedcin dalszych stalych dowolnych. W rezultacie dowolny generator
G2} bedzie postaci

(2.24) X® == C'X,, C'=const, J=1,..,7,

przy czym generatory liniowo niezalezne (operatory infinitezimalne algebry Liego):
maja postac:

Xl = xt)_q; +_yay “I‘ Zaz,
(2.25) Xy = — 20y +y0z, X3=205—x0;, Xq=—pids+ xdy,
Xs = ag,. X6 = ()y, X'_,' =

Latwo przekona¢ sig, Ze spetnione sa warunki (2.7), co oznacza, Ze zestawione wyzej
generatory rzeczywicie daja pelna siedmioparametrowa grupe podobicdstw GIP.
Jej podgrupa jest szecioparametrowa grupa izometrii G oparta na generatorach
X, .., Xq7. Mozna ja otrzymac¢ i bezpoérednio, rozpatrujac rownanie Killinga (2.18)..

Sens poszczegdlnych generatoréw jest taki: X daje przeksztalcenia jednokladnodct
{podobiefistwa w weZszym znaczeniu wyrazu),

X5, X3, Xy — obroty odpowiednio wokél osi x, y, z 1 wreszcie

Xs, Xs, X7 — przesuniecia w Kierunku tych osi.

2.9. W podpunkcie tym, zamykajacym p. 2, podamy dalsze wlasnosci pochodnej
Liego oraz wynikajace z nich uwagi o grupach inwariantno$ci, tym razem pél wiel-
kosci geometrycznych. Czgd¢ uwag znajdzie bezpoérednie zastosowanie w p. nastep-
nym, pozostale, luZniej zwigzane z caloscia pracy, maja na celu zapobiezenie ewentual-
nym watpliwoéciom, ktére moglyby powstaé przy milczacym zalozenin oczywistoéel
tych uwag.

W pierwszym rzedzie zajmierny si¢ waznym pytagiem, kiedy mozna przestawiaé
kolejnodéé pochodnej Liego i pochodnej kowariantnej.

OdpowiedZ na nie zawiera sig w twicrdzeniu W, Slebodzifskiego, [14], ktére
W przyjetej tu terminologii brzmi: :

Przemienno$é pochodnej Liego i pochodnej kowariantnej dla kazdego pola wielko$ci
x?, czyli réwnosé

(2.26) £y = VyEnt

Jjest warunkiem koniecznym i wystarczajqcym, aby X = &t 3; byl generatorem afinicz-
nosci. '
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A wigc operacje te sa przestawialne dla generatoréw grup: afinicznej, podo-
biefistw i izometrii (dla dwéch ostatnich jako podgrup grupy G@).

Dalej zajmiemy si¢ pewng whasnoscig pochodnej Liego na pierwszy rzut oka
dosyé dziwng zwlaszcza w pordéwnaniu z pochodng kowariantna, Inne réznice sa
maturalniejsze i moZna rzec od razu widoczne jak to, ze mimo iz obie operacje sa
niezmiennicze — pochodna Liego okreslona jest dla szerszej klasy pél (ap. takze
dla IY,), a liczona od wielko$ci nie zmienia jej walencji, podczas gdy pochodna
kowiariantna daje przyrost walencii o jeden we wskaZnikach kowariantnych).

Otoz wihasno$é ta polega na tym, Zze pochodnej Liego nie moina przestawiad
na ogol z operacja podwyzszania i obniZania wskaZnika wielkosci. Zilustrujemy
to przyjmujac, Zze wielkodcig jest pole wektorowe. Jak przypominamy, w przestrze-
ni Ry, a nawet i w ogdlniejszych (domyélamy sie tu tzw. przestrzeni Riemanna)
pozycje wskaznikéw wiclkoéci maja znaczenie drugorzedne. Méwi sig po prostu
-0 wektorach, tensorach okreSlonego rzedu itp., traktujac ich skladowe kontra-
‘wariantne, kowariantne itd. jako jedynie réZne sposoby przedstawienia wielkosci
rozwazane]. Majge przykladowo pole wektorowe u, okreSlone za pomoca sklado-
wych kontrawariantuych #f, moZemy je zawsze przedstawi¢ takze w skladowych
kowariantnych obnizywszy wskaznik w; = gy u®. Ponadto we wspdlrzgdnych kar-
tezjanskich (dopuszezalnych jak wiadomo w R,) skiadowe kowariantne i kom-
trawarianine # nie beda sic nawet r6znily liczbowo.

Wezmy teraz rowno$¢ u; = gypu® I obliczmy z obu jej stron pochodna kowa-
riantng:

Vi = Vilggeury = (Vigm) wF + gip Vil = gjr Vi uk,

poniewaZ Vi gs = 0. Jak widaé, koleino$é rézniczkowania i obnizania wskaznika
(jak i jego podwyzszania) jest w przypadku pochodnej kowariantnej obojetna.
Ale wychodzac z tej samej réwnodci i liczac pochodng Liego dostajemy £y =
== (£ gin) uk-+gyr £; uk. Jasue jest, ze na to, aby operacja £ byla przemienna z pod-
‘wyZszaniem i obniZzaniem wskaznikéw dla dowolnej wielkoscl musi byé g =10,
a to zachedzi tylko dla generatorow izometril. Istnieje teZ inna mozliwosé, ze dla
danego generatora X istnicja takie pola u, Ze znika wyraz Egp)wk, j=1, .,n
ale np. generatory podobiefistw oraz konforemnosci daja tu wynik banalny u = 0
Z uwagi na to, Ze wyznacznik g = |gu] jest roiny od zera.

Otéz glebszy sens przemiennodci pochodnej kowariantne i zmiany pozycji wskaz-
nika wielko$ci polega na tym, ze wynik jej jest jednoznaczny. Pochodna kowariantna
wektora u daje jeden tensor drugiego rzedu. Inaczej jest z pochodna Liego. Wynik
bedzie réiny w zaleznoéei od tego, czy pochodna t¢ policzymy od skladowych
kontrawariantnych: £,4f = & Vyuwd — ¥ Vi &8 czy  kowarlantnych £, =

= &% Vi up-+up Vi £% (co najlepiej widaé we wspdtrzednych kartezjafskich). W obu
przypadkach dostajemy dwa rézne pola wektorowe: jedno dane przez skladowe
kontrawariantne, drugie — przez skladowe kowariantne. Bedzie to jednak jedio
i to samo pole przy gemeratorze izometrii.

Istota tego faktu tkwi w samym okre$leniu wleczenia pola, w ktérym odwolujemy
si¢ w sposGb zasadniczy do jego sktadowych. W przypadku pola wektorowego u
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i dowolnego przekszialcenia otrzymamy w wyniku wleczenia dwa rdzne pola wekto-
towe, w zaleznoéci od tego czy przez w? wedhug (2.3) bedziemy rozumieli sktadowe
kontrawariantne u, czy tez jego sktadowe kowariantne. Mamy wprawdzie uy (@) —
= g (Q) #* (Q) i analogiczng réwnodé po wleczeniu wy (Q) = 2w (0) 1 (0), O =
= f(Q), rzecz polega jednak na tym, Ze na ogél nie zachodzi g (Q) = gx1 (). Réw-
1086 ta zachodzi tylko, gdy f jest izometria.

Stwierdzenia te rzutujg takZe na pojecie grup inwarianinodei danego pola wektoro-
wego w. Warunki £, 28 = 0 i £; u; = 0 rozpatrywane jako réwnanie generatora &
dadzg na ogdt dwa rézne generatory, a tym samym dwie réZne grupy G. Pole
bedzie §lizgaé sie wzdiuz trajektorii pierwszej wraz z bazg 1e, g, s i, ukladu kano-
nicznego, a wzdluz trajektorii drugiej —- wraz z baza :3, ,g jej uktadu kanonicz-
nego, poniewaz takie jest wiadnie znaczenie tego, ze wzdhuz trajektoril pierwszej
nie zmieniaja sig skladowe kontrawariantne, a wzdluz trajekiorii drugiej — kowa-
riantne. Chodzi naturalnie o skladowe w odpowiednich wspdhrzednych kanonicz-
nych. Z tego tytulu pierwszy generator nalezatoby nazwal generatorem kontra—
inwariantnosei u, a drugi generatorem ko-inwariantnosci u.

Oczywifcie tensory (a Sciflej pola tensorowe) maja wigeej generatorow inwariant- .
nosci. Np. dla tensora drugiego rzedu s otrzymamy je rozpatrujac réwnania

2.27) Lestf =0, £,50=0, £s55=0,

ktore dadza na ogdt trzy rdZne generatory &, chyba ze znajdzie sig wérdd nich gene-
tator izometrii, ktory spetniajac jedno z wypisanych rdéwnan spelni takze avtoma-
tycznie 1 pozostale.

Odwrotunie, jezel w réwnaniach (2.27) ustalimy generator & a szukaé bedziemy
pola s, to naturalnie z uwagi na to, ze sg to przy generatorze nieizometryczaym rozne
postulaty w odniesieniu do s, cff:}‘zymamy trzy roéine pola, dawane odpowiednio
w skitadowych dwukrotnie kontrawariantnych, mieszanych, i dwukrotnie kowa-
riantnych, Nie oznacza to bynajmauicj, aby warunku narzucanego na s pierwszym
réwnaniem nie moina bylo sformulowaé za pomoca skladowych mieszanych pola
szukanego. Nie bgdzie mial on jednak postaci drugiego réwnania. Uzyskamy go
obliczajac pochodng Liego z réwnodel 57 = g" s/ i przyréwnujac ja do zera, skad
£, 5L ——gm (£, g™ 51 i to jest wiasnie warunek réwnowazny pierwszemu z réwnan
2.2,

W $wietle uwag tych mozZe nasuwaé si¢ stuszne pytanie, czy podane w p. 2.7
rdwnania okredlajace grup izometrii (2.17), podobienstw (2.21) i konforemnej
'(2.20) nie wymagaja uzupehien albo inaczej, czy dostaniemy z nich to samo biorac
zamiast gy skladowe kontrawarianine g,

Okazuje sie, ze tak nie jest, a to dlatego, ze g* jako skladowe kontrawariantne
tensora metrycznego gy okreslajy jednoczednie tensor odwrotny do g inaczej
moéwiac mamy g'% gy = 5}. Obliczajac z obu stron pochodng Liego otrzymamy
po prawej stronie zero, natomiast po lewej (£, g%%) gye—+(Ey gx) g%; skad £ gt =
= — g g £, g1;, co wskazuje, ze warunki £, gjr = 0 oraz £, g/* = 0 sa sobie
rownowazne. Ogdlnie, jezeli mamy tensor sy o macierzy nieosobliwe] 1 odwroiny
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do niego tensor 54, a wige gdy zachodzi warunek sy St = 8%, to wiedy réwnania
£ 55 = 0 oraz £, $ = 0 takze sa réwnowazne.

- Analogicznie rzecz ma si¢ z warunkami (2.21) i (2.20). Zastgpujac w nich skfadowe
kowariantne tensora metrycznego g jego skiadowymi kontrawariantnymi dosta-
niemy te same rownania okreflajace grupy podobienstw 1 grupy konforemnej,
przy czym nie bez znaczenia jest to, ze w samym okreflenin C i ¢ oznaczaja od-
powiednio stala dowolna i funkcje dowolna. .

3. Rozwigzania réwnan dynamiki gazéw modelowane na grupach izomefrii przestrzeni oraz na grapach
iei podobienstw

31, Weimy pod uwage uklad réwnad (1.6). Zadanie poszukiwania klas rozwiazan
tego ukiadu polega na tym, ze trzeba cof zalozy¢ o postaci rozwigzan, czyli dotaczyé
do samych rdwnan jaki§ dodatkowy warunek, z jednej strony stuzacy jako okresle-
nie klas, z drugiej strony zaciedniajacy w pewnym sensie ukiad wyjéciowy réwnan,
aby ten ukiad, ktéry pozostaje, pozwalal wyznaczyé wiadnie te klasy.

Geometrycznie rzecz biorae ukiad (1.6) wyznacza trzy pola: dwa skalarne — gesto-
4ci ¢ 1 ciénienia p oraz jedno wektorowe, mianowicie pole predkosel v, Z tego tez
punktu widzenia poszukiwanie prostszych rozwigzan polegaé bedzie na wybranin
sposrod wszelkich pdl g, p 1 v czynigeych zados¢ ukladowi (1.6) takich pél, od-
powiednio z géry okreslonych, ktérych wyznaczenie w pewnym ukladzie wspélrzed-
nych (uldad ten takze powinien by¢ wskazany z géry) bedzie prostszym zadaniem
niz rozwiazywanie wyjSciowego ukladu rdwnas.

Mozliwo$¢ istnienia takich konkretnych ukladéw wspodlrzednych, w ktérych
okreslone klasy rozwiazaf ukladu (1.6) dadza si¢ tatwiej wyznaczy¢, nie stoi bynaj- '
mniej w sprzecznofei z podkre§lana w p. 2.1 niczmienniczodeia jego postaci. Nie-
zmienniczos¢ ta pozwala rozwigza¢ rownanie w jakimkolwiek ukladze wspdl-
rzednych; przeksztalcajac je zgodnie z regutami transformaci dla skalaréw i dla
wektordw otrzymamy takZe rozwigzania czynigce zade§é rdéwnaniom w nowym
uldadzie wspélrzgdnych. Ale nim zabierzemy si¢ do rozwiazywania réwnan w jakim§
konkretnym ukladzie wspélrzednych, czyli zanim zaczniemy rozpatrywaé je jako
konkretny uklad réwnan czastkowych pierwszego rzedu, musimy w rozwinigtej
postaci wypisaé zaleznosci funkeyjne gt = g** (x1, x2, x3) oraz j?k = F;k (x1, x2, x3)
dla tego whasnie konkretnego ukladu wspélrzednych. Nie ma powodu, dla ktérego
zaleznodel te nie mialyby byé w jednych ukladach prostsze, a w drugich bardzisj
zlozone. (Zwroémy uwage np., ze w ukladzie kartezjafiskim wspélezynniki Chris-
toffela sa réwne zeru, a sktadowe tensora metrycznego sprowadzaja sig do symboli
Kroneckera).

Tak wigc tensorowa posta¢ réwnafi dynamiki gazdw nie tylko Ze nie ogranicza
mozliwosci dobierania dogodnych ukladéw wspdtrzednych, ale przeciwnie, wzbo-
gacona o pojecia 1 twierdzenia poprzedniego p. takie wladnie ukiady pozwala
przewidywag,

Ale mozpa by zapytaé, dlaczego w poszukiwanin prostszych klas rozwiazan nie
wystarczy ograniczyé sie do ukladu kartezjahskiego wspdlrzednych, skoro w nich
i wspdlezynniki Christoffela i tensor metryczny tak dalece si¢ upraszczaja. Otoz
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trzeba sobie wyraznie zdal sprawe z tego, ze ostateczny uktad réwnan prostszych
Kklas jest konsekwencja zalozeh upraszezajacych narzucanych na rozwigzanie i upro-
szezen w samym ukladzie réownafh, przy czym moze sie zdarzyc Ze rYozwiazania
prostsze W pewnym konkretnym uktadzie wspolrzednych, straca te prosiote po
przejSciu do ukladu kartezjanskiego. 1 dlatego wiadnie szukajac konkretnych ukia-
déw wspolrzednych o prostszych wyraZeniach funkeyjnych na skladowe tensora
metryeznego i symbole Christoffela bedziemy mieli na myéli na ogdl wspdhrzedne
krzywoliniowe. ‘

3.2, W pierwszym rz¢dzie nasuwa sig pytanie: w jakich unkiadach wspdtrzednych
{krzywoliniowych) skladowe g* oraz symbole ka beda niezalezne od jednej ze
wspdlrzednych, np. — od x'.

Otdz zauwazmy, ze jest tak we wspdhragdnych kanonicznych dowolnej grupy
izometrii G, Istotnie, jej generator ma w tych wspotrzgdnych postaé X = g
za$§ warunck izometrycznoscl postac 9y gi; == 0 lub, co na jedno wychodzi, 9; g¥ = 0,
ale rownoczesnie X jest generatorem afinicznodci — musi wige zachodzié 0y 1y, = 0.
Poniewaz jednak grupa izometrii G byla przy tym dowolna jednoparametrowa
podgrupa pelnej grupy izometedi G, powiemy wiec kréotko, ze w strukturze uktadu
(1.6) wyrdzniona jest grupa izomeirii G¥™.

Ale wobee tego jeSli weZmiemy konkretny generator X i przedstawimy ukiad
{1.6) we wspolrzednych kanonicznych grupy generatora X, to bedziemy mogli
wyraznic spodrod wszystkich rozwigzan ukladu (1.6) takie rozwigzanie, w ktdrych
0. p i 2% beda stale wzdhuz trajektorii grupy, inaczej, dla ktérych zachodzi

{31) al P = 0, E)ip = 0, awi =0.
Warunki te w dowolnym uvkladzie wspolrzgdoych (k) majg nastepujaca postad:
3.2 Eegiy =0, £§Q =0, £p=0 £§‘Ui =

Postaé ta jest niezalezna od ukladu wspélrzednych, co wynika z niezmienniczego
charakteru operacji £. Pierwszy warunek specjalizuje generator & wybierajac go
spoérdd generatoréw grupy izometrii GY™, dalsze trzy zaciesniajg rozwiazania (1.6)
do takich rozwigzaf, dla ktdrych grupa generatora £ jest grupa inwariantnosci.

Z punktu widzenia teorii ukladdw réwnan réiniczkowych czastkowych rdéwnania
(1.6) i (3.2) traktowane acznie stanowiy uklad radokreslony, mamy bowiem wigcej
réwnaii niz fankcji poszukiwanych. Ale z faktu, ze grupa GI™ wyréimiona jest
w strukturze geometrycznej uktadu (1.6} i z tego, ze dodatkowe warunki sformutowane
zostaly whanic w postaci (3.2) wynikalo, jak zauwazyliémy, ze po przejéciu do
stosownego uktadu wspodtrzednych, w danym wypadku kanoniczoych generatora
Xy otrzymalidmy 16wnania klasy rozwigzah (1.6), w ktorych ilosé funkeji po-
szukiwanych dokladnie odpowiada. ilofci rownad, a tylko ilo§¢ zmiennych nie-
zaleznych zmniejsza si¢ o jedna. Ostateczny uklad réwnan klasy rozwiazan
jest wiec okreSlony. Z tego tytulu taki rodzaj nadokreélnoéci, ktory mozna usunaé
przechodzac do specjalnego ukladu wspolrzednych, gdzie zmmiejsza sie dzigki
nadokreslonosei liczba zmiennych niezaleznych, nazywaé bedziemy geometrycznie
usuwalnym,
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O rozwigzaniach ukladu (1.6) spelniajacych warunki (3.2) powiemy, Ze sa one
modelowane na grupach izometrii przestrzeni lub krétko modelowane izometrycz-
nie, poniewaz geometria tych rozwiazan narzucona zostala generatorem izometrii.
Nizej podajemy przeglad rozwigzafi modelowanych izometrycznie —rozpatrujge
po kolei niezalezne generatory grupy GY™ oraz odpowmdme modelowane przez
nie przeplywy.

Przypominamy generatory izometrii [por. (2.25)]:

X2 = e Zay""yaz, X3 = Zax - xaz, .X4 E —yax+x{)y,
X5 = ax, Xﬁ = ay, X';.' = Og. .

Odpowiadaja im nastgpujace przeptywy modelowane warunkiem (3.2}:

1. Przeplywy plaskie, generator inwariantnodci X7.

2. Przeplywy jednowymiarowe, generatory modelowania Xg 1 X7.

3. Przeptywy radialne o symetrii centralnej. Warunnek modelowania spelniony
jest dla kazdego z operatoréw X, X3 i X4 oddzielnie. Lacznic operatory te genernja
tréjparametrowa grupg sztywnych obrotdéw przestrzeni.

4. Przeplywy osiowo-symetryczne, modelowane na gencratorze Xa.

5. Przeplywy osiowo-symetryczne ze stala skladowa predkosei podiuznej; inaczej
plaskie osiowo-symetryczne; generatory X4 1 Xoq;

6. Przeplywy Srubowe o statej gestodci, cisnienin i module predkosci ¢ wzdluz
rodziny wspéiréwnoleglych linii $rubowych. (Wartoci wymienionych parametrow
nie zmieniaja sie wzdhiz danej linii érubowej, dla réznych za$ linii moga by¢ rd7ne).
Generatorem grupy inwariantnodci jest w tym przypadku X = X4+mX7, gdzie m
jest stalg rézng od zera. Istotnie, rozwigzujac réwnanie trajektorii grupy tego gene- '
ratora dx/(— y) = dy/x = dz/im otrzymujemy rodzing linii $rubowych: x2-+32 = 2,
z-4-b = m arctg (y/x), natomiast zachowanie parametrow przeplywu wzdluz tych
linii wynika z samych warunkéw inwariantnosci (3.2).

Przeglad ten wyczerpuje wszystkie przeptywy modelowane izometrycznie na
jedno-, dwu= i tréjparametrowych podgrupach pelej grapy izometril. Jak widac
sa to rozwiazania dobrze znane w teorii przeplywow. Do nowych rozwiazaf prze-
plywy modelowane izometrycznic nie prowadza, niemniej przytoczylismy je tu
niejako dla porzadku, liczac na to, Ze dobrze jest zdawac sobie sprawe dzigki,
czemu z punktu widzenia czysto geometrycznego daja si¢ one wyodrebnié i jakg
role odgrywa przy tym geometryczna struktura réwnan.

Skoro jednak generatory izometrii do nowych rozwiazad nie prowadza, wypada
albo zmodyfikowaé warunki (3.2), albo zostawié je pomijajac zupeinie tylko pierwszy
z nich. Jednakze zupelna dowolnoéé generatora X jest niedopuszczalna; w jego
wyborze krepowani jeste§my wiadnie strukturg geometryczna réwnan (1.6). Ona
tez powinna sugerowaé wybér whasciwy. Gdybyémy bowiem zalozyli warunki (3.2)
na rozwigzanie nic nie zatozywszy o generatorze £, to wiedy przechodzac do wspoi-
rzednych kanonicznych jego grupy mogliby$my stworzy¢ taka sytuacie, ze defi-
niowana klasa rozwiazad, z zaloZenia niezaleina od x!, musialaby . spetniad row-~
nania, w ktorych albo tensor metryczny, albo symbole Christoffela sg zalezne od
tej wlasnie wspdhzednej 1 wobec tego rozwigzania, na to zeby rzeczywiscie byly
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niezalezne od x!, musiatyby spelnia¢ nowe, wynikajace z réwnafd warunki. Nad-
okre$lono$é rownan pozostataby nadal i zamiast spodziewanych uproszezen
zjawityby si¢ dodatkowe trudnoscei, czgstokro¢ przekre§lajace wreez obrany sposéb-
postgpowania. Majac to na uwadze ograniczymy si¢ do generatordw podobienistw
przestrzeni, jak okaze sig bowiem takze i pelna grupa podobienstw G¥ wyrézniona.
jest w strukturze geometrycznej ukladu (1.6).

3.3. Wobec tego zmodyfikujemy warunki (3.2) droga prostego i narzucajgcego
8i¢ uogdlnienia. Zamiast generatora izometrii weZmy pod uwage generator podo-
bienstw

(3.3) £: 85 = Cgyj

i kiernjac sie formalna postacia tego warunku zmiefimy trzy pozostale tak, 2e ostatecz~
nie szukaé bedziemy rozwiazan (3.1) spelniajacych warunki

(3.4) £egy = Cgii, £:0=c10, Lp=cop, £0 =370,

gdzie C, ¢y, ¢3, €3 53 to pewne stale, na razie blizej nicokre$lone. Zauwazmy, ze gdy
stafe ¢y, ¢z, €3 83 rOWne zeru, to trzy ostatnie warunki sprowadzaja siec de zgdania,
aby grupa generatora podobienstw byla grupg inwariantnodci pdl wyznaczanych
(w przypadku pola predkodei grupa kontrainwariantnoéci). Dokladniejszy ich sens
przy niezerowych warto$ciach tych stalych bedzie wyjasniony w punkcie nastgpnym.

Pokazemy obecnie, Ze stale C, ¢y, ¢, ¢3 mozna dobraé w taki sposdb, zeby nad-
ckreslonoéé ukladu, powstatego z polaczenia (1.6) 1 (3.4), byla geometrycznie usuwal-
na, to jest zeby znikala po przejéciu do stosownych wspéhrzednych (okazg sie nimi
wspotrzedne kanoniczne grupy podobiefistw G%, odpowiadajacej wybranemu
generatorowi). Wykazemy tym samym, ze cala grupa podobiedstw G¥' wyroi-
niona jest w strukturze geometrycznej (1.6), a to z kolei pozwoli wyodrebnié sporo
klas rozwigzat tego ukladu,

W tym celu zakladamy, 7e istnieja rozwigzania (1.6) modelowane warunkiem
(3.4) i obliczamy z obu stron rownan (1.6) pochodna Liego. Mozemy przy tym
skorzystaé z twierdzenia W. Slebodzifskiego [por. wzor (2.26)], poniewaz gene-
rator podobienstwa jest jednoczesnie generatorem afinicznym. Przedstawiajac
pochodng Liego z pochodna kowariantng 1 korzystajac z warunkéw modelowania
(3.4), otrzymujemy,

c1950 + (e1 -+ Ca)yj (ev?) = 0,
(3.5) c3 oot - 26.’37)"“ Vvt + _L (CZ _— Cl) g’” 61p =0,
e

(e2 —ye) ou(ple") + (ea + e3—yey) v 0i(ple”) = 0.

Ale caly czas mamy na uwadze rozwiazania ukladu (1.6), wobec tego poroOwnujac
réwnania (3.5) z tym vkladem wyjsciowym dochodzimy do nastepujacych wnioskow:

I, W przypadku przeplywéw ustalonych mamy tylko jeden warunek wigzacy
stale

(3.6) 203 + C= Cy ~— €1,
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Gdyby warunek ten anie byl spelniony, to z ukladu (1.6) i (3.5) otrzymaliby$my
8% 05 p =0, skad ds p = 0, poniewaz wyznacznik |g#] # 01z kolei bylobyo* Vi ot =
= 0. Oznaczatoby to jednak, Ze wektor predkoéei przenoszony jest rdwnolegle
‘wzdtuz linii pradu. Tym sposobem przeplyw zostalby zawegZony do jednostajnego.
Innymi stowy poszukiwanie rozwigzan ukladu (1.6) z warunkiem (3.4) bez spel-
nienia warunkn (3.6) na stale nie wyprowadzitoby nas poza przepltywy banalne.
2. Dla przeplywéw nicustalonych mamy dwa warunki

‘(37) C3 == 0, C Ci—Cp = 0.

I w tym prgypadku, gdyby warunki te nie byly spelnione, rozwigzania spelniajace
warunek geometryczny (3.4) nie byltby wybierany w $poséb naturalny sporéd
caloSei rozwigzad ukiadu (3.1), a jedynie z waskiej i sztucznej ich podklasy i w oma-
‘wianym wypadku takiej, ze dla nich gesto$S i cisnienie bylyby niezalezne od czasu
i musiatyby by¢ stale dla elementu plynu, a ponadto przyépieszenie jego takze nie
Zalezaloby od czasu.

O ile jednak wybierajac warunki modelowania (3.4) kierowaliSmy sie jedynie

‘wzgledami natury geometrycznej (pokazemy za chwile, na ile to bylo uzasadnione),
0 tyle warunki na stale, jako wynik konfrontacii narzucanej geometrii 1 fizyki prze-
plywu wyrazajacej sie réwnaniami (1.6), powinny mie¢ charakter dynamiczny.
Aby sens ich pokazaé, zacznijmy od przeplywow ustalonych. Utwérzmy skalar
3.8) Eu = ploq? = plogyvio!
znany w teorii modelowania hydrodynamicznego pod nazwa inwariantu Eulera,
skad jego oznaczenie Eu (nie jest to w tym miejscu liczba Eulera, poniewaz jest to
na ogot funkcja punktu przestrzeni), [6]. Obliczmy teraz pochodna Liego dla Eu
zbudowanego z rozwiazan modelowanych warunkiem (3.4); otrzymamy po wyko-
rzystaniu tychze warunkow
(39) ;E‘f (Eu) = (Cz — C— 2(,‘3 — (,'1) Eu.
A zatem warunek zgodnosci (3.6) wymaga, aby L (Bu) = 0, 1j. aby inwariant Fulera
byt staly wzdtuz trajektotii grupy generatora &. Inaczej méwiac, na trajektoriach
tych stosunek cisnienia p do ci$nienia dynamicznego og* nie zmienia si¢; dla kazdej
Jednak trajektorii moze byé inny.

Podobnie, do czego zreszta wrécimy w p. 3.8, wykazuje sig, ze waranki (3.7)
wyrazajg postulat zachowania wzdhuz trajektorii grupy tzw. inwariantu jednoczes-
nosci H%, [6], i takze inwariantu Fu.

Rozwiazania uktadu (3.15 przy warunkach (3.4) oraz (3.6) (lub 3.7) bedziemy
mnazywa¢ modelowanymi na grupach podobiefistw przestrzeni. Uzasadnimy ten
termin w p. 3.8. ‘

Wracajac do warunkdw modelowania geometrycznego zauwaimy, Ze tre$é (3.4)
moze by¢ réima i zalezy od wyboru stalych, naturalnic w ramach swobody, na ktora
pozwalaja, warunki dynamicznego modelowania (3.6) i (3.7). W szczegdlnosel co
sie tyezy pola predkosci, to grupa generatora X moze by¢ dla niego grupa kontra—
inwariantnodci dla ¢; = 0 (dla przeplywdw nicustalonych zawsze ma miejsce ten
Todzaj inwariantnoci); ub grupa ko-inwarianinosci, gdy ¢ = -— C.
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Zauwazmy jeszcze, ze to, iz przy formutowaniy warunkow (3.4) postugnjemy
sig skladowymi kontrawariantnymi predkosci 78, ma zmaczenie drugorzedne,
Zastepujac czwarty warunek warunkiem £,9; — $3 vy narzucaé bedziemy na pole v
ten sam postulat, o ile bedzie ¢;--C = 23. W samej rzeczy £evy = £4 giyoi =
= (£; go) v4-gi £, 97 1 stad przy zalozeniu pierwszego i czwartego z warunkéw
(3.4) mamy £, v; = (C+e3)vi = a ¥3, co nalezato wykazaé.

34. Co jednak daje modelowanie warunkami (3.4) w odniesieniu do ksztattu
rozwigzat? Wyjasnimy to dowodzac najpierw twierdzenia:

Jezeli dla danego generatora £ i dla danego pola tensorowego ¥ zachodzi warunek
£ 54 = c5, gdzie ¢ jest stalg, to wtedy istnicje pole skalarne o o tej wlasnosci, ze
pole 54 = as5'1 | grupa generatora & zwigzane sq warunkiem inwarianinodci £, 5 = 0,

Twierdzenia dowodzimy pokazujac, jak to pole skalarne znalesg. Istotnie, na
to, Zeby bylo £; os% = 0, potrzeba i wystarcza zadosé uczynié réwnaniu &7 ¢y Ino=
== —¢, ktére we wspdlizednych kanonicznych grupy generatora & przyjmuje
posta¢ 9;In ¢ = —e¢, skad ¢ = exp (— cx1) f(x2, x?).

Jak widaé, pole skalarne ¢ wyznaczone zostalo z doktadnoscia do czynnika sta-
fego wzdtuz trajektorii grupy (inwariant). Czyanik ten mozna bedzie wigezyé do
pola 5¥ pomijajac go tym samym w wyrazeniu na o. Poszukiwane pole skalarne
Jest wigc inwariantem wzglednym grupy. Twierdzenie udowodnione jest szezegdlnym
przypadkiem tw. 5.1 z pracy [17], str. 45-46.

Na podstawie twierdzenia odnoszacego si¢ oczywidcie takze do skalaréw i wekto-
réw mozemy warunki (3.4) zapisaé we wspShrzednych kanonicznych grupy po-
dobiefistw generatora & jak nastepuje:

£ = exp (— Cx) 4 (42, ),
(310) ¢ = €Xp (Cl xl) % (xzs x3a t)a
p=exp(erxl) p (32, 33, 1),
vl = exp (c3 x) 01 (12, x3, £).
A wige natozenie warunkéw (3.4) powoduje, 7e w rozwigzaniach na tym warunku
modelowanych nastgpuje we wspdtrzgdnych tych rozdzielenie zmiennych prze-
strzennych; wspélizedna x? zostata oddzielona od pozostatych. Ogélnie za§ w do-
wolnym ukfadzie wspbirzednych rozwigzania réznig sig tylko czynnikiem skalarnym
(inwariantem wzglednym grupy podobienstw) od takich pdl, dla ktérych grupa
generatora & jest grupa inwariantnodel. Tym samym, Zapisujac réwnania (1.6)
we wspblrzgdnych kanonicznych grupy generatora & i podstawiajac do nich zna-
leziong postaé (3.10) rozwigzaf modelowanych warunkami (3.4), znajdujemy uklad
nastgpujacy: _ .
exp (— ¢3 x1) 90 + (¢1 + ¢3) 591 + V; (399 = 0,
exp (c3x1) 0; % + exp (2e3 %) (3 01 B¢ | 9% Vg 98) +

1 PN PO
+ i exp [(ca—ep— C)xll (e glp + g¥0;p) = 0,
exp (— ¢3x1) 05 (pf9*) + (e3 — yey) 91 (pfo"y -+ o* or (ple") = 0.

Rozprawy Insynierskie — 10

31D
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W tym ukladzie rownpad zaréwno funkcje poszukiwane g, p, 9% jak i §¥ oraz
wspbtezynniki Christoffela wystegpujace w pochodnych kowariantnych [por. (1.7)]
nie zalezg od wspohzednej x1. (Te ostatnie dlatego, Ze generator podobierfistw
jest jednoczefnie generatorem afinicznosci).

Zauwazmy teraz znamienng rol¢ dynamicznych warunkéw modelowania na
grupie podobienstw, zanotowanych wyzej jako (3.6) lub (3.7). Ot6z gdy sa one
spelnione, wspétizedna x!1 catkowicie ruguje si¢ z powyiszego ukladu (3.11) dajac
okreslony ukfad réwnan o pigeiu poszukiwanych funkcjach («z daszkamin). Jedli
natomiast nie beda one spetnione, sam uklad (3.11) bylby sprzeczny, bo po od-
powiednim jego uporzadkowaniu mieliby§my po jednej stronie wyrazenia typu
exp (cx1), po drugiej za§ wyraZenia nic zawicrajagce w ogole xl.

Zaktadajac wigc dalej, ze spelnione sa zaréwno geometryczne (3.4) jak i dyna-
miczne (3.6) lub (3.7) warunki modelowania przeplywu na grupie podobienistw
(wladnie rozwigzania spelniajace, oba te warunki nazwaliSmy modelowanymi na
grupie podobiedstw przestrzeni) otrzymujemy dla nich nastepujacy uklad réwnad
prostszy od wyjsciowego ukladu (1.6), poniewaz liczba zmiennych niezaleznych
bedzie mnigjsza o jedno$é:

0¢0 + (e + €3) 991 + V4 (999 = 0,

n . N N 1 . ,\ -
(3.12) opot - eyvlet oy Vol + F(ng”P + g p) =0,
0 (B107) + (ca — ye1) T2 (pfo¥) + 910 (p/@) == 0.

Skracajac sam zapis ukladu w dalszym ciggu korzystalismy z umowy sumacyjnej.
Nalezy jednak pamigtad, ze nicktore ze skladnikéw sum sg zerami i ze rézZniczko-
wanie kowariantne wzgledem x! zawiera tylko operacie algebraiczne z uwagi na
niezaleZzno$¢ funkeji rézniczkowanych od tej wlasnie wspdlizednej i mamy np.
Vidt = I, 6. . <

Uktad ten wraz z warunkami (3.6) lub (3.7) na wystepujace w nim stale jest row-
nowazny tacznemu uktadowi (1.6) i (3.4), poniewaz kazde jego rozwigzanie po
uwzglednieniu ostatniej tréjki wzoidw (3.10) daje pole przeplywu, a wige rozwiaza-
nie (1.6) spetniajgce ponadto warunki (3.4) w uktadzie kanonicznym wspdtrzednych,
a zatem i w dowolnym ukladzie wspohzednych. I odwrotnie, kazde nichanalne
rozwigzanie (1.6) zado§¢ czyniace warunkowi modelowania geometrycznego (3.4)
musi speiniaé we wspéhrzednych kanonicznych uklad (3.12) po uprzednim oddziele-
niu si¢ oraz eliminacji x1. '

Zaznacemy jeszcze, ze gdybySmy rozwiazali uklad (3.12) nie spetviajac dynamicz-
nych warunkéw modelowania (3.6) lub (3.7) na stale, to z takich rozwigzaf nie
mogliby$my za pomocg formut (3.10) przejéé do rozwiazan (1.6) w uktadzie kanonicz-
nym, poniewaz wymaga to uprzedniego pomnozenia przez czynniki uproszczone
przy przejSciu od (3.11) do (3.12). To za$§ mozliwe jest tylko przy spemieniu dyna-
micznych warunkéw modelowania.

Rozwazania powyisze ujmiemy wiec w krétka formule méwiac, ze w strukturze
geometrycznej ukladu (1.6) wyrdiniona jest grupa podobiefistw przestrzeni G,
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wyjasniliSmy na czym to wyrdinienie polega i pokazaliSmy ze w wyniku prowadz1
ono do wyrdznienia prostszych klas rozwiazan ukladu.

3.5. Przeptywy modelowane na dowolnej grupie podobienstw przestrzeni mozna
otrzyma¢ takze i na innej drodze, mianowicie rozpatrujgc zadanic separacji zmien-
nych niezaleznych w réwnaniach (1.6) po ich zapisaniu we wspdhzednych kanonicz-
nych tej grupy. Kierujac si¢ tym, ze wtedy wspolezynniki Christofella nie zaleza
od wspdhrzgdnej x1, a gV maja postaé przedstawiong pierwsza formula wzoru (1.10),
szuka si¢ rozwigzan w ogdlnicjszej niz (3.10) postaci:

(3.13) e=/fitDe, p=fHGHA o =f0D)7,

przy czym funkcje z daszkami zaleia od porzostalych zmiennych, w szczegdlnodei
od czasu ¢ dla przeplywéw nieustalonych. Ograniczymy si¢ jeduak w ilustracii
postepowania do przeplywdw ustalonych. W obu wypadkach wyglada ono analo-
gicznie, .

Funkcje f1, /2, f; nalezy okreflic w taki sposdb, zeby podstawienie (3.13) do
réwnan (1.6) prowadzito do okre§lonego ukladu réwnan na funkcje o, p, o' nie
zawierajacego x1.

Podstawienie (3.13) do réwnania ciaglosei daje o 9! d (In /1 f3)/dx1 4V, (097) = 0.
Zatem powinnc byé d (In f1 f3)/dx! = const i stad fi fy = A exp (Bx)), gdzie 4, B
sq to stale. Podobnie podstawienie do réwnan ruchu daje

b faexp(—Cxl) o

olotd (In fi)jdxl oF + o' Vot + — 3 I (P21t d(In fo/dx1 —I—gifajﬁ)) =0
Ji13

i jak wida¢ musi zachodzié
d (In f3)/dx! = const,  d{Infy)/ds! = const, Jrexo (— CxDES] f3 = const,

Dwie pierwsze réwnosei po uwzgh;dmcmu zwlazku otrzymane z rownania ciggtodci
dajg

fi=Adrexp (e xt), fo=dsexp(eax?), f3= Asexp(e;x3),

natomiast ostatnia réwno§¢ otrzymana z réwnah ruchu wiaze state C1, €3, €3 78
stala C wystgpujaca w skladowych g# dajac dokladnie warunek dynamiczny modelo-
wania (3.6). Z kolei wigczajac state Ay, 45, A3 do funkeji poszukiwanych otrzy-
mamy uktad (3.12). Analogicznie Jest dla przepltywéw nieustalonych, dla ktérych
otrzymamy warunck (3.7).

" PrzekonaliSmy si¢ w ten sposéb, Ze z jednei strony moizna rozwigzania modelo-
wane na grupie podobienstw G otrzymaé metoda rozdzielenia zmiennych w jej
wspdtrzednych kanonicznych, a z drugiej strony, Ze sa to jedyne rozwiazania, do
ktérych takie rozdzielenie zmiennych przestrzennych prowadzi. -

3.6. Jest oczywiste, 7e do klasy przeplywdw modelowanych na grupach podo-
biefistw naleza wyliczone w p. 3.2 przeplywy modelowane izometrycznie, poniewaZ
warunki (3.4} w przypadku szczegblnym zerowania sie wszystkich statych spro-
wadzaja si¢ do (3.2). Rzecz cickawa, 7¢ wtedy warunki modelowania dynamicznego
spelnione sg automatyczaie.
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Ponadto do klasy tej naleza ze znanych przeplywow przeplywy stozkowe. Otrzy-
mujemy je modelujac rozwiazania (1.6) na grupie jednokladnosei (generator X3),
co daje C = 2, a warunki dynamiczne spelniajac przy statych ¢; = ¢y = 0, 3 = — 1.
Istotnie, podstawiajgc (3.4) przy danych wartodciach stalych we wspélrzednych
kartezjanskich x, y, z mamy

Xy =X0z +yoy+20. 1 Xioe=0, Xip=0, Xol—vl=—gi

czyli tez X; ot = 0, co z uwagi na znang tozsamo$¢ Eulera pokazuje, Ze tak gestosé
i ciénienie jak i skladowe predkosdci sa funkcjami jednorodnymi rzedu zera i tym
samym s state na prostych poprowadzonych z poczatku ukiadu (trajektorie grupy).
Fakt ten jest zwykle podawany jako okreslenie przeplywéw stozkowych.

Naturalnie przyktady te, bardzo pogladowe i znane, nie wyczerpuja calej klasy,
bowiem w jej ramach dysponugjemy zaréwno swoboda wyboru konfiguracii geome-
trycznej trajektorii grupy modelujgcej o generatorze X = C'X,, wyrazajaca sie
w dowolno$ci statych ¢, jak i swbbodeg doboru stalych ¢, ¢3, €3 geometrycznesgo
modelowania pola przeplywu (3.4) w ramach, na ktére pozwalaja dynamiczne
warunki (3.6) lub (3.7).

Ale dokladniejsze poznanie wlasnoSci przeplywéw tej klasy wymaga, niestety,
odwolania sie do metod numerycznych whacznie 2 zastosowaniem elektronowych
maszyn liczacych celem znalezienia rozwiazan numerycznych rownan (3.12), Trzeba
jednak stwierdzié, ze ewentualne postgpowaniec numeryczne bedzie dla tych prze-
Plywéw latwiejsze, dzigki zmniejszeniu ilodei zmiennych niezaleznych niz przy
bezposrednim rozwigzywaniu uktadu wyjsciowego (1.6).

3.7. Pewne wlasnodci klasy nie wymagaja jednak rozwiazywania uktadu (3.12)
i wynikaja bezpofrednio z warankéw modelowania. Zajmiemy sie tymi wlasnosciami
w przypadku przeptywdw ustalonych. Pokazemy najpierw, ze: skoriczone przeksztal-
cenia grupy GP), na ktdrej przeplyw jest modelowany, przeksztaleajq linie pradu
wzajemnie na siebie, przy czym linie pradu nie mogq pokrywaé sig z trajektoriami
tef grupy. '

Istotnie, na podstawie (3.10)4 mozna réwnania linii pradu zapisaé we wsp6l-
rzgdnych kanonicznyeh w postaci

(3.14) Cdxljol (x2, x3) = dx2o2 (x2, x3) = dx3/93 (x2, x3).
Calki pierwsze, czyli rodziny powierzchni wyznaczajace w przecigciu linie pradu
beda wiec postaci
xl+Ad =E(2, %%, F@x2x,B)=0,
gdzie 4, B sa to s-tale. Z drugiej strony skoficzone przeksztalcenia grupy G® majy

posta¢ (por. 2.14} x! = x14a, ¥2=x2, x} =x3. Wobec tego przcksztalcajac
lini¢ pradu dang powyzej otrzymamy w wyniku linig, ktdrej réwnanie ma posiaé

El‘i“ff: £ (}29 33): F(}25 3—635 B) =0,

gdzie A = A — a. Jak widaé jest to réwnanie linii pradu tylko z inng wartoécia
stalei, co wladnie nalealo wykazaé,
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Zakladajae, ze linie pradu pokrywaja si¢ z trajektoriami grupy, cayli przyjmujge,
ze 92 = 0 i ze 03 = 0, otrzymaliby$my po podstawieniu do ukladu (3.12) rozwigza-
nia trywialne.

Aby otrzyma¢ dalsze waioski policzmy pochodna Liego z kwadratu predkosei ¢2.
Na mocy (3.4) dostajemy £,42=(C--2¢3) ¢2. Jak wida¢, modut predkoéci bedzie
staly wzdtuz trajektorii grupy modelujacej wtedy i tylko wtedy, gdy

(3.15)  C2e3 = 0.

Na mocy (3.6) warunek ten mozna tez zapisaC jako e, = ¢y.

Poniewaz jednak stwierdzilismy w p. 3.3, 7e Eu = pfpg? (inwariant Eulera) jest
stale na trajektoriach grupy modelujacej, wobec tego takze pfe, a tym samym i en-
talpia cafkowita H, musza by¢ stale wzdluz tych trajektorii. Ostatecznie H jest
inwariantem grupy modelujacej wtedy i tylke wtedy, gdy zachodzi (3.15).

W szczegdlnosci ma to miejsce, gdy entalpia catkowita jest stala absolutng w prze-
plywie modelowanym; inaczej mdwige zwiazek (3.15), to konieczny warunek izoener-
getyeznosei. Odwrotnie, na ogdt jest to takie warunck wystarczajacy. Istotnie,
jego spelnienie oznacza, ze H jako inwariant grapy jest stale wzdhuz jej trajektorii.
Ale H jest takze state wzdtuz linii pradu. Poniewaz te ostatnic nie moga pokrywaé
si¢ z trajektoriami grupy, wobec tego budujac przestrzenng kongruencie z obu
rodzin linii mozemy na ogdt dojé¢ z jedna i tg sama wartoécia H do kazdego punktu
obszarn. Konstrukeja ta zawodzi dla takich rozwigzat ukladu (3.12), ktére daja
rodzing powierzchni pradu rozwarstwiajaca obszar i taka, Ze powierzchnie pradu
nie przecinaja trajektorii, ale je zawierajg. W tym ostatnim przypadku H bedzie
stale na powierzchniach pradu.

Z kolei obliczajac pochodna Liego entropii przeplywu S otrzymamy na mocy .
(3.4) £, S = (c; — ycy) S. Jak widag, na to, aby entropia byla inwariantem grupy
modelujace], potrzeba 1 wystarcza, aby

(3.16) : Cy — Y€ = 0.

- Otéz jest faktem znanym w dynamice gazéw, 7¢ zalozenie potencjalnosci i izen-
tropowosci  przeplywu powoduje automatycznie jego izoenergetyczno$é, Fakt
ten widoczny jest od razu z réwnand Crocco: -

(3.17) grad H — T grad S = 9 xrot 7.

Zatem warunkiem koniecznym, aby przeplyw modelowany na grupie podo-
biefistw byl potencjalny i izentropowy, jest

(3.18) 01 = ¢y =0,

poniewaz tylko przy takim wyborze stalych mozna spetnié jednoczéénie oba warunki
(3.15) i (3.16).

Rownodé otrzymana jest na ogdl warunkiem wystarczajacym, aby przeplyw
modelowany nalezal do tak zwanych przeplywdw Beltramiego, w ktérych wektor
rotacji jest réwnolegly do predkoéci. Tstotnie, jego spelnienie oznacza, 7e zaréwno S
jak i H sa inwariantami grupy. Poniewaz z di‘ugiej strony s to wielkogci stale na
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liniach pradu, moina wigc dojéé po kongruencji trajektouii 1 linii pradu do dowol-
nego punktu obszaru z tymi samymi wartosciami obu wielkosci. W tych przypadkach,
gdy konstrukeja zawodzi, powierzchniami statych wartoci Hi S beda powierzchnie
pradu. To, ze w przypadku udanej konstrukeji otrzymamy przepltywy Beltramiego,
widoczne jest z rownan (3.17).

Warto zaznaczyé w tym miejscu, Ze przeplyw stozkowy jest jedynym spodrdd
przeplywéw potencjalnych i izentropowych modelowanych na grupie generatora
X,. Innych przeptywow przy zalozeniu potencjalnodci i izentropowosci na tej grupie
nie da sie zbudowad.

Przenoszac otrzymane wnioski na przypadek plaskich i ustalonych przeplywoéw,
modelowanych na grupie podobienstw plaszczyzny (ich badaniem zajmiemy sig
W nastgpnym p.) zauwazimy, Ze warunek (3.15) bedzie warunkiem koniecznym
i dostatecznym ich izoenergetycznobci, a (3.18) — warunkiem koniecznym i dosta-
tecznym ich potencjalnodci i izentropowosci, Nie bedzie w tym przypadku takich
sytuacyi, kibre sprawialy, ze mogliémy mowié tylko o «dostatecznosci na ogdh»
tych warunkdw, jak to bylo w przypadku przeptywow przestrzennych. Co sig tyczy
warunku (3.18), to potencjainosé bedzie wynikaé z tego, Ze w plaskich przeptywach
rotacja jest zawsze prostopadia do predkosci i przeplywy Beltramiego nie sg mozliwe.

"1 wreszcie bardzo wazna wlasno$é ogdina wprowadzonych przepltywow: wektor
predkosci w takich przeplywach Slizgajqe si¢ po danej trajektorii grupy modelujqcej
wraz z lokalng bazq ulkdadu kanonicznego tworzy z wektorami bazy stale te same
katy, choé dla réznych trajektorii — rézne. Qczywidcie weklory bazy takze na danej
trajektorii tworza z soba te same katy, co jest charakterystyczne dla grupy po-
dobienstw. ' '

3.8. Obecnie wyjasnimy, jaki zwiazek Iaczy przepiywy' wyodrebnione w tym
paragrafie z teorig modelowania lub, jak zwykle si¢ mowi, podobienstwa przeplywow.
Aby pokrétce teoric t¢ przypomnieé, wrodmy do réwnan (1.3) w postaci bezwy-
miarowej. Otrzymaliémy je zakladajac, Ze jednostki dtugoscei Iy, czasu 4y, predkosei go,
gestedel gy i ciénienia pp wybrane zostaly w stosowny sposéb. Na to, aby uklad
(1.1) i (1.2) przybrat postaé(1.3), jednostki te musiaty spelniaé zwiazki

EHC) dotollo =1, pofoods = 1.
Ale obierajac inne jednostki np. przez zmiang ich skali
h=rkily, Zo=keto, 0o=k,00, Po=kpbo, o= kyqo,
tak Zeby bylo

(3.20) a0 tollo = 9/Tt0s  Poleods = Polo s
Tub R '
(320 - . kglefly = 1, - kplk, ks =1,

dla zmiany skal, jestesmy nadal przy tym samym ukladzie rownai (1.3). Wobec

tego biorac jakickolwiek jego rozwigzanie g, p, o] piszac nastqpme
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& * i #,
Or =000, Dy =pop, U= gy
Qraz

_ " ok i - .
o= €08 P =poP, ?Vy= gt

otrzymujemy dwie rézne realizacje przeplywu, odpowiadajgce temu samemnu roz-
wigzanin (1.3), a tym samym dwa rézne rozwiazania ukiadu (1.2)i (1.1). W szcze-
gblnosci jedno z nich np. moze by¢ otrzymane dodwiadczalnie na modelu w obszarze
D 1 wtedy po przejécin do jego bezwymiarowe] postaci mozemy znalezé rozwiazanie
w obszarze Dy przeplywn rzeczywistego (o sytvacji geometrycznej podobnej do
modelu) za pomoca prostej zmiany skali zado§é czyniacej (3.20°). Przejécie do
geometrycznie podobnej sytuacji oznacza, ze odpowiednie obszary @, i Dy sa pree-
ksztalcane na sicbie za pomoca skofczonego prrzeksztalcenia grupy podobiefistw
G'P). Oznaczajac przez Q i O odpowiadajace sobie punkty obu obszaréw, mozemy
zwiazki (3.20) napisad

tyqi (@)l = ty %‘.{(Q)/TG = Hy(0) = Ho(0),
[pI/QIQIZ]Q = {EITJIETIEIZI](—Q = Eu(Q) = Eu(Q).

To zaé oznacza, Ze w obu przeplywach (a wiec zardwno na modelu jak i w rze-
czywistodcl) daja sie utworzyC agregaty, skalarnz i bezwymiarowe funkcie punkiu,
zachowujace t¢ sama warto$¢ w odpowiadajacych sobie punktach. Sa to zatem
inwarianty punktowo-punktowe przeksztalcenia obszardw )y i Py za pomocsy
podobiefistwa., Pierwszy z nich to inwariant jednoczesnoéci, drugi — inwariant
Eulera,

Tak mozna modelowaé, co podkredlamy, dowolne rozwigzanie (1.3).

Przejdimy z kolei do wprowadzonych w tym punkcie klas rozwigzan., Roz-
patrzmy takie rozwizzanie na dowolnej powierzchni tnacej x!1 = const we wspoi-
rzednych kanonicznych grupy. Przy wyborze jednostek (3.19) mamy

(3.20)

o (x1, x2, %3, £) = gg exp (cr X1) ¢ (32, 43, 1),
3.22) p (el x2, 53, 1) = py exp (2 ¥1) p (32, X3, 1),
ot (x1, X2, X3, 1) = qq exp (c3 x1) ¢ (x2, %3, £).
Précz tego jak pamictamy
{2.23) g1 = exp (Cx1) gy (x2, x3).

Zatem przy przejSciu od jednej powierzchni tnacej (x! = x!) do innej (x! = x)
bedziemy mieli do czynienia ze zmiana skal poszczegélnych wielkodel

G20 k, = exp (c1 (xfp — xD)), Ky = exp (ca (xfp— xD)),
ko= exp [3C+ey) (qp—xD)], Ky = exp (3C (o — x})).

Przy okazji wyjasniamy, Ze zmiang skali diugodci okreflamy tu stosunkiem diu-
gosci danego tuku na drugiej powierzchni tngeej, do dhugosel przeciwobrazu tego
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tuku na pierwszej powierzchni przy przeksztalceniu grupy modelujace], ktére prze-
prowadza te powierzchnie wzajemnie na siebie. ‘

Latwo sprawdzi, ze 7z uwagi na (3.6) lub (3.7) ta zmiana skal spelnia warunki
modelowania (3.20°). A wigc wprowadzone ti rozwiazania maja te wlasnodé, ze
sa jakby zbudowane z warstw, odpowiadajgcych poszczegdlnym powierzchniom
tngeym, 2z tym, Ze przechodzeniu do kolejnych warstw towarzyszy zmiana skal
zados¢ czynigca warunkom modelowania przeplywéw. Przy tym Ho i Eu s in-
wariantami tej grupy, nazwanej uprzednio modelujaca, ktérej przeksztalcenia

- skonczone uwarstwiaja rozwigzanie. Wskazywali§my na to juz w p. 3.3 omawiajac
warunki (3.6) i (3.7). Mozna by powiedzieé, Ze rozwigzania te sa modelowane we-
wngtiznie lub modelowane w sobie. Dlatego tez nazwaliSmy je rozwigzaniami
modelowanymi na grupie podobienstw majgc na mysli to, ze mosna je budowad 7
w obszarze wychodzac z dowolnego rozwigzania uktadu (3.12) na jedngj powierzchni
tnacej tego obszaru. W tym kontekécie poprzednio oméwione modelowanie, stoso-
walne do kazdego rozwigzania (1.6), mozna by nazwaé zewnetrznym. Modelowanie
zewngtrzne nie zaklada niczego o naturze rozwigzania i zawsze pozwala zbudowaé
z niego rozwigzanie dla sytnacji geometrycznie podobnej. To zaé jako zlozenie
skofczonej izometrii i jednokladnodci pozwala na to, ze mozna postugiwaé sig
w obu przypadkach kartezjanskimi ukladami wspéhrzednych. Natomiast przepltyw
modelowany wewagtrznie jako zbudowany z warstw wymaga, aby jego rozwar-
stwienie byto zgodne 7 zasadami modelowania. Ma si¢ rozumieé, e niektore tylko
rozwigzania (1.6) maja tg whasnoéé. Ich znalezienie jest jednak do pewnego stopnia
latwiejsze, przy czym rola wspdlrzednych kanonicznych grupy modelujacej jest
tu istotna,

Koficzae punkt zauwazmy jeszcze, ¢ zamiast o inwariancie Ey mozna mowic
o inwariancic Macha (lokalna liczba Macha), mamy bowiem Eu — M-2, Na tra-
Jektoriach grapy modelujgcej lokalna liczba Macha jest wiec stata. W szczegdlnodel
z trajektorii utkana jest powierzchnia paraboliczna rozwigzan modelowanych na
grupach podobiefistw.

4. Plaskie i ustalone przeplywy, modelowane na grupach podobiefistw paszezyzny

4.1, Punkt ten po$wigcimy specjalizacji rozwazaf p. 3 na przypadek przepty=
wow plaskich i ustalonych. Réwnania tych przeptywéw maja postaé

V;{oed) =0,
. 1 :
4.1 _ @lvlwi+—9—gﬁ"akp=0, Lk, I=1,2,
vl 0;(p/o*) = 0.

Czteroparametrows gr-upe; podobienstw plaszczyzny wyznaczaja nieralesne
generatory

Xy = X0aFp0y, X3 = yor-— x0y,
X3 = a;r, X4 = ()y.

(4.2)
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Okreslenic rozwiazan modelowanych na jednoparametrowej podgrupie G grupy
fo’) przenosimy bez zmian z poprzedniego paragrafu warunek (3.4). Tak samo
jak i tam znajdujemy dynamiczny warunek zgednoéci (3.6) oraz postaé (3.10)
tych rozwigzan we wspohrzednych kanonicznych grupy modelujacej. W wyborze:
grup modelujgeych ograniczymy sig do grup generatora X = mX-nX,, 4.

4.3) X = (mx — ny) Oz + (my -+ 1x) Oy,

(m i n sg to stale dowolne), zawierajacych punkt staly, poczatek kartezjanskiego-
uktadu wspotrzednych.

Réwnanie trajektorii dla grupy tego generatora ma postad dx{(mx — ny) =
= dyf{(my-+nx) i po rozwigzaniu daje rodzing spirali logarytmicznych

@9 B I et (yfx) —nln (24 y2)12]
albo

' 1 m2 4 m2
(4.5) F = exp [; (mqg — m_y )]

we wspohrzednych biegunowych, przecinajacych jak widaé promienie wodzace
z poczgtku ukladu pod katem a == arc tg (n/m). Jako rodzing linii tnacych bierzemy

1
4.0) A= R [ arc tg (¥/x) +mn (52 + y2)1/2],

Sg to takse spirale logarytmiczne,
ortogonalne do poprzednich (rys. 3).
Obierajac 4, 4 za nowe wspdirzedne
na plaszezyinie otrzymujemy nasic-
pujace formuly przeksztalcenia ukla-
du wspdirzednych:

4.7 ‘
x == exp (mA — nu) cos (n2 - my),
Yy = exp (mA — np) sin (nd + mpy),

co tez mozZna zapisaé tacznie w po-
staci

@8)  x-+iy=exp [(m-Fin) (i+ip)]

albo tez

(4.8")  z=exp[(m+ in) {], Rys. 3

gdzie z=x+iy, { = A+ iu.
Wynika stad od razu, Ze jakobian przeksztakcenia wspoirzednych

2

J= = (m? + n2) exp (2mid — 2nw)

3
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jest rézny od zera poza poczgtkiemn uktadu oraz, Ze

ds2 =

inaczej A, g stanowia uklad wspdlrzgdnych nazywany niekiedy izometrycznym.
Generator X przybiera we wspdirzednych tych postaé X = (3 Sg to jak w1dac
wspolrzqdne kanouniczne jego grupy.
Skiadowe tensora metrycznego sa rowne

(4.9) g1 = g2z = (mP+n?) exp 2 (mid —np), g2 =g =0,
a symbole Christoffela sa w tych wspdlrzednych réwae

1 2 1 ol
Iy =m, Iy=—n, [I'yy=Iy=—n,

(4.10)
F:;z:]%l‘:]ﬂ, _l—gzz"“—‘]n, Igl:]?

ijak widaé sg stale. Jest to powodowane tym, Ze nie tylko linie g == const s3 trajekto-
riami grupy generatora X (4.3), lecz takze linie 4 — const sg trajektoriami pewnej
grupy podobiefistwa, mianowicie sg to trajektorie grupy generatora *X — nX,+
+mX,. Co do ukladu wspélrzednych zauwwazmy tez, ze w przypadku granicznym,
sdy n = 0, tiajektorie przechodza na pek prostych, przechodzacych przez poczatek
ukladu (trajektoria grupy jednoldadnodci; generator X)) natomiast przy n — 1
i m =0 linie tnace przechodza w rodzing okregéw wspotirodkowych (trajektorie
generatora obrotéw X5).

4.2. Powtarzajac dostownie rozwazania punktu 3.4 otrzymamy nastqpujqcy‘
ukfad réownai rézniczkowych zwyczajnych, z ktérego wyznacza sie przeplywy
modelowane na grupie generatora X,

aay d ..
{4.11) (e1+c3+2m) ool o= 22 - ;I; (e 22 e = 0,

ill

0

’

. ) . 4 ) ) .
e [(c3 4+ m) (91)2 — m (92)2] 492 2 (e 1) + cp pf(m2 4-n2) o

e [(cs + 2m) 01 92 + n(91)2] + 14 (€™ 922 + if) {m? + 2o =0
2 du . dp . ’

e A d .

(cz —yer) vt pfo¥ +22 d (p/e") = 0.
Pochodne kowariantne zostaty przedstawione w formie rozwinictej korzystajac

z (4.10), a stale zwigzane sy warunkiem (3.6), ktéry tym razem ma postaé

{4.12) - 2e3 -+ 2m == 0y — £y,

{poniewaz C = 2m). Wprowadzajac nowe funkcje poszukiwane

U = vléxp(—nw), N =12exp(—np), R = ¢exp(— ny),

{4.13) )
P = pexp (—np)
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otrzymamy ukiad réwnan o postaci
. ‘ p |
(01+C3+2m)@@£ﬁ"@(@ff):0, .

d
(eytm) U2 — m W2 — WY + W — U+ e Pl(m? +n2) R =0,
(4.14) - dp

d - /
{3 + 2m) UK —I—iﬂ@«f2+(l@d—ﬂf2@ +(n@+ %@)/(mZ—i—nZ)GQ =0,

d
[ (ea.—yer) + (1 —p) n] (PIR) - fZQdTu(”P/@V) =0.

"W réwnaniach tych, jak widaé, wspéhrzedna g nie wystgpuje w sposob jawny.
Funkcje 2 i w prosty sposGb wiaza sie ze sktadowymi pola predkosci — stycz-
na vy i normalna v, do trajektorii grupy. ReeczywiScie, obliczajac te skladowe
otrzymujemy .

Vs = ]/ m? + nZexp (md —np)vl = I/ m2 + 12 exp [(c3 + m) A] 7L,
{4.15) o .
DV = 'I/ m2 4 n2exp (mA— np) w2 = ¥ m2 -+ n2exp [(e3 + m) A} 2.

43. Rozpatrzmy uklad (4.14) nadajac stalym wartofei ¢ = cp = 0. Wtedy
oczywiscie bgdzie takze na mocy (4.12) ¢3+m = 0 i jak wida¢ w tym przypadku
ze wzordw (4.15) sktadowe v, 1 v, bedg state wzduz trajektorii grupy. Jest to przy-
padek przeptywow zbadanych przez ToLimieNa, {15], ktory odkryl je rozpatrujac
we wstepie cytowanej pracy zagadnienie znalezienia takich ustalonych, potencjal-
nych i izentropowych przeplywow plaskich, w kt6rych istniataby rodzina linii
niosgeych state, styczna i normalng do mnich, sktadowa predkosci. Z analiny Torr-
MIENA wynikato, Ze. do przeplys)_yiéw takich précz znanych poddwezas przeplywdw
‘osiowo-symetrycznych, oplywun naroza i $cianki zalyzywionej (przeptyw Prandtla-
Meyera), naleza tokie przeplywy, w ktérych predkosé diwigku a oraz vs i vn sa stale
wzdluz rodziny spirali logarytmicznych, Te wlaénic przepltywy otrzymujemy biorac
dla przeplywéw modelowanych na grupie generatora (4.3) zaznaczome wartosci
stalych. Ich réwnanie ma postaé

od
MR -h_@(@f&&) =0,
m 0 +nll — Q.é =0, | _
4.16) : .
m U 4 n U2 4+ AR A (P 4 PY(m? + )R =0,
d
(L—pywPjRY + E» (PIRY) = 0.

Drugie z nich wyraza potencjalnoéé przeptywu, Istotnie warunek niewirowosci
)y — 00y = 0 po uwzglednieniu zwigzkow

oy = (m? + n2) exp (mi — ny) QZ, vy = (m2 -|~ }12) exp (md — nu) U,
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przyjmie doktadnie postaé tego réwnania. Czwarte réwnanie daje exp [(y—1) nu] x
» (RYfD = const, a stad z uwagi-na (413) i (3.10) p/o” = const. Przeplyw jest
wiec izentropowy. Zseszta o tym, Ze warunek c¢; = ¢; =0 gwarantowad bedzie
niewirowo$¢ 1 izentropowo$¢ plaskich przeplywéw, modelowanych na grupic
podobienstw, wzmiankowaliémy w podpunkcie 3.7.

Dalej mamy a2 = pfe? = DR (a jest predkoscia diwigku) oraz a?f(y — 1)+
+ (m2 4 n2) (U2 + 7W2)/2 = const, co pozwala nadaé¢ réwnaniom (4.16) postaé

a? (U — n'lily + [a2 — (m2 + n2)(02) 00 — (m2 + n?) UUN = 0,

@17) mW -l — U =0,
ﬂ2
v—1

1 1
5 O ) (W24 WD) = gy

Jak wisdomo potencjal dowolnego ustalonego przeplywu spehia réwnanie

(4.18) (o —a2giyViopp =0
Tub ’
(4.19) (vivk — a2 gi®) 0; O p — (vi0F — g2 gI%) Fj",c drp =0,

Charakterystyki tego rownania wyznaczane sa z warunku
(4.20) (ol — a2gth) o4 fs f = 0.

W szczegélnodei dla plaskich przeplywéw naddzwigkowych mamy nastgpujace’
wyrazenie na kierunki charakterystyczne:

dxl  olo2 +gWRg Vg2 — a2

(4207 P (222 — gllg2

Stad dla przypadku przeplywdw Tollmiena bedzie

di  (m?4-m2)UN +a ]/ g2 — a2

(4.21) E,; - (2 + n2)W2 — g2 ’

co daje A+Ay = F (u). A wige w przypadku tym nie tylko linie pradu [por. poczatek
(3.73), Yecz takie i charakterystyki przeksztalcane sa wzajemnie na siebie przez
skoficzone przeksztalcenia grupy modelujacej.

Potencjat dla przeptywdéw Tollmiena bedzie postaci

_ exp(mi+-np)
(4.22) p= Wf (),
przy czym .
(4.23) U=mf, W=f—nf

i drugie z réwnan (4.17) bedzie spelnione automatycznie, natomiast pierwsze pro-
wadzi do réwnania na funkcje f ()
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(4.20) @ — @2 112) (f— nf Rof — (2 m2) £ (P -n (2 122 2 — 22 f == 0,
Zanotujmy marginesowo, ze rdwnanie to mozna sprowadzié do roéwnania pierw-
szego rzedu obierajac f za zmienug niezalezng oraz przyjmujac f= F (f). Otrzy-
mamy w ten sposob rdéwnanie

dF (m2+ 022 fF + n [2a2 — (m2 -+ n2)2 f 2]
A @) (F—nf)?

Zanim przejdziemy do dalszych uwag zauwazmy jeszeze, ze nadajac stalym takie
wartosci, zeby bylo ¢3-+m = 0, ale ¢; = ¢z # 0 otrzymaliby$my przeplyw izoener-
getyczny tez o tej wlasnofci, Ze styczna i normalna slkdtadowa predkosci (oraz a)
beda w mim stale na trajektoriach grupy modelujacej (spirale u = const). Tak
wiec zadanie, ktére Tollmien postawil na poczatku swej pracy, moina z powodzeniam
formutowal otrzymujac geometrycznie taka sama odpowied? dla ogoiniejszej klasy
przeplywow, mianowicie dla przeplywdw izoenergetycznych.

(4.25)

44. Na podkreslenie zastuguja dwa wazne fakty, wykryte przez Tollmisnd przy
analizie badanych przezed przeplywow. Pierwszy fakt dotyczy przebiegu linii pradn
przy przekeaczaniu linii dZzwigku (linia paraboliczna ukiadu), kidra jest trajek-
toria grupy modelujacej, wyznaczana przez wacunek a (i) =[(y — DJ(y - 1D)]1"2,
Tollmien stwierdzil, ze wbrew przypuszezeniom poza przewezeniem rurek pradu
nie wystgpuje przy tym zadna inna osobliwo$é w zachowaniu si¢ przephywu.
Drugi fakt polegal na odkryciu, ze w obszarze nadd?wickowym powstaja przy
pewnych warunkach liie graniczne 3. 83 to talse spirale z rodziny trajektorii, na
ktérych wystepuja nieskoficzone przyépieszenia i gradienty cinienia. Zajmiemy sig
nimi nieco blize;. _ '

Rozwiazania uktadu (4.17) mozna konstruowaé lokalnie w otoczeniu u = ug
przy danych w tym punkcie wartodciach i %, (czyli w otoczeniu danej spirali),
jezeli da sie wyznaczyé z tego ukladu al i Q'Q, co droga kolejnych réZzniczkowan
pozwolitoby znale7é rozwiazanie w postacl szeregu poteg u — o, OLOZ mamy

U — wll + w0,

(4.26) i (m2+-n?) UNUBR — a? {(m U — n'l0)
- a2 — (m? 4 n2j W2

A zatem w obszarze naddzwickowym na spirali g = up takiej, Ze
(4.27) a2 () = (m? + n2) W2
nie moZna stawia¢ warunku poczatkowego dla ukiadu (4.17), poniewaz wiedy
we wzorze (4.26) znika mianownik, a licznik réwny przy tym n (254-720) jest réznv
od zera. Rola punktu py bedzie wige w takim wypadku analogiczna jak rola charak-

terystyki w zagadnieniu Cauchy’ego. Zresztg jak wskazuje rownanic (4.21), istotnie,
trajektoria pu = uo jest obwiednia jednej rodziny charakterysiylk, czyli linii Macha

3 Od Tollmiena wywodzi sig tez nazwa tych linii (Grenzlinie).
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i warunki Cauchy’ego postawione na niej (chodzi tu o rozwiazania w klasie prze-
plywéw modelowanych i mowa jest o zagadnieniu Cauchy’ego dopuszczalnym
w tej klasie) nie da jednoznacznego rozwigzania na potencial. Warunek (4.27)
ornacza, z¢ sktadowa predkosci, prostopadia do linii graniczoej, jest réwna pred-
kosci dzwigku [por. (4.15)].

Pojecie linii granicznej 1 #z nim zwiazane linii «zwrotun przeplywn i strefy «za-
bromionej» byly swego czasu szeroko dyskutowane. Ich genezy doszukiwano sie
w zmianie entropii i w zalamaniu si¢ potencjalnosci przeplywu na linii graniczne].
To jednak wymagaloby, aby linia graniczna byla miejscem mocnej nieciaglodci
przeplywu czyli falg uderzeniowg. Ale ta alternatywa odpada dlatego, ze fala uderze-
niowa nie moze tworzy¢ z kierunkiem przeptywu kata Macha, a tak wladnie jest
dla linii granicznych.

Péinicjsze rozwazania dotyezgee linii granicznych zwigzano z osobliwodcia
odwzorowania plaszezyzny przeplywn na plaszezyzng hodografu predkodei i zbadane
szereg ich wiasnosdci, [7], [12] i [16]. Od poczatku jednak pojecie linii graniczaych
zwiazano z przeplywami potencialnymi i izentropowymi, za$ sama ich geneza zostala
trochg na uboczu, Nie bez poizytku bedzie wiee wskazanie, Ze linie graniczne mogg
pojawié sie takze w pewnvch warunkach w przeplywach niepotencjalnych i nie
fzentropowych, co takze i ich geneze stawia w nowym $wictle. Aby to zrobi¢ wréémy
do ukladu (4.14) 1 obliczmy wyznacznik macierzy wspdlezynnikéw pochodnych
Gé, f/j, Q‘.é, 2. Mamy

.4 0 0 R
0 0 w0 g2 y
S
—_— 0 @ (m2 "}- I’IZ) i
R (m? 4 n?
» ) w
R

W iakich punktach, w ktérych wyznacznik ten jest rédwny zeru, nie moZzna dla
ukiadu (4.14) stawia¢ zagadnienia poczatkowego. Zachodzi to w dwdéch przy-
padkach:

1. Gdy 7€ =0, co w uzupelieniu drugiej czesci twicrdzenia z p. 3.7 wylgcza
takze mozliwo$é pokrywania si¢ pojedynczej trajektorii z linia pradu.

2. Gdy (m2+n2) 02 = PIR, co po uwzglednieniu wzordw (4.13)1 (3.10) oraz
(4.12) i (4.15) daje

(4.28) o2 = a2,

A zatem takze 1 w tym przypadku na trajektoriach, na ktorych normaha sktadowa
predkosci jest rowna predlosci diwigku 4, pojawiaja sie nieskosiczone przy$piesze-

* Lokalna predkoéé diwigku nie jest w tym przypadku stala wezdtoz trajektorii, przeciwnie
niz dla przeplywéw Tollmiena, ale mimo to i linia paraboliczna i linia graniczna pokrywaja,
si¢ z trajektoriami.
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nia i nieskoficzony gradient ci$nienia. Réwnosé ta wskazuje takie na to, ze tra-
jektoria taka bedzic obwiednia charakterystyk.

Wydaje sie, ze shusznym bedzie praypisaé powstanie linii granicznej w tym przy-
padku nadmiernemu ograniczeniu przeptywu od strony geometrycznej. Konfi-
guracja geometryczna zbyt mocno zweza go w sensie kinematyeznym. Tak samo
jest we wszystkich przypadkach znanych przeplywow z linia graniczng (I. TAYLOR,
I°. RIENGLEB). Sg to zawsze rozwiazania z geometria narzucong wewnatrz calego
obszaru, a nie tylke na jego brzegu.

Warto w tym miejscu nawigzaé do sygnalizowanego we wstgpie znaczenia modelo-
wego prostszych klas przeplywow. Widad tu, Ze rzecz ta wymaga duzej ostroznosci,
ze trzeba zdawad sobie sprawg z natury czynionych zaloZef, ktdre pozwolily taks
prostsza klase otrzymad, Przy tym, jak sie wydaje, wyraZne rozdzielenie postulatdw
fizycznych i geometrycznych, zasada ta jest tu konsekwentnie stosowana, jest ogrom-
nie wazne. Wracajac do genezy linil granicznych przypomnijmy sobie, Zze na poczatku
tego punkiu wyszliémy od narzucenia okre$lonych warunkéw geometrycznych
na pole przeptywu. Z warunkéw tych juz bez zadnych dalszych zatozed mnatury
fizycznej doszliémy do pojgcia linii granicznej (pokrywajacych sie w dodatku
z trajektoria grupy modelyjacef). Dopiero dalsze ograniczenia geometryczne {wa-
runek c¢; = ¢ = ) przywiodlo nas do potencjaluych i izentropowych przeplywow
Tollmiena, w ktorych takze pojawiaja sie linie graniczne., Shusznym chyba bedzie
dopatrywaé sig ich przyezyny wladnie w tej geometrii narzuconej na poczatku.
Wilaénie z tej geometrii nalezatoby zrezygnowad, a nie z potencialnodci i izentro-
powoscl, aby przeplyw dat sig przedluzyé poza linie graniczng.

Powyisze uwagi rzucajac pewne $wiatlo na samo powstawanie linii granicznych
nie poruszaly sprawy najbardziej tu istotnej, mianowicie czy linie graniczne moga
wystepowaé w przeplywach fizycznych., Bowiem jak dotad ich nic zaobserwowano,
W zwigzku z tym podkreslmy jeszeze Taz, Ze linie graniczne w przypadkach oméwio-
nych wynikaja z narzucenia okre$lonych wymogdw geometrycznych co do prze-
plywu w calym obszarze wraz z brzegami, natomiast w realnych warunkach jestedmy
w stanie narzucaé wymogi geometryczne tylko na brzegu obszaru. Z tego oczywiscie
nie wynika, aby realizujacy si¢ przy tym przeplyw mial wykazywaé te geometrig
wewnatrz obszaru.

5. Rozwigzania ukladu (1.10) medelowane na grapach podobiefsiw czasoprzestrzeni -

5.1. Rozpatrujac jednoparametrowe grupy podobiefistw czasoprzestrzeni mozna
przenies$¢ opracowany algorytm na przypadek tensorowej postaci rownaf dynamiki
gazOW w czasoprzestrzeni, przytoczonej w p. 1.3, Warunki modelowania geometrycz-
nego formutujemny analogicznie do warunkdéw (3.4), zadajge, aby

(5.1 £0=rc10. Ep=cp, E£ui=cyul,
LWl = cqwl,  L£eg = c5q,

gdzie generator & wybierany jest spoérdd generatordw podobiefistw czasoprzestrzens
nych, czyli zachodzi
£:qu = Cgy.
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Powtarzajac rozumowanie stosowane w. p. 3.3 znajdujemy warunki Zgodnoscl
wiargce takze tylko state z (5.1): ‘

‘(52) 26’3 = 204 = C, C] = €a, [ 0.

Z warunkoéw tych wynika, Ze wielkosci p/p, g, moduly wektoréw u i w oraz entalpia
<catkowita sg stale wzdtuz trajektorii grupy modelujacej. Podobnie jak i poprzednio
modelowanie geometryczne (5.1) zapewnia, Ze oba wektory §lizgaja si¢ sztywno
‘wraz z bazg lokalna kanonicznego ukladu wspélrzednych grupy, nie zmieniajac
katow swego nachylenia wzgledem jej wektoréw. Dodatkowo nie ulega zmianie
takze ich diugosé.

5.2. Otrzymujac warunki (5.2) nie korzystaliémy z ostatniego zespohi réwnafh
'w ukladzie (1.10). Obliczajac z kolei pochodna Liego z wektora czasoprzestrzeni
‘wyrazonego tym wiladnie -zespolem i korzystajac z juz otrzymanych warunkdw
otrzymujemy

{5.3) : Clwy—uy) =21+ H) ()j;Eﬁ i

Na mocy (1.10} mamy uw; — wy = (1 +-H)0; ¢, co z uwagi na (5.3) prowadzi do
zwigzku

{5.4) Oi{fet -5 Ct) = 0,
skad
2£.t + Ct = const.

To za$ po przedstawieniu we wspdlrzgdnych kanonicznych grupy prowadzi do
wyraZenia

{5.5) t = exp (— Cx1) F(x2, x3, x4} + const.

Jak wida¢ ostateczny wynik jest taki, Ze postaé ¢ w funkcji wspéhrzedne; kanonicznej
xt liczongj wzdluz trajektorii jest definitywnie ustalona. Wobec tego mozna roz-
patrywaé przy modelowaniu (5.1) niektdre tylko z podgrup pelnej grupy podo-
biefistw czasoprzestrzeni, te mianowicie, dla ktérych czas zmienia sie wzdluz tra-
Jektorii zgodnie z (5.5). Dla przykladu rozpatrzenie w czasoprzestrzeni dwuwy-
miarowej o generatorach podobienstwa

v

Xi=x0:+10:, Xo=x0—10s Xi=0s Xiz=0

podgrup generatora X = mX;+nX, (co pozwolitoby przeniesé rozwazania po-
przedniego punktu na przypadek jednowymiarowych przeplywéw nicustalonych)
Jest niedopuszczalne. Istotnie, przejécic od wspolrzednych kanonicznych do x, ¢
byloby dla tego generatora postaci (por. (4.7)). ‘

x = exp (mx! - nx?) cos {nx! + mx2),

t = exp (mxl — nx?) sin (nx1 + mx?)

niezgodnej z (5.5), o ile n jest rézne od zera.
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Mozna jednak modelowaé rozwigzania na grupie jednokladnofci czasoprzestrzeni
{generator X = {04+ Xx05+y0y+20dy), cO p1owadz1 do prostszych przypadkdw
tzw, przeplywdw samopodobhych.

6. Plaskie, ustalone i potenc_]aine przeplywy cieczy niesciSliwej jako przyklad przeplywow
mudelowanych na grupach konforemmosci plaszczyzny

6.1, Ograniczali$my sig dotychczas do grup podobienstw i izometrii jako pod-
stawy do poszukiwania klas modelowanych. Zaznaczaliémy w p. 3.2, Ze rozpa-
frywanie zupetnie dowolnych generatoréw, nie wyrdznionych w strukiurze uktadu
rownat, nie iest celowe. Ale moZe sig zdarzyé, ze narzucenic pewnych dodatkowych
zatczen fizycznyeh rzutuje takZe na wyréinienie innych grup pt‘zeksztaiceﬁ. Jest
tak dla plaskich, potencjalnych i miescifliwych przeplywéw ustalonych. Mianowicie
‘pokazemy, ze w strukturze rzadzacego nimi réwnania Laplace’a wyrdzniona jest
grupa przeksziatcen konforemnych plaszczyzny. Zreszia fakt zwiazku przeptywow
takich z odwzorowaniami konforemnymi jest doskonale znany, ale chcemy go na-
$wietli¢ od strony czysto geometryczne], blorac za punkt wyjscia w wyznaczaniu
grupy konforemnej ukiad (2.20). Zaczniemy od ustalenia pewnych dalszych pojgé
geometrycznych, ktore przydadzy sig takze w nastgpnym paragrafie.

6.2. Pierwszym z nich jest pojecie pojemnodci tensorowe] n o wadze s Przy-
Idadowo wyjadniajac sens tego pojecia weZmy pod uwage pojemnos$¢ tensorowa
dwukrotnie kontrawariantna i jednokrotnie kowariantng wagi s. Regula transfor-
macyjna skiadowych takiej wielkosci przy zmianie ukfadu wspélrzednych jest
nastgpujaca: o L _

. : of” of"
6.1 nyl =4" SA"AJ'A;c ny, gdzie = A= ‘ — @

ot L B

W geometrii pojemnosci oznacza sie literami alfabetu gotyckiego. Wigkszoé¢ auto-
réw nazywa je takze 'ggs,toéqiamj'tensorowy1nj, ale termin taki moglby sie myli¢
w tym kontekécie z gestoécia plynu. '

Dla tejze samej pojemnosci tensoroweJ pochodnag kowariantna i pochodna
Liego liczymy podlug wzordw

62 Vi =omi + Iy {—an,b ol — sy,

glee I-'I _ﬂ , ’

(627 £ = EVinf — il Vi& —nf ViE L Vi s Vi &
Pojemmnoscia jest spotykany dosyé czesto wyznacznik macierzy tensora metrycz-

nego . Jest to pojemnosé wagi s = 2. Potegi g czyli ()** sa pojemnosdciami wagt

2n*. Obliczajac dla nich pochodng kowiariantna otrzymujemy V; (9)* = & () —
—2n* Ty (g)*, co po uwzglednieniu zaleznodei Iy = 0;lny/q daje

63 S Vim=o.
Z kolel korzystajac ze wzoru {6.2"} otrzymuiemy
£, ()7 = &V, (g)n* 4 20 T Vi &,

Rozprawy Inzynierskie — 11
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co po uwzglednieniu (6.3) pozwala napisaé
(6.4) ' Le (g™ = In* (g)** V; &,

Zalezno$¢ te wykorzystuje sic w rownaniach okre$lajacych (2.20) grupy konfo-
remnej w przestrzeni 2, nadajge im inng postaé, do czego wiasnie przechodzamy
Wyrazna postaé¢ tego uktadu réwnan jest nastgpujaca:

(6.5) g Vi& +guVe & = ogu .

Mnozac tensorowo obie strony przez g*’, a nastgpnie ponownie sumujac po k1 r
dostajemy 2V; & = no, co w polaczeniu ze wzorem (6.4) daje £, (g)** = n* no (g)»*
dla generatora spehiajgcego (6.5} (n jest tu wymiarem przestrzeni). W szczegdl-
nofei biorge n* = 1/n oraz n* = — 1/n otrzymujemy £ gl/? = ogli® i £, g-1In =
= og~ 1%, Warunki te, spelnione dla generatora konforemnodci, pozwalaja wpro-
wadzi¢ pojemnosci tensorowe

(6.6) G — glingit  wagi  2fn

i ,

(6.7) , Gy =g~ 1P g wagi  2/n
takie, 7ze dla kazdego generatora konforemnosci zachodzi
(6.8) £, 6% =0, £ Gu=0.

Odwrotnie, kazdy generator speliajacy ktérekolwiek z tych réwnad daje grupe
jednoparametrowa przcksztalcen konforemnych. Tak wiec grupa konforemna
jest grupa inwariantno$ci’ wprowadzonych pojemnoéci.

6.3. Zauwazmy teraz, Ze prawa strong rdwnania ciaglofci moina przeksztalcié
nastepujaco:

Viovk) = o {ov®) -+ Mot o = 0p(ev%) +00' d; In ]/g = /w ox(ey/a0m),

i nada¢ mu postaé

(6.9) dx(0)/3o%) = 0.,

Gwoli Scisledei trzeba dodad, Ze ta ostatnia postad jest pierwotna w stosunku do tej,
od ktore] wyszlidmy 1 Zze to ja wladnie otrzymuje sie z niezmienniczej catkowej zasady
zachoWania masy,

Przy zalozeniu, ze preeplyw Jest potencjalny v = o; P oraz of = gl 9y @ 1 nie-
cisliwy, otrzymujemy

(6.10) Vi (agopg) = 0.

Otz zauwazmy, ze dla przeptywéw plaskich §/gg?* nie jest niczym innym jak
tylko pojemnodcia ®** wagi s =1, wyznaczajaca grupe konforemna plaszcezyzny
Ipor. (6.6) w przypadku »n = 2]. A wiec réwnanie {(6.10) mozna napisa¢ w przy-
padku tym nastepujaco:

(6.11) 0x (6" ) = 0.
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Wobec tego we wspdlrzednych kanonicznych dowolnej grupy przeksztalcen
konforemnych plaszczyzny wspdlczynniki tego réwnania beda niezaleine od x1,
w szczegOlnodcl rozwiazania o postaci @ = axl4-F(x2) (@ — stala) beda otrzy-
mywane jako rogwigzania réwnad roznmiczkowych zwyczajnych. Co wiegcej, jak
za chwile zobaczymy, moina tak dobraé rodzing linii tngcych, ortogonalnych do
trajektorii, Ze bedzie G!l = $?2 = const, B2 = §2! =0, tak ¢ rozwigzapia
typu ¢ = ax!+F{(x2) sprowadza si¢ wylacznie do ¢ = ax!+bx2+c¢ (b, ¢ 53 1o
state). .

6.4. Aby wyznaczyé grupe konforemnq plaszezyzny, nalezy znaleZé jej genera-
tory z réwnania

{6.12) £:9/08% = 0.

To réwnanie ma postaé git A& — gk A & — g A 88 —0 i w szezegdinodel
we wspotrzednych kartezjanskich x, y przyjmuje dobrze znana posta¢ warnnkow
Cauchy-Riemanna

(6.13) . 0251 — 0482 =0, 0y81+4-0,82=0.
Skladowe generatora sa to wiec funkcje harmoniczne sp;zgione 1 mamy

{6.14) : El4-i2 =f(2),

gdzie z = x+iy, a f{(z) jest funkcjg amalityczng z.

Pokazemy, 7e z generatordw tych mozna zbudowaé pelng grupe konforemmng
inaczej, ze je$li X 1 ¥ sa generatorami konforemmnosdci, to takie Z = (X, Y) jest
generatorem konforemmodel, Otdz niech X = &% 0, ¥ = 5* o 1 stosownie do tego
ELHiE2 = f(z), nl+in? =g (z); (f(2) oraz g{z) sa to funkcje analityczne). Na
podstawie (277 znajdujemy Z = (¥ 0y, 0¥ = &7 &y nk — nf o5 £F,

Ale ostatnim zwigzkom mozna nadaé postaé

] d
B =) 58 @) —8@) 4 16,

z ktorej widaé, ze 214402 jest takze funkcja analityczna z, co nalezato pokazaé.
Poniewaz jednak rozwigzanie ogodlne (6.14) zalezy od funkcji dowolnych, wobec
tégo grupa konforemna plaszczyzny jest grupa nieskonczong G©.

Wezmy pod uwagg dowolna jednoparametrowa podgrupe grupy G2, Przejcie
od wspélrzednych kartezjafskich do wspétrzednych kanonicznych G napiszemy
jak nastepuje:

d
c—a+m:fﬁ;M@L

Istotnie, mamy stad f(z) M’ (z) = 1, czyli E1 9 A-E29, A — 1 oraz &l oz u++
+&£2 9y 4= 0 [por. (2.13)]. Oznaczajac przez N (), { = A+iu, funkcje odwrotng
do M (z) znajdziemy ds? = |N'[2 (dA2-+-du?), czyli g11 = 822 = IN', g12 = 821 = 0,
co daje Gl = g2 =1 i G2 = H21 = 0. Jak widaé we wspélrzgdnych A, u skia-
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dowe pojetnnodci & sq stale. Jest to powodowane tym, ze linie tnace sg swoija
droga trajektoriami innej grupy konferemnej TG o generatorze #1-Fin2 = — if (z).

6.5. Pokazemy obecnie, ze z kazdym przeplywem o potencjale zespolonym
W (z) = p+iy (y jest funkcjg pradu) zwigzana jest-grupa konforemna inwariant-
nosci kowariantnej dla pola predkosci przeptywu, W tym celu wyznaczymy zwigzek
potencjatu W (z) i funkcii f(z} wyznaczajacej t¢ grupg. Warunek aby -generator
konforemnodci dawal grupe ko- inwariantnodci dla pola predkosci ma postad
£:0; =0, to _]est Z&piSUJG sie nastepujaco:

Elozoi+E2 dyv1 49 0p EL+02 02 82 =0,

(6.15) o R
s (}x 7)2—{—5- ()y 7)2+7)1 c)y §1+7)2 ()y §2 = 0,

co tez morzna napisad

wlred)=o.

stad

aw .
(6.16) f(z)=-——= const=a}if.
. - dz

Z drugiej strony inwariantno$¢ ta oznacza, ze we wspolrzednych kanonicznych
A, . mamy vz = vy (), co prowadzi do linii pradu o postaci A-+hA () == ¢. Wynika
z tego, ze takZe i w tym przypadku linie pradu przeksztalcane sg przy skonczonych
przeksztalceniach grupy na siebie. Dla a = 0 trajektiorie pokrywajg sie z hmaml
elwipotengjalnymi, a dla 8 = 0 7 liniami pradw.

Stwierdzenia te nie stanowia oczywiscie Zadnego novum, je§li chodzi o samo
podejicie do zagadnien hydromechaniki, tym niemniej naswietlenie tych spraw
z punkin widzenia koncepcji tensorowo-geometrycznych, poglebiajace dobrze
znane modelowanie konforemne i ukazujace, 7¢ kazde rozwiazanie jest tu modelo-
wane wewngtrznie na odpowiednicj grupie konforemmnej, moze okazal sie pozy-
teczne.

7. Struktura réwnania plaskich i ustalonych przeplywow cieczy lepkiej. Przeplywy Oseena i Hame]a
jako przeplywy modelowane na grupie podoblenstw plaszezyzny
7.1, Funkcja pradu plaskich, ustalonych przeplywdw cieczy lepkiej spelnia row-
nanie

oy,
EEY I

gdzie A= 02{0x2+02/0)? jest opelatmem Laplace’a, a » wspdlezynnikiem lepkoéci
dynamiczne;j.

Aby zbada¢ strukture geometryczna tego réwnania, zapisujemy je najpierw
w dowolnym uktadzie wspohzgdnych k:

7.1

(7.2) S 0(Ap) Ty = vAdy, ij=1,2,

]/_
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przy czym &% jest symbolem Ricciego, czyli pojemnoscia tensorowa skoénie syme-
tryczng wagi s = 1, o skladowych ¢!2 = — #?1 = [, a operator Laplace’a ma postad
Ay = Vi (g o ). Funkcja pradu wiaze si¢ ze skladowymi predkoéei za pomoca
nastepujace] zaleZnosci niezmienniczej:

1 '
(7.3 ot = Vs &% op vy, Lk=1,2.

Roéwnanie (7.2) ma postaé niezalezng od ukladu wspéirzednych 2z dokladnoseia
do jego orientacji, poniewaZ znak £% zmienia sig na przeciwny, gdy jakobian prze-
ksztalcenia wspolrzednych jest ujemny.

Piszac to' rOwnanie wyraZniej

1 .
(7.27 % e 04 [Vi (¥ 0,9) 0y p = #V, 18" 0e(V (8" 0, 9)],

a nastgpnie mnozac je obustronnie przez g i uwegledniajac (6.3) otrzymamy
(7.4) 1V [V (BF oy} oy = oV, [67 ¥, (Ve (GF 0, 9))],

gdzie ®F oznacza gesto§é tensorows, wprowadzong uprzednio przy badaniu giupy
konfmemnej plaszczyzny.

7.2. Przyjrza.wszy sig tej postaci rownania (7.1) widzimy, Ze zmienne niezaleZne,
j. wspdhrzgdne, wystgpuja w nim za posrednictwem pojemnosci % oraz za po-
srednictwem symboli Christoffela, pojawiajacych sig przy obliczaniu pochodnych
kowariantnych. Jak wiemy, pojemnoé¢ G# zwiazana jest z grupa przeksztalcen
konforemnych G2 plaszezyzny i w ukladzie kanonicznym dowolnej jednopara-
metrowej grupy przeksztalcen konforemnych G0 bedziemy micli Gl = $22 == 1,
®12 = B2l = 0. Wiemy takze, Ze symbole Christoffela zwiazane s3.z grupa afiniczng
plaszezyzny i 7e z kolei sg one-niezalezne od wspdlrzednej x! w uktadzie wspdl-
rzgdnych kanonicznych dowolnej grupy G™. Zatem maksymalne uproszczenie
(co sig tyczy postaci funkeyjnych G | 1"}:,5) dostaniemy we wspélrzgdnych kano-
niczaych grupy podobiefistw G, stanowiacej podgrupe obu grup.

Ostatecznie wigc biorac generator (4.3) i uklad wspdhrzednych kanonicznych
odpowiadajacej] mu grupy podobienstw stwierdzamy, 7e wspolezynniki réwnania
(7.4) beda stale, mimo Ze sam uklad wspéhzednych jest krzywoliniowy (rys. 3).
Pozwala to w szczegdlnosci na wyodrgbnienie rozwigzan o postaci p = cA-+F (u),
gdzie ¢ jest pewna stala. W postaci niezmienniczej warunek modelujacy takie roz-
wigzania napiszemy:

(7.5) . .£i’lp =7,

gdzie £ jest generatorem (4.3).

Innymi stlowy, modelujemy tak, Zeby funkcja prgdu byla inwariantem wzgled-
nym grupy modelujacej.

Ostateczne réwnanie dla przeplywéw tak modelowanych znajdziemy podsta-
wiajac do (7.4) » = cA-+F (u) 1 wykonujac kolejne operacje z tym, ze przy oblicza-
niu pochodnych kowariantnych korzystamy ze wzoru (6.1);.
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Rachunkowo wyglada to tak: (1) oznaczamy jak zwykle FOW = dn/du» F ()
i bierzemy pod uwage skalar v = cA-+F (1); (2) nastgpnie mamy pojemnosé 0¥ =
= (% g; ¢ jednokrotnic kontrawarianina wagi s =1 i o skladowych vl = ¢,
02 == F; (3) z kolei liczac m = Vi 0¥ = 9y vF otrzymujemy pojemnos$é wagi 1,
o skladowej m = F2 (4) liczac pochodng kowarianing m dostajemy pojemnosé
jednokrotnie kowariantna wr=Vim=dm—Iim wagi 1. Je skladowe

wynosza to; = — 2mF@), w; = FO{2nF?), poniewaz [ =2m, I, =—2n,
[por. (4.10)1; (5) nasigpnie znajdujemy pojemnodé h* = & w; jednokrotnie
kontrawarianing wagi 2, o skladowych §i = — 2mF®, h2 = FO 1 2pF® 1 obli-

czajac jej dywergencig Vs b' otrzymamy s §° — I's §° = FOH4nFO -4 (m2-1-n2) F@
Tym sposobem obliczyliémy prawa strong rdwnania (7.4.) Z kolei obliczamy lewa
strong. Znajdujemy '

0105 = Wy — Wadgw = -— 2mFPA FO _ (FO L 2pp@y ¢
Ostatecznie wige mamy
(7.6) BF®FD o (FD { gDy = » [F® 4 20FD 4 (a2 + b2) FO

gdzie przyjelismy a = 2n, b = — 2m. Réwnanie to otrzymat Oseen, [11], uogdl-
nigjac klas¢ przeptywow odkrytych przed tem przez Hamela {5]. Widzimy, ze
z samej zaloZonej postaci rozwiazania p = cA+F (i) wynika, Ze skoficzone prze-
ksztalcenia grupy niodelujqcej przeksztafcaja linie pradu wzajemnie na siebie.
Przeplywy Hamela otrzymuje si¢ przyimujac ¢ = 0. Funkcja pradu bedzie wiedy,
jak wskazuje (7.5), inwariantem grupy, a poniewaz jest to takZe funkcja stala mna
linii pradu, wigc w przeplywach Hamela obie rodziny krzywych pokrywaja sie
1 linie pradu s w nim spiralami logarytmicznymi. W szczegélnosci dla ¢ = 0 spirale
te przechodza na pek prostych, a odpowiednie réwnanie pozwala znaleZé plaski
przeplyw Hamela w dyfuzorze. Rozpatrzenie rozwiazan typu v = cu+G (A) takze
dopuszezalnych w strukturze réwnania (7.4) [chodzi bowiem o rozwiazanie bedace
inwariantem wzglednym grupy generatora "X (p. 4.1)] prowadzi do rownania

¢N)) ¥[GP 426G + (a2 - 2) GD] = ¢ (6B + bGP) — oGP G,

ktére w przypadku szczegblnym ¢ = 0 i @ = O (ten ostatni warunek oznacza, ze
grupa modelujacyg sa obroty) przechodzi w réwnanie przeptywow Couetta po
okregach wspélirodkowych.

Przeplywom Hamela i Oseena oraz ich przypadkom szczegdlnym podwiccono
sporo uwagi, poniewaz sg to §ciste rozwiazania w teorii przeplywéw lepkich, ktérych
znalezienie sprowadza sie do calkowania réwnafi réiniczkowych zwyczajnych,
Z tej racji czesto przytacza sig te réwnania i ich wyprowadzenia w literaturze.
Wyprowadzenia przytaczane nawigzuja do pracy Hamela. Jednakze zwiazek tych
rozwigzafn ze strukturg geometryczng réwnania wyjciowego, ktéry wyjasdnitby,
dlaczego whasciwie takie klasy rozwiazah mozna wyrdznié, nie byl wyraznie zazna-
czony. To wlasnie moina bylo wyjaéni¢ przedstawiajac réwnanie (7.1) w postaci
niezmienniczej (7.4). Przez to takZe i samo wyprowadzenie réwnan bylo prostsze
1 bardziej przejrzyste od zwykle podawanych.
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Ale mozna je wyprowadzi¢ takze wychodzac z innej koncepcji niz ta, ktérg
tutaj postuzylismy si¢. Otdz tatwo sprawdzi¢, ze warunck (7.5) (nazwijmy go geome-
trycznym warunkiem modelowania) w polgezeniu z (7.3) i (4.9) prowadzi do dyna-
micznego warunku modelowania £, R =0, gdzie R = glj»’ jest lokalng liczba
Reynoldsa. Zatem dla przeplywéw tych R jest inwariantem grupy modelujacej.
Wobec tego skoro wiemy z teorii modelowania hydrodynamicznego, 7e¢ w prze-
plywach podobnych geometrycznie cieczy lepkich R musi by¢ takie same w od-
powiadajgcych sobie punktach, przeptywy modelowane wewnetrznie mozna zbudo-
wal zadajac, aby R w takich przeplywach bylo inwariantem grupy podobiefistw
G®. To bylo wlasnie punktem wyjécia bardzo prostego wyprowadzenia réwnania
Oseena, jakie podal Birkhofl ([1], rozdzial 4, § 6). Wydaje sig jednak, e podane
tu bardziej szczegblowe wyjadnienie zagadnienia od strony geometryczne] takie
zastuguje na uwage.
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PesmwoMe

METOX OIIPENEJIEHAA HEKOTOPBIX KIACCOB TEYEHAH C ILOMOIBIO
‘ MOJTENUPOBATIA HA TPVIIIAX JIH

B pafiore HaeTCd METOA OpeflelicH s KITACCos revenil, GoJee OPOCTHX B FEOMETPHYECKOM
cnmicre. Meros OCHOBBIBASTCA HA AMATH3E TeoMeTpHIScrol CTPYKTYPS! PACCMATPIBAEMBIX ¥pan-
HEHEH M ONpCHEISHAT rpyma npeobpasosamui Tiu, OTIMHAIQUIHXCA B aroit crpyrrype. C avol
UENLI0 MPEMEHSIOTCH HEKOTOPHIE TOHATHA H TEOPOMBI CoBpEMERHOI M(bdzepéﬁuﬂanbnoﬁ Teo-
METPHE, SBILAUOTIIECS CCTCCTBONHEIM PasBETHEM TCH3OPHOTO amamia. O cobpaHsl B 1L 2,
KOTOPBIA TOITOMY HTDaeT PoJib MATCMATHUECKOTO BBCHSHILA Tam OnpeReIIeTCT, MEXKAY npoqm,
nopgarde rpyma Jiu, npomspofEctt Ji, TPy WEBAPEARTHOCTH TOACH JIHSIEHEDIX reoMeTPHYCCKHX
aBBeKTOB M WBTEPIPETALTH YCHOBHA VHBAPAAHTHOCTH B KOHOHHTECKHX KOODIRHATAX OfHOIA-
paMeTPEIeCKHX TPy, o

OcHOBEIRAACE HA 3TOM OKA3BIBACTCH B TL 3, 4TO B reoMeTpHYECKOH CTPYXIYPC YPABHEHRH AN~
HAMUKK TA30B OT/MYAT0TEA: HIECTHITAPAMETPBYECKas IPyrma MIOMETPHE H CCMHATIApAMETDHECKAT
rpynda ncgobwi IPOCTPAHCTER, Srot daKT JaT BOSMOKHOCTE BELIENHTh OIPEIEICHAEIS KIACCEL
j:reqeﬂmﬁ, CBA3AHLEE, COOTBETCTREHHO, C TOITPYHIaMY NPHBEAEHEDIX TPYIIT ycmam;ﬁm 3.2)
u (3.4). DTH yCAOBRES HAIBAHLT YCIIOBMAME FEOMETPHISCKOTO MO CHIDOBAENL, TAK KaK OHH YTOUY-
HAIOT TEOMETPHISCIYIO KOHQATYDALAIO TEYCHRA. Tipy MOKC/HPOBARKE ycno:aﬂeM,G.ﬂf) Teuednl
gy TpyImn Tomedwi, CYHICCTBYIONIHE B HEM HOCTOAHHHIC TOIDKERL YIOBNETBOPATD RARACAMOCTAM
(3.6) mow (3.7}, DT 3RBUCHMOCTE BEIPAKA0T TPEOOBAHES, yrobut ue MAMCHSTHCE BEOIE TPACK-
TOPHE MOXCIAPYIOmeH rPyIIbl noxa pHEE mcna Eiiepa 1 Tax Has. HAPAMETD FOMOXPOHHOCTH,
ceNenoBamyc COOTROMEHUH ¢ TeopreH MOASIAPOBATIMI yeuenntt T, (3.8) —'uoxasano?' YTO BBS-
[IGHHBIE KEACCHE TeqeHHi ARISIOTCA BHYTPCHHE MOIEITHPOBAHEEIMI. N

3aKIIOMHTEILHEIC YPAaBHEHEA TEICRRR Mo,uennponaﬂﬂmx fHa Tpymmax momobHil W M3OMCTPHA
He 3aKArvaroT KAHOHHIECKOIT KOOPIUEATEL, CcUMTAEMOM BOOITH Tpaemop_ﬂﬁ' MOISIHPYOLICH
rpymieL. B cTyuae yCTAROBHBIIMECA qeucHyl OHpenelIcHHe WX CBOJMTCH, TagwM 0bpasomM, K pe-
IIEHAS CHCTEM ypaBHCHAH, IVKIFOAIOMHR TONBKO JIBE HE3IABHCAMBIC HEPEMOHHLIE. B_srom cHy-
Yae TAIKS B IMHEAN TOKA oGnanaIcST TeM CBOHCTBOM, 4TO mpeoGpaA3oBEBaIo1cH BIGMMHEO TP KO-
yeuERIX Tpe0OpasoBadmHEK Mop.empyiomeﬁ rpynmﬁ'.' )

Bonee noapo0HbL aRATHS MCTOHA PULOCTPHPYETEA B 1L 4, NCCTIeays OIOCKHE W crauﬂdﬁapma[e
TeTCHES, MOASTHPOBANHLIC na nONOOEAR ITMOCKOCTH (mogrpya coApabHEX MEAIKEAMIL). DTH
TeuCHHS OUPEREIIOTCA 3 CHCTEMBI OOBIKHOBCHHEIX ﬂﬂ(b(b&pﬂﬂﬂﬂ&fl’bﬂbﬁﬁ_ y{JaB_HeHHI‘i. B ocoben-
HOCTH B 1, 4.4 MOKa3aH0, YT0 HATIHS TPeReTHHELX TMHIH B TCHOHMI Tamwm&ab}aﬂaaﬂo C;FCDMe‘TpH-
Yeckpy OTDAHMMEREEM TEUEHST BHYTDH ofracT. _' ) )

TIpuMesicHEe METCAZ K Ter3opHOR dopMe ypARRCHEH JEHAMEKA ra3on B IIPOCTPAHCTES-BPE~
MeH| OPeIIoKeHHOR 1), BoHepoM NPBEOIHTCH B . 5 B aTOM CHYIa¢ MOYKHO BEIACIATH pemefme
TONBEO HA TAKMX TPYNIAX nonebri MPOCTPAHCTBA-BPEMEHT, KOTOPHIE YHOBIETROPSIOT YOHOBHIO
(5.5). '

B mynxve G OrpaHHYABAACH OCKAME, YCTAHOBHBIIMMHCA H HECEIM2EMBIMHE TTOTCHIHATIBHEMA
ToueHAAMHE TIOKA3AH0, YTO OHH BHYTPCHES MOIEMMPOBATLL 2 COOTBOTCTBYIONTHX TpYIHax KoH-
dopmusX mpecbpasoEaHEH, ’

HaroHen, OPEMCLSTT Mo;[ermpbna}me Ha TpyIre HoA0GHiH MIECCKOCTH WIOCKOTO CTAIJACHAPHOTO
TeHeHHA BA3KOH WANKOCTH B I 7 BRIROAATCH ypaBHeHAL Tewermil O3eHa B L'aMens, HOKa3hEBAL
CBS3b TOUHELX DOIISHEN, FONYYeHIsX STUME agropamu, < TeaMeTpHYecKOi CTPYKTYPOii- HCXOS-
HOrO ypaBHEHHT. - : e : C :
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‘Summary

A METHOD FOR DETERMINING CERTAIN FLOWS BY MODELLING
ON LIE TRANSFORMATION GROUPS

The method described concerns a class of geometrically simple flows. 1t is based on an analysis
of the geometrical structure of the equations considered and the research of Lie transformation
groups discerned by this structure. For this purpose are applied certain notions and theorems of
more recent branches of differential geometry constifuting a natural development of the tensor
anatysis, They are explained in Sec. 2 which, therefore, plays the role of a mathematical introduction.
Among other things it contains the definition of Lie groups, Lie derivative, invariance groups of
linear geometric objects and interpretation of the inva.iance condition in canonical cocrdinates
of one-parameler groups.

On this basis it is proved in Sec. 3 that in the geometric structure of the equations of gas dynamics
the six-parameter isometry group and seven parameter space similarity group play a special rele.
This fact enables us to select definite classes of flow connected with sub-groups of the above groups
by the conditions (3.2) and (3.4), respectively, called of conditions of geometric modelling because
they determine the geometric fiow pattern. If the condition (3.4) is used to model flows on similarity
groups, the constants appearing in it must satisfy the relations (3.6) or (3.7) which may be inter-
preted as a requirement that the local Euler number and the so calied simultaneity parameter is
invariant along trajectories of the modeiling group. An investigation of the connexions with
the theory of modelling of flows (Sec. 3.8) shows that the flow classes introduced are modelled
intrinsically. ’

Final equations of flows modelled on similarity and isometry groups do not contain the canonical
coordinate along the trajectory of the modelling group. In the steady-state case their determination
reduces therefore to the solution of sets of equations containing only two independent variables.

In this case the streamlines have also the property of mutual transformation with finite transfor-
mations of the modelling group.

The method is illusirated in greater detail in Sec, 4 by investigating plane and stationary flows
modetled on similarities.of the plane (the sub-group of spiral motiens). These flows are determined
from a set of ordinary differential equations. In particular it is shown in Sec. 4.4 that the appearance
of limiting lines in the Tollmien flow is connected with a geometric limitation of the flow inside
aregion,

Section S is devoted to the application of the method to the equations of gas dynamics in time-
space in a tensor form given by J. Bonder. In this case we can only distinguish selutions on such
time-space similarity groups that satisfy the condition (5.4).

Ta Section 6, confining ourselves to plane, steady state and incompressible potential flows it is
shown that they are intrinsically modelled on suitable groups of conformal transformations,

Finally, using the modelling on a group of similarities of plane steady-state flow of a viscous
liquid the equations of Oseen and Hamel flows are derived in Sec. 7. showing a relation between
the exact solutions obtained by these authors and the geometrical structure of considered equation.
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