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1. Uwagi ¢ typach aproksymacji

Aproksymowanie funkeji, okreslonych w sposéb niedogodny do' zastosowafl,
przez funkcje prostszego typu, wystepuje czesto we wszystkich niemal galeziach
zastosowaft matematyki. Przyjmuje sie przy tym rozne kryteria aproksymacji
w zaleznodci od problemu 1 przewidywanych zastosowan, a takze od konieeznego
wkladu pracy rachunkowej przy okre§laniu funkeji aproksymujacej. Szezegdlnie
czgsto stawia sig warunek minimum wartodci bezwzglednej réznicy funkeji aprok-
symujacej 1 funkgji aproksymowanej w pewnym okreflonym przedziale (minimum
odlegtodci dwoch funkcji); aproksymacie tego typu zwiemy aproksymacjg optymalng
lub najlepsza (Czebyszewa), przy czym sama nazwa wskazuje na znaczenie, jakie
sig przywiazuje do tak sformutowanego kryterium.

Sformutowanie problemu aproksymacii optymalnej liczy juz ponad sto lat, [3],
i poswigcono szereg monografii lub rozdzialéw zaréwno teorii takiej aproksymacji
(N. 1. AcHIEZER, [1], D. JACKSON, (81, A. F. TiMaN, [16]), jak i metodom oblicze-
niowym (E.JA. RemmEz, [15], LS. BEreziN, N.P. Zipkow, [2D. Ograniczano
si¢ przy tym z reguly do funkeji jednej zmiennej. W ostatnich latach poswiecono
wiele uwagi zwlaszcza przyblizonej _aproksymacji optymalnej (W, WarTer, [17],
H. WERNER, [18], W. WETTERLING, [19]).

Aproksymacja Czebyszewa, opréoz zasadnicze] zalety zredukowania do minimum
bledéw przyblizenia w okredlonym preedziale, wykazuje jednak — z punktu widzenia
praktycznego — kilka wad. Wymienimy nastepujace:

1) Wartoéci funkcji na brzegach przedzialu posiadajg z reguly pewna waing
interpretacjg fizyczna, a czasem sa okreslone warunkami brzegowymi. Z punktu
widzenia zastosowan wazne jest zachowanie $cistej wartodei funkcji na brzegach
przedziatu, czasem nawet zalezy nmam na zgodno$ei pochodnych, co zapewnia
zwigkszona dokladno$é w pewnym otoczeniu punktéw brzegowych. Tymczasem
aproksymacja Czebyszewa nie tylko nie zapewnia zgodnoSci wartosci funkcji przy-
blizajacej i przyblizanej na brzégach przedzialu, lecz przeciwnie, na brzegach tych
blad aproksymacji jest najwiekszy. : _

2) Czasem wymagana jest mozliwosé pewnej ekstrapolacji poza rozpatrywany
przedziat; wtedy blad aproksymacji Czebyszewa jest z reguly wigkszy niz przy
innych typach aproksymacii., .

3) Dobranie wspdlezynnikéw  w wielomianie (uogdlnionym  wielomianie)
Czebyszewa przedstawia na ogdt trudny problem, ktérego rozwigzanie (na przyklad
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metoda iteracji) wymaga duzego wkiadu pracy. W ostatnich latach co prawda
poswigcono wicle nwagi zastosowaniu do tego celu maszyn matematycznych (por.
np. H. WERNER, [18]; prace w tym zakresic prowadzone sa rowniez w ofrodku
drezdenskim), jednak nie wszystkie trudnosci obliczeniowe daja sie na tej drodze
wyeliminowad.

4y Jezeli funkcja aproksymowana zawiera jeden lub wiecej parametréw, to
dobér wielomianu aproksymujacego ulega znacznej komplikacji i zazwyczaj nie
udaje sig znaleié wzorn ogdlnego,  przedstawiajacego wspolezynniki tego wielo-
mianu jako funkeji parametrow. Praktycznie ogranicza to stosowalnosé aproksymacji
Czebyszewa do funkcji, w ktérych nie wystepuja parametry. ‘

Latwo podaé przyklad aproksymacji, ktéra nie posiada Zadnej z wymienionych
tn wad. Mamy na my$li aproksymacje na drodze tzw. inferpolacji brzegowei
Hermite’a, ktora zaklada na brzegach rozpatrywanego przedziatu zgodnosé wartosci
funkcji aproksymujacej i aproksymowanej i zgodnosé kilku pierwszych pochodnych
tych funkcji. Istotnie, wtedy w otoczeniu obu brzegdw przedzialu uzyskujemy
z reguly duza dokladnoéé przyblizenia (co moze by¢ bardzo cenne z uwagi na inter-
pretaci¢ fizykalng), a takZze mozliwa jest pewna ekstrapolacja. Dobranie wspol-
czynnikéw wiclomianu aproksymujacego jest bardzo latwe — gotowe wzory na
wspolezynniki (przy dowolnej liczbie warunkdw zgodnodel na jednym brzegu
przedziatu, a nie wigkszej od czterech na drogim brzegu) podaje np. praca [211.
Wreszcie wprowadzenie jednego lub kilku parametréw nie przedstawia najmniej-
szego problemu; jezeli okredlimy wartosci pochodnych na brzegu przedzialu jako
funkcje tych parametréw, to wspomniane wzory okreflaja wprost wspolczynniki
interpolacyine w ich funkcji. Postugiwanie si¢ aproksymacia tego typu jest szcze-
gélnie dogodne jako nastepstwo stosowania (zazwyczaj dwukrotnego} metody malego
parametru Iub metody szeregéw potegowych: rozwiniecia potegowe na brzegach
przedziatu okreélaja wartoéci kolejnych pochodnych poszukiwane] funkcji i «zeszycien
tych rozwiazad wielomianem interpolacyjnym Hermite’a nie nastrgcza trudnogei.
Aproksymacje tego typu byly stosowane np. w-pracach [13], [20]i [21}

Niestety, w ogdlnym przypadku ciag wielomianéw tego typu nie jest zbieiny
do aproksymowanej funkcji, & dokladno$¢ przyblizenia bywa czesto niedostateczna
(odleglosé funkeji zbyt duza). Celem obecnej pracy jest zaproponowanie pewnego
posredniego typu aproksymacji, ktéra wprawdzie nie wykazywalaby w calosci
zalet Zadnej z obu wspomnianych metod, ale redukowataby w znacznym stopniu
ich wady. Wydaje sig, 7e metoda ta jako doé§¢ prosta, a o dosiatecznie duzej dla
wigkszosci zastosowari dokladnogci, moglaby znaleZé szerokie zastosowanie w prak-~
tyce inzynierskiej. Technika obliczeniowa faczy sie przy tym z szacowaniem, a whiéci-
wie efektywnym okreéleniem bledu, co réwniez moze by¢ uznane za jej zaletg.

2. Aproksymacja jednokrbtnie optymalna
Bedziemy si¢ zasadniczo zajmowali aproksymacjy funkeji ciagle] w przedziale
a < x < b przez wiclomian okreslonego stopnia # — 1, jakkolwiek uogdlnienie
na uktady innych funkcji nic nastreczytoby prawdopodobnie zasadniczych trud-
nosci. Na funkcje przyblizajaca natozymy nastepujace warunki: k-krotna zgodno$é
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w punkcie x = a (wraz z pochodng rzedu k — 1) oraz (7 — k — 1)-krotna zgodno$é
w punkcie x = b, gdzie & << n— 1 jest pewna liczba naturalng. O liczbie k na razie
ponadto nic nie zakladamy; péZniej podamy pewne wskazowki odnoénie najkorzy-
stniejszego doboru tej liczby. Wymienione dotychezas warunki odpowiadaja «inter-
polaciji brzegowej» Hermite’a. Poniewaz jednak wielomian stopnia #— 1 posiada n
wspolczynnikdw, ktore nalezy okredlié, wigc przy narzuconych warunkach pozostaje
jeszeze jeden «swobodny» parametr; dobierzemy go tak, by odleglosc funkcji
aproksymujacej i aproksymowanej byta mozliwie najmniejsza. Ten ostatni warunek.
jest charakterystyczny dla aproksymacji optymalnej, stad proponowana nazwa
«aproksymacja jednokrotnie optymalna». Takie uj¢cie pozwoli na znaczne zazwyczaj
zmniejszenie bleddw interpolacji brzegowej Hermite’a, przy zachowaniu zasadniczych
jej zalet. Oczywiscie, blad aproksymacji pozostanie wigkszy, niz w przypadku
aproksymacji Czebyszewa, jednak — jak wspomnieliémy — z reguly nic tylko kres.
gérny tego bledu decyduje o wartoéci aproksymacii.

Dowiedziemy teraz istnienia i jednoznacznosci tak okre$lonego wielomianu
aproksymacyjnego. W tym ceclu napiszemy najpierw wiclomian stopnia n—2,
spelniajacy tylko narzucone warunki Hermite’a w punktach a i b:

S ’( a) S5
@ =)+ —— (x ayt..t— k—1)]
Fay(x — a4 Fag_poy (x—a}t 2

——(x— @+ as(x—a)+

Wspdtezynniki «; (i = 1,2, ..., n — k- 1) moina obliczyé z warnnkéw w punkcie
x = b; odpowiednie wzory dla n-—k-—1 =2, 3 i 4 mozna znale7é w pracy [21].
Zadanego wielomianu bedziemy teraz poszukiwali posrod wiclomianéw typu

(2.2) P = Pyrt-f (x — a)F (x— Byr—5-1,

bowiem wiclomian ten, stopmia n— 1, wykazuje wymagany stopien zgodnosci
na brzegach przedziate i posiada «swobodny» parametr f. Zauwazymy najpierw,.
ze pochodna czastkowa

oP
op
posiada wewnatrz calego przedziatlu a < x << b staly znak, jest mianowicie dodatnia

przy parzystej wartosci n — k — 1 a ujemna przy nieparzystej. Poszukiwany wielo-
mian okreslimy z warunku

2.4) max [f(x) — P (x)] == — min [f(x) — P (x)].

asaxh ascah

(2.3) =(x-—ak (x— b !

Wykazemy, ze okreslony tym warunkiem wielomian istnieje, jest okredlony jedno-
znacznie 1 spelnia zadanie minimalnej odleglosci obu funkcji.

Przypuiémy, dla ustalenia uwagi, ze pochodna oP/0f, (2.3), jest dodatnia w calym
przedziale @ << x << b. Dobicrajgc dostatecznie duzg wartos¢ f mozemy wiedy
uzyskaé to, ze wewnatrz calego przedzialu a << x < b funkcja f(x) — P (x) =
= f(x) — Py (x) — f (x — a@)¥ (x —m)»—%-1 przybierze warto$ci ujemne, a przy
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-dostatecznie matych § (ujemnych, duzych co do wartosci bezwzgledne]) — wartoéci
-dodatnie. MoZna wige zawsze dobraé § = f* tak, by warunek (2.4) byt spehiony.
Otrzymujemy wtedy minimum odlegtosci funkeji £ (x) i P (x). Oznaczmy odpowiednie
‘punkty x, w ktoérych funkcja f(x) — P (x) osiaga kres gérny i dolny, przez x, i xp.
Istotnie, dla § > §* kres dolny zmaleje (zwickszy sig co do wartosei bezwzglednej),
‘wige odleglo$é migdzy funkcjami roénie; dla § << f* kres gorny roénie, co réwniez
powoduje wzrost odlegloici. Tym samym dowiedliSmy réwniez jednoznacznosci
poszukiwanego wielomianu, ,

Osobnym problemem — bardzo waznym z punktu widzenia teoretycznego,
a posiadajgcym réwniez pewne znaczenie prakiyczne —Jjest zbieznodé ciagn tak
zbudowanych wielomianéw (przy liczbie k& uzaleznionej w pewien sposéb od 1)
do funkcji aproksymowanej. W przeciwieristwie do aproksymacji Czebyszewa
{por. ap. J. Lukaszewicz i M. Warmus, [9]) ciagiosé funkeji aproksymowanej
nie jest tu warunkiem wystarczajacym. Zagadnieniu temu nie bedziemy poswigcali
specjalnej uwagi, w kazdym razie zbieino$¢ ta jest w sposéb istotny zalezna od
promieni zbieznosci rozwinigeia funkeji aproksymowanej w szeregi potegowe o Srod-
kach w punktach a i b.

3. Technika obliczeniowa

Praktycznie biorac okreflenie §* mozliwe jest jedynie na drodze iteracji (np.
reguly falsi), przy czym nie trzeba koniecznie przedstawiaé funkcji aproksymujacej
w postaci (2.2). Mozna napisaé wiclomian w postaci «rozwinigtej» i pozostawié
-dowolny parametr po uwzglednieniu zalozonych warunkéw Hermite’a. Na przykiad
mozna Zadaé k-krotnej zgodnosci w punkcie x = a oraz (n — k)-krotnej w punkeie -
X = b i zastosowal gotowe wzory z pracy [21], przy czym jednak pochodna rzedu
(n—k — 1) w punkcie x = b pozostaje jako parametr do wyznaczenia. Tteracja
Jest prosta i szybka dzigki temu, ze — w przeciwiefistwie do aproksymacji Czeby-
szewa — poszukujemy wartosci tylko jednego parametru.

Zastosowanie reguty falsi wyglada tu nastepujaco: przypuéémy, Ze 8 jest para-
metrem, ktdrego wartodé checemy wyznaczyé z warunku (2.4); nie musi to byé ko-
niecznie parametr wystepujacy we wzorze (2.2). Niech dla § = §, kres goérny funkciji
S () —P(x) wynosi 4, kres dolny (— B), natomiast dla § = 8, kres gbérny wynosi C,
kres dolny (— D). Przeprowadzamy dwie linie proste

6y M—A4 p—p m+B  f—p
‘ C—4 " B—p’ DIB fr—pr’
gdzie M oznacza kres gérny, m kres dolny. Z warunku M = —m okreslamy przy-

blizong wartod¢ g%, mianowicie

. 3' * ~ ———— —
(3.2) ‘81+A—B—C+D(ﬁ2 Ao,
oraz odpowiednia wspdlng warto$é kreséw

AD —BC

{3.3) Mz—mzm
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Poniewaz okreSlona wzorem (3.2) wartos$é parametru S* jest tylko przyblizona,
wigc okreflone w sposdb Scisty kresy M i m [a nie wzorem (3.3)] nie sy na ogét
réwne co do wartofci bezwzglednej i uzyskany w ten sposdb wynik stuzy tylko
jako nastepne przybliZenie.

Dla zastosowania wzordw (3.2) i (3.3) konieczna jest umiejetno$é okreslania
kresGw gornych i dolnych funkeiji. Jezeli M > 0 oraz m << 0, to sa nimi maksimum
i minimum lokalne wewnatrz przedzialu a << x <C b. Pewne wzory, pozwalajace
liczbowo okresli¢ ekstremum funkceji przy znajomosci jej wartosci w kilku punktach,
wyprowadzimy w nastgpnym rozdziale.

Przypomnimy jeszcze pewne uwagi, dotyczace doboru liczby warunkow zgodnosm
na.obu brzegach przedzialu przy budowaniu wielomianu Py, zamieszczone w pracy
[21]. W przypadku parzystej tacznej liczby warunkéw brzegowych # — ! mozna
przyjaé k = n— 1/2, czyli réwny rzad zgodnodci na obu brzegach. Okazuje sig
jednak, ze takie przyjecie nie zawsze jest najkorzysiniejsze (zapewnia najmniejsze
bledy aproksymacji). JeZeli stopien zbieznosci szeregdw potegowych o $rodkach
w punkeie x = a i x = b jest rézny (co moina oceni¢ znajgc kilka kolejnych po- -
chodnych w tych punktach), to korzystniej jest przyimowaé wigkszg liczbe warun-
kéw zgodnoéci w punkcie, w ktoérym szereg potegowy jest szybciej zbiezny niz
w punkcie pozostalym (chociaz na pierwszy rzut oka mozna by sgdzi¢ przeciwnie).
Kwestie te zilustrujemy pdzniej na przykladach.

4. Okreslanie eksiremdw funkeji na drodze numeryeznej

Wyprowadzimy teraz pewne ogdlne wzory, okreflajace ekstremum funkcji na
drodze numerycznej. Dadeg si¢ one zastosowaé wiedy, gdy funkeja f(x) posiada
odpowiednia ilos¢ ciaglych pochodnych wewnatrz przedzialu ¢ < x <C b (co naj-
mniej dwie). W rozpatrywanym przez nas obecnie przypadku, gdy chcemy dokonaé
aproksymacji funkcji f (x), zazwyczaj mamy do dyspozycji tylko jej wartoci w pewnej
ilodci punktéw xy, badz tez funkcja ta dana jest wzorami analitycznymi na tyle
skomplikowanymi, e metody analityczne okreslania ekstreméw nie sg przydatne.

Prazyblizone wzory na pochodne funkcji, ktorej wartosci sa dane w weztach o réw-
nych odstgpach mozna znaleZé w wielu monografiach (W. E. MiLNE, [12], 1. 8. BIErE-
21N, N.P. Zibkow, [2] i B.P. Demmowicz, I. A. Maron, [4]). Wyprowadzenie
ich polega na zastosowaniu wielomianu Lagrange’a. Nas interesuje znalezienie
punktu, w ktdrym pierwsza pochodna rowna jest zern, oraz wartoscei funkcji w tym
punkcie. Najpierw wyrazimy t¢ wartodé przez wartosé i pochodne funkeji w pewnym
obranym wezle, a nastepnie uzaleznimy ja od réznic skoficzonych, czyh od wartosel
funkeji w kilku wezlach.

Przypus¢my, ze funkcje f(x), ktérej ekstremum cheemy znalezé, moZna w pew-
nym punkcie (z uwagi na mozno$é przesuwania ukladu osi moina bedzie bez
ograniczenia ogélnodei przyjmowaé x = 0) rozwinaé na szereg potegowy o promieniu
zbieznosci obejmujacym poszukiwane ekstremum:

1 1
(4.1) SR =FO+f/ @ x+ 5 /" (0) x2 + 5@ %

Rozptawy Infynierskie — 8
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W dalszym ciggu wartosci funkcji i pochodnych w punkcie x = 0 bedziemy ozna-
czali przez. f, f', f', ... bez wskaZnikéw. Pochodna f'(x) okreslona jest wigc szeregiem

1 1
(4.2) P = f1Hf xSt Y

Dokonamy teraz odwrécenia szeregu (4.2). Oznaczmy

i 1
(4.3) u:f’(x)—f’:f”x+~£f”’x2+—6—fwx3+...,
i przyimijmy odwrdcenie w postaci
(4.4y X = ay tay wPaz k...

Podstawiajac (4.4) do (4.3) przez podniesienie tego szeregn do odpowiedniej
potegi, [22], oraz korzystajac z metody réwnych wspélezynnikéw obliczamy a;
i ostatecznie
1 . ful (flrlz fIV)

s —

. = — 3 — — 2 — e
(4'5) X fr.' u 2f”3 u + 2f“5 6f11'4

Zbiezno$é tego szeregu zalezy w sposéb istotny od drugiej pochodnej f*' i pogarsza
si¢ ze zmnigjszaniem si¢ wartoéci bezwzglednej tej pochodnej. Zazwyczaj jednak
w poblizu ekstremum pochodna ta jest dostatecznie duza co do wartosci bezwzglednej.
Oznaczmy ten punkt x, w ktérym wystapi ekstremum, przez x. W punkcie tym
mamy f'(x) =0, zatem u = — f’ oraz
. ff ffll . (
4.6 e e — R | =
( ) x . tr: 2f.’13f 2fln'5 6f'lf4
a po podstawieniu do (4.1) poszukiwang warto$é ckstremalng £ (x) = fm okreSlimy
wzorem

4.7) Jm=f

T sk

e gy ) -

S (),
RV e T

By korzystaé z tego wrzoru, praktycznie biorac zadne przesuwanie poczatku uktadu
nie jest potrzebne. Wystapi¢ ono musi natomiast w przypadku wzorn (4.6).
Stopien zbicznoéci uzyskanego szeregu zilustrujemy nastgpujacym przykladem.
Znajdziemy maksimum funkcji f(x) = sin x, przyjmujac za zZnane wartosci samej
funkcji 4 jej pochodnych w punkcie x = arccos 0,1 = 84°15'39"", Mamy ftu
F=10994988, f' = 0,1, "' == — 0,994 988, /"' = — 0,1 itd. Rachunki numeryczne
wygladaja nastepujaco:
Jm = 0,994 988
-+ 0,005 025
1,600 013
— 0,000017

0,999 996
-+ 0,000 004

1,000 000,
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zatem czZtery wyrazy szeregu zapewniajg dokladno$¢ szeSciu miejsc po przecinku
Przesunigcie «punktu wyjsciowego» od punktu X, w kidrym wystepuje ekstremum;
pogarsza oczywidcie zbieznodé szeregn; gdybyémy przyieli za znane wartosci funkeji
i pochodnych w.punkcie x = 60°, to cztery wyrazy szeregu (4.7) dalyby wartosé
fm = 1,00235, obarczona bigdem ponad 0,2%, jednak i tego rzedun blad mozna
czasem uznaé za pomijalay. '

Wzoru {4.7) zazwyczaj nic da sig bezpodrednio stosowaé w intercsujacym nas
przypadku aproksymacji jednokrotnie optymalnej, poniewaZz punkty brzegowe
x = aix = blera zazwyczaj zbyt daleko od poszukiwanych eksiremdw, a w innych
punktach pochodne z reguly nie sg znane. Wyrazimy teraz pochodne te przez réznice
skonczone, dzigki czemu do znalezienia ekstremum wystarczy znajomo$é wartodci
funkcji w pewnej ilosci réwnomiernie rozlozonych punktéw (wplyw pewnej nie-
rownomiernoéci jest tu nawet czgsto pomijalny).

Wzory okreélajace pochodne funkcji za pomoca rdznic skofczonych, mozna
znalezé w roéznych monografiach, jednak w najdogodniejszej formie podaje ie
Sz. B. MiKigeapzg, [11]. Na stronie 276 podano tam wyraZzenia pochodnych rzedu
1, 2, ..., 10 przez réinice do jedenastej Iub dwunastej wlacznie, Mamy mianowicie

hf' —,uéf—-—‘u&f—l— 0 ,u§5f—
“n R = 8 1 8 e

1 ,
B = f— I,u65f+... ,
PPV gh
gdzie 8f, 82f, 83f,.. oznaczaja kolejne rdznice funkeji (nieparzyste obliczane

wewngtrz wezldw, parzyste — w wezlach), p oznacza operator §redniej arytmetycz-
nej, a mianowicie
8f,+f

(4.9} pof=——%—,

natomiast 1 — skok tablicy (odstep miedzy wezlami); wielko$é tego skoku nie
odgrywa tu roli o tyle, ze po podstawieniu do (4.7) / ulega uproszczeniu,

Podstawienie (4.8) do (4.7) daje poszukiwany wzdr ogdlny, wyrazajacy ckstre-
malng wartod¢ funkcji fin przez jej réznice skoficzone, czyli przez wartoéci w réw-
nomiernie roztozonych weztach:

(r— g s wif — s

@10  fau=f— i -
2(62f——~1~554f+...) 6(52f_T2“54f+...)

{-3 (183 f— )2 (52-f— —115-54 f+....) (8 f+...)] (Maf— 36 s f+...)4

24(62f— : 84 .. )
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Szezegdlnie prosty wzdr otrzymamy aproksymujac funkcje w otoczeniu ekstremum

przez parabole drugicgo stopnia. Do (4.10) podstawimy & f=édtf=..=0
i otrzymamy wzoér w postaci zamknigtej
- (udf? | (fi —f1)?
@.11) o f o = fy— ,
20 f 8(f-1—2fo-+/-1)

gdzie f_1, fo i fi oznaczaja wartodci funkcji w trzech sasiednich weztach; wezel
§rodkowy powinien byé tak dobrany, by lezai najblizej ekstremum, co zapewnia
mozliwie maly biad przybliZzenia.

Aproksymujge funkeje parabola wyiszego stopnia otrzymujemy wzory koficowe
juz tylko w postaci szeregu. Tak np. przy pieciu wezlach interpolacji, umozliwiaja-
cych obliczenie réznic az do czwartej wlacznie, ceyli przy zastapieniu funkeji wielo-
mianem czwartego stopnia, otrzymujemy

1 2 1 ' 3
(wr—Guss) sl - G451)

{4.12) kfm "~"f‘"2 2 1 55 ] 62f;i 57 3
(o) gy
czyli, po wyrazenin réznic przez wartodel funkeji, ktore oznaczymy przez /.o, .1,

Jo fiifa
— 281 — 81 +/_0)?
@B Snmfo 24(—(fz+16f1 16—
(fo— 2+ — [ (—fo 81— 8.1 +f0)
2 A6 — 306 —

Wzor (4.11) jest czasem zbyt malo dokladny, a wzor (4.12) lub (4.13) wymaga
znajomoséci wartosci funkcji az w pigein punktach. Czesto dogodne jest postuZenie
sig parabola trzeciego stopnia, ktéra meoZna przeprowadzié przez cztery punkty,
By uzyskaé¢ odpowiedni wzor nalezy za «punkt wyjdcia» obra¢ érodek jednego
z przedzialdw, co przy parzyste ilodci wezldw zapewnia symetrig wzoru, Wartodcei
funkeji f(x) w czterech réwno roztozonych punktach oznaczymy teraz przez f 3

f 1. f1 1 fi. Tym razem nalezy wyrazié przez rdznice skoniczone wartosci funkeii
B Z

i jej pochodnych nie w weile, lecz w §rodku przedziatu. Zastosujemy wige wzory
(D. R. Hartreg, [7], 5. 62 i 127, L. Fox, [5}, s. 11)

hfl = af———a = 640 85 f— .
(4.14)
WLy = 3R g O f
K fy = 63f—...,
h4f‘1,v =pudf—..,
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ktére mozna wyprowadzi¢ na drodze formalnej przez pommoZenie (4.8) przez
I
«operator identycznofci» Ju(_l + 262) . Roinice nicparzyste sg tu liczone

wewnatrz §rodkowego przedzialy, natomiast operator u ma znaczenie analogiczne
do {4.9). Wobec tego, po podstawieniu do (4.7),

1 2
(6f~ % 53f+...)

619 fu (=g p It T u54f—---)~ — -
| 2(M62fw54~y54f+...)

| RN
6 f—.) (5f— - 63f+...)

5 3
6 ([uﬁzf—— E‘uﬁ‘*f#—...)

Przeprowadzajac przez cztery punkty parabole trzeciego stopnia (84 f = 65 f = ..,
= () otrzymujemy Wwzory

1
fﬂzﬂf_gﬁazf="ig(—fa+9f1+9f 1 =f_ 1),
2

b

hfézafﬁ*53f=ﬂ( fa+27f1~ﬁ27f 1+f 3>

- (4.16) ., 1
' nfy musdf= E(f% —/f1 —~f_%+f_.g,) ,

Bfy' =8 f= f3—3f1 f o —f 30
V=V =0,

2
oraz przyblizone wzory na cksiremalng wartos¢ funkeii f£(x),

. (5_fmﬁ~ 63f) 63f(5f—— =83 f)
@17)  fm z'(,uf“— g#azf) - —

2ud? f 6 (ud2f)
32 1 3 4
@2 (r—gp01)
B s@afys

czyli ‘ o
— LYY (—f . S22 )2

(4.18)  f m it 2 AN | 2 2 t_.—

| 16 56 (fy—f, =1 479

o3+ —T ) (— L+ 20— 20 +f_ )
2 p) 9 2 2 2 ! 2 2 _
10386 (fy —fy —1_y+f_3)?
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. Dokladno$¢ uzyskanych tu wzoréw przyblizonych zilustrujemy nastgpujgcym
przykladem. Okredlimy maksimum funkeji f(x) = — xInx, przyjmujgc za znane
wartodci tej funkeii w ‘punktach x=10,2;0,3;04;0,5i 0,6 Tub tylko w pierws'zych
czterech lub érodkowych trzech punktach. Analitycznie latwo stwierdzic, ze maksi-
mum to wystepuje w punkcie % =1fe = 0,367 879 i wynosi fn = 1/e = 0,367 879.
Wartosci funkeji 1 kolegjnych réZnic podaje tablica 1.

Tablica 1, Fuhkcja fxy = -—xInx i jej kolejne réznice -
X F(x) af(x)  Sf(x) Ef(x) FHf)
0,2 0,321888
39304
0,3 0,361192 —33980
5324 8714
0,4 0,366516 25266 3585
—15942 5129
0,5 0,346574 —20137

40079
0,6 0,306495

Zastosujemy najpierw najprostszy wzdr (4.11), biorac pod uwagg trzy srodkowe
punkty i podstawiajac pdf = (0,005 324 — 0,019 942)/2 = — 0,007 309. Otrzymujemy

0,007 3092
Fm = 0,366 516+ o0 = 0,367 573,

2.0,025 266
zatem blad wynosi 0,000 306 i nie przekracza 0,1%. W przypadku wielomianu
czwartego stopnia, wzdr (4. 12), podstammy 103 f = 0,006 922, a stoplen zbieznoéci
szeregu pokazuje rachunek: . "

Fu = 0,366516

+ 0,001434

0,367950

— 0,000045

_ - 0,367905
s — 0,000010

0,367895

Szereg ten oczywiscie nie jest zbiezny do wartoici 1/e, lecz do maksimum wielo-
mianu interpolacyjnego czwartego- stopnia. Blad jest jednakze nieznaczny i przy
wykorzystanin czterech wyrazoéw szerege wynosi tylko 0,000 016.
W przypadku wzoru (4.17) dokonujemy innego obliczenia $rednich. Mamy tu
pf-=0;363 854 (§rednia arytmetyczna wartosc1 f(0.3) i £(0,4)), of = 0,005 324,
B2 f=—0,029 623, 83 f = 0,008 714 oraz
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.fm ~ 0,363854
+ 0,003703

0,367557
-+ 0,000415

0,367972
+ 0,000607

0 367979

i blad przy czterech wyrazach szeregu wynosi 0,000 100.

5. W sprawie szacowania bledéw aproksymacii jednokrotnie optymalnej

Klasyczne szacowanic bigdu aproksymacji danej funkeji f(x) “przez wielomian
Fr_1 (x) w przedziale @ < x < b wyglada nastgpuiaco: zapisuiemy blad aproksy-
macji B (x) w postaci

5.0 B(x) = f(x) — Pu.1(x) = (x — x1) (x — x2) «o. (¥ — x0) S (%),
edzie x; odpowiadaja weztom interpelacii; moga to byé wéz’fy wielokrotne. Tworzy-
my funkcje zmiennej z przy pewnej ustalonej wartosci x

62 FO=/@—Pri@—E W (@ — xa) S®).

Ta funkcja jest réwna zeru w n+1 punkiach z = xq, X, ..., Xy oraz z = x. Stosujge
kolejno twierdzenie Rolle’a dowodzimy, ze pochodna rzedu n funkeji F(z) jest
wewnatrz przedzialu a << x << b co najmniej raz réwna zeru (w pewnym punkcie
z = X), czyli

(5.3)  F®W )= 0= f® &) —n! S(x),
skad :

' (n}

5.4) : . S () = J: ;{fﬁ)’

Stad oirZymujenty oszacowanie

59 Beoi <L (ﬂi_oi max (G — ) (5 — 32 . G — 3.
Stosujac transformacie - -
56 L (a+b)+;b a1 I=2x_b_(aaLb),
otrzymujemy

() BEI < 5o (b — a0 () | max 9,

gdzie

{5.8) : pt) =(—t)(t—1t) .. 0 —ta) —
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i oszacowanie uzaleznione jest w pierwszym rzedzie od doboru punktow ;. Przy
przyieein, ze # odpowiadaja plerwiastkom wiclomianu Czebyszewa stopnia n,
otrzymujemy najlepsze oszacowanie

1
5.9 t—t) @ —12) . (t——t_n)] < a1
Oraz
: 1
(5.10) B < gy 0 — @ PG

Przy takim rozkladzie wezléw interpolaci mowimy o optymalnej aproksymacii
interpolacyjnel (F. LUraszEwIcz, M., WarMUs, [9]).

Wzory typu (5.7) lub (5.10), dajace si¢ tatwo zastosewaé przy prostej postaci
funkcji aproksymowanej i posiadajace pewne walory dydaktyczne, sa niemal bez-
wartofciowe w zastosowaniach praktyczaych. Zazwyczaj aproksymujemy funkcje
o skomplikowanej budowie, czgsto dana np. w postaci uwiklanej lub parametrycznej;
wzory na wyzsze pochodne takiej funkcji sa diugie i nieraz bardzo Zmudne do
uzyskania. Jezeli nawet znajdziemy poszukiwana pochodna, to przy ziozonej budowie
tego wzorn okreflenie kresu gornego wartosci bezwzglednei te] pochodnej jest
jeszcze bardziej zmudnym zadaniem. Wreszcie czesto napotyka sie tu na trudnoéé
zasadnicza: warto$§¢ bezwzgledna badanej pochodnej nie posiada kresu gérnego
(zmierza on do nieskonczonoéci), co uniemozliwia w ogdle zastosowanie wzoru
typu (5.7), chociaz bledy aproksymacji wielomianem moga byé bardzo nieznaczne.

Zaproponowana w obecnej pracy aproksymacja jednokrotnie optymalna nie -
wymaga oszacowania tego typu. W samej technice obliczeniowej kryje sig mozliwosé
okreslenia kresu gdrnego bledu, tak Ze oszacowanie jest jak gdyby «automatyczne»
(z doktadnoscia do oszacowania bledu wzoréw (4.11), (4.12) i podobnych, blad
ten jest jednak z reguty pomijalnie maty w stosunku do bledu samej aproksymacji).
Tym niemniej dla poréwnania przeprowadzimy oszacowanie bledu wzorem typu
(5.7) i zestawimy je z oszacowaniem aproksymacji Czebyszewa (5.10) i aproksymacii
brzegowej Hermite'a.

Zajmiemy si¢ najpierw aproksymacja brzegowa Hermite’a przy parzystej wartosci .
Nakladajac wtedy réwne ilosci warunkéw zgodnosci na obu brzegach przedziahi,
n/2, mamy

k(2 k. F

(A1 1) (f— 1) e ()] = (D2 (— DZ| — |2 12| < 1

oraz

(5.12) B(x) < 55y (b—ay |f0 ().

W przypadku nieparzystej wartoéci n lub' tylko nierdwnomiernego rozmieszezenia
warunkéw zgodnoei (k na lewym brzegu przedzialu, n —k na prawym)

(5.13) (t— 1) (1) o G— tn) = (E-F1)% (t — Dk,
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Warto$¢ bezwzgledna tej funkcji osiaga maksimum w punkcie

(5.14)
Oraz

(5.15)

(5.16)

2k—n
f:’ —
- n

i

O e e

B&)| <

ke(n— k)%

(b —ayr | f@ (x)].

ntn!

Wartoéci max |¢ (£)| zestawione sa w tablicy 2. 83 one wigksze od jednodci, zater
niesymetryczna aproksymacja brzegowa Hermite’a posiada gorsze oszacowanie:
od symetrycznej.

Tablica 2. Warto$ci max g ()| dla aproksymacji brzegowej Hermite,a

N n n—I1 n—2 A3 n—4 H—>5 n—6 n—7
nN| 2 2 2 2 2 2 2 2
1 \2
2 1 \ 4
\ Aproksymacia
2 Tayl
3_ ~ \ wg wzoru Taylora
~ 1,185 AN
27 N
4 1 16 N, 16
— 1,6875 AN
3456 8192
—_— R —_— R
5 3125 3125 N R
a0 1,102 2,621 AN
1024 3125 \
e e R
6 1 2 729 N 64
~ 1,405 ~ 4,287 AN _
- 884736 - 1600000 5971968 - T
2 —_— A
7 823543 823543 - 823543 : 128%
~ 1,071 s 1,943 ~ 7,250 \
Symetryczna
aprolfsy— Niesymetryczna aproksymacia brzegowa
macja

brzegowa
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Przejdziemy do aproksymacji jednokrotnie optymalnej. Najprostsze oszacowanie
otrzymujemy tu dla # nieparzystych przy réwnomiernym rozmieszezeniu warunkéw
zgodnos$ci na obu brzegach, (n — 1)/2. Wtedy z uwagi na symetri¢ najlepsze oszaco-
wanie otrzymujemy przyjmujac dodatkowy wezet interpolacji w punkcie ¢ == 0,
mianowicie wtedy

a3 w1 it}
(5.17) g =0@+D 2 ¢—1) > =1 * ¢
‘Wartoéé bezwzgledna tej funkcji osiaga maksimum dla 7 = V1/n i otrzymujemy
(n—1) ? (n—1)»—1
«(5.18)- ©omax g (] = — s = T
n2
n—1

( NS

2 gl

(5.19) B < (b—ayr | f® (x)l.

‘Wartodci max | (7)] zestawione s W tablicy 3. Sa one _mﬁiéj_sze _od__jéc_inos'ci,” co
charakteryzuje zmmiejszenie bledu w stosunku do aproksymacji brzegowej Hermite’a.

Tablica 3. Wartosel max |p(2)| dla sy-
meirycznej aproksymacii jeduokrotnie

optymalnej
n max [g ()
3 —— a (3,3849
1f
16
5 az ), 2362
25y/s
- 210
7 L~ 0,2380
W3 Y7
4096
- 9 =~ 0,2081
19683 .

W przypadku parzystych wartosci # réwnomierny rozklad warunkéw zgodnoscei
na obu brzegach przedziatu nie jest mozliwy. Podobnie jak poprzednio przyjmiemy,
ze na lewym brzegu zadamy spelnienia & warunkow zgodnosc1 a na prawym
(n—k — 1) warunkow. Wtedy

(520 PO = (D (— Dr=p-1(—),

gdzie 7 jest parametrem, ‘ktéry nalezy dobraé tak, by kres wartesci bezwzglednej
g (t)l byl w przedziale — 1 < ¢ <€ 1 mozliwie najmnicjszy. W tym celn znajdziemy

St
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maksimom 1 minimum funkcji ¢ (f) 1 wykorzystamy warunck typu (2.4). Przyrow-
nanie do zera pochodnej @'(#) daje réwnanie kwadratowe

(5.21) n2 —[2k —n+ D+ —D 2l t-+— 142k —n+-D 2] =0

o pierwiastkach

2k —nt D=1 vty a

’(5.22) 1,2 = o

gdzie

(323) A=@— 1212 —2Qk—n+1) (n+l) v+-[(2k —n+12-+4n].
Warunek ) B

(5.24) p)+e (2} =0

prowadzi do rdéwnania

(5.25) (AD¥@ — Dt — DD — D1 (g —1) = 0.

Oba pierwiastki # (i = 1, 2) wystepuja tu w potgdze »n, jednak potegg t¢ mozna
zredukowaé do. pierwszej. Wobec (5.21) mamy
_ @k—ntDtOr—D7 1—Qk—n+1)7

" ft " = Ay t;-+Bs,

6.26) £

(2

gdzie wspolczynniki 4, i By sa okreslone tym rownaniem; dalej
£ = 21t, = Ay (A i+ BBy t; = (AZ1-By) ti--42 By, .
(5.27)  t} =1}t = (43+B)) (A ti+-By)-+ Ay By t1 = (A3+245 By) ti-+(A5+By) B,

Ogéinie mozna napisaé

(5.28) ' 1§ = As ti+Bs.

Wyprowadzimy teraz wzory na 4s i Bs. Mamy mianowicie .
(5.29) 1§ =07 = et 1B 1y = (A, Ay 1By ) tH Ay By,
skad wynikaja wzory rekurencyjne

(5.30) As = Ag_1 Ay+Bs_q, Bs=As_1Bs.
Indukeyjnic mozna teraz wykazaé shusznod§é wzoréw -
PR - D o EIETD 3)2? =9 st
(5.31) = (S.; 2AQ — © ATB .,
By = A3 Byt E%al A5 B3 ﬂ;ffﬂ AT B+
L U606 ey

31
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Poniewaz wyprowadzone tu wzory pozwalaja zredukowaé wszystkie potegi # do
pierwszej, wigc ostatecznie otrzymujemy réwnanie typu :

(5.32) C{+t)+D =0

(wspolezynniki przy poszczegdlnych potggach #1 i £, w réwnaniu (5.25) sg réwne).
Jest to rOwnanie stopnia # ze wzgledu na parametr 7; niewymiernosé ulega tu redukcii,
poniewaz w sumie #;41, nie wystepuje pierwiastek. Tylko jeden z pierwiastkow v
spetnia warunek minimum wartosci bezwzglednej g (£)|; znajdujac ten pierwiastek
obliczamy kolejno ¢, i ¢, za pomoca wzordw (5.22) oraz max | (£)|, co umozliwia
oszacowanie wzorem (5.7).

. Najprostszym przykladem bedzie n =2, k = 1. Aproksymujemy wtedy dana
funkcje linia prosta, nakladajac tylko jeden warunek zgodno$ci na lewym koncu
przedziatu; drugi parametr okresfamy z warunku minimum odchylenia. Wtedy

(5.33) p) =+ (¢ —1),

Iy = (T—1)/2, 1 = 1 (ten drugi pierwiastck nie jest tu okreslony wzorem (5.22);
znajdziemy go biorgc pod uwage fakt, ze nie nalozyliémy Zadnego warunku na
prawym brzegu przedziatu). Poréwnujac kres gérny funkeii ¢ () z bezwzgledng
wartodcig kresu dolnego otrzymujemy réwnanie kwadratowe

(5.34) 22— 10v—7 =0,

skad ©=4)/2-—-5=0,6568 (drugi pierwiastek nie lezy wewnatrz Vprzedzialu
(—1, 1), wigc nie moZe byé brany pod uwage) i ostatecznie

(5.35) max | (f)] = 12— 8 /2 — 0,6863,

W przypadku aproksymacji Czebyszewa mieliby$my tu max |p ()] = 0,5, natomiast
w przypadku aproksymacp brzegowej Hermite’a (w tym przypadkn Lagrange’a),
max [ ()] = L.

Podamy jeszeze wyniki dla n = 4, k == 2 (aproksymacja parabola trzeciego stopnia,
zgodnosé wartodei funkcji 1 pochodneJ na lewym brzegu przedziatu, a samej funkcp
na prawym) Witedy :

= (+12¢—1D(—m),
, f},zm%(l+3ri]/912—10‘r+17),

1
= g (430 -+ (L — )],

(5.36)
= [(5+21+9'62) L+ (1+27—377)],

= 6— (9257} 342 1 274) ti+(5 — 34772 —913)],

1
plt) = — [(% 514137 — 1772 — 993) 11 +(— 7+4-65+3124-373)].
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Rownanie (5.32) przybiera postac

{5.37) 2774+3613 — 4672 — 3807 +107 =0,

skad © = 0,275, {, = — 0,254, £, = 0,711 oraz max |p ()] = 0,369,
’ 0,369 S

(5.39) 1Bl <~ (b — a1 /Y G-

Podwigcimy jeszeze chwile uwagl oszacowaniu eckstrapolacii poza przedzial
a < x < b. Rozwazymy mianowicie przedzial b < x < bty (h—a) Wtedy
wzory (5.1) 1 (5.2) nie ulegaja zmianie, a we wzorze (5.4) zamiast x wystapi x jako
pewna warto$é zawarta w przedziale ¢ < x < b+ (b—a). Jezeli ograniczymy
sie do przedziatu ekstrapolacii b € x < bty (b — a), czyli, wobec (5.6), do prze-
dziatn 1 < ¢ < 14+2y, to max |p ()] = {¢ (1+29)| oraz

1

3.39) B <5

16— a1 G g (14290

Wartosci |¢ {14-2¢)| dla » = 0,1 dla réznych typdw aproksymacji zestawione sg
‘w tablicy 4. W przypadkach niesymetrycznych podano dwie wartofci: mniejsza

Tablica 4. Wartosci | (1, 2)] dla oszacowania ekstrapolacii

1 2 3 4 5
Aproksymacja Czebyszewa 0,940 0,828 0,883 0,698
Aproksymacia jednokrotnie optymalna 0,371; 1,193 0,528 0,130; 0,895 0,233
Aproksymacja brzegowa Hermite’a 0,440 0,088; 0,968 0,194 0,039; 0,426

-odpowiada aproksymacji przy wickszej ilodci warunkéw zgodnoSci na rozpalry-
‘wanym (prawym) brzegu przedzialu i na odwrét. Jak bylo do przewidzenia, aproksy-
macja Czebyszewa ma tu oszacowania najgorsze, aproksymacja brzegowa
Hermite’a — na ogét najlepsze. Aproksymacja jednokrotnie optymalna ma oszaco-
wania posrednie, jednak na ogdt doéé wyrainie lepsze od oszacowan aproksymacji
Czebyszewa.

Musimy jednak jeszcze raz podkredlié, ze oszacowania tego typu nie sg potizebne
(moze z wyjatkiem ekstrapolacji), poniewaz oszacowanie bledu aproksymacji
jednokrotnie optymalnej zwigzane jest z samg technika obliczania wspélczynnikéw
wielomianu aproksymacyjnego.

6. Przyklad zastosowania aproksymacji jednokrotnie optymalnej w teorii statecznodci

WeZmiemy pod uwage pret dwuprzestowy podparty dwuprzegubowo jak na
rys. 1. Taki sposob zamocowania wystepuje czesto, zwlaszeza w niektorych kon-
strukcjach maszynowych. Celem naszym bedzie okreflenie sity krytycznej P w zalez-
nofci od stosunku b/ = p.
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Statecznod¢ pretow wicloprzestowych byla badana przez wielu badaczy. Szeze-
gblnie wicle uwagi pretom dwuprzestowym podwigeili W. M. MakusziN i L. A. Ko-

p

~

—— Y

Rys, 1

RIELKOW, [10], wyprowadzajac réwnania przestepne, okreslajace
site krytyczna, 1 zestawiajac ich wyniki w tablice, cytowane
w monografii S, D. PONOMARIEWA, [14], Sila krytyczna dla rozpa-
trywanego preta okredlona jest (w zakresic liniowo-sprezystym)
réwnaniem przestgpnym

(6.1) kbsinki=sinkbsink ({ —5),
gdzie

6.2 k= Z P=Ik2El
(6.2) 7 == k2 EI.

Tablicowe przedstawienic funkeji & = & (b/]} nie zawsze jest do-
godne dla zastosowan, Zajmiemy sic wyprowadzeniem mozliwie
prostego a dokladnego wzorn, aproksymujacego te zaleznoéé.
Przypadki b/l =0 1 b/l = 1 maja tu waing interpretacje fizycz~
na, mianowicie pierwszy odpowiada pretowi jednostronnie utwier-
dzonemu, a drugi — zamocowanemu dwuprzegubowo na koifi-

cach. ZaZadamy, by funkcja aproksymujgca dawala warioSci Sciste w obu tych

przypadkach.

Rozwiniemy najpierw poszukiwana funkcje w szeregi potegowe o frodkach
w punktach v == 0 iy = 1, by uzyskaé potrzebne wartoéci pochodnych na brzegach.
przedzialn. Wprowadzimy bezwymiarows site krytyczna

(6.3)

PI2
Ly T

zatem p = 0,25 dla v =0 oraz p = 1 dla v = 1; réwnanie, okreslajace funkcje:
p = p (y) przybierze postad

(6.4

)/ p sin (mp) = sin (mwp )/ p)sin [w (1 — ) / pl.

Zalozymy najpierw postad rozwinigeia

(6.5)

_ 1
Vp= D) +ay ptay a3t

po podstawienin, wykonaniu zaznaczonych dziatan i zastosowanin metody réwnych:
wspOlezynnikow  otrzymamy - ap = 1/3, ay = 2/9, a3 = 2/27 — 4322/77760, ...

oraz

(6.6)

.7

11 2 2 43 '
Vp=—-+ w-i-"aip-’-'l-(ﬂ—*“““*‘““ﬂ)‘iﬁfm,

T2 3 27 77760
11 1 2 43

== — 12 e 3
4+31p+3gu+(9 77760?5)#)44'"'
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szejdziemy do drugiecge rozwinigcia. By je uzyskaé, wygodniej jest podstawié

l—p=9, 1— ]/ p = z; otrzymamy wtedy rownanie

{6.8) 72 (1 — @) (1 — z) sin 7z = sin [w{p+z — pz)] sin [ap (1 —2)].

Dla p =0 mamy z = 0, wigc zaloZymy rezwinigeie

(6.9) z = ag p+ay 2+az ¢34, .
Podobnie jak poprzednio obliczamy a) =0, =1, a3 =2, ..., zatem
(6.10) 7 Vp=1—g2—2¢3— ..,
(6.11) p=1—2¢92—4p3 — ..

Dysponujemy teraz dostateczna iloScia pochodnych w punktach y =0ip=1
(na bizegach przedzialu), by zastosowaé aproksymacje brzegowa Hermite’a lub
aproksymacjg jednokrotnie optymalna. Moina w tym celu wykorzystal wzory,
podane w pracy [21]. Zadajac zgodnoSci wartodci funkcji i pierwszej pochodnej
na obu brzegach przedzialu otrzymujemy wielomian aproksymacyjny Hermite’a

1 i 19
y— - — 2 g3
(6.12) )4 4+ 3w+ 2 ¥ v
Zadajac zgodnodel typu 342 (trzy warunki na lewym brzegu, dwa na prawym)
otrzymujemy wielomian czwartego stopnia

1 i 1 4 5
~— — — 2 — gy} —
(6.13) P 4+31p+31p+31p raat

a przy zgodnodci typu 2-+3 wielomian

1 1 3

(6.14) T

Aby okresli¢ kres gorny wartoéci bezwzglednej bledu nalezy dysponowaé tablica
funkeji p = p (). Tablica podana w pracy [10] wydaje si¢ zbyt malo dokladna;
doktadniejsza uzyskamy nie przez zwigkszenie dokladnosci rozwigzywania odpowied-
nich rownan przestgpnych dla danych wartosci v (co wymagaloby dosé duzego
nakladu pracy) lecz przez parametryzacie rownania (6.4). Potraktujemy jako para-
metr wiellkodc '

(6.15) u = kb= pki —ap)/p.

Parametr ten zmienia si¢ w granicach 0 <my)/p <m. Rozkladajac sinus sumy
po prawej stronie réwnania (6.4) i obliczajac = ]/ P, otrzymujemy

_ 1 —cos2u
nl/p=arctg T u—sin2u)’



432

skad wynika parametryzacja
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P _
T —cos2u\’
arctg (_ﬂ 2t —sin 2u)
1—cos 2u
[arc 8 (_ 2u—sin 2u

‘Wartodci funkeji ¢ = ¢ (@) ip = p (u), a zatem p = p (y), zestawione sa w tablicy 5.
Wprawdzie skok tablicy Ay nie jest rowny, jednak wyprowadzone w p. 4 wzory
na ekstremum moga by¢ stosowane, bowiem moZna za pomocg tych wzordw obliczad
ekstrema funkcji zmiennej u, a ckstrema te sa oczywiscie rdwne,

Wykres funkeji aproksymowanej, okreSlonej réwnaniem uwiktanym (6.4) Iub
rownaniami parametrycznymi (6.16), podany jest na rysunku 2 linig ciagla, a wykresy

I
40

a5

)

v

Pret dwiiprzagubowy

Pret jedrostronnie

ulwierdzony

——— FURKGJR 0= )
-—————~—~~ Aproksymacja brzegowa Hermife'a

———— — Aproksymacja jednokrotnie oplymaing

43

Rys. 2

KT
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Tablica 5. Wartosei sparametryzowanej funkeji
p = pbjl, okreslajace] sile krytyczna dla preta

dwuprzeslowego
. b P2

u=uwki=kb P=— =

ke 'TT T amE
0° =0 0 0,25000
18° = 0,31416 0.17630 0,32100
36° = 0,62832 6,31619 0,40011
54° = (,94248 0,43026 0,48616
72° = 1,25664 (,52637 0,57748
90° = 1,57080 0,61010 0,67165
108° = 1,88495 0,68591 0,76519
126° = 2,19911 0,75790 0,85305
144° = 2,51327 0,83042 0,92808%
162° = 2,82743 0,90885 0,98063
180° = 3,1413¢9 1,00000 1,00000

aproksymacji brzegowe] Hermite'a (6.12), (6.13) i (6.14) — liniami ggsto prze-
rywanymi, oznaczonymi Pyya, P3po 1 Pays. Najwieksze co do wartosci bezwzgled-
nej bledy przyblizenia zestawione sa w tablicy 6. Wielomian (6.13) jest wyraZnie

Tablica 6. Najwicksze bledy roimych typéw aproksymacii funkeji p =p (0]

- Aproksymacja brzegowa |Aproksymacja jednokrotnie
Hermite’a optymalna
Stopien _ typ . kres gérny typ kres gorny

wielomianu T bledu bledu
2+2 ©0,1165

3 24141 0,0464
341 04,1276

342 0,0390 .

2+2+1 0,0112
4 243 0,1114

34141 0,0240
441 1138

fepszy od wielomianu (6.14). Pozostaje to w zwigzku z lepsza zbieznoscia szeregu
o $rodku w punkcie ¥ = 0 niZ o $rodku w punkcie 9 — 1 (czyli ¢ = 0); w punkcie
@ == ( nalezy przyjmowaé wigcej warunkow zgodno$ci niz w punkcie v = 1, 0 czym
pisali$émy juz wezeSniej. Oczywidcie, nie nalezy i§¢ w tym kierunku zbyt daleko,
np. wielomian o zgodnoscei typu 441, mianowicie

1,1 1
6.17) P F 3wt S yR02167693 —0,13343 94,

Rozprawy Inzynierskie — 7
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(odpowiedni wykres na rys. 2 oznaczono pszez Pyy)) wykazuje juz wigkszy blad
niz wiclomian typu 342,

Przejdziemy do aproksymacji jednokrotnie optymalnej. Ograniczajac si¢ do
wielomianéw trzeciego stopnia mozemy przyja¢ zgodno§é typu 24141 (dwa wa-
runki na lewym brzegu, jeden na prawym, jeden parametr swobodny, wyznaczany
z warunku minimum odchylenia) lub zgodno$¢ typu 14-2--1. Ze wzgledu na lepsza
zbiezno§é szeregn o Srodku w punkcie y = 0 zajmiemy si¢ tylko pierwszym z tych
typéw. Bedziemy wiec poszukiwali rozwigzania posrod wielomiandw

1 1 5
: P 24— — 3
(6.18) Py + 3 w-Hay (12 a)ep .

Przyjmujac « = 1/3 otrzymalibyémy aproksymacje brzegowa Hermite’a typu
341, dla ktérej, jak podano w tablicy 6, kres gorny bledu B wynosi M = 0,1276,
kres dolny m = 0 (krzywej P31 nie wykre$lono na rys. 2; odbiega ona tylko nie-
znacznie od krzywej Py, 1). Przyjmujac natomiast o = 19/12 otrzymaliby$my aprok-
symacje brzegowa typu 2-+2, wzér (6.12); mamy tu M = 0, m = — 0,1165. Nalezy
wigc dobraé pewng poérednia warto§¢ a. Przyjmujac @ = 1 obliczamy [np. wzorem
(4.11)] M = 0,0468, m = — 0,0460, wigc spetnienie warunku (2.4) jest juz bardzo
bliskie. Nalezy zwickszyé parametr a; przyjmijmy na probg, o = 1,005, uzyskujge
M = 0,0462, m = — 0,0466. Stosujac wreszcie regule falsi (3.2), otrzymamy
a = 1,0035 przy M — —m = 0,0464. Poszukiwanym wiclomianem aproksyma-
cyjnym jest wigc

(6.19) + 1p+1 00352 0,5868 3.

W stosunku do wiclomianu (6.12) blad zostal zmniejszony o ponad 609%, co ma
oczywifcie zasadnicze znaczenie.

Jezeli doktadnosé przyblizenia (6.19) jest zbyt mata, to mozna ja zwigkszyé przez
podniesienie stopnia wielomianu aproksymacyjnego. MoZemy przypuszezal, Ze
spoéréd wielomianéw czwartego stopnia wielomian typu 2--2-11 bedzie lepszy
od wiclomianu typu 3+41-+1, poniewaz aproksymacja brzegowa Hermite’a typu
242 dala mniejszy biad przyblizenia, niz 3+1. Zajmiemy sig wigc zasadniczo
pierws#a z tych mozliwodci, jednak dla poréwnania podamy réwniez wyniki drugiej.

Zadajac w przypadku wielomianu czwartego stopnia zgodnosci samej funkeji
i pierwszej pochodnej na obu brzegach przedziatu, otrzymujemy

11 ' 19
(6.20) pry T yytep 20 —api+ (a_ ﬁ) yt,

gdzie a jest parametrem, ktéry nalezy wyznaczyé z warunku minimum odchylenia.
By dobraé stosowha warto$é a zauwazymy, ze dla a = 1/3 otrzymujemy aproksy-
macjg brzegowa Hermite’a typu 342, (6.13), dla ktovej M = 0,0044, m = — 0,0390,
natomiast dla a = 3/2 otrzymujemy aproksymacjg typu 2--3, (6.14), dla kidrej
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M=0, m=-—-0,1114, Zastoéujemy regule falsi (3.2) otrzymujac przyblizong,
wartodé¢ a,

1 n 0,0044 — 0,0390 ( 3 1 )
62 ey T g 00as 0090 —0 1014 (3 5) = %1%
Dla tej wartosci a otrzymujemy M = 0,0126, m — — 0,0067 (wystarczy obliczyé

przyblizong warto$¢ p dla tréjek wartosel v = 0,43026; 0,52637; 0,61010 oraz
w = 0,75790; 0,83042; 0,90885 i zastosowaé wzdr (4.11) dla obliczenia ckstremum),
wiec réznica migdzy M i-— m jest jeszcze doéé duza. Wynika to z faktu, iz regula
falsi postugiwalimy si¢ tu nie do interpolacii, lecz do ekstrapolacji. Zastosujemy
ja teraz do interpolacji pomigdzy a = 0,333 i ¢ = — 0,193, uzyskujac nastgpne
przyblizenie a = — 0,116. Przy tej wartoéci a mamy M = 0,0111, m = —0,0113
i ostatecznie po nastepnej iteracii « = —0,1194

1 1
(6.22) R + TY— 0,1194 924-2,2388 3 — 1,7027 ¢4

oraz [B] < (,0112. W stosunku do najlepszej z aproksymacp brzegowych Hermite’a
wielomianami czwartego stopnia, mianowicie (6.13), blad zmniejszyliémy ponad
trzykrotnie, co ma zasadnicze znaczenic przy stosowaniu wzoru.

Wiclomian aproksymacyjny typu 34141 posiada postaé

1 1 1
{6.23) PRy -+ —?p_—i- §w2+1,1117 Y3 - 1,0284 w4,

przy czym |B| 00241 Jjest wiec zgodnie =z przew1dywamam1 mniej dokladny
od (6.22). Wykresy funkcji (6.19), (6.22) i (6.23) (aproksymacja jednokrotnie opty-
malna) zaznaczono na rysunku 2 liniami rzadko przerywanymi,

Ostatecznie sife krytycznq dla rozpatrywanego preta okreslimy do godnymi wzorami
przyblizonymi
72 ET

iz

11
(6.24) Py = (n + = 9+1,0035 y2 — 0,5868 wﬁ)

4
lub
7 ET

>

(6.25) Pp= (% —%-'—:1,: w—0,1194 2 -1 22388 3 — 1,7027 1,04)
zaleznie od wymaganej dokladnodcei; w pierwszym przypadku blad wspdlezynnika
nie przekracza 0,0464, natomiast w drugim nie przekracza 0,0112. Oczywiscie,
gdy aproksymowana funkcja jest w catym przedziale dodatnia lub w calym prze-
dziale ujemna, to mozna by zazada¢, aby wzgledny (procentowy) biad aproksymacji
by% mozliwie na]mmejszy Wiedy musielibySmy zwigkszyé dokladnoéé w poblizu

=0 (poniewaz warto$é bezwzgledna aproksymowanej funkcji osigga w tym
punkcie swoj kres dolny), zmniejszajac ja w poblizu p = 1. Metody obliczeniowe
nie uleglyby zmianie, jedynie warunek (2.4) zostalby Zastapiony przez
S x)—P(x) - T —Px)

6.26) max - ———— = - min
(6.26) Bk N oo @
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Przy tym zatozenin wielomian typu 3-+1-+1 mogtby byé lepszy od wiclomianu
typu 2-+2-+1. Wynikéw obliczen nie bedziemy tu jednak przytaczali.

7, Przyklad zastosowania aproksymacii jednokrotnie optymalnej w teorii plastyeznoSci

Typowym przyktadem zastosowania aproksymacji jednokrotnie optymalnej moze
byé formulowanie rdwnafn krzywych granicznych w teorii plastycznodci. Wezmy
pod uwage nonosé graniczna przekroju preta, wykonanego z materiatu idealnie
sprezysto-plastycznego, poddanego jednoczesnemu Zginaniu i rozcigganiu liub
&ciskaniu. W przypadku przekroju prostokatnego zginanego w plaszezyznie gtownej
krzywa graniczna jest parabola (wlasciwie sklada si¢ z dwéch lukéw paraboli)
i wyprowadzenie réwnania tej krzywej nie stwarza najmniejszych trudnosci. Jednak
juz np. w przypadku przekroju kotowego problem komplikuje si¢ znacznie: dyspo-
nujemy tylko réwnaniami parametrycznymi o do$¢ ztozonej budowie. W tym przy-
padku zastosowanie aproksymacji jednokrotnic optymalnej jest szczegdinie ko-
rzystne, bowiem dla dalszych zastosowan (np. dla przyblizonego obliczania ugied
sprezysto—plastycznych lub dla ‘rozwigzywania ukladow pretowych) posiadanie
prostego a mozliwie dokladnego wzorn aproksymacyjnego jest bardzo wazne.

W pracy [23] okrelono kizywe graniczne m = m (i) uogdlnionymi szeregami
potegowymi o érodkach w punkcie n = 0 i n = 1. Przez m oznpaczono tu bezwy-
miarowy moment zginajacy, przez n bezwymiarows site podiuzna, mianowicie

1
Wg Q M ' R —‘ ?Q"N
gdzie W, jest sprezystym wskaznikiem zginania, F polem powierzchnl przekroju,
Q granica plastycznoéel materiaty przy jednoosiowym rozcigganiv, Pojawieniu
si¢ pierwszych odksztatcen plastycznych (w sensie ciata ideainie sprezysto—plastycz-
nego) przy czystym zginaniu lub przy czystym rozciaganiu odpowiada wiec kolejno
m=1lubn=1L

Szeregi potegowe okreslajace funkeje m = m (n) dla przekroju kotowego posiadaja
postaé

7.0  om=

16 i 3 4' 1375 .
1.2) R TV TV 7 I
- m = 1,69765 — 1,57080 #2 — 0,08075 n* — 0,02158m6 — ...,
503 213 3713 ﬂe;/a
m=4(l —n) “W(i —1’1)5"3*“5“—,.3—3?(1 — ) —
33n2 5
(7.3) ‘ : 11200 (1 —nP—..,

m o d(l —n) —2,12482(1 — ny® —0,13437(1 —n)"* —
—0,02908 (1 — n)3— ...
Bedziemy poszukiwali wiclomianu aproksymujgcego funkcje m = m (n) typu
74 m = a+-bn2+cnt,
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gdyz ze wzgledu na symetrig przekroju funkcja ta musi byé parzysta. Zanwazymy,
przede wszystkim, Ze w punkcie # =1 mozemy uzyskaé¢ zgodnosé nie wieksza,
niz samej fankcji i pierwszej pochodnej, bowiem — jak widaé ze wzoru (7.3) — druga
pochodna w tym punkcie nie istnieje (jest nieograniczenie wielka). Wyklucza to
réwniez mozno§¢ stosowania oszacowafh klasycznych wzorem typu (5.7), tym nie-
muiej rzeczywista dolkdadno$é aproksymacji wielomianem (7.4) bedzie stosunkowo
wysoka. Zastosujemy aproksymacie jednokrotnie optymalng typu 1--141 (zgod-
noé¢ jedynie samej funkcji na brzegach przedzialu 0 < 7 < 1 i jeden parametr
swobodny); w rzeczywistoSci uzyskamy typ 2-+1-+1, poniewaz wielomian (7.4)
zapewnia aufomatycznie zgodno$é pierwszej pochednej w punkcie # = 0.

Tok postgpowania pozostaje podobny jak w poprzednim przyktadzie; tablicg
wartosel funkcji m = m (1) otrzymujemy dzigki parametrycznemu przedstawieniu
tej funkeji Iub dzigki szeregom (7.2) i (7.3). Ostatecznie uvzyskujemy

(7.5) : m o 1,6977 — 1,5294 2 — 0,1683 nt,

przy czym |B| < 0,0053, zatem istotnic blad jest zupelnie pomijalny dla wiekszosci
zastosowan, Jeszcze taz nalezy podkreshié, se oszacowanie tego bledu tkwi w samej
technice doboru wspdlezynnikéw wielomianu aproksymacyjnego, natomiast oszaco-
wanie wzorem typu (5.7) jest tu bezwartodciowe.

8. Uwagi Kodcowe

Dia uzyskania ogdlnosci rozwazan moZnaby wprowadzi¢ pojecic aproksymacii
m-krotnle optymalnej wielomianem o n parametrach podlegajgcych wyznaczeniu
(m parametréw wyznaczanych z warunku minimum odchylenia). Wtedy m =0
odpowiada aproksymacii brzegowej Hermite’a, m = n — aproksymacji Czebyszewa.
Wydaje sig jednak, Ze praktycznie tylko przypadek m = 1 zashuguje na uwage,
bowiem przy m > | zasadnicza zaleta, mianowicie prostota okre$lania wspol-
czynnikéw wiclomianu, zanika. '

Zaproponowana metoda aproksymacji jednokrotnie optymalnej nadaje sig sto-
sunkowo dobrze do budowy wzordw przyblizonych, zdatnych do bezpoéredniego
zastosowania w praktyce inZzynierskiej w tych przypadkach, gdy zaleino$¢ dana
jest w sposob skomplikowany, np. uwiklany lub parametryczny. Nakiad pracy
przy znajomodcl wartodci funkeji w kilkunastu punktach i odpowiedniej losci
pochodnych na brzegach przedzialu wymaga 1-2 godzin rachunkdw dla okreélenia
liczbowej wartodci wspolezynnikéw wielomianu, jest wige wielokrotnie mniejszy

" niz przy aproksymacji Czebyszewa, cho¢ wigkszy niz przy aproksymacji brzegowej
Hermite’a. Pewna trudno$é — podobnie, jak w przypadku aproksymacji Czeby-
szewa — stanowl aproksymowanie funkcji, zawierajacych jeden-lub kilka para-
metréw. Trudno$é te mozna pokonaé ustalajac jeden z wezl6w interpolacji w punkcie
dajgcym najlepsze oszacowanie (wyznaczanie 7, p. 5); odpowiednia aproksymacia
ma sig-tak-do aproksymacji jednokrotnie optymalnej, jak optymalma aproksymacja
interpolacyjna do aproksymacji Czebyszewa, {9]. Unikamy wtedy niedogodnega
warunku (2.4), cho¢ blgd aproksymacii ulega z reguly pewnemu zwickszeniu.
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PeswomMme

«OHOKPATHO ONTHUMAJIEHAS» AINTPOKCHMAIINA W HEKOTOPLIE LE
IIPUMEHEHHWA B MEXAHIKE

AﬂpOKCKMa[IHH "IESI:H]ICBH., HAZRASMAN TAXKe HAWIYYIICH ANH ONTEMANBHOH, KPOME EMABHOIC
HOCTOMHCTBA, KOTOPELIM ABIAETCH YMCHBIICHHE A0 MHHHEMYMA ommOKH HPKGHH)KBHPEH B oOpeac-
JICHHOM MHTEPBAJC, NIPOABIACT OFHAKC C HPAKTHYECKOW TOYEH 3DCHHSA HECKOIBKOQ HCHOCTATKOSB.
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Ha ¥pasx HETEPBANA, NOIPEIIHOCTE APHONKEHKA NOCTHIAeT HAUOONBIIEIe 3HAYEHHA, TOTHOa
KAK KPAeBHIC 3HAYCHHS MMEIOT, YACTO, BANHYIC (M3HYCCKYIO WHTEPUPETAHHIO W IIOITOMY HENd-
TenbHO COXPAHHTL B ITHX TOYKaX TOUHEIC 3HAYCHAA; OIMHORA SECTPANOINIHE ABMACTCA 3JECH,
Kax Tpasumno, Goaslle, YeM NPH Apyrux THoax npubmusrenpii. Haxonen camerii nopGop Kosddu-
LWEHTOR ATPOKCAMAITHONHOTO IONHHOMA XBIHETCH TPYIHOR ¥ TPYHOoeMKOH 3alaved. VaOMAHyTHIX
omKBOK HE 3aKIMOYACT HATP. «Kpaesasd alpoKCHEMAHs» TepMATa, MCHONB3YIOMAs YCIOBAA COT-
JACOBAHHOCTH (DYEKIMIT B HECKONBKO MEePBHIX IPOH3ROAHEX Ha Kpadgx HATepBaNa; OGHaKo omubra
9TOT0 NPAOIITKEHRT BHYTPH HHTICPBa/Ia GpIBACT, XKaK OPABA/IO JORONEHO Gonbmas. IlpenmoKenHpil
THH 4OSHOKDATHO ONTHMANLHON? AOPOKCHMANMY IPEACTABIACT HCKOTODBIH OPOMEXKYTOTHBIH
TH OpEBIDRCHRS, Tk XAE B AAHHOM CIYIde HCHONBIYEICH HA KPaio MATepRaia B obmem (n—I1)
'yCJiOBHﬁ COTIACOBAHHOCTH FepMuta, TOrAa KaK OfWH NEPEMeTD CISAYET OUPENCHHTS: W3 YCILOBHA
MARMMYMa OTKHOHeHms. WITepamHoHHBI BoaOOp 3HAYEHHEH 3TOr0 DAPAMETPAa HE BCTPEYAETCA
¢ BoJBImMMI 3ATPYIHCHASME; B I. 2 dopMymipyercs yenosme nogbopa (2. 4), a B 0. 3 o6ecyx-
JAeTCA HpuMeReRHe cnocoba nueeiHod ARTepronsAuuy (MeToH Cerywymx), (3.2).

B pasgene 4 OOpe/lesIorCs IHCICHHO 9KCTPeMyMB! byHEWYH, HEeOOXOHAMEIE FILT TPUMEHCHI
PAHBLIE BEIBSIEHHEIX (QopMylT DECTPEMANLHOS 3HAYEHUE f OlPENEISTCA CHEPBA C NOMOIIBEC
paga (4.7), 2 3aTeM IpH NOMOIYM KOHCUHEIX DAIHOCTE, ANPOECHMEDPYA (WHEIFEO NOIHHOMOM
gropoit crenens (4.11), Tperseit creresn (4.17) w (4.18) u werseprodt crememm (4.12) m (4.13); B xa-
4ecTBE NPAMEPA OOPEMENseTcs, ¢ HOMOMBIO 3TAX opMy, skeTpesyM dyEEnum, f(x) = —xInx.

B pasgenc 5 onpemensercd MOTPEIIHOCIR ORHOXPATHO ONTHMANLHOR aAOPOKCHMAIHH KIIECCH-
HeCKAM METONOM, HCOONb3yd 0By gopmyny (5.7). Ora oIeHNa OPHBOJUTCH 3HECE TOMABKO
JUISL TIPOBEHEHHEA CpaBsenmil, 160 Gomee TOYHAS OICHKA COCTOAT, B JAHHOM CIydae, B TEXHHke
nogSopd KeadduIHENTOB ANPOKCHMALMOKHOTO HONHHOME, OCHOBMBALCH IPH 5TOM Ha VCIOBHH
2.4).

JatoTcs Takwe [PHMepHl NPHMEHeHHH NpeAnaraemMoll ampoKCHMALEM K TeQDHH yCTOHYMBOCTH
¥ TEOPMHM TLUIACTMHMAOCTH, OGCYyXpas mpu droM HoApobHO BHeemerue npubnmaenssix (opmyn
I KPATHYECKOH CAMEl 1A CTEPAHSA 3aKPENiEHROT0 W 3arPYASHHOrO crocobon NMOKA3AHHEIM HA
puc, 1, PesynbTaTEl BEIWACIEHEN NPHBONATCA HA pHc, 2 W Tali. 6 upw 4eémM B KAUeCTBS OKOHYA~
TenbHsX opMyn mpesmarawoTes dopmynet (6.24) u (6.25),

Summary

ON THE 80-CALLED ONEFOLD QOPTIMUM APPROXIMATION
_ AND SOME OF ITS APPLICATIONS IN THE DOMAIN OF MECHANICS

The Tchebyshev approximation called also the best or optimum approximation shows, in addition
10 the principal advantage of minimizing the approximation error in a certain interval, a few draw-
backs from the practical viewpoint. The approximation error becomes maximum at the ends of
the interval, where the boundary values have ofien an important physical interpretation it being
therefore desirable to preserve the accurate values at these points; The extrapolation error is, with
this method as a rule higher than for other approximation types. Finally, the sclection of the coef-
ficients of the approximation polynomial is a difficult problem-and requires considerable labour.
These drawbacks can be avoided, for instance, if the Hermite boundary approximation is used in
which the agreement of the function itself and a few of its derivatives at the ends of the interval is
made use of; however, the error of this approximation inside the interval is, as a rule, relatively
large. The «onefold optimumy approximation proposed in the present paper constitutes a certain
intermediate type. # — 1 Hermite’s conditions of onefold are used one parameter remaining to
be determined from the condition of minimum deviation. The iteration procedute of obtaining
the value of this parameter presents no major difficulties. In Sec. 2 a condition is established for
this procedure while Scc. 3 is concerned with the application of falsi rule (3.2).



490 M. EYCZEKOWSKI

Sec. 4 is devoted 1o a numerical determination of the extremum values of the function, necessary
for the application of the equations derived. The extremum value fi, is determined first by means
of the series {4.7) and then by means of finite differences the function being approximated by means
of a polynomial of the second (4.11), third (4.18) and fourth order polynomial (4.12) and (4,13).
As an example the equations obtained are used to calculate the exttemum of the function
F@)=—xlhx ‘

Section 5 brings an estimate of the error of the «onefold optimun» approximation by means of
the classical method consisting of making use of the general formula (5.7). This estimate is quoted
merely for comparison purposes, a more accurate estimate being concerned with the technique
of obtaining the coefficients of the approximating polynomial by means of the condition (2.4).

Some examples are alsc given concerning the application of the approxzimatiofi method proposed
to the theory of stability and the theory of plasticity; the derivation of approximate eguations for
the critical force are discussed in detail for a clamped bar loaded as shown by Fig. 1,

Figure 2 and Table 6 represent the results, The equations (6,24) and (6,25} are proposed as final
formulae,
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