ROZPRAWY INZYNIERSKIE
3, 11 (1963)

PEYTA WSPORNIKOWA NIESKONCZENIE DLUGA OBCIAZONA SIE4 SKUPIONA

FELIKS DYMEK (KRAKOW)

Zagadnieniem zginania izotropowej plyty wspornikowej nieskonczenie diugiej,
obciazonej sitg skupiong na swobodnym korcu (rys. 1), o stalej grubodci £ zajmo-
wali si¢ dotychezas autorzy prac [1]-[4]. T tak np. autor pracy [2] poprzestaje na po-
daniu rozwiazania w postaci calki niewltasciwej w granicach 0, oo dla wspdlezynnika
Poissona » = 0, autor za$ pracy [3] w postaci catki w granicach — oo, co dla v = Q.

Powiorzchnia $rod-»
kowa plifly

Rys. 1

Avtor pracy [1] podajgc rozwigzanie w postaci calki w granicach 0, oo i przyj-
mujac » = 0, dla otrzymania wielkoéci liczbowych interesujacych go sit przekrojo-
wych oblicza catki za pomocsg wzoru Simpsona.

Podobnie przedstawione w formie tabelarycznej powierzchnie wplywowe sit
przekrojowych E. Bittnera, [4], nie uwzgledniaja wplywu wspdlezynnika Poissona
(przyjgto » = 0) i otrzymano je na drodze catkowania numerycznego.

Calkowanie numeryczne jest bardzo pracowite (szezegdlnic w odniesieniu do
calek niewlasciwych) i pozbawia jednoczeénie rozwigzanie ogdlnosci.

Celem pracy jest podanie rozwiazania w postaci najogdlniejszej na podstawie
technicznej teorii plyt cienkich oraz wykazanie wplywu wspolezynnika Poissona,



A12 F. DYMERK

[5], na wiclko$é odksztalcen w powierzchni §rodkowej plyty oraz na wielkosé sit
przekrojowych {(#azz, Myy, May).
W celu rozwiazania réwnania rozZniczkowego

(1) VEViw(x,p) =0
przy warunkach brzegowych

w0, =20, ye(— oo, 0o},

ow (0,
la(mx—y)-z(): ye(——oonoo):

(2) gy (f.],', )’) =0, ,VE(— oo, OO) >

- ‘ P
Goo (@, ) =p (), edze p(y) = _ﬂ_f cos ayda,
i

przyjmiemy, ze odksztalcona powierzchnia-érodkowa piyty w da sig przedstawic
w postaci calki

oo . T T

1
3 wkxpy= f 3 (4 ch ax + Bax sh ax + C sh ax 4+ Dax ch ax) cos ayda .

0

Z warunkéw brzegowych (2) otrzymujemy

Aa)=0,
P [ sh aa v aachaa]
_ P [ ch ag aa sh aa]
Cla)=—D(o) = Ef 2%“ + (1—-'JJ)A—(a)— s
gdzie oznaczono
& " A@=a {41+l ch?aa+ (1 —92aZa+ 1+,
a szLtywnosé plytc;wa
_ ER3
K=na—w

Wprowadzajac nowa zmienng catkowania za pomocy zalezno$el # = gqg oraz
0ZNACZAJAC PrZez
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otrzymujemy

sh u sh yu cos dudu

P
6 wix,y= &}2{{(1 ) ax 4+ (1 — ) 2 f

u2 A (u)
. f‘o ch u sh yu cos dudu ) ~ chush yucos dudu -
= axl ud (u) a { w3 A (1)
. 5 * P -
) ~ ch u ch yu cos dudu . - sh u ch yu cos du du
— axf W A @) ( ﬁv)axf _W}

Uwzgledniajac znane zaleznoSci migdzy sitami przekrojowymi (Mg, myy, May)
oraz odksztalcona powierzchnig érodkowsa plyty w, otrzymamy

feo]

. - P |, x . sh u shyu cos dudu
(7) mxx(x,y)—-~n{( —v)(a )f i@ _
' 0
x . ~ chu ch yu cos 6ua,’uJr | , X mHChuSh‘yucoséudu

—d - 1})2;‘ A o udw. .

0

x [ ushuch yit cos Gudu ~ shuch yue.cos Sudu
[ r20+9 | -
-y

L 3 ch u sh yu cos dudu |
_2(1+v)f A () },
' 0

P X\ {~ shush i cos S du
{8)  myy(x,)) = “""{(1 — v2) (1 -+ —)f +
T a
0

4 (u)
X ~ uchu shyu cos dudu X ~ chu chyucos Sudu
+{l—») p f A @ 21— (; Jrv)f A0 —
0 0
| X mushuchyucoséudu S 0oshuchyucos St clu
— (= a f A () 27}(1—1—?)]  ud ()
0

~ chush yu cos Oudu
+2(1+v)_f A G },
0 .
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P ~ sh u sh v sin Ou du
© mayoy) = 0 {(H”) f uAl (u)
0

X co(:hazshyu sin dudu n x 00sht.u::h:,ff,: sin dudu
+Ha—n- 77” A6 K f o)
x uchuchyusin dudu ) x [  sh u shyu sin dudu
Hl_‘”)_a“{ w4 af A }

We wzorach (6)-(9) przez A (4) oznaczono wyrazenie
(10 A@) = [4— 1+ ch2u+ ({1 —»2u2 4 (1+ 2.
Poniewaz réwnanic algebraiczne przestgpne zmiennej zespolonej

z = Re(z)-+iIm (=)
postaci

(1) A@) = [d— (192 ch2 z4+(1 — 2 24(1+92 =0, 0<» <05

posiada na gbérnej polptaszezyinie zmiennej zespolonej tylko jeden pierwiastek
postaci z = ki oraz nieskofczenic wiele pierwiastkow postaci

Zyp = iMp+if1p, P = 1, 2, 3, asey

Tablica 1

i k ny I m imz ] g ms | 73 m4| 1 I fits | ns l g ' Hg

0,00 | 1,1896163) 1,0772| 2,6045]1,95¢7 15,9460 } 2,3754 |9,1638 ]2,6733 12,3500 |2,80852 {15,5215
0,15 | 1,39445 [ 0,8455] 2,5825(1,82745{5,95633] 2,26548|9,17263]2,56277|12,35717|2,7897 115,52758
0,25 | 1,68284 | 0,5401( 2,502441,72976)5,9619 | 2,17893(9,1785 2,4708 [12,36215]2,7084 |15,5312

0,35 | 3,07298 | 0,5847| 1,8851|1,6123 {5,9648 | 2,07965|9,1840 [2,38608112,36733(2,61717515,5364 2,8035018,697843
0,50 | 3,725015 | (,8983] 1,7241]1,3600 {5,9538 1,88995{9,189542,2132 12,3745 |2,45153 115,54335}2,64171118,70423

Jamie),

Z=-mytiny

I - e b 4 .

j.) Zy=My+1im Zp==ip i I Zy=imyg+1T .
! i !
[}

!
o .
[ zpmmyring
~ .
Z=ki

e - o -
=—ITgHifiy N |/ Zg=iTyt
=Ty +ify N =1+

(,\z:ki

R -R -p 4+ R

Refz)

Rys. 2

zatem obierajac drogi catkowania jak na ryé. 2, gdy R — oo, (r — 0), calki wzordw
(6)-(9) na podstawie twierdzenia o residuach (przy zalozeniu 0 <y <1, 6 >0)
wyrazg sig nastgpuiaco:
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~ shush yu cos oudu e~*% gin k sin yk n
f A @) T T A— () sin 2k 21—k
b
S €% sh z,, sh yzy
= [4—(14+21sh2zp +2(1—)2z,"
~ uchush yu cos dudu . =% cos k sin vk .
f A () T Mt sin 2k 12 (1 — 2k
¢
§1 "% zp ch zp shyzp
=t B—(0 +22sh2zp4+2(1—9)2zp°
~ chuch yucos dudu e cos k cosvk "
f A () T T A (Lo sin 2k + 2 (1 — 2k
0 .
5; €% ch z, chyzy
14— (1 + 72 sh 2z, + 2 (1 — 922,
~ wsh  ch 1t cos Su du e ¥ sink cos yk
{12) = —uak . +
A @) [4— (1 o2 sin2k 42 (1 — 02k
+ i S‘ %% 2, sh zp ch yzy
a= 4 — (1492 sh2zp+2(1 — w2z’
~ shuch yucos dudu 0w =% sin k cos vk 4
f udl (u) k [A—(14+9)2]sin 2k +2 (1 —#2k
8
g 5: Y €% sh z, ch yzy
A zp{ld—(L 1 92]sh 2z, L 2(1— )22y}
~ chush yucosdudu  m e %% cos k sin vk N
f A () Tk B—(leRsn2k—2(— Pk
]
i 51 e ch z, shyzy
U L (A (L[ 2] sh 22y 12 (L—)2zp} *
~ shush ytt cos Sudu 7 e~ sin k sin yk n
f 2 A () T A — (14 sin k2 (1 — 2k

-U.

i €' sh 2, sh yzp
=1 2 {[4— 0+ 92 sh 2zp+2 (1 —»)2 zp}
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oraz, [87 str. 145--1406,

chu shyu cos 5udu E% (S = e cos k sin yk
P f A (i) 8 7 1 (s k2l
8 S :
ki (L
+ ol 2 : e"r ch zp shyzy
& 2 {4 — (192 sh 22, 1 2 (1 — ¥R 25}
Oechuchyu cosdudu - m 5" =% cos k cos vk N

» f 2AG 80 k2 [A—(l{»Plsin2%k+2(1—2k

0

(28]
" ch z, ch yzy

2: 22 {[4— (1492 sh 2z, +2 (1 — 9)2zp}

~ shush yu sindudu e % sinksinyk
f A (i) =% A—( [2lsin2k+2(1—v2k
0
' . Z’o; | ¢"%p sh zp shyzy ,
it zp {[A— (1 + 22 sh2zp + 2 (1 —9)2 25}
chu shyu sin du du - e cosksinyk - "
f A (w) - [4m(1+v)2} sin2k 2 (1 —»2k
0
(12 ‘ S: %p ch zy sh yzy
: 4_(1+v)2 Jsh 2zp 1 2(1 — 2 2p°
shu chyu sméudu e *sinkcosyk n
f A ) T 14— (1 - )2 sin 2k + 2 (1—22k
0
. % €% sh z, ch yzy
g [A— (1492 sh 2z, +2(1 — )22 g
A uchuch yu sin dudu . e~ cos k cos yk +
f A ) T (2] sin 2k + 2 (1 — vk
5: %% 2, ch zpch yzp
~ 4 — (1 +v)?]sh2zp+2(1 —v)zp”
~ wshush yusin dudu ke e sin k sin vk
f A @) o [4ﬁ~(1+v)2}sm2k+2(l—v)2k

(=)
&%% 7, sh zp shyzp

~ 14— (L49)2]sh2zy +-2(1 —r)2zp°

+ =
P
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Uwzgledniajae (12) we wzorach (6)-(9) otrzymujemy po uporzadkowaniu

Y

LA
e a
U W= TG wsm sk T2 q— ek | et
’ . kx . X
sin & sin " sin [(1 — ;) k]
D)@ g — (= a—
. kx ex
cos k sin— cos k cos —
- 2a2 — VkS 7 + 2ax = +
P o ei%z" { |
T Z 4 (11 »2Ish 22y + 2 (1 —wp oy | [P ¥a+
Sth Shfz_x Sh[(l'—%)Zp]
+d—»at]l ———— (1 — )y ax———— = +
Zp Zp
ch z;sh iﬂ;—x chzych i%)ﬁ
+ 282 —————2ax 3 } - dla ye[, o),
, z, z;
, v, ,

e @

x
[4_§1"5_"")2}31112]‘7%"2(1%1;)2]{ {(1—’1’2) (7—1)><

(14) map(x,y) =P

‘ kx x kx
x51nk31nm+2(1—?)(——1)00516cos;“

_{(I—W)Zik"i- 2+ ] sin [{I—i) k]} —
7 a a -

k \
¥ k)
¢ {(1-”?;2)(—)5—1)3}12 sh 22
P12[4—(1—i—v)2]sh2zp+ 2(1— 92z, a P g
2 (14
—2(1——v)(i—1)cthchfp—x+[—(——2——
: a a Zp
' ZpX x
‘—(]ﬁw)"-—;}sh[(l—j)zp]} dla ye [0, o),
Yy |
e @ :

A o) = = s Sk T 2 (L Pk

x Ckx kx  2{(1+w o kx
XY — )1+ —]sinksin— + | (1 —»2——— cos k sin— —
a a a k a




418 F. DYMEK

[1 2kx 2v(1+v)]_ kx (x ) kx
(l—») 7 A smkcos;%—Z(l—v) ;—l—v coskcos-; +
iy—z
S cc {1 2(1+i)h g
I;[4—(1—}—11)2]Sh22p~|—2(1—v)zzp (1—22) a) ST
Zpx
¥ \ Zp¥X sthch%
?,.2(1_v)(?-l—_v)chzﬂchT-f-Zv(I—!mv)—Z;——+
cthsh@; Zpx x
+2(1+v)—"—"£;m—(1———'»)27 sh[(lﬁ—&—) Zp]} dla ye[0, o0),
16 et
A8 may () = PA—9) [ T sin 2k 12 (1 — Pk
{(l—i—v) O kx [ x] kx
X T smksm—a——i- (I—v)—27 cosksm7+

X kx x x
+ (14-%) —sin k cos — +(1—v)—kcos[(1—-—) k]} +
a a a a
Y
sl & a’r shz,sh iﬁ;—x

HPa= [4—<1+w)2]shzzia+2(1—w)2zﬁ{(H”)W—J.r

Zp

+[1 x] P Fonzyen P+
( —-fu)——2? chzps —a"—}-(H—v)a sh zp ch—

+(1_y)fz_xch{(1——;i)zy]} dla ye o, co).

Odpowiednie wzory dla odksztalconej powierzchni $rodkowej w oraz sit prze-
krojowych miga, myy, W obszarze ye(— oo, 0] otrzymamy podstawiajac — y na
miejsce p, za$ dla m,y réwniez dokonujac tego samego podstawienia oraz zmieniajac
zZnak po prawej- stronie réwnofci (16). '

Podane rozwigzanie (13)-(16) spehia réwnanie rozniczkowe (1), czyni zadosé
warunkom brzegowym (2) oraz czyni zado$é warunkom w nieskoficzonosci; stad
na podstawie twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzan liniowe] teorii
sprezystosei wnosimy, Ze jest ono jedynym rozwiazaniem postawionego zadania.

Dla zilustrowania postawionego zadania oraz uwidocznienia wplywu wspdt
czynnika Poissona » skonstruowano wykresy odksztalconej powierzchni Srodkowej
w (2, ¥) (rys. 3) oraz wykresy momentéw zginajacych may (0, y) (rys. 4}, myy ©, )
(xys. 5), myy (a, y) (tys. T) oraz. moment6w skrecajacych may (g, y) (tys. 6). Nadmieni¢
tu nalezy, ze techniczna teoria plyt cienkich nie pozwala spetnié w sposéb Scisty
wszystkich trzech warunkéw brzegowych mugy (), ias (5) 1 qua (5) Wystgpujacych
na kazdym brzegu plyty, fecz tylko dwa sposréd nich. Dlatego brzegowe sily s (5)




—3a —25a

—4ba
T

=052 - G
I

(1] 25a Ja

!

Rys. 3

—3a

ﬁziﬁa

— ’.{|5a -05a
T

1804 Pa¥K

i (5a
T

-0.08 Pa%/K
dia v=0

L0042 PaR —o—o—dla v=05

La2g pa¥ix
Fwia,y)

My ()
00 s

T0zr

+43p

Lo1p

dlz v=0
—o—omeom iz V=05

08P

Rys. 4

4

My (04} dia v=0

ag {5a Za

-3 -2Ba -05a
P T i

+03p

Rys. 5

-3 —2ha

153
T

galﬁa

mxy{a»!}}
03P

1 i r
0ha a 1ha Z2a 2ha Ja

dia v=0

—c——tm i Y=05

Gie

azr

B3P

Rys. 6

Rozprawy Inzynlersitie — 3
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oraz ¢un (5) Zastapiono brzegowymi sitami poprzecznymi Gnn (5), ktore sq statycznie
réwnowazne sitom #as {8) 1 gua (5)-

Dla uwidocznienia wpltywu wspolczynnika Poissona » wykresy te skonstruowano
dla dwu skrajnych wartoéci wspétezynnika » = O oraz v = 0,5.

Rys. 7

W obliczeniach liczbowych ograniczono si¢ do pigein pierwszych wyrazéw szere-
gow p=1,2,3,4,5. .

Nadmienié nalezy, ze K. GIRKMANN, [1], 5. 220, na drodze catkowania numerycz-
nego otrzymat dla » = 0 mige (0, 0) = — 0,465 P, autor za$ niniejsze] pracy przy
uwzglednieniu pigeiu pierwszych wyrazow szeregu na podstawie wzoru (14) otrzy-
muje dla ¥ = 0 mys (0, 0) = — 0,46673143 P. Poniewaz szereg (14) jest szeregiem
przemiennym, otrzymujemy réwnoczesnie bardzo tatwo ocene blgdu popelnionego
przez zastapienie sumy nieskorficzonej suma skoficzona n plerwszych wyrazow
szeregu.

Jak wykazat przyklad liczbowy, zbieznosé szeregdw jest najstabsza w punkcie

y = 0, jednak do praktycznych celow wystarcza ograniczenie si¢ do dwu pierwszych

wyrazow szeregOw. Jedynie zbieZnoSC szeregu nyy (a, y) w punkcie y = 0 jest bardzo

slaba. Na rysunku 7 pokazano sum¢ pierwszego wyrazu rozwigzania i pigeiu pierw-

szych wyrazéw szeregu, jednakze wobec stabej zbieznoéci szeregu dla y = 0 trudno
_odpowiedzie¢ na pytanie, jaka jest prawidlowa warto$¢ myy (@, 0). _

Na zakonczenie nadmienié nalezy, ze warunek rownowagi piyty jako calosci

fmm((.),y)‘dy—{—Pa:ZJmm((),y) dy +Pa=0, f&mm(o,y)dymPE(}
-— K 0 —_o

jest spelniony.
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Warnnek momentow daje

Tahlica 2
» = 0,00 v = 0,50
oo . :
2 f @ (@, y)ydy —0,870451 Pa 0,197687 Pa
V]
o0
2 f méD (0, ) dy ~0,147497 Pa | —1,193841 Pu
0
oo
2 f (0, y) dy 0,0239553 Pa —0,00267386 Pa
[H] .
oD
2 f n_:f}c 0,3 dy —0,00856269 Pa | —0,00205810 Pa
0
.o
2 [ n® . »)dy 0,00413134 Pa 0,00151876 Pa
0 .
o0
2 f mgf; (0, ) dy —0,00234080 Pa —0,00103950 Pa
[}
Suma —1,00076485 Py | —1,00040670 Pa

gdzie m oznacza pgerwszy__wyrag rozwigzania (z = ki), m, Ity wyraz szeregu,

przy czym

o0

0

Podobnie wykazaé mozna, ze
drugi warunek rownowagi ply-
ty jako calodei jest spelniony.

Podane rozwigzanie okresli
dostatecznie dokladnie stan
naprezenia i odksztalcenia w
plycie wspornikowej 1 skon-
czongj dlugosci wéwezas, gdy
dhlugosé plyty jest wicksza od
poczwornej szerokosei, [1],
(rys. 3-7).

[ [

o . e, :
meg%(ﬂ,y)dy=41’(@;fe “ﬂlsin%;—m;dyjtggfe a’”’:cos—i—mzdy) =

0

= 4Pa| 6, —— &
= ara{or o s i)

182 1Ha 4/|2a - 3Ha a X
. T T
DK

o2esp -
dlv=0 przy pominigriu szorequ (p=0)

03P -

wix 0} ¥

Rys. 8
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PezwMme

BECKOHEYHO JIVUHUAA TUIACTHHKA,
SATPYIKEHHAS COCPEAOTOUYEHHONM CUIOU

OCHOBHBAACL HA TCOPHH TOHKEX W3OTPONHLIX MJIACTUHOK, DACCMATRHBACTCA HAMPLKCHHOS
¥ [e)OPMMPOBANHOS COCTOSHEC OecROHEWHO AMMHEOH KOHCOJIPHOH INACTHRKE IEOCTOAHHOH
FOMIMAHb!, 3ATPYIKEHAON Ha cBoBOHHOM KOHIE COCPenoTOYeHHOR cayoit (pwe. 1),

Hpenronaras, 9ro NedOPMEPOPARHYIO, COPIUHHYI0 HOBCPXHOCTS IINACTHHKH w (x, ¥) MOKHO
IPENCTABETh B BHLY WATerpana (3), HMCmoie3yeTca TeopeMa Konm O BEIMETAX, MOJYYas TOYHOS
pemenme Ambdepenyuansroro ypaprenms (1) Opy Kpacspix yCIOBRAX (2) B pupe dopmyas (13).

TIpmreneHHOS pemeRue IOCTARJeHHOH 3273490 B BHAC dopmyn (13) — (16), yOoopmIeTBOpAST
Beem TpeByeMEIM KpacebiM yormopuaMm (2), mudibepeHTmENbROMY ypasEcHREe (1) W yCiToBHAM
B GeCKOHEUHOCTH.

KopHH TpaHCUEHISHTHOTO anrebpanyeckoro ypapHensl (1) ponst aTa 3EAgeHNR KoadduEHenTa
Iyaccoma ¥ NpenCTABICHEL B Tabmume (1).

Urobsr NOKaTATE BHsAERe KoaddummerTa [yaccona v ¥a RANPIDKEHHOE K JIGq}OpMHPOBaHHOG
COCTONMMT TIACTHHKH, COCTABNEMIOTCA AEarpammel (pac. 3-8), ML MBYX. - Kpaimux sHAYeHEH
wooddummerTa, T. €, A v =0 7 v =0,5.

B BEMMCIGHWSX aETOP OTPARHAMBACTCH TATHIO ICPBRIMU BLIDAKCHRAMEA PALOS.

Summazry

AN INFINITELY LONG CANTILEVER PLATE LOADED BY ONE AXIAL FORCE

On the basis of the enginecr’s theory of thin isotropic plates the state of strain and stress of an
infinitely long cantilever plate is considered. The plate, which is of constaut thickness, is Ioaded
by a concentrated force on the free end (Fig. 1). .
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Assuming that the deformed middle surface of the plate w (x, ¥} can be represented in the form
of the integral (3), the Cauchy residue theorem is made use of to obiain an accurate solution of
the differential Eq. (1) with the boundary conditions (2) in the form of Eq. (13).

The solution of the problem in the form of Eq. (13)—(16) satisfies all the boundary conditions
required (2), as well as the differential Bq. (1) and the conditions at infinity.

The roots of the transcendental algebraic Eq. (11} are collated in Tab. 1 for five values of the
coefficient of Poisson ».

To show the inflzence of the coefficient of Poisson # on the state of stress and strain of the
plate, the diagrams of Fig, 3-8 have been drawn for the two extreme values of the coefficient,
that is for » = 0 and » = 0.5,

The first five terms of the series are used for numerical computation:
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