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1. Wsigp

W pracy zostalo rozwaione zagadnienie drgan wymuszonych belki skladanej
w ten sposob, Ze w zlczach wystepuja sily sprezyste, zmieniajace sie nieliniowo.
Zagadnienie to zostalo rozwazone metoda przyblizona przy wykorzystaniu metody
Rayleigha. Rozwazono . dwg’ przypadkl przypadek postaci drgan okredlonej nie-
liniowo oraz postaci drgan okreélone_i liniowo. Podano réwnania, ktére spelma;q

wepodtczynniki dynamiczne dla obu przypadkéw.
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Wezmy pod uwég@ belke skiadajaca si¢ z n elementéw o stalej sztywnosci, Diugosé
kazdego elementu wynosi / (rys. 1). Zalezno§é momentu zginajacego w potaczeniach

elementdw belki od kata jest przedstawio-
na na rys. 2. Charakterystyka taka, [1]1[2},
odpowiada polaczeniu elementéw belki na
sworznie Iub §ruby, jesli polaczeniom tym
towarzyszy pewien luz gp.

Tak postawione zagadnienie dla belki
o nieskonézonej iloci stopni swobody
prowadzi do nicliniowych warunkéw zgo-
dnofci w punktach polaczeri, elementéw,
{311 Sciste jego rozwiazanie nic nadawa-
toby sie do celow prakiycznych. Dla-
tego tez w pracy tej, jak juz nadmie-
nilifmy, zastosujemy metode przyblizong
Rayleigha, [4], przy czym rozwaiymy
dwa przypadki sprecyzowane we wstepie.
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Uktad o nieskoficzonej ilosci stopni swobedy (uklad rzeczywisty) zastgpujemy
ukladem o skonczonej ilosci stopni swobody z odpowiednio okreflonymi zastep-
czymi wspdlczynnikami sprezystoscl. W przypadku pierwszym, gdy mamy nicliniowa
postaé drgan, uwzgledniamy fakt, ze przyj¢ta postaé drgan zmienia si¢ wraz z ampli-
tuda. W przypadku drugim, kiedy rozpatrujemy posta¢ drgan okre§lona liniowo,
zatozylidmy, 7e jest ona stala i nie zalezy od amplitudy. Ustalenie postaci drgan
pozwolito . sprowadzié rozwigzanie ukladu.zastgpezego- o skoniczonej ilosci stopni
swobody do rozwiazania zagadnienia.drgan ukladu o jednym stopniu swobody.
W efekcie dla obu przypadkdw otrzymamy nieliniowe réwnania rézniczkowe ruchu
:lub nieliliowe - réwnania - okre€lajace wspdlezynnik dynamiczny - belki. Dokladnoéé
przyteczonej metody roénie wraz ze wzrostem iloéci elementdw belki, na ktdre jest
ona podzielona.

2. Przypadek nieliniowej zaleinofci postaci drgad od amplitudy

Jak juz nadmieniliémy, uklad rzeczywisty sprowadzamy do ukladu o skonczonej
ilogci stopni swobody. W tym celu zakladamy, Ze elementy belki sa doskonale
sztywne, a zjawiska spreZyste wystepuja w punlktach polaczen elementéw. Zastepeze
wspolezynniki sprezystosel belki oblicaymy z przyréwnania energii potencjalnej.
akladu rzeczywistego do energii potencjalnej ukiadu zastepczego. Uklad zastqpczy
przedstawiono na rys. 3.

Energia potencjalna ukiadu za

i~1 stepczego wynosi

i i+1 7
Piet )
® . NPT A n—1
Pia~ XT g ¥
@) ve=1x 3 &,
Rys. 3 g;

gdzie % oznacza wspolczynnik sprezystosci uktaduo zastgpezego. Energia potencjalna
Jukladu rzeczywistego wynosi.

nl

2.2) ! VL E [ [y (R dx,

. i
gdzie y (x) jest funkeja ugiecia statycznego belki, [5], od obcigienta stalego. Funkeja
ta wyraza si¢ wzorem

ey P =

3 3
S — 2L ).

.Dla linii ugigeia okrelonej réwnaniem (2.3) wielko$¢ amplitud w punktach.

xi=i—., i=0,1,2,...,n
H

Jest odpowiednio réwna

-2
(2.4) P namri\n ] T\w] T w24k
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gdzie przez Y; oznaczyliSmy wyrazenie w nawiasie kwadratowym wystepujacym
w powyzszym wzorze. Natomiast katy wezgledne o okreslone sa za pomoca wzorn

20— Y —.}’fﬁi ) g3~ - ' : gl | o
(2.5) i 7 24EI(]2m 124 2) 24EI®1'

=42 ..,n—1,

gdzie w podobny sposdb okresliliémy wyrazenie @,
Potéwnujac energi¢ potencjalng obu ukladéw ofrzymamy
48 Ef us
(2.6) =
i=t

!
Charakterystyke odpowiadajaca  sztywnosci % przedstawiamy na rys. 4a.
Poniewaz w rzeczywistosci uktad posiada luzy w polaczeniach elementéw, to charak-
terystyka po wprowadzeniu luzu ¢, jest typu przedstawionego na rys. 4b.

@ §tfo) b pMe) 4 M)
-
L
0 & ! 0 1 . % -
3 - 9 *o ®
o
l%'.%" ws | %o Po l

Rys. 4

Przyktadem takich konstrukcji sa mosty skladajace si¢ z gotowych elementéw
'stalowych,' polaczonych ze soba za pomoca §rub lub sworzni, wszelkiego typu
konstrukcje diwigowe i inne. ' '

Stawiajac zagadnienie bardziej ogdlnic zakladamy, Ze wystepuja pewne zjawiska
sprezyste na odcinku luzn, stad charakterystyka przyjeta do dalszych rozwazan
bedzie mieé postaé przedstawiong na rys. 4¢. Uklad natomiast podamy na rys. 5.

Napiszemy réwnania ruchu ukladu Zozonego z n clementéw wykorzystujac
réwnania Lagrange’a. “

Energia potencjalna

n—1

@.7) V= 120 G+ G —0) (e — 902 H (gs— o], -
: i=1 o

gdzie. [ (g — py) jest funkcja jednostkowa Heaviside’a, |
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Enpergia kinetyczna
m L*_ljrl!) ¢ (J’* 1—%)
T e o}

gdzie m ozmacza masg elementu, f,; moment bezwladnosci elementu wzgledem jego
$rodka ciezkosci,

3
S p——
Stad
m_ln.-.z-’”. -
2.9) T="4% 2 Gt o D G — 02|
i=1 =1

Jezeli posta¢ drgaf odpowiada pierwszej czgstosci drgan wiasnych, to we wzorze
(2 )] mozemy pominaé drugg sume ze wzgledu na minimalng réznicg pr@dkoscl
y,,, yg dwdch sasiednich polaczer i — 1 oraz i. Wynikajacy stad blad iest rz¢du

1%, co stwierdziliémy na przykladzie liczbowym.

Rys. 5

Okreflimy teraz postaé drgan. Jezeli belka jest obciazona w sposob ciagly ob-
cigzeniem stalym, to pierwszym polaczeniem, w kiérym Xkat nachylenia’ sgsiednich
elementéw belki osiagnie kat ¢g, bedzie polqczem'e'o numerze (n I £)2,
gdzie

0, jezeli n jest parzyste;

i, jezeli m jest nieparzyste.

Innymi slowy pierwszym takim polaczeniem bedzie potaczenie $rodkowe lub dwa
polaczenia najblizsze $rodka belki. Mozna to prosto wykazac na podstawxe statycz-
nej linii ugiecia [wzory (2.3) i (2.5)] ‘ : :

Ze wzrostem ugigcia belki katy wzglegdne sasiednich elementéw belki osiagaja
warto§é @p w potaczeniach: symetryczoych wzglgdem polaczenia $rodkowego lub
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érodka belki. Po przekroczeniu katéw g sztywno$é polaczert zmienia si¢ skokowo
(rys. 4c¢), w wyniku czego przyjeta postaé drgan [wzory (2.3) i (2.4)] na odcinku
zawierajgcym te polgczenia bedzie uwarunkowana wigksza sztywnoscia Ef (od-
powiadajaca ). _

Wrynika stad, ze posta¢ drgad zmienia sig wraz z ugigeiem. Zakladamy, Ze jest
ona stala w przedziatach czasu migdzy chwilami odpowiadajgcymi przejéciu pota-
czenia k-tego 1 {(k — 1)-szego przez punkt zalamania chal'aki:erystyki Pp. -

Dla ¢; < @y ampitudy okreslone sa wzorami

gl? Y;
(2.10) Yl =02 0y

0 Zq;

ktéry otrzymamy ze statycznej linii ugigcia (2.4), jesli £/ okreéliniy przez xy na
podstawic wzoru (2.6).

Jeiel w k-tym polaczeniu (gdzie &k = (n — f)/2 — (j— 1)) kat pomigdzy sasiedni-
mi elementami osiagnie wartosé gg, Lo odpowiednia j-ta postaé drgan okreslona jest
wzorem

wo 1Y
2.11 = - ,
( ) o 4 2Yg — Ypo1 — Yy g
dia i<(n—p)2—(G—1) oraz dla i = (n+£)/2-+(j—1). Natomiast dla

n—PL2—G—D<si<@rhH2+G—D

. Jta postac wynesi

‘ D BW AL i 4 . 5
g2 1)?“43]1[( i—k ) ( i—k )+

(2 _ 0 _
G =t s (G el TG
L ik ]Jrqvozlzu—l)w}z‘ i—k (kP l
I2(J~—1)+ﬂ 2 20—D+ RU—DHERY
gdzic '
n—1
o Iy 3, D}
= k=1

028 W QYe— Yo — Yert)'

Ostatecznie mozna napisaé, Ze j-ta postad drgan wyrazi si¢ wzorami dla

(n — Bz — (J— 1) oraz i = (n+)2+(j — 1)

o 1Y;

2Y — Y, s — Y ’
gy TP TR gy

2

@13 W=
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nzlltdm'ié}'st dla:(ﬂ — B2 nN<ig (n‘f‘ﬁ)/Z—l-(,]—m 1y

(2.14) yi = <Y, Yn—-,ﬂ Y, + 5 :
- T e *(J 1 —— 1 T—(j -2} - .
'x[' i—k kP ] L ARG=DHpR I [( i—k )“_
2=+ RU—DHP 24Ef 2(f—1)+'ﬁ

i—k L i—k ’ e S
2( 2(},*1)%) +2(_;_—I)+ﬁJ =123 .., (ntp/2+1.
Ze wzgledu na zatozone postacie drgan i przyjete zaloZenia réwnanie drgaf ukiadu’
bedzie odcinkami liniowe. Jezeli Zgodnie z metoda Rayleigha wprowadzimy jedng
wspolrzqdnq mezalema: okreslajacca ruch ukladu jako

waﬁ ®
(2.%5) ‘ a (t) = ““'-“———,

Fu_p
g o

gdzie y,_, , jest zgieciem statycznym belki skladanej zaleznym od obciazenia
20t ’

statycznego stalego. )
Energie kinetyczna i potencjalng, odpowiadajaca kazdej kolejnej postaci drgan,
moznd' okresli¢ w sposob nastgpujacy: -
Energia potencjalna wynosi
- r&+ﬁ

. L vy

1
Vy= ‘2” ®o @y - £ 2 (201 — 20) (1 — @0)?,
- ”;zﬂﬂufz)

q ’ j
gdzie )} =.0 dla ¢ < p.
»
Podstawiajac (2.5) do (2 T) otrzymamy

_ 1,
@16 vy=o ]22(2;;“ Piotd— Vg P H

A4

—2—*!’(1 2) .
1 %1—%0 5 .
+M ]2 Z (Zyi-?“”}’v 1 :ﬁywl 1*% f) J=12,.,(nH[2+1
=2 gy : . :
lub uwzgledniajac (2.15) L
) | - ' "—?—ﬂF(ﬁ—n
‘ %o
e v g aeol 3 od) b, —dl
M -2
“.E‘I 2 (2“(21)' T ‘1&2)1 ¥ aﬁ)-l j)]!{L
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n+ 8
=)

by —xg _
T D e 0D — @, —a®, ) — g0 I,

T nE
t=20 g

q
gdzie réwniez > == 0 dla ¢ < p oraz
)

' (1) @
g - .
2.18) aP= "% =
( 7 J’%);ﬁ of y&
2 2
Energia kinetyczna |
(219 Ty=ymippp a@OPB, j=142.,0E—pH2+]
N . 2\ B - . .
-gdme _
*"—e"(f n o 2P -
em 5=q]: 2 @rdyr o 3Gy iy +
=" 4y
1 " —g- “—”w ~2)
. i=1 . n-—f . '

)
a
przy czym 2 =0 dla g < p.

WartoSci a(j i a2 sa podane w (2.18).
Korzystajac z réwnania Lagrange’a

di . ] oV
dt 0(%1 =t a(t)) (f))

2

@.21) P;;r'-(t);~
Fe=1,2, 0 (n— B2+ 1

i ze wzoréw (2.17) oraz (2.19), mozemy napisaé réwnanie rézniczkowe na wspok
czynnik dynamiczny belki

D - Py ()

2.22 a{f}-t+a 1‘ ) i » J= 19253:"'? n— 2+1’
Q) GOt ey Ty (1—B)
. , 8t T,St
gdzie o
B i SRR
%l Ay
2.23) Ay= 7 Z 2 Z (2ai; — a3 lj—ai-’rl P
S
n+ﬁ

— -2 '
' 2 (2 2 -
+ 2 Q=2 a&j—l f)z] 1
w—f
=" -2 :
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2 -2 :
. »p
HE 2 2z 2 2
ook (1+ z) 2 Qaly — a2, j—dfl, )
n—p
=258 (-2
2R -2
n—ng @ (2 2)
(2.24) D;= B 2 wo ! (201,_, g, “f+1,f)’
) :

]

przy czym D' =0 dia p > ¢.
n

2

Wartos¢ sity wymuszajacej w przekroju »J okre§limy z zasady prac przy-
gotowanych.
Praca vkiadu na wszystkich wspélrzgdnych réwna sig

: , "2Eg-n M g

(2.25) L = P(f) {2 Doy N 6y§3’],
o . vl i=22F gy
: 3

gdzie P(f) = p ()! oraz p () oznacza obtigZenie jednostkowe belki.

Praca uktadu na wspétrzednej yflﬁ ; roéwna sie
5

{2.26) Ly = Pgar (0 0y 4

3

Poniewaz jednak dy§) = aff &y, , oraz WP = o P, ;o to z warunku L, —

== L wynika : : Tz BN
@.27) Py @ =p 0 Cpy =12 (P21,
gdzie.
2L g1 M8 -
(2.28) - G=2 ) g+ Y 4
| ' = =" g2

7
przy czym 2 =( dla g < p. Stad réwnanic (2.22) na wspdlczynnik dynamiczny
. »

moZna napisaé w postaci

= 4

b p(B),
meyﬂ—ﬁ s )

(2:29) T AP

: A+ -—a=—1"—
mB; mBy Yu_p ot ,
. : T" T8

2

j = 19 2! sary (n - ﬁ)/2+‘1.




DRGANIA BELEK SKEADANYOH. 360"

Wprowadzajge -oznaczenia

Aj Aj Dj c;
=k, A 0)12, e Ei, R A F,
B; mB; MBj Yoy mBiYnp

7

(=]

rdéwnanie {(2.29) mozna przepisa¢ w formie prostej
(2.30) a (4] a () = E+Fjp (1).

Roéwnanie (2.30) odnoszace si¢ do poszczegblnych odcinkéw belki jest 11n10we
Warunki poczqtkowe dla odpowiedniego przedziatu sa nastepujace: ‘
warto$¢ wspolczynnika dynamicznego

(2.31) = S J= 0,2, (n— P)2+1;

A\ .. .
wartosé pierwszej pochodnej wspélczynnika dynamicznego na granicy jtego prze:
dziatu -okredla sie z rozwiazania o () w (j—1)-szym przedziale,
W ten sposdb postawione zagadnienie ma jednoznaczne rozwigzanie, Zajmiemy
si¢ okresleniem wspélczynnika dynamicznego dla obciazenia p (f) = py H (¥).
Przyjmujac warunki poczatkowe jednorodne dla ¢ = 0, rozwigzanie w przedziale
;1 < «(f) < @; mozna przedstawié w postaci:

Es5+Fipy
(2.32)  a;(#) = Mjcos w; t+Nysine;t+ - -a;; sin wy (i — 1) dr.
. #j._l
‘ . ./:1) 2) (LS ] (n"—ﬁ)/ZJrl, ;
gdzie '
* (]. (t.'f 1) S‘?'
Mjﬁaj_l COS wy by .1 — ’—lw—*Slan fi—1,
7
(2.33) o '
ay_1 (-1
Nj = a;_,sin o+ = lw T COS (0 it
i

. Natomiast czas 7;—; wyznaczamy z warunku, Ze

(2.34) ay_y = ag—y (4-1),
czyli z réwnania '

(2.35) a;A = M;_| cos m;— I_rf_}—i-Njgl S0 @j_q ty— |+

Ejp -+ F,
+ **““4'1*@{1 — €08 @y (Tj—1 — £i-2))-
i‘ ) ’ ky-q .
W ten sposéb rozwiazujac réwnania (2.30) w poszczegdlnych przedziatach mozemy
wyznaczy¢ interesujgcy mas maksymalny wspélezynnik dynamiczny belki amax
dla réinych wartosci luzéw gy, ktéry przy ‘danym obciazeniu bedzie jednoczesnie
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max max wspdlczynnika dynamicznego. Natomiast dla obciazen dowolnie zmies
niajaeych sig w czasie otrzymamy lokalne max wspélezynnika dynamwznego iw celu
okreélenia max max nalezaloby dokonaé odpow;edmego przejécia asymptotycznego.

3. Przypadek hmowe] zaleZnosci postacn drgan od amphtndy

Oméwiony W poprzednim p. sposob rozmaczama naszego zagadnienia ]est skom-
plikowany ze wzgledow rachunkowych. W celu uproszczenia zagadnienia prayj-
mujemy, ze postaé drgaf jest okre§lona liniowo, tzn. ze jest ona okreslona wzorem
(2.3). Zastepcze wspolczynniki sprezystoéci beda takie same jak w p. 2, wzor (2.6).

Réwnanie ruchu otrzymamy z réwnania Lagrange’a

1 \ d( or )+ v o_,
Gh U PR

gdzie energia potencjalna i kinetyczna ukladu jest okreslona za pomocg wzordw
2.7 1 (2.9). Obcqzeme zewn@trzncﬁjak poplzedmo —tzn:

(G2, Pa(=PQ Z Gy, mT e, ey =1 i=0,1,2 1,
=1 ‘ N

gdzie y; obliczamy ze wzordw (2.4).
Podstawiajac odpowiednie wxelkosm (2 18) do wzorow (2.7) 1 (2 9) znaJdu]emy

Pogonte o,
V= E ?2— Z {xo (2_(11 and 75 T ai+1)2y;s:,q st a? (t)+
i=1 2’
(3.3) + G — ) [ — @y —anpag o (O — o IP Hipe() — )},
: 071

1. _ B ’
= ?myf*_;f,ﬂ“z (t)g (a}_y+ai-y atad),

gdzic a () = yp—_p (O - -
— — , 5
2 2
Wobec“tego mamy nastepujace réwnanie réimiczkowe na wspStezynnik dyna-
miczny belki

(3.4 @ (+w?(a) e (t) = FP ()+E(a),
gdzie
w? () =
1 n-i . .
(3.1?) S [“ﬁ' 2 w21 i~ 10+ 1)2 (41— %) Qai—ai-\—air)*H (fPi(f)“‘PO)L
T m T ’

s—za (qifl%di;;l Lqﬁ_a%’)‘ : h
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n—1
Z (2atﬁai 1*‘1“1)}](%(1)*{?0)

iy Z(a§ i+taiy at+a;)

i=1

3 o (3 — 2g) 5
E(g) = —
mlyy_g

G35 .

3 ya‘-z

F=—
my” st Z'(rzz | a laﬁra;)

Poniewaz o () jest funkcia «schodkowa», przeto analogicznie jak w p. 2 poszu-
kujemy rozwigzania kolejno dla przedziatéw [0, 4], [, f2] e gdzie #(j—=
=1,2,..,(n—p)/2+]1) odpowiada chwili- osiagniccia kata @z w polgczeniach
(n— MJ2F(j— 1). Réwnanie (3.4) jest liniowe o stalych wspélczynnikach. Oblicze-
nia s3 wige znacznie prostsze w poréwnaniu z metoda przedstawiona w p. 2.

4. Przyklady

Przykiad 1. Rozpatrzymy przypadel szczegdlny, gdy belka skiadajaca sig z »
elementdw jest podparta swobodnie oraz obcigzona na koncach momentami
M () (rys. 6). Charakterystyka spreZysta w polgczeniach elementéw jest przed-
stawiona na rys. 4c. Linia ugigcia statycznego dla danego schematu obcigZenia
bedzie ckrag o promiemu r = ElI[M,. Linia ugigcia statycznego wyraz1 stg zatem
WZOTrem o . F T . [P . P P P— .

{4.1) y = .]/rZ —‘{:1— —x24xL = 1/:2 — % ) E

Rozwijajac te funkej¢ w szereg potegowy i biorae dwa pierwsze wyrazy rozwinigcia,
(tzn. dokonujac identycznego uproszezenia jak w teorii belek zginanych o malym
ugiecin w stosunku do rozpigtodci), otrzymamy

N L ymy G

lub tez po wprowadzeniu oznaczen & = x/I oraz &= (L — x)/L linia ug]gma sta-
tyeznego bedzie ) ‘

L2
(4.3) YR 5755’.

Przy tak obranej linii ugiecia statycznego w kazdym potaczeniu elementéw belki
w ustalonej chwili czasu pojawiajg sie w przybliZeniu te same katy wzgledne. miedzy
sasiednimi sztywnymi elementami. W zwiazku z tym wszystkie wspétezynniki spr@—
ZystoSci beda jednoczednie zmienialy warto§é sy na xy.

Zast@pcze wspolczynmkl sprezystosct w poiqczemach eiementéw obliczamy
z przyréwnania funkcji (2.1) i (2.2). Wstamajqc do wzoru (2 2) za y (x), funk(;)@ :
okreslong’ wzorem (2.4), otrzymamy
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: Emnl
4.4 =TT =1
0412 3 ¢
i=1
Wprowadzajac punkt redukcji ukfadu (punkt 1 polgczenia pierwszego i drugiego
skrajnego elementu) oraz wprowadzajgc oznaczenia analogiczne jak w paragrafach.
poprzednich '

Yi

4.5 == {=1,2,..,n
(4.5) W= '
znajdziemy réwnanie ruchu
- . o ) 3Pzr (t) )
(4.6) O+ Iy =—7 TE(y (),

m 3 (a1 +aiy a+az)
=

gdzie w (y; (1)) jest okreslone wzorem (3.5), natomiast

n—1i
3o (71 *<%o)‘,2 (Qai—ay_1—ais 1) H{gi (D—0)

E(p () = .

ml 3 (@ ‘e agtal) |

i=1

Hft) ' Mt}

(0 12 3 w3 pd nt “7

-ﬁ% T T AN J X
- L=nl (&

Y

Rys. 6

Zastepcza sile Py (f) obliczamy z przyréwnania prac uktadu zastgpczego 1 uktadu
podstawowego:

va

oy .
Lo=2M@)é l——] . Ly = Pu (D) 6,
ox o

dy _n 1
alde:o“n—l o

© Z warunku L= Ly mamy

R i
(4.7) C P= T MO,

'

gdzie

Réwnanie (4.6) po “uwzglednieniu (4.7) nalezy rozwiaza¢ w dwoch przedziajaf_ﬁh._.
L Rozwiqzanie w pierwszym przedziale 0 < yy (f) < yy, gdzie ¥yi Wyznaczamy
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ze wzoru (2.5) podstawiajac ¢; = . Zakladamy, Ze wymuszenie M (f) = M sin pr.
Warunki poczatkowe sa jednorodne dla =0

Fy 1 A
N == E (sm pt ;rosm wyt,
adzie
3n Y
n—1"9
Fo= 5

1} (@ +ai-t ait+al)
i=1

Uwzgledniajac charakterystyke przedstawiong na rys. 4b, czyli xy - 0, znajdziemy
nastgpujace rozwigzanie dla tege przedziatu:

_ .
Y1 (t) = ;EJE (pt — Slllpl‘).

Ze wzoru tego wyznaczymy t; przyjmujac y; (¢) = y;.
2. Rozwigzaniem réwnania ruchu w drugim przedz1ale y1 () = y{ (przy warun-
kach poczatkowych: gdy t=1, to y(t) =y, y(t;) = ¥7) jest funkcja
*

y1 () = 3] cos o (t — t;)+ sm w(E— i)+

_21?9__,“._[ pltty  pl—t) p oltn) of— fl)] .

(o ) 05— sin o C° 5 sin |
E

+ e [I —cos @ ( — 1))

We wzorach na F i o nalezy przyja¢ H (p: () — o) = 1.

Wspdlezynnik dynamiczny obliczamy ze Wzoru & = ymax (f)/y1,, Przy czym v,
oznacza ugigcic statyczne belki yyse = yo+Pofs; przy zaloZeniu, e xy = O.

Przyklad liczbowy. Przyjmijmy nastgpujace dane: L=10/=1000 cm, 4=213 cm?,
£ == 99180 cm*, My==5000 T cm, m =0,17 kG sekZcm~1, E == 2,1-106 kG cm— 2,
p = 180 sek-1.

Obliczenia przeprowadzono dla réznych wartosci g,

Wyniki obliczet przedstawiono w postaci wykreséw (rys. 7a) (). Wykonano
réowniez wykres stosunku ugigcia dynamicznego z luzami do statycznego ugigcia
bez lnzdw (11).

Dla poréwnania otrzymanych wynikéw metoda podana w niniejszej pracy,
uwzgledmiajacej uzy w polaczeniach elementdéw, przeprowadzono obliczenie wspdt-
czynnika dynamicznego przy tych samych danych dla belki o nieskoriczonej ilosci
stopni swobody bez luzéw. Wspélczynnik dynamiczny wynosi 1.18. Wynika: stad,
ze wspblczynnik dynamiczny dla belki z luzamijest wiekszy i roénie wraz z wielko$cig
tuzow,
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Przykiad 2. Obliczono wspblozynnik dynamiczny metoda podana w p. 3 dla
belki skladanej z liniowo okredlona postacia drgan, przy wymuszeniu statym wzdtuz
‘dlugosci belki. Zmiang obcigzenia w zaleznodci od czasu okreslata funkeja p () =
== po H (f). Przyjeto nastgpujace dane:

#n=38, I =500 cm, 1 =99.104 cm¥, n=0,17kG sek? em~1,
Po %0
— =10, ;—- = 10-4, E=2,1.100kGem~2, g=167kGcm"1.
q 1
o a 14 b
240 ,a})l 340 —
228 / azn
,/
280 / ] 300
12 / 280 )
!/ 7
160 / 260 Wt
;’/ /
: ] p =@
140 / P 240 p T A
= 7
/
ke wz/
g .

P W g G QW B digyy

Rys. 7

‘Na podstawie obliczert sporzadzono wykres (rys. 7b) zaleinolci wspolczynnika
dynamicznego o od wartodci luzdw g

s

5. Zakoficzenie

W pracy wykazany zostal wplyw luzéw w polaczeniach elementdw belki na warto§¢
wspolczynnika dynamicznego.

Z przytoczonych przykladow widaé, ze ze wzrostem luzéw rosnie wspoétezynnik
dynamiczny, Nalezy jednakie zwrdcié uwage na fakt, Zze otrzymane wyniki maja
.charakter przyblizony ze wzgledu na daleko idgce uproszezenia (zastosowanic
metody energetycznej Rayleigha).

Wydaje sie, .ze byloby celowe zastosowanie metody Galerkina do niniejszego
problemu.
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Zagadnienie to mozna rozwigza¢ redukujac ukiad o nieskonczonej ilodei stopni
swobody do skonczonej, a nastgpnie zastosowaé metod¢ malego parametru, [6],
traktujgc luzy jako male zaburzenie.

Metode przedstawiona w pracy mozZna rozszerzyé na belkl wieloprzestowe.

Przedstawiona metoda pozwala okre§li¢ drgania belek obciazonych dowolnie.

W tym ogdlnieiszym przypadku nlegnic zmianie postaé statycznej lnii ugiecia oraz
moze ulec zmianie kolejnodc przekraczania wartodet g w poszezegolnych polaczo-
nych odcinkdéw belki, Jednak ogdlna metoda przejécia od réwnania belki z Tuzami
do uktadu réwnan dla belki o »n stopniach swobody i przyblizonego rozwigzania
tego ukladu pozostaje stuszna.
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PeswomMme

KOIEBAHKA COCTABHLIX BATIOK C HEJIWHEAHBEIMH BOOEKTAMMU

PaccmaTpueaeTes 3ajaya, KACAXOIHANCH BHEIHYNKACHHBIX Koxebaimi Gankd ¢ yueToM YOPYLHEX
HeMMHEHPEIX a(pexToR, TOSBUCILIMXCH B COCOHHCHMAX B BUAG 3a30p0B. DTa 3a7aya DOUICHA,
OCHOBHIBARCH HA Metoge Peneiisi ¢ miwelino onpenelelmbM BRZOM Koxebanmii, 3amaua IpARORAT
& puddepermEanE iAoMYy MAneHOMY YDPABHOHWIC ABFOKOMWS ¢ HepeMeHHBEIME Xoxb(HIImeETaMy,
TIpssomarcsa ypaBHEHES OIS ONPSASACHIT KoadhmmenTa [ua o6oHX CHy4yaes F.e. ¢ NHHEHHO 1 He~
NHESHHO-0MPEASHCHEEIM B BHOAMM KojcGamuaii.

B npuMepax MOKA3aH0O BIMSHME 3230P0B Ha HWHAMWHCCKHE Koath{uunent Oanmxm.

Summary

VIBRATION OF COMPOUND BEAMS WITH NONLINEAR EFFECTS

The problem under consideration is that of forced vibration taking into consideration the non-
linear effects due to the clearances appearing in the joints. This problem is solved by the Rayleigh
method, the vibration mode being determined on the grounds of the linear and nonlinear {heory.
‘This problem leads to a differenfial equation of motion which is linear with variable coefficients.
Equation is given for the two cases under consideration that is with linearly and nonlinearly deter-
mined vibration mode. In the examples is shown the influence of the clearances on the dynamic
coefficient of the beam.
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