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PEWNE ROZWIAZANIE DLA ANIZOTROPOWEI PEYTY oo .
* PROSTOKATNEY O ZMIENNEJ SZTYWNOSCT

ROMAN SOLECKI] (WARSZAWA)

Rozwigzania ogdlne wyprowadzone w pracy [1] wykorzystamy obecnie w celu
okredlenia nieskonczonych ukladéw réwnad algebraicznych wystepujacych w przy-
padku konkretnych warunkéw brzegowych. _

1. Piyta podpal‘fa na obwodzie

W tym przypadku wspdlezynniki Fouriera 74, oraz przemieszczenia narozy
s rOwne zeru. Rozwigzanie (2.9.1), {1], przyjmuje zatem nastepujaca postaé:
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We wzorach powyiszych i w dalszych cze$ciach pracy zachowujemy oZnaczenia
podane w [1]. Pamigtajac o tym, ze wspdlczynniki /C, sa wspoOtczynnikami roz-
winigeia w szereg Fouriera wedlug sinuséw kata nachylenia odpowiedniej krawedzi
piyty, nie trudno znalei¢ zwiazki migdzy nimi a wspdlczynnikami wyy, Mamy
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Podstawiamy z kolei (1.3) do (1.1} otrzymujac po stosownych przeksztatceniach
nastepujacy nieskonczony uklad réwnan algebraicznych:

. 4 , b . a
(1.4) - a—bg Z Wtmn Wit = qmn 5 am{(1Ba)) + 3 Bal(2Bm)),



204 _ R. SOLECKI

gdzie
(1'5) W;t'lmﬂ = 1Wrima 2 Weimn — 2 [am ax (ax ﬁﬁ b?clmn 4 o 55 bfnmsz)‘i‘
+ B fi(om P bﬁ.;,,m—i— ax nbgwu)l

Uktad (1.4) stanowi podstawe do otrzymania rozwigzafi dla plyty o krawgdziach
utwierdzonych lub’swobodnie podpartych. Najprostsze rozwiazanie znajdujemy
dla plyty na obwodzie swobodnie podpartej, Zwazywszy, z€.W tym przypadku
wepblezynniki 7B, sa rowne zeru mamy bezposrednio z (1.4)

4y _
(1.6) 7 ;‘ % Wigma Wkt = dnens
gdzia Wigmn jest okreSlone wzorem (1.5)

Bardziej skomplikowany jest drugi skrajny. przypadek: plyta na obwodzie cal-
kowicie utwierdzona. Przeksztatcamy (1.4) w tym przypadku do nastepuiacej
postaci: ) ) : :
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ab ab 5
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Po obustronnym podzieleniu przez (4/ab) Wmmns DO pOmRnoZeni przez dm
Iub f, itd. oraz po zsumowaniu wzgledem m albo n znajdujemy uwzgledniajac,
#¢ $Cp = 0 nastgpujace jednowskaZnikowe uklady rownan:
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gdzie oznaczyliSmy

. S‘ _(Em Wl;lmn S“l (ﬁ Dm.am le:lmn‘
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o = R klm — T E—
"y Wmnmn " m Wmnmn
on Fmn , (—" l)m Ol an‘
D AT\ o
m IR - w mamn
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Nalezy pamigtaé o tym, 7e w szeregach oznaczonych symbolami W wyrazy ogélne
sq rowne zery przy m =k lub n =1 [wynika to z (1.8)]. Uldady rownan (1.7),
(1.9) sprowadzamy po przeksztakeeniach do ukladu trzech sprzgzonych nieskofiezo-
nych ukladéw réwnan: ‘
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pr (— 1y §;
Ve = e, Vo = y —,
e rZI Are Wangsr . e T Agr ermr :
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(112)  den = [Qut(— DF Q) Wi,
s [Witn (D)™ Wi
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GG,
" O (Dm0,

Po wyznaczeniu wps obliczamy 2By 1 4By z réwnan (1.11) i {1.12), natomiast
wspOlczynniki 1B, oraz 3B, okreSlamy ze wzoréw:
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Rozwigzanie plyty o mieszanych warunkach brzegowych przeprowadza si¢
w podobny sposob. Warto zauwazyé, Ze nieco prosciej rozwigzuje si¢ zagadnienie
dla plyty o warunkach brzegowych typu M. Lévy’ego. Zadanie sprowadza si¢ bowiem
w tym przypadku do poszukiwania rozwigzania jednego dwuwskaznikowego nie-
skoficzonego ukladu réwnan algebraicznych.

i
(0 (— D Qu] @B

2. Plyta o krawedziach swobodnych

vs

Poniewaz brzegowe momenty zginajace sa teraz réwne zeru, przeto w réwnan -
(2.9.1) pracy [1] przyréwnujemy do zera wspolczynmkl Fouriera 7B, otrzymujac
w ien sposob '

4 i—$
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Przed ulozeniem warunkéw potrzebnych do wyznaczenia wspdlezynnikéw 74,
musimy wyrugowac z (2.1) wspélezynniki Fouriera ’Cp. Napotykamy przy tym
nastgpujgeg tradnos$é: rézmiczkujac szereg Fouriera, bedacy rozwinigciem poszuki-
wanej funkeji w (x, ), zgodnie z zasadami rézniczkowania szeregu sinuséw otrzy-
mujemy szereg, ktérego wyraz ogdlny jest suma kilku skladnikéw. Do dalszych
przeksztalcen konieczne jest zastgpiemie wspomnianego szeregu sum przez sume
szeregbw, co nie jest dozwolone, bowiem niektére z nich sg rozbiezne. Trudnogé
t¢ przezwycigzamy w mnastgpujacy sposob. Przedstawiamy powierzchnie ugiceia
wx,¥) w postaci sumy dwoch funkeji

2.2) ' w (X, ) = wo (%, )+ wy (x, ),

z ktorych plerwsza
a—x . x .
{2.3) wy (x, 1) = TZ T Ay sin Bay + " 2 3Ap sin ny -+
F3 7t
y Z 2Am Sjl]. O X + % Z 4Am, Sln A X
m W m

spelnia, co tatwo sprawdzié, geometryczne warunki brzegowe badanego zadania,
druga za$ '

4 ¢ .
{2.4) wi{x, 3) = — 2 2 Wiap SI0 @y X SID fy y
s ab < =
Jest rowna zeru na konturze plyty, moze wiec byé dwukrotnie rézniczkowana Wyraz
po wyrazie. Otrzymujemy teraz nastqpujqce WZOTY okreéiajqce wspélezynniki 7C,, -

4 , E
Yoy = — 2373 Wmn +o— (SAR— 1An) + - m ((ZAW‘))’
. ab m - ' bﬁ m

4 .1 "
- t;g Z(‘"“ LY am Wogy, E GCAn —14,)+ ﬁz (— D™ e ((2Am)),

Z Binn + (4Am~2Am) + = Z B (LA,

4
4Cp = —

5 2 VP B 5 G2y + e 2= 1P B (A,

Wanaczamy z kolei zwigzek zachodzacy micdzy transformatami wiy, i Wiam
W tym celu rozwijamy obie strony réwnosci (2.2) w podwéjny szereg Fouriera
wedlng sinuséw 1 przyréwnujemy wspélczynuiki rozwinigcia, otrzymujge

o6 W = Wiy (( AN F o (@A),

ﬁ

Po podstawieniu wyrazen (2.5) i (2.6) do (2.1) i po wykonaniu nieskomiplikowa-
nych przeksztalceni znajdujemy nastepujacy nieskoriczony uklad réwnan algebraicz-
nych:
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(27) | 22 Wtmn Wiy = qmn + 2, \1 [(( Tt IAI)) -
ko1
- am ﬁ'ﬂ (( CJ:L)) (1AI — 3/{!)] y [((ZTr1zank 2/1'.{:)) e
k - .
— .2 . '
— ; o fin (C m)) A — 4Ak)j SEPIPX {b Vit LLAL— (—1)F S A7}
‘ . & .

+ aT/k“.FMiA [PAx — (“*“ 1)1 4Ak]} 3. oom, '11, = 1, 2: s
gdzie oznaczyliSmy
i—5
TTomt = o Ppmnt — 2Bndul, = 1,3,
Fl j J—6 .
.T‘-'T,m?» = .31% Yk — 20m cmrel,  J = 254,

(2.8)
‘V}clmn {— Wﬁ,;mn"‘} 20m B Bt {[ cmk}]}

Vtan = F?{_ W a2 Bu s 1L il

Uklad (2.7) zawiera juz tylko pigé nieznanych ciagéw wspolczynnikéw Fouriera..
Brakujace cztery uklady réwnan otrzymujemy z warunkow, Ze sita poprzeczna jest
réwna zeru wzdluz kazdej z krawedzi plyty. Rozwijamy przede wszystkim moment
zginajacy My (x,y) w podwdjny szereg Fouriera wedlug sinuséw

(2.9) - M$(x, ¥ = b AJZMW sin ag x sin 1 y.

Wspélezynnik rozwinigcia M obliczamy po przeksztalceniach ze wzordw (2.7),
(2.8) i (2.10) podanych w pracy [1] oraz ze wzoru (2.6):

4 1o ' .
(2.10) My = EE Z 2{ {[(I?n a}%lmn+ﬁ3’1 a?ctmm. - 2am B b.?clmn] Wi +
W n :
a (12 ﬁz .
_i 2 ﬁ akzm'n (( Am)) + ' amnm (( A?l)} - Z ﬁnbmon (lAn_3Aw.)*§'

2
+ b Z i b}czmo (Zd o — 4 Am).

i

Natomiast moment skrecajacy May (¥, y) tozwijamy w podwéjny szereg Fouriera
wedluzg. cosinusdw

(2.11) Moy (x, ) = — Z Z At Mgz cos ag X €os pry,
ab 55 55
o przy czym wspélczynniki M wyrazone sa wzorem

5 —4 !
Z LJ { am bmnhz+ .811 mnkl— 2%m B Oimn] Winnt
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a b , 2 )
-+ 5“ ﬁ_ Ly ekt ((CAm)) + 5 (;: bfnfnkt ((144'11,))} -+ 7 2 Br a?cmn LAy —3dp)
2

- .
4
+ b % Ao CAm — *Am).
m

Funkc;a M (x, y) jest z zalozenia réwna zeru na brzegu plyty, przeto jej szereg
Fouriera (2.9) moze byé zrozmczkowany wyraz po wyrazie. Réwniez szereg (2.11)
moze byé zrozmczkowany wyraz po wyrazie (jako szereg wedlug cosinuséw),
Okolicznosci te Wykorzystujemy obliczajac brzegowe sily poprzeczne. I tak np. dla
krawedzi x == 0 mamy

(2.13) 0z (0, 3) = — {Ma: (©, y)]+2 [qu 0, M} =
skad po przeksztalceniach wynika nast@pujqcy nieskonczony uklad réwnan:
(2.14) :b g;‘ Dart Wy +%§ﬁk (Hup LAp — H;m}-Ak) +

+ %kZ ok (Hui 25— Hy A1)
Oznaczylismy

Dust = 2, o (o G @byt o 3 — 2t B By —
. m=0 o

(2. 15) - - 2&% ﬁ" bitmn - Zﬁ’ﬂ' ﬁ% b]?:lmn"}“"ak ﬁﬂ sz a;zmn):
Hn}‘g-: ﬁkEﬂJc"FFnk, -H;z]c - ﬁk Eék+F4Lk=

— ) . e ) — Fa -
Hyp = ap Eyg- Fug, - Hyp == ag Eﬂ,fﬂ* Far,

gdzie
' — © ;tm
Enp = 2, Z (am aklm'n. 265 bklmn):
=01
-
Epp = Z Z (am ammﬂ 2fn bglmn)s
=

{2.16)
R YA 2 ,- Ain (i b;nok'”‘_zﬁﬁ a?nnoﬁ:)i
n=>0 .

_ _ 1
Fup = Z Am {an b'?nnko - Zﬁﬂ a:;mko), Agp =1 — Eavron .
=0 .

Wiclkodci oznaczone znakiem (') otrzymuije si¢ z (2.16) mnoZac wyrazy odpowied-
nich szeregéw przez (— 1). W podobny sposéb wyznaczamy pozostale trzy nie-
skoficzone uvklady réwnan. Uklad odpowiadajacy warunkowi O (a, =0 ma
budowg identyczna z (2.14), przy czym wyrazy ogdlne szeregéw (2.15) i (2.16)
nalezy pomnozyé przez (— 1)™, Z warunku Qy (x, 0) = 0 znajdujemy natomiast
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4
@1 — 2D Ko Wiy
ab 5 5

+

D) B (P i — P i) +

k

D (P 2 - Piye $4) = 0, m=1,2, ..,
R

o b Fh|i\3

Kmgt = Z Ao (B B7 Tgmn+ '1;25 B Gy — 201 B B bfrmkz —

=0
(2,18 - Zam_a% Btmu— 20m b7 Biimn+4cm @k fi Qi)
:?mk = ﬁk Lmk“%“Nmk, P;n.?c - ﬁk L;nk+ﬁﬂik’
Puic — 0 Lo+ Nk, Prage = 0 L+ Ny
PIZY CEZym
A'N,
Lok = 24 2 - (ﬂ'ﬂ ak.’,m’u 2am b}‘;lmn)’
_ ln
Lok = 2 Z (ﬁn aktmu 20 bktmn)a
€2.19) o

Nonie = Z A (Ba Brgor — 2m E:nn(m)’
n=0

Nong: = 2 An (Ba bfnnko — 2am &:ﬂzﬂk(})'
7==0 ) -

Wielkosci oznaczone ’ (prim) obliczamy w sposéb poprzednio omoéwiony. Aby
otrzymad uklad réwnan odpowiadajacy ostatniemu warunkowi, nalezy pomnozy¢ wy-
razy ogblne szeregdw (2.18) i (2.19) przez (—1)». Uzyskujemy ostatecznie ukiad pigeiu
nieskoficzonych ukladéw réwnan algebraicznych (2.7), (2.14) i (2.17). Do jeszeze
“ bardziej skomplikowanych zwiazkéw prowadzi zagadnienie plyty «plywajacejy.
Nie bedziemy sig tym problemem zajmowaé i zauwazymy jedynie, Ze w tym przy-
padku powierzchnig odksztatcona plyty dogodnie jest przedstawi¢ jako sumg trzech
funkcji, dodajac do sumy (2.2} sktadnik, ktérego znaczenie opisane jest w pracy [2].

3. Przykiad

Dla ﬁustracji wyprowadzonych zwiazkow rozwigzemy nastgpujacy przykiad:
izotropowa plyta kwadratowa o zmiennej sztywnofci, catkowicie utwierdzona
wzdhuz obwodu, jest poddana dziataniu obciaZenia ciaglego réwnomiernie rozlozo-
pnego na jej powierzchni. Zakladamy, ze sztywnosc D(x y) zmienia SIQ liniowo
w kiernnku osi Ox:

3.1) D{x,y) = D{(x) =Dy ([er/a)
Podstawiajac wielkosel

. . e
(32) Di==D(), D =wD(x), Dt=-5-D(), DS=D6=0

2
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do wzordéw (2.10) w [1]. znajdujemy

—— 0., edy k=m,

ﬂ.%:?-mﬁ, = a}clmn - B )
Dy a? [1 — (—1* ™ mk ;

a2 (mz — k22 wo 8Oy ke

3 _ 1 .
‘(3°3) Titmn = Yppmn s

I-—2 3Dge2 ,

6y, gdy k= m,

4 2 g

Devonn —
L—v Doa? [l —(— DF*™] (m2 | k2)

2 22 (2 — k2y2- wogdy ke#m

W dalszym ciagu ze zwigzkdw (2.9.2) w pracy [1] oraz (1.2) i (1.8) obliczamy

—_— Dy {1 —(— D¥ "™y (m2-5n2) (k2-+n2) .
7 klmn = @? ’ . (}’”2 o kz)z b’n s
(3.4)
. 3D0 a4
mmmn 8 >

Z kolei ze wzorn (1.10) zna)duje_my

W _ 8 .él k k2 2 2 [l "'("“ 1)k|-m] m?
{3.5) ° LR P (k24 n )mﬂﬂ (M2 — k2)2 (m2+-n2)’

Wf;m = 1)};" Wein.
Po lieznych przeksztaicemach w ktorych obliczono sumy nastgpujacych szeregdw

(skorzystaliémy tn ze wzoréw 0.237.1, 0.237.4, 1.421.3 oraz 1.422.4, podanych
w pracy [3]) znajdujemy

(3.6}
 m? ;x2+ t S (—Dmm2 (ﬁl)]”( 72 1)
a2 12 6k e f2r 3 3 2e2f
1 w1 (— 843 (—1)°  (—DFa2
k22 12k 16k d ke Jekd 24k2
L e AR
= m(m2k) U= om w2 m (mt2k) 2 wSFm
~ . l . A .
» Lty 2’” 2%
o om{m42k2 12k 4k S e
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2K -

v (—bhm _ ow? 4 b 1 S1(ﬁ hm 1 1

o m(n-2k)> 24k 2k = m? 4k? 5 m’
2k ‘

vl w1 mak

w2 (md22 12k 4k2 = il

NIt f:(—])m_ I 91

L 2 2k 24k 2%k w2 42 A

znaidujemy ostatecznie

(3.7) " Wita = 04 ; ;{ T [Cth nw — (— 1)¥ cosech rm]}

2+k2

. Zwiazek ten jest podstawa do wyznaczenia wielkodci wystepujacych w (1.11),
a okre$lonych wzorami (1,12). PoniewaZz ze wzglgdu na symetrig 2By, = 4Bn, to
1By, = 0 i z ukladu (1.11) pozostaja jedynie dwa réwnania, ktoére po przeksztat-
ceniach i przy zastosowaniu wzoréw (2.8) i (4.9) z pracy [2], przyjmuja nastgpujaca
postad:

1 . _,
o {1+ cosech mn) (cth msr — cosech mrr) 2By —

64 - kr? N 3Dgx
L O s ve. WV (e o 0 (m2-4-r22 P (m, 1) " 2

F{m),

1 .
—= {1 4-mm cosech mn) (cth ms — cosech m) 2By —
m

Z Z ) kr3
k T Ty o B G 2 o (m?+ ’2)210(’"5’)
8ga? .
= S (l—m=n cosech mi) {cth mz — cosech m) -+
md

04 ga? i 1 — ro cosech rm + 3Dy =
7t 7 53ts (m2-r2)? (1+r7 cosech ror) 2

__i._

m=1,375, ...

e g :
oy a4 (2 n2)2 Wy -— 2mae 2 [ D™V EZ (i, 1, k) Wen =
¥ %

?1 — (— i)m 2§m (L — nm cosech nz) [| — (— 1)™]

7% mn _ 72nd (1+nm cosech nz)
2at ke (L ™R et
— ——mn? Z [__(___.,)____ 2By + —— 2B,
Dy = P (I, n} (k24-n2)2 2D,

m=1,23..,1n=17325,..
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gdzie oznaczylismy

j : - -
3.9 g= R P (m, n} = cth nw — nz cosech? i+ (~— 1)® cosech nw (1 +
0 ,

—- nrt cth nr),

2 (m2+a2)(k2+n?) 4n2  cth ar —(—1)¥ cosech nm
. Z(m, n k) = (m2 - k2)2 12+k7 P(m " ’
. N’ fer [L — (— 1™
Flmy= ——om %r pa (22 Z(m, r, k) wey.

Przy wyprowadza.mu podanych wyzej zaleinodci uwzgledniliSmy .ponownie
wynikajace z warunkdw brzegowych zwigzki Zk [L—(— D™ e = 0 itp.
< ‘

Z przyblizonego rozwigzania uk{adéw (3.8)1, otrzymujemy
Dy m
(3.10) 2B = —0,0965 gg® + —— o (16,4 w1 18,78 wy) 18,85 wa3),
_ iDy =
2B, = 0,0096 g2 + e (— 5,71 way 17,6 wa — 9,30 waa),
3Dg 7
2Bs = 0,0045 ga2 + —m( 0,56 wyp — 9,60 1wy — 0,61 ws3),
3Dy
= 0,0018 ga2 + ——— (0,09 wy; — 2,10 wy;+0,23 wp3),

_ 3
ZBZ = ““‘&“‘"" - 1,46 Wiy — 5,70 Wiy -— 5,97}1’55%—18,7 W31+23,1 Hiay -+
L . . - + 9,47 W 51),
31)0.71‘1 . . ,
2B, = 42}‘1* (0,202 wy) — 0,407 w3 — 1,90 Wis— 8,10 w3 — 14,5 w3 +
- + 10,1 wy),

2B = (0,117 wy1+0,233 wi3 — 0,420 wis — 1,28 wy; — 1,86 wy3 — -

Qa4
— 10,1 ws;),
3D m
2By = g (0,060 w1140, 236 w3 +0,041 W15+0 37 Wit — 0,28 w3y —
— 2,12 W51)

Po podstawieniu tych wartosci do (3.8); otrzymujemy nastgpujacy dwuwskaz-
mkowy uklad réwnan algebraicznych (tu i poprzednio zachowali$my jedynie wspot-
czynniki wq, wy, ‘1’31» Wat, W51, W13, W23, Wa3 i W15)

(3.11) 582wy — 212 wyy — 93,6 w4y — 34,4 woy a . =0,1047,

51,4 W11+3630 Wa) — 273 W31-{~20,2 Wiy — 93,0 Wiz +
- o LI2wis— 83,6 ws =0,
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1033 wq +14500 wayp — 1420 way 163 wy3 = 0,304 q,
17,8 wag+ 14500 wyg — 139 wag — 945 wa3 = — 0,304 gq,
28,1 wi; — 359 waq+504 wi34+24700 wyy — 2170 w3 +

+ 104 w5 — 205 wgy == 0,

— 88,3 wy;+2230 wyy — 41,0 wi3+-42100 way +263 way —
— 59,7 Wis — 1990 Ws1 = 0,

180 wyy — 282 way | 1260 wo3-+47900 wss _ 0,137 4,
56,9 a1 — 308 ey — 334 W23--99900 w5 — 06674,
407wy + 4130 way —— 160 wy3-+99900 s, 06674,
skad obliczé.my ' ' ' |
(3.12)  wy — 0,000178 7. Wat — —0,00000403 7, sy = — 0,0000205 4,
Wiy = 0,0000200 g, s = 0,000000152g, i = 0,00000109 g,

wa3 == 0,00000288 ¢, wis = — 0,00000667 g, wsp = — 0,00000669 g,

Ugiecie w §rodku rozpigtosei | plyty jest zatem réwne

a a 4 . omm | H% qa* gat
313 w (—2— 5 ?) = _a—i ;; Wonn Sm—z-- sin 7 =~ 0, 00094050‘ = {,00141 E
gdzie Ds = 1,5 Dy jest grednia sztywnoscig plyty. Odpowiednie ugigcie izotropowej
plyty kwadratowej, utwierdzonej na obwodzie, o stalej sztywnoSci Ds wynosi, [4],

3,14 NS o127 42
(3.14) | ""(2’ 2) 0 B,

jest przeto o okolo 11% mmiegjsze.
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PeswmMe

HEKOTOPLIE PEIEHMSA IJI AHM3OTPOITHOM HPAMOYFOIEHOM
TIACTUHENA ¢ TTEPEMEHHOM XECTKOCTBIO ~

- QCHOBHIBAACL HA (DOPMYNAX BHBCOCHHBIX B [1] MCCASAYFOTCSH INACTHMHEA CO cpobonEo omep-
THIMH, 3AMEMIECHELIME H CBOGONEBIME KPAAMU. Hpueenermsit » pabore MHECHOBOR mpHMEp
KacaeTcsad HITEDA KBAIPATHOH HIOTPOLNHOR ITACTHEIH, JaMIeMIEHHON 110 KOHTYpY ¥ oOnana-
10mMei TEHeHHO NepeMEeHHOM HeCTROCThIO




PEWNE ROZWIAZANIE DLA ANIZOTROPOWEJ PLYTY 2ME

Summary '

A PARTICULAR SOLUTION OF THE PROBLEM OF AN ANISOTROPIC RECTANGULAR:
' PLATE WITH VARTABLE RIGIDITY

Making wse of the equations derived in 1], the problem of simply supported, clamped or free-
plates is analysed, The numerical example concerns the bending problem of an :solroplc square:

plate clamped along the contour and having linearly variable rigidity.

ZAEEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 4 listopada 1961 r.





