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Wstep

Techniczna teona powlok opracowana przez W, Z WLASOWA, {1] i M. MUSTARI
{21, jest bardzo czegsto stosowana w rozwiazywaniu powlok o malej wyniostosci
lub powlok walcowych. Teoria ta jest prosta w budowie i wygodna w zastosowa-
piach. Jednak w wyniku przyjecia szeregn uproszczen w trakcie wyprowadzania
daje ona w niektorych przypadkach doéé duze bledy. Bledy te sg tym wicksze,
im niZzszy jest rzad harmoniczne] » szeregu Fouriera rozwinigcia obcigZenia dziataja-
cego na powloke. Fakt ten spowodowany jest zalozeniem, ze funkcje wchodzace
w sklad réwnan sa szybko zmienne (a wige maja duze pochodne) i pominigciem
w rownaniach pochodnych nizszych rzqdow w poréwnaniu z wyzszymi: Szczegdlnie
duze roinice zauwaza sie pordwnujac wyniki otrzymane dia powlok walcowych.

Wyniki obliczone na podstawie réwnan
teorii icislej, na przyktad réwnan Fliiggego
czy $cistych réwnan Wilasowa lub Goldien-
weisiera, rdznig sie znacznie dd wynikow
otrzymanych na podstawie réwnan teorii
technicznej Wlasowa. Réwnania Wiasowa
dla powlok walcowych moZzna sprowa-
dzié¢ do roéwnania Donnella, [3). Zakres
zastosowania tego réwnania zbadal HOFF,
[5], biorac za podstawe rOwnania powloki
walcowej Flilggego, i stwierdzil, ze dla
malych »n dokladno$¢ réwnania Donnella - .
jest niewystarczajaca. Goldienweisier po-
dal w swej pracy, {7], podobne uproszczo- -
ne réwnania powlok walcowych i okreslit - _ _
zakres ich stosowania w zalezno§ci od rze-- . : LA
du harmionicznej n obcigZenia i.innych . - - . Rys. 1-
parametréw powloki. Rownania te majg ' Co
jednak do$¢ waskie zakresy zastosowania i np. d]a powloki obclqzonej sﬁac skuplona,
rozwini¢ta w szereg Fouriera, obliczenia nalezy przeprowadzac stosu_]acc wszystkle
rodzaje podanych réwnan, co’ jest. do§¢ klopotliwe. - SRR
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Duza niedokladnoéé rownan teorii technicznej Wiasowa w przypadku powlok
walcowych wywolana jest tym, ze wszystkie skreflone w trakcie wyprowadzania
wyrazy zawieraja parametry krzywizny powierzchni Srodkowej jako wspotezynniki.
Gdy wige oba gléwne promienie krzywizny powloki sa stosunkowo duze, skrelone
wyrazy sa male. W przypadku za$ gdy jeden z promieni krzywizny jest duzy, a drugi
maly (jak to ma miejsce w powlokach zblizonych do pelnego walca, rys. 1}, bledy
moga byé wigksze. .

Celem niniejszej pracy jest takie skorygowanie réwnan technicznej teorii Wiasowa,
aby w rezultacie otrzymaé réwnania stosujace si¢ do kazdego rodzaju obcigZenia,
o réwnie prostej budowie, dajace jednak dokladniejsze wyniki. Sprawdzenia do-
ktadnosci réwnafi dokonano pordéwnujac wyniki otrzymane z wynikami réwnan
scistych dla powloki walcowej, [10].

W przypadku powloki walcowej wyprowadzone réwnania sprowadzajg sig¢ do
réwnania ostatnio zaproponowanego przez MORLEYA, [4].

2. Zaleimoici geometryczne i odksztalcanie powierzehni srodkowej

Na rysunku 2 przedstawiono element powloki wraz z dzialajgcymi na niego sitami.
PotoZenie punktu na powierzchni §rodkowej okre§lono za pomoca wspoirzgdnych
ay i 0p; kierunek: z pokrywa sie z normalng do powierzchni Srodkowej, za$ kierunki
ay 1 ap pokrywaja sie z kierunkami gtéwnych krzywizn powloki. Krzywizny powloki
oznaczono 1/Ry i 1/Ry, zalozono przy tym, Ze krzywizny te nie zmieniaja si¢ w sposob-
zbyt szybki. '

Rys. 2

Dalej przyjeto, ze w przekroju op = const dzialajg: sita normalna Ny, sila
styczna Ni,, moment zginajacy M1y, moment skrgcajgcy My, oraz sila poprzeczna Qg1+
Podobnie w przekroju a; = const dzialaja: sita normalna N, sita styczna N,
moment zginajacy My, moment skrecajacy My oraz sila poprzeczna. Wszystkic
sity wewnetrzne odniesione sg do jednostki dlugoéei linii ¢y = const i oz = const.
Na rys. 2 podano ich dodatnie zwroty.

. Pod wplywem sil zewnetrznych dzialajacych na powlokg jej powierzchnia $rod-
kowa doznaje odksztalcen oraz przemieszcze, Skladowe stanu przemieszczenia
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0ZNaczono przez u, v, w, a sktadowe stanu odksztatcenia przez 11, £22, 312 Dodatme
kierunki tych sktadowych przedstawiono na rys. 2.
Pomlgdzy stanem przemieszezenia i odksztaloenia istnieja nast@pujace ‘zwiazki, [6]:

. I ou 1 0A1 w
A TORLI A I PR

- ' 1 o i 0A2 W
2.1 &) = — — —>
( ) 2 Az (){12 + Al Az ()(11 s Rz

Ag 0 (2 A] 0 23
g2 = — — |\ —) -+ — — .
Al r)al A2 Az aag A1
Przy odksztalceniach powloka doznaje zmian krzywizn gy i %y oraz skrgcenia #pa.
Wielkosci te zwiazane sa ze stanem przemieszczenia powloki nastepujgcymi zalez-

nofciami: _
SN N BT N RN
A Pag \Ay d@ Ry AzA; \Az 0oy R
m:J;QLﬁ_qﬁl(iﬂ_q,
A duy \dy dm Rl Ay As \Ay ou Ry
2.2) | 2w 1 od ow 1 ody ow
%12=(—M(0alaa2 AlEE_A_ZEE)
1(1 du 1 3A1) 1(1 v 1 3112)
VR e 71 Rl ek ¥ /]
Ri\Ay dap Ay A3 dop Ry \A( da; Ay Ay duy

Zwiazki (2.2) przyjeto w ich pelnej postaci, tzn. uwzglgdniono wplyw przemieszczen
# i v na krzywizny powierzchni srodkowe] ‘W teorii technicznej Wlasowa wplyw ten
zostal pominiety. ’

Pomiedzy odksztafceniami eq1, 22 1 €12 1 zmianami krzywizn powierzchni §rod-
kowej powloki sy, #20 1 %2 istnieja trzy nastepujace réwnania geometrycznej
zgodnosci:

()%22 ()Az ()%12 ()A1

2 Gy a—al(%zz %) — A1 —5— Y. ﬁ2£2~%1z+
1 dAl | [ ) ()612 aAl 3822 C)Az ]
Ry day 12 +E1 A1Ta2+ by 812-—142;;—?(11(822—811) =0,
a%n 04y 3%12 ()Ag
Ag S | o ——(x11— %2) — A2 daty day 1 +
(2'3) + 1 ()AZ + 1 [A 6812 q ()Az 4 6611 6A1 ]
R oo 2 B 25a, T ae 2T M G, 3&";,(811— e22) | =0
A IBLP@+%(__ﬁ%LEE]
R2 R1 Al Az aa]_ A1 20(!1 aall 22 11 2 daz da b1z ]
0 1 [ 0611 ()Al ) Az ()612 ()Ag ]} e
day Az Ve | dap (err —e22) = 5 5T gy S2f) O
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3., Naprezenia w powloce, réwnania réwnowagi

Zaleznodcl pomiedzy odksztalceniami i sitami wewnetrznymi przyjeto tak samo
jak w- technicznej teorii powlok Wlasowa: '

Ny = K (e1n1+7ez),
Ny = K (ep+ve11),
Nip =Ny =S =3 K(1—9) e,
My =D (s11-+v22),
My = D (sp+v211),
My =My =H=D({—9) %

3.1

gdzw K=FEhi(l —v?), D = Eh3/12 (1 —»?), oraz k jest gruboscig pow10k1 a v
wspolczynnikiem Poissona. Zaleznoéci te sa bardzo czgsto rozwazane w teorii powlok.
Budowa ich jest analogiczna do budowy odpowiednich wzoréw z teorii piyt. Po-
woduja one powstanic pewnych sprzecznosci teorii, np. nie pozwalaja na sciste
spelnienic szdstego réwnania réwnowagi. Nie znane sa jednak przyklady, w ktérych
niedoktadnoSci wywolane przez przyjqcle warunkéw (3.1) bylyby wicksze niz te,
ktore wynikaja z innych poczatkowych zalozeni teorii cienkich powiok (por. i8],
str. 53). Przy wyprowadzamu zaleznodei (3.1) przyjeto, Ze grubodé powloki jest
mala w pordwnaniu z promieniami krzyw1zny i pomlmqto Wyrazy rzegdu A/R w po-
réwnaniu 'z jednoscia.

~ Réwnania rdwnowagi elementu powlokl ogramczonego przekrojami cc1 = const,
;.= const sa nastgpujqce [6]:

1 [o(42Nyp) aAz 01
:AIAZ ()ixl. — Noys—— oa, (A1 S)—l—S + + X1 =0,
1 _t)(Alsz) | )
o Ha +~w(AzS)+S Rl
B | Ny sz
AL A L‘_(Az Qn) + (Al sz) — + X3 =0,
G2 - 17190 aA2 : 3 oA,
4y 45 | o0y (42 H)+HT + ”(A1 Mag) — My —— Dan sz =0,
1T a oAy ) 0d,
4 Az (A1H)+H ‘|’ ”—(AzMn) Mzz Y — Q1 =0,
" - : Miz .le
| le—N21+§T—“Ef 0.

W 'porownaniu z ‘teorig techniczng Wilasowa w réwnaniach tych uwzgi¢dniono
wszystkie wyrazy. W teoru Wlasowa pomlm@to wplyw rzutdw sit 011 i Qg na osie
styczne do oy i ay. - ¢
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4, Funkcja naprs;zen i ogdlne réwnania

© Pierwsze dwa roéwnania réwnowagi moina spelnié tozsamoécmwo jezeli sity
Nyt 1 Nyp i S wyrazi¢ za pomocy jednej funkcji naprezen. Jezeli sily wewngtrzne
X, i X3 # 0, to rozwigzanie w podanej postaci mozna uzyskaé, gdy sily te maja po-
tenciat U, [9]. Jeieli zalozyc, Ze

1 oU I oU

T T 4 G T T

to sity Ny 1 Nap 1 S wyrazaja sig przez @ i U w nastgpujacy sposéb:

ool (L) 1 ok [
N = = o aaz) B, da oa ) mCudutl
i 0 [1 00 1 o4y o A
@D N =g E(A—l a—al)—maa— R, G A 10,
1 o2 g 1 04, 0@ 1 94, o@D
N =N = 5= 47, (aalaafZaTz oar ZEE)

Jezeli podstawi¢ okreslone w ten sposdb sily wewnegtrzne do réwnan (3.2}, (3.2)s,
to réwnania te beda w przyblizeniu spetnione. Zaniedbuje sie tu niektére male wy-
razy zawierajace niskie pochodne funkcji @. -

Problem okreSlenia sit wewngtrznych powloki bedzie rozwiazany, gdy spelnione
bedg porzostale warunki réwnowagi (3.2) oraz trzy warunki geometryczne (2.3)..
Aby rozwigzanie powloki sprowadzié do rozwigzania jedynie dwu réwnan réz-
niczkowych, podane réwnania przeksztafcono w nastepujacy sposdb:

Czwarte i piate rc’)_wnanie grupy (3.2) przepisano w odmiefinej formie

1- 't o 1 y oM 1 oM
(M11+M22)+ { i 2

On =

1+ v A, day v Ay a1 A oy
14 aAlH oA
[ (M1 — Mzz)Jf +— ]},
A1A2 %) ()0:2
4.2)
1 i 0 1 v aMzz 1 6M1
02 = 17 4, dap M h M) H 1+=‘y{2—2 day | Ay O
14+ c)AzH o4,
+A1A2[da Moy — M)+ = o B ]}

Jezeli wyrazié momenty zginajace i skrecajace korzystajac z zaleznoscx (3.1),
to otrzymuje si¢ nastepujace wzory na sily Qg 1 Qs .

I ¢ 0
Qi1 = D{A dar ~— (st1 T+ 222} — 4id, [(}’(11 (Ap 293) —

@3) om0 o,
Day Ul aaz( 1%12)’*3();%12 ’
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o) D{ Lo (1 + %22) — ‘ {wa (A1 #11) —
22 == ®117U Ha2 1#11
(43) A ()O& 2 aa2

[d.e] o ()Al a dds
w2 (Az %12) T —5’3; #12

Po podstawieniu do wyrazen (4.3) funkcji I(2.2) otrzymuje sig

1 a[A w 1 c)(u)
Qu=—D AW (=) 4 ar \R,

1 o041 v 1 a(«u) 1 od, u]

A2A1 t)&z Rz Ag ()012 _R2 A1 Az 0a1 R1
(4.4)
Dl d [A : W 1 9 (u)
QZZ T Az t)—az W“l“( o Ip)R] R2 A1 0a1 RI
1 4y e 1 2 (w) 1 0dy u]
AzAl ()az Rz A2 6«12 Rg Al Az ()ai Rl
gdzis’

R la (Az f))+ ) (Al a)]
T Ay Ay 00y \y dar] | dap \Ay day
W powyizszych wzorach wystgpuja pochodne przemieszezen u i v. Pochodne

te mozna wyrazié za pomoca funkcji w i @ korzystajac ze wzordw (2.1) oraz warun-
kéw geometrycznych Codazziego:

a (Ag)_ 1 04, 0 (Al)_ 1 04,

@) ou Rl TR 0w Oup Ryl Ry dup

Jezeli przemieszezenia &1y 1 &3 Wyrazi€ przez sity wewngtrzuoe

- 1 1 2 '
4.6) e = 2 (Vi1 —Npw), 2= E(sz —Nu), e T o 1+9»S,
to po uwzglednieniu zaleznofci (4.6) 1 (4.5) we wzorach (4.4) otrzymuje sig

1 a{ {A +(1+1-—v+1)]
R H Pl G R VI A e

D
Eh[ (Nyy—wNpp) + —- (N22-1’N11)]}

N L@{[A +(1+1—y,1)]
Cn= L oM Pl T\ TR R TR

Dil i :
AN (Nn ¥Ng) + }{“;(sz — Nt

@47
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W trakcie przeksztalcefi pominigto nicktére male wyrazy. Pominigto mianowicie
wyrazy rzedu (1/R?) (dR/da) w poréwnaniu z 1/R zakladajac, 7e w calym obszarze
powloki promienie krzywizny nie zmieniaja si¢ w sposéb zbyt szybki, JeZeli teraz
okreflone w ten sposéb sily Oy i Oy podstawic do wzoréw (4.1}, to otrzymuje
sie nastepujace Wzory:

1 o (1 09 1 o4y oD
V=T EZ(ZZ. E)_ZIAT day day
D 1 1—w 1Yy
D1 1
_E—h—RI[E (N1 — »Nag) + R—Z(sz — ?’Nn)] +U,

{4.8)

A]_ ()O.'.] AI A2 0&2 0012

+D[A +(1+1_”+1)]
T E% R Ry ng

1a(1 a@) 1 04; 0P

D] -1
~ EhR l Ny, — ?’sz)JFRTz(sz_an)]-I-U-

Wyrazy podkre§lone we wzorach (4.8) sg bardzo male w poréwnaniu z pierw-
szymi wyrazami tych wzoréw, gdyz mnozone sg przez wspdlczynnik
D h2 1
ERRZ  12(1— ) R2 4w’

kiory dla powlok cienkosciennych ma bardzo mala warto$. HoFF wykazal, [5],
7e liczbowa wartod¢ parametru » musi byé wicksza niz 5, gdyz w przeciwnym razie
nie sa shuszne zalozenia teorii cienkich powlok. Blad jaki sig popelnia odrzucajac
wyrazenia podkreslone jest tego rzgdu, co blad powstaly przy odrzuceniu 1/4x*
'w porownaniu z jednoscig. Gdy wyraZenia te zostana pominigte, sily blonowe Nyy
i Nz 1 Nj» maja posta¢ nastgpujaca:

1 9 (1 oP 1 04, 00
N =T e Eﬁ)ﬁmb—af day
o , 1—y 1\ ]
T PN LISEREAN
4.9 Nm:;i‘)(}_‘@)_ui_%a@
Ay day \Ay 0oy AlA day day
D 1—» 1
+ }“{;[Aw_‘“l“( +}-€—1_R—2 ‘i—ﬁg) w] + U,
1 [ 2d 1 4y 0D 1 04y 0D
Nz = Al A (t)a1 da; Ay Oay da;  Ap day 3—612)
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Jezeli sity blonowe we wzorach (4.7) wyrazi¢ przez funkcje naprezen, zachowujac
jedynie ich gléwne wartodci, to otrzymuje si¢ nasigpujace wzory: :

1 9 1 1—» 1
¢ :""ATEZ{ ["”" ( +R1R2+R?)w}+
S D }i(l _{_i)él@____lj:i(i_i)‘dh@}
En 2 Ry RJOT T 2T\R, Ry ”
(4.10) : ! :
1 o — |
Q22=—Z; (M{D[AW_E—(RZ +R1R2 +E%)W] +
D 1wl 1) I—y{1 1
T 2 &*mﬁﬁmi—%—EVWL
gdzie ‘
1 [ 9 (45 0 2 dy 9 a(A,a 2 04y 9
WEﬁE&E)ZWEf@@@%EmE}

Uwzglednienie wszystkich skiadnikéw daje dodatkowe male wyrazy rzedu D/EhRZ
w pordwnaniu z Jednoscw‘ B}

' Podstawquc poprzedmo obhczone wartosci Ni1 i N, Qi1 t Qxo do trzeciego
réwnaria rownowagi, otrzymuje si¢ po przeksztalcemach réwnanie

411 D[AA (+ — ! +1)A+1M1’(1+1)+
(“.11) T2\ 2 RiR, R RIRZR% yied

+(1+1)2] A@-I— [lﬁv(l 1) .
BAVR T R TR

e (1
T2 & RPN T R TR

P [0(1A2 a)+a(1A1a)]
-k—.AlAz ERgAl 0a1 ()az RlAZIE ‘

Réwnanie to mozna jeszeze przedstawié w innej prostszej postaci biorac pod uwage,
ze brakujgcy wyraz (1 — »)2/4R? RS jest bardzo maly:

‘gdzie

11— n 1
2R1R2 R;

n A[l—«v(l_i_l)d 1+v(1 I)A]@ e (I-I—I)U

Eh 2 \R, R/” 2 \Ri Ry } Ry
Pozostato jeszcze do spelnienia trzecie réwnanie zgodnosei odksztatcef. Jezeli
~wyrazi¢ w tym réwnaniu krzywizny przez przemieszczenia przy poriocy wzordw

(4.12) D[A+( )]zwwamf
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(2.2), a nastepnie przemieszczenia przez sity wewnetrzne przy pomocy wzordw (4.6)
i wreszcie sity przez wzory (4.1): to po podstaw1en1u do réwnania (2.33) otrzymu-
jemy

11y

(4.13) E](AAchrRle )+Akw+R1R2(R1+ 2)w+
D A[lwv(l_i_'l)d l—v(l 1)A} =
“\ri TR, 2 \R, RS Em -

- Biorac pod uwagg zalozenie, ze promienic -kfzywizny nie zmieniaja sie gwaltow--
nie, mozemy W réwnaniach (4.12) i (4.13) podstawié

A1) A=A 9[1—vd(1+1‘ﬁ IJ”’A(I 1)4]]
(4.14) o = Ay — Ehl 2 R, R2) T2 MR, R,

>

wtedy otrzymamy

[A+(1+1_v+1)]2 O—X (l-l-l)U
bla~+\z 2R, R, | WA=y T U
1[AA+ ]@+A 4ot (1+1) =,

R, R, YT R R Ry " m A

Poniewaz wspolczynnik DJEAR? jest wiclkoscia bardzo mala, mozemy w obli-
czeniach odrzucié wyraz podkreSlony w wyrazeniu (4.14) i wiedy operator A
‘przyjmuje postaé identyczna jak w réwnaniach Wiasowa. Gdy rozpatrujemy po-
whoki 0 Ry > Ry, réwmanie (4.13) moZna jeszcze dla ulatwienia dalszych obliczen
uproscm pomijajac male wyrazy- mnozone przez 1/Ry Rp. Otrzymuje sig wtedy
rownanle takie samo Jak w teorii Wiasowa :

@.15) - E,;A.A@Jrakwq—,(;mvma |

Gdy Ry = const i Ry~ const réwnania (4.12)’ i (4.14) mozna sprowadiié do
jednego réwnania. W tym celu dokonajmy operacii A4 na obu stronach réw-
nania (4.12):

-lgv

@16 DA [A-I—( BT

1V )
+R_§):| wmA4A¢Q5:

11
= AAX; (R +R2)AAUﬁ

Jezeli wziaé pod uwage, ze z réwnania (4.14) 'mamy
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to pe podstawieniu do réwnania (4.15) otrzymamy

oo o
{4.17) DAAYVA + R% m R% w -

1
'i‘EhAkA]g—w:AAl:Xg,'—(;
: Ry

+ l) U+(1— ) A4 U].
Ry
Ostatecznie proponuie si¢ nastepujgey uklad réwnan do okredlania stanu
naptrezen i odksztalcen w powloce o duzej wyniostosci i fagodnej zmianie promieni
krzywizny (réwnania te niewicle odbiegejac od réwnaf Wiasowa npiewicle réwniez
komplikuja rozwigzanie):

oo o -3
- +2R1R2 +R§ & X3 R1+E U,

1
—AAQ + Ay w = (Mﬁm)AU

(4.18)
Eh

Zamiast drugiego z réwnah (4.18) mozna réwniez stosowaé w obliczeniach doklad-
niejsze réwnanie (4.13), pomijajac w nim wyrazy mnoZone przez wspélezynnik
D/Eh.

Dla powloki walcowe] rdéwnanie (4 18) staje si¢ po podstawieniu 1/R; =0
i U =0 identyczne z réwnaniem opisanym w pracy [4] przez MORLEYA i otrzy-
manym na drodze przeksztalcenia téwnania Fliiggego. MORLEY proponuje zastgpié
tym réwnaniem réwnanie Donnella, {3], kt6rego bledy wzrastaja ze wzrostem okresu
funkcii w. Jak wiadomo réwnanie Donnella mozna otrzymaé bezposrednio z réwnan
technicznej teorii powlok W. Wiasowa, [1], podstawiajac Ry = co 1 sprowadzajac
dwa réwnania okreslajace funkcje w i @ do jednego okreflajacego ugiccia w.

Rownania technicznej teorii Wiasowa otrzymuje si¢ z réwnan (4.18) pomijajac
W pierwszym réwnaniu nawias zawierajacy funkcje promieni krzywizny powloki.
Dokladno$é réwnani (4.18) zostala w nastepnych rozdzialach sprawdzonz przez
poréwnanie wynikéw dla powloki walcowej otrzymanych na podstawie réwnan
teorii technicznej i réwnan SCISI’GJ teoril Fliiggego, [8]. Réznice zawieraja sie w ulam-
kach procentu,

Uproszezenia czynione w trakcie wyprowadzen ogranicza}y si¢ w zasadzie do
-odrzucania wyrazéw malych w poréwnaniu z jednofcia, tzedu A/R i B/R2,1 nie-
ktérych niskich pochodnych funkeiji ®. Uproszezenia w teorii technicznej Wiasowa
83 znacznie dalej idace, np. pominigty jest w wyrazeniach (2.2), okreSlajgcych zmiany
krzywizny powierzchni $rodkowej powloki, wplyw przemieszczen u i v, wplyw sil
tngeych w réwnaniach réwnowagl (3.2); i (3.2); oraz odrzucone niskiego rzedu
pochodne funkeji w i @. Wydaje si¢, ze wladnie te uproszczenia sa zrédlem wiek-
szych bleddw,

NowoziLow, (I6], s. 89) zwrécit uwage na fakt, ze techniczne réwnania Wiasowa
napisane dla powloki walcowej nie przeksztalcajg si¢ w réwnaniu pier§cienia kolo-
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wego, gdy w i @ sa niezalezne od ay. Jezeli jednak punktem Wy_]SCIa Sq rownama
{4.18), to uzyskuje sig Scisle rOwnania piericienia. . : fa

Réwnania (4.18) w powyisze] postaci najwygodniej jest stosowad w- rozw1qzy-
waniu probleméw konstrukcyjnych, Zalety ich jest stosunkowo duza doktadnosé -
oraz prosta forma rozwigzania. Poniewaz jednak i w tych rownaniach skreslono
niektére wyrazy zawierajace pochodne niskich rzedow, najwigksze bledy mogg
powstaé wtedy, gdy funkcje w i @ majg przebieg «agodny» w calym obszarze
powloki.

Jak wykazano dalej, pierwiastki réwnania charakterystycznego podanych row-
nah mozna uzyska¢ dla pewnego typu powlok w postaci zamknigtej.

5. Sily wewnetrzne

Rozwiazanie powloki sprowadza sie do rozwigzania dwu réwnaf rézniczkowych
(4.18) lub réwnania (4.18) i znalezienia funkcji w i @ przy danych warunkach
brzegowych. Znajomo$é funkeji w pozwoli na okreflenie momentéw zginajacych
i skrecajacych ze wzordw (3.1) i (2.2). Otrzymuje si¢ wiedy

1 o {1 ow 1 04,1 ow
M“:_D[AT Tal(z; Eat)uzm a(A T) +
v o [1 ow ¥ 04y {1 ow 1 ¥
%E(maz)wm"m:(ma;)+(i?+iez)W]’

51 I D[l 0 (1 ::)w)+ 1 ()A2(1 ()W)_l
() 2 Az aaz Az ()az AlAz ()al A_I ()OZ]_

4 v d(l_ aw)4 p 0A1(1 aw)+(1+v) ]
' Al aa1 AI aag_ A1 Az day \Ay day R% R:;' "o
2w 1 04y ow 1 94, aw]

Mip=—DP— ”)[aalaaz Ay da; day * Ay day day

W powyzszych wyraZeniach pominieto maie wyrazy mnozone przez wspolezynnik
D/EhR?,
Stosujac konsekwentnie te same uproszczenia, sily poprzeczne obliczyé mozna
ze wzordw (5.2):
1 o [ 4 1—w» 1
Qll— DZSMI ﬁW’i‘(R%‘i_ﬁ‘l‘Eg)w],
(5.2)

Dl d[ﬂ +(1+lﬁv+l)]
Q22 T A2 aaz Y .R1 Rz Eg w1
6. Rozwiazania réwnan

Dla pewnego typu powlok o podwdjne] krzywizinie fatwo jest uzyskaé rozwia-
zania podanych réwnad. Oté6z wiele powlok rozwiazuje si¢ w sposéb przyblizony
zakladajgc, Ze ich promienie krzywizny maja stala Srednia wartoéé, zaé forma kwa-
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dratowa powierzchni §rodkowe] powloki jest identyczna z forma kwadratows
pewnej powierzchni plaskiej lub-walcowej, [1]. Sprowadza si¢ to w rezultacie do
zaloZenla w rozwiazaniv, ze Ry = const i R, = const oraz wspotczynniki pierwszej
formy kwadratowej A; = const i A4, = const. Jezeli wige przyjaé, ie ds? = do?
4 doj, stad wynika, ze Ay =11 Ay = 1. Zalozenie to nie pozwala §cifle spehnié
wszystkich warunkéw geometrycznych powloki. Mianowicie warunek  Gausa
wyraZzajacy si¢ réwnaniem '

) (1 aAz) 2 (1 aAi)__ A A
aj__ Ai aal daz Az da2 a -Rl _R2

wymaga, wobec przyjecia 4y = const 1 Ay = const, znikania réwniez prawej strony
powyzszego rownania, Warunek ten spelniony jest jedynie w przyblizeniu, gdy
przynajmniej jeden z promieni krzywizny powloki jest duzy w poréwnanin z innymi
wymiarami powloki. Wynika stad, Ze rozwiazanie uzyskane w ten sposob jest
dokiadne jedynie dla tego typu powlok. Dla walca kolowego warunek Gausa jest
spelniony Scisle, gdyz R, = R, R; = oo oraz 4; = const i Ay = const.

6.1. Rozwigzanie réwnan jednoroduych. Rozwigzanie rdwnah (4.18) moina otrzymaé
przez podstawicnie

(6.1) W= 2 Chy e%% cos ny,. &b = 2 ®u Cn ek% cos ny.
T n

Rozwiazanie réwnaf przeprowadzono we wspdirzednych bezwymiarowych od-
niesionych do promienia Rj:

oy 2]

x::R_Z’ yzEZ:

gdzie Cy oznacrajy stale catkowania, a % i€ Znane na razie parametry.

Po podstawieniz do réwnan (4.18) i odrzuceniu prawej strony otrzymuje sie
nastepujace réwnania charakterystyczne:

T2 — 2 2 — 25 02— ) =,
2

(6.2) o

IR e — ) — 0
g W — 9t g (2 — n) = 0.

ZaloZono przy tym Ry # 0, R, # oo, R > Ry oraz

(6.3) i=o PR Sl
. | _E’. YR = 2 + A2,

Poniewz_tz’: promied R; mierzony jest w kierunku wspélrzednsj x, za$ promiedt
Ry w kierunku wspéhrzednej y, wyrazenia (6.1) dla powlok zblizonych do walca
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{rys. 1) odpowiadaja rozwinigcin funkecji wlasnych w szereg trygonometryczny.
w kicrunku obwodowym. Dla pelnego obwodu powloki » jest liczba catkowita.
Rugujac z réwnan (6.3) parametr‘cpﬂ, otrzymuje sie

D (k% —n2 -} yp)? k2 — An2
(6.4 on = =

Ry (2 — art2) Re i~y -

Parametr ¢, mozna przedstawié w innej postaci:

D Ar 1
= Ffal —— I
@1, 2n 2 R2 1+ 2%2 25?1. »
) v
’ D Ar 1 '
- f g2 —— A 4
9’3,4,,. iz F3 1+ 2u2 28y B
B —_—— ——
1+ }/1 — 40y
gdzie ] .
(6.6) . Ty = ( - C

42

Poniewa# wspolczynnik y,/2%2 jest dla cienkich powlok liczba mala, powyzsze
Wwzory moZna uproécié odrzucaja_c wyrazy mnoZone przez ten wspoétczynnik; w tym
przypadku

L . . D
©7 . _ o PL23,4, = 2062
AR o Ry
Jak widaé ze wzordw (6.5) wplyw parametru 4, jest znaczny jedynie dla malych
Jjego wartoSei, wige traktujac go jako wielkos¢ mata mozna wzory (6.5) przedstawic
W prostszej postaci: : S -

=

— Dl AR A 38 |
1, = 2ix% R [1 _+ 2?/2(1 3ibn) l],

v

. e 1 )
: . — 2 — JF‘ «—.
g P2, i R, (1 22 2 I
{6.8) .
N D Xr ] }
o N PE2 s
P, = — 2ix X [1 o (1 + 3idn) i|,

D i I.
¢4n:—2i%2‘R2(1'—x—R-?i), cOp <<=

Podstawiajac do réwnania (6.2), wyraZenie (6.4) otrzymujé sie réwnanic charak-
terystyczne .

6.9 (2 — 122 (k2 — 12+ )+ At (R2 — Ar?) = O,
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gdzie

hRS R,
=120—»)—.

4ot =

Réwnanie (6.5) ma nastepujace pierwiastki

212 (1 — ) — %z] i}""‘"}

22

1
. kf,Sznz—“lE—xR—i—ixZ{I i{lw
(6.10)

22

1 : 22 (1 — A) — ] )12
e ol [ PRO=D

Ugiecie powloki w mozna przedstawié po przejéciu na funkcje trygonometryczne
w postaci (6.11). Jezeli oznaczyé k; = ay+iff;, to otrzymuie sie

(6.11) wy =rcosny [e"% (4, cos By x-+Bysin By X)€% (Cy, cos Bz XDy sin fp x) -+
+ €% (Ey c08 1 x+Fy sin f1 x)+e~ %% (G, cos B x1-Hy sin f3 x)].

Stale calkowania funkcii napreze @ nie sq dowolne, lecz sy zwigzane ze stalymi
Ay — Hy wspblezynnikiem ¢,. JezZeli skorzystaé z zaleznosci (6.7), to po podstawie-
niu i przeksztalceniach otrzymuje si¢ funkcje naprezen w postaci

, » :
(6.12) Dy =22 R, o8 ny [e®% (Bp cos Py x — Ay sin ) x) T
2
+ %% (Dy cos fla x — Cy sin Py x) — e~ ™% (Fp c0s By x — Ep sin fy x) —
— e " (M, cos fiy x — Gy sin By X)].

Nalezy zwrdcié tu 'uwégq na to, ze rozwiazujac omawiang metoda otrzymuije si¢
funkcje @ bezporednio na podstawie funkeji w przez zwykle przestawicnie stalych
catkowania i zmiane zrakéw. Metoda normalnie stosowana, polegajaea na spro-
wadzenin dwa rownan (4.18) do jednego przez wprowadzenie nowej funkcii roz-
wiazujacej, [1], jest tylko pozornie wygodna, gdyz wymaga znacznie wickszej ilodci
operacji rézniczkowania przy obliczenin ugi¢cia powloki, funkcji naprezed i sit
wewnetrznych.

Pierwiastki réwnania charakterystycznego dla powloki walcowej otrzymuje
si¢ podstawiajac do wzordw (6.5) A = 0 oraz y, = I. :

Pierwiastki réwnad Wlasowa otrzymuje si¢ zakladajac yp = 0. Jak wynika
Z powyzszych wzordw wplyw parametru ¥ jest znaczny jedynie dla maltych wartoéci n.
Dla powloki walcowej (4 = 0) zestawiono w tablicy 1 w celu poréwnania pierwiastki
rownan Donnella-Wilasowa, Morleya i réwnania Fliiggego obliczone dla kilku
warto$ci parametréw » i n przy » = 0,3. Dane zaczerpnigto z pracy [4].
- Tezeli rozwiazanie rownad (4.18) przedstawié w postaci '

(6.13) - W == 2 Cret¥cosnx, D= 2 pn Cn k¥ cos x|
k3 3
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gdzie n = mRy/L oraz L jest dlugoscia powloki, to otrzymuje si¢ réwnanie charak-

terystyczne (6.14). Dla powlok zblizonych do pelnego walca (rys. 1) odpowiada to-
rozwinieciu funkeji w szereg Fouriera w kierunku tworzacej:

Tablica 1. (w = e*% cos ny)

% n ky ks k3 ki
MoRLEY | | 4,9502+45,0502 i
FLUGGE 5 0 4,9854+5,0154 i
DONNELL-WELASOW _ 5,0000+5,0000 i
MORLEY | 5,0502 44,9502 0
FLUGGE 5 i 5,08484+4,9148 i Q )
DoONNELL-WLASOW ) 5,10194+4,9021 i 0,10194+0,0979 i
MORLEY 5,3700-14,6764 i 0,3669 10,3195 i
FLUGGE 5 2 5,4026-+4,6387 i 0,3646 40,3220 i
DONNELL-WEASOW 5,4261-+4,635% i 0,426140,3641 i
MORLEY ‘ 6,70754+3,9845 i 1,70724-1,0141 |
FLUGGE : 5 4 6,73541+3,9374 i 1,7001 41,0260 i
DoNNELL-WEASOW 6,7605-4-3,9670 1 1,760541,0330 i
MORLEY 10,025 +9,9750 i 0
FLUGGE 10 1 10,0425-4-9,9575 i 0
DonNeELL-WEASOW 10,0502 +9,9503 i 0,497 1
MORLEY 10,1779+9,8281 i 0,1761 40,1701 i
FLUGGE 10 2 - 10,19504-9,8102 i ©0,175840,1704 i
‘DONNELL-WLASOW 10,2038--9,8042 i 0,203840,1958 i
(6.14) (k2 — n?)2 (k2 — n2 - yg)? + 42 (A2 — n2)2 = 0.

Réwnanie (6.14) ma nastgpujace pierwiastki

1 ‘ Iz . 2 om(1—Nnil?
k§,3:n2—7xﬂ+m2{},i[(z+2—;;) T [
(6.15) , ‘

1 _ - o221 )i
163’4:112—"5 xR‘“*mz A+ 3.'—“5;:51 _ .

%2

Pierwiastki réwnan Wiasowa otrzyma si¢ podstawiajac we wzorach (6.15) xz = 0,
za§ pierwiastki rdwnania Morleya podstawiajac yp =1 1.4 =0.

Znowu dla porédwnania zestawiono w tablicy 2 kilka wartofci liczbowych pier-
wiastkéw réwnania (6.8) dla powloki walcowej (A =0, xp = 1).

Jak widaé z tablic 1 i 2 dla wszystkich wartosci # wartosci liczbowe pierwiastkow
réwnania Morleya s o wiele bardziej zblizone do pierwiastkow dokladnego réw-
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neania Fliiggego niz pierwiastki réwnafi Donnella-Wlasowa. Blad' pierwiastkow

8. LUKASIEWICZ. - ..

réwnaf teorii technicznej Wiasowa rosnie znacznie dla matych wartosci n.

Tablica 2. (w = ¢%¥ cos nx)

% n ke ko k3 ka
MORLEY 0,0506+0,0494 i 0,0025+1,0000 i
FrilceE 5 | o001 0,05104+0,0490 i 0,0025-+1,0000
DONNELL-WEASOW 0,24584+0,1017 i ¢,101840,2455 i_\_
MorrEY - ' 0,531640,3696 i 0,182551,0767 1 *°
FLUGGE 5 | 010 0,53304-0,3662 i 0,1812-41,0783 i
DONNELL-WEASOW ' 0,7824--0,3195 i 0,3241-10,7714 1.
MoRLEY 3,5441+0,9801 i 1,052042,3704 i
FLUGGE _ 5 | 1,00 - 2,54694-0,9694 i 1,0455+4-2,3749 i
DONNELL-WEASGW $2,62784-0,9514 1 1,0962-+2,2807 1
MORLEY 0,91534+0,5133 i 0,3619-+1,2082 i
FLUGGE _ 10 | 0,10 0,91574+0,5121 i 0,361141,2987 i
DoNNELL-WEASOW 1,1026+0,4535 1 0,456711,0948 i
MorLy | "3,5360+1,4131 4 1464034131 §
FLUGGE 10 ] 1,00 | 3,5371+1,4097 i 1,4613+3,4146 i
DonNELL-WEASOW : 3,5963--1,3903 i . 1,4923 43,3506 i .

" 7. Rozwiazanie rownani niejednorodnych

Gdy na powloke' dzialajg sily powierzchiiowe i objgtodciowe, rozwiazanie szeze-
g6lne rownan (4.18) mozna otrzymaé rozwijajac obciaZenie w podwdjne szeregi
Fouriera. Jezeli prawe strony réwnan przedstawié w postaci szeregow

1
X3 — (Rz Rz) Z Z Umn COS $X COS hY,
1_'1’A U= Z Z By COS SX COS HY,

gdzie § = (wRy/)) m, to rbzwiaczania réwnan majg postaé: - . -

(7.0

(12 1 ,omons
b = 2 Z-@mn cos sx cosny,

gdzie _ moon

-R4

- (52 + n2)2 —— bun R ( 2 + An2) dact

Wmn ™= (S2 + n2
(1.3) ) i : .
: @ A RS (52 -+ An2) 43t - by REER (524 n2— yp)2 -
mn = .

(52 12 -— g 2)? (52 +12)2 - 4ot (52 4 An2)2,
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Podstawmmc we. wzorach yp =1, A =0 oraz bu, = 0. otrzymuje sie wspol-
czynniki Wi, podane w pracy [4]. Prowadzac obliczenia wedhug technieznej teori
Wiasowa otrzyma sig¢ wspotczynniki W2, po podstawieniu yp = 0 oraz By, = 0.
W celu pordwnania zestawiono w tablicy 3 dla kilkn wielkosci m i # (byy = 0)
wartosci wspdtezynnikéw WHWF i WE /WP dla powloki walcowej (4 = 0)
oraz wspdlezynniki Wina/ Wy, dla powloki o podwdjnej krzywifnie, W powyz-
szych wzorach WY oznacza wspdlezynnik rozwinigcia otrzymany na podstawie
techniczne] teorii Wlasowa, Wy, wspolczynnik otrzymany z réwnania Fliiggego,
[8], wspotezynnik WMz réwnania Morleya, za$ Wmn wspolczymuk obhczony
na podstawie  réwnar (4 18)-

Tablica 3

=0 A=0, A=-a0,

Py n ) WM WEwwW T OWwW wiww
5 1 0 — — 1,0400 1,0400
5 2 0 1,0000 1,7778 1,2059 1,2059
5 3 0 1,0000 1,2656 1,1910 1,1910
5 1 0,5 0,9999 1,0148 1,0076 1,0416
5 2 0,5 1,0157 1,4520 1,1086 1,5484
3 0,5 1,0020 1,2557 1,1640 1,2176
5 1 1,0 0,999 1,0042 1,0040 1,0059
5 2 1,0 1,0053 T 11,0833 1,04242 1,1731
e 5 3 1,0 1,0095 1,1904 1,1109 1,2615
5. 10 1,0 11,0001 01,0202 o 1,0195 1,0200
10 1 ] - — 1,0025 - ©1,0025
10 2 0 1,0000 - 1,7178 1,0171 1,0171
10 3 0 1,0000 1,2656 1,0366 1,0366
10 1 0,5 1,0000 1,0010 1,0005 1,0016
10 2 0,5 1,0020 o L0s61 1,0079 1,1242

10 3 0,5 1,0030 | 1,1835 1,0255 1,0659
10 1 1,0 1,0000 1,0003 1,0002 .. 1,0004
10 2 1. 1,0 1,0004 - 11,0060 . | 1,0028 _ o 1,0152
{0 3 1,0 1,0020 1,0417 1,0124 ©1,2235

10 10 1,0 1,0001 1,0202 1,0192 _ 1,0195 o

Jak widaé z tabhcy 3, dla powtoki walcowej (1 = 0) blad jest bardzo niewielki,
jezeli zamiast réwnania Fluggego przyjete jest réwnania (4.18).

Réwnania techmczne_] teorii Wlasowa daja duze odchylenia, kidre jednak maleja
w miarg wzrostu promieni krzyvnzn powloki, Dla powlok o malej wypuk%tosm (rys.3)
Wiasow podal warunek, by wypuklosc powloki byla mnicjsza mz 1/5 mmejszego
z bokéw powloki. Rozwigzanie przyjmuje wtedy postaé

niRy

(7.4) s - W = Wiy COS 131:.;112 X COS

Rozprawy InZynlerskie — 11
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Waranek aby f< b/5 wymaga, by b ~ < wRyf2 przy R » R, Podstawiajac
b = @Ry/2 do wyrazenia (7.4) i przyjmujac y = § otrzymuje sie

:mng
7 .

(1.5) W = Wy COS 85X COS 218, 5§ —

Stad wynika, Ze rozwiazanie dla wycinka o wyniosloéci b/5 jest rownie dokladne
jak dla pelnej powloki walcowej obcigzonej obciazeniem o okoto dwukrotnie wyzszej
harmonicznej 7. Poniewaz z tablicy 3 wynika, Ze dokladnoéé réwnan technicznej
teorii Wiasowa roénie wraz z wzrostem », bledy maleja réwniez wraz ze wzrostem
promieni krzywizny w poréwnaniu z wymiarami powloki,

Rys. 3

-]
Jednak dla matych »n oraz dla bardziej zakrzywionych powlok bledy te moga

byé¢ znaczne.
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Pezome

JOITOJTHEHNE VPABHEHWIN TEXHUYECKON TEOPHUH OBOJIOUEK

Brmogarca $oMee TOMHLIC YPABHCHAA TOXHHYCCKOH TEOPHA 0GOIICUEK,

Pemnerye 0600YKY CBOIHTCA K PEIICHUI0 CHCTOMBI IBYX ypanEermH (4.18), CTPYRTYPA KOTODHIX
HOXOXKA HA CTPYKTYPY Texmuwdeckoil Teopmm ofomouer Bnacosa,

A muemMHApRYeckax of0Iodex KPYyroBOIC CEMEHHMS NPSHCTABJCHHBIS YDABHEHHS CBOJATCH
K YpaBHEHHIO HpemyiomeHHOMYy Moprneiiem, [4]. TouHocTe 3TOro ypapHEHHS OPOBESPEHA IyTeM
cpabEeHmEa ¢ ypasheHReM ®upmorre AmA IEmEENpRIecKod oBONOYKM, HONYYAS OUYSHS XOPOIHOC
cornacue, s oboxouexk ¢ ApOHHOM KpHBH3HON, CPABHMBAIOTCI Pe3YNLTATHI HONYYSHHBEIS ¢ MO~
MOHIBIO HpEeAlATacMSIX YPABHEHMIl M ypaBHGHHM TexmMmueckof Tteopmyt Bmacowa, 3amewarorcs
Gonpmmae pa3sHEENE, KOTOPHE ONHAKO YMEHBINAIOTCA C POCTOM DAamyca KPEBESHLI OGOIOYRH,
KAK H C BEIMYHHOH # pAa3noikexws B pag OyPse BHENIHCH HaTDY3EHA.

%,

Summary

A COMPLEMENT TO THE EQUATIONS OF VLASOV
ENGINEER’S THEORY FOR SHELLS

This paper is devoted to the derivation of more accurate equations of the theory of non—shallow
shells.

The solution of the shell is reduced to that of a set of two equations (4.18) of which the form
resembles those of Viasov engineer’s theory of shells,

. For circularly cylindrical shells these equations reduce to the equation proposed by Morley, [4].
The accuracy of this equation is verified by comparing it with Fliigee’s equation for the Cylindrical
shell, very good agreement being found. For shells with double curvature the results obtained by
means of the equations proposed are confronted with those of the Vlasov engineer’s theory. Relativ-
ely large differences are' observed. However, they decrease with increasing curvature radius and
with inéerasing quantity » of the Fourier expansion of the external load,
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