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Zagadnienie belki utwierdzonej jest trudniejsze od uprzednio zbadanego zagad-
nienia belki podpartej swobodnie. Rzeczywiscie, w przypadku tym nalezy naktadaé
warunki na przemieszczenia na pewnych krawedziach prostokatnego konturu
~ belki, podczas gdy na innych nakiada si¢ warunki na naprezenia. Z punktu widze-
nia teorii sprezystodci problem zalicza si¢ zatem do kategorii problemow miesza-
nych. R. L’Hermite, [3], zauwaZyl, Ze okreslenie stanu naprgzen i odksztaleen
w jednej ze stref utwierdzenia jest problemem dotychczas nie rozwigzanym na grun-
cie teorii wytrzymatodci materiatow,

W przypadku belek dlugich moina zakladaé, Ze viwierdzenie realizowane jest
w pewnym punkeie teoretycznym (przemieszczenie tego punktu jest zerem, takie
jest rowniez jedno z odksziatcen katowych); moina réwniez przyblizaé przekroj
utwierdzony w inny sposob: zakladamy na przykiad, Ze przeinieszezénia w dwu
lub trzech punkiach tego przekroju sg zerami, Takie metody rachunkowe nie
wystarczaja w przypadku belek kroétkich, np. belek-scian.

A. 8. KALMANOK, [4], w roku 1950 badat zagadnienie wspornika-Sciany przyjmujac
warunki utwierdzenia doskonalego. Badania te powtérzyt w pracach [5] i [6].
nastepnie zas zastosowal przyblizona metode rachunkowa, [7]. W pracach tych
po raz pierwszy nalozono poprawnie warunki na przekrojach utwierdzenia.
W roku 1955 autor ninigjszej pracy podal rownie# pewna ogding metode badania
tych zagadaieri, [8}

Wsporniki diugie traktowaé mozna réwniez w sposéb pizybhzmy, jako potpasy
plaskie sprezyste utwierdzone wzdluz plzckroyu koficowego, wykorzystuiac prace
{11] i [13]. W przypadku wspornika-§ciany wykorzystaé mozna takze rezuitaty
uzyskane przez autora w pracach [10] i [12]. ' '

Ponizsj rozwazaé bgdziemy przypadek belek diugich.

4. Wspornik. Rozwiazania przy zastosowamu w1e10mlanow blharmomcznych

Zbadamy przede wszystkim zagadnienie obciazenia sitami skup:onyml co pozw011
nam na ogélne sformutowanie problemu wspornika i sprowadzenie go do problému
belki prostej podpartej swobodnie.

4.1, Obciagenie silami skupionymi. Rozwa.zymy przypadek obcigzenia gorngj’ po-
wierzchni belki sifa skupiona lub momentem -skupionym, jest to bowiem przy-
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padek podstawowy. Mozna réwniez nie zmniejszajac ogolnosci rozwazal zalozy¢,
Ze 1o obciazenie skupione przylozone jest na swobodnym koficu wspornika., Mozna
przyjaé, co wigeej, przyblizone zalozenie, Ze obciaZenie skupione jest sitg lub momen-
tem dzialajacym na przekrdj koncowy.

| Rozwazmy wspornik obcigZzony sila skupiona na wolnym kofcu (rys. 42). Jest
to przypadek obciaZenia antysymetrycznego wigledem osi Ox, Lmoina zatem
zastosowaé wielomian biharmoniczay nieparzysty wzgledem y.
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Rys. 42 ' Rys. 43

Znajdujemy funkcje Airyego

P
[x (302 —y29)-Iy2?]y,

(4.1) =

zatem naprezenia wynosza
P
ox =35 01— 8,
(4.2) ay =0,
= - ] 2
Tfl’??}' 4 b (1 ?7 )‘

Zauwazmy, Ze naprezenia te sg takie same jak obliczone na grunme teorii wy-
trzymalosci materialow, zatem
42y 0% =gy = Ty, =0,
Sily I momenty na tym przekroju wynoézq (rys. 43)
M(x) = —P(l— x) = — PI{1 — &),

4.3
Ty(x) =
a na powierzchni spelnione s warunki
(4.4) y =b: oy =0, Tye=0;
x=0: Ny=0, Ty=P, Mz=—Fl,
(4.4 ? Y

x =1 - Nx=0, _Ty=P, Mﬂ,ﬂo.
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Naprezenia zmieniaja sie wzdluz przekroju poprzecznego tak, jak pokazano
to na rysunkach 44a i 44b. _
Skladowe przemieszczenia uzyskujemy w postaci

E[u_"‘(“" w()y’l’”ﬂ)] = i jga(f_ﬁj b

= o BI— 22 + =2

| _
2(142) 62— (2+9) y2}y, =
(4.5) e
E [‘U——((Do xtog)] = | =
S

— oy D02 -

~f

+ 3wp2], Rys. 44

przy czym warnnek, ze punkt (0,0) nie podlega przemieszczeniom (u =10, v =:0)
prowadzi do :

(4.6) u0=0,l vy = % = 2= A3

Obrdt wy ciala sztywnego jest wyznaczony przez warunki utwierdzenia belki.
Rozpatrzmy teraz przypadek wspornika obciazonego na konicu swobodnym

momentem  skupionym (rys. 45).
y _ Jest to przypadek obciaZenia anty-

symetrycznego wzgledem osi Ox.
Jest on identyczny, - jesli chodzi
o stan naprezen, z przypadkiem

: A reve
. X czystego zginania, -
M ] ; M Ly . . .

Funkecja naprezen

— : - 47 Py
Rys. 45 “.7) 4b3y - 41‘7

=

okrefla stan naprgzen
i M

(4.8) oy = —

2 gﬂ, Oy =0, Tay =0,

ktory pokrywa sie& z obliczonym na gruncie teorii wytrzymato$ei materialow.
Moment zginajacy jest staly, réwny M, a sila poprzeczna jest zerem we wszystkich
przekrojach.
Sktadowymi przemieszczenia s

E [u - (—' oy +H{))] 2b3
(4.9)

M
E [7) - (CUO x+w0)] = 453 (x2+7’y2)
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Z warunku statosci punktu (0,0) wynika, Ze
(4.10) : u9:=00=0

a obrdt wy ciala sztywnego wyznaczony jest przez warunki utwierdzenia belki.

Badanie wystepujacych w rzeczywistofci przekrojow utwierdzonych jest dosé
trudne, co juz podkreéliliémy. W dalszym ciggu zakladaé bedziemy, 7e punkt
0 (0, 0} (§rodek ciezkodci przekroju utwierdzonego) jest nieruchomy, oraz nakladaé
warunck dodatkowy na obrét przekroju lub na przemieszczenie innego punkti.
Rozwazmy nieskonczenie maly element

¢ prostokatny OAMB wyciety z belki w po-
5 ___—Mt_‘_,_-—‘,'?”* blizu poczatku O (rys. 46). Element tep
Ba - Mo ulegnie odksztalceniu przeksztalcajac sig
l, f" w rownoleglobok OA* M* B*, ktorego
,,hff‘dgf’ i boki tworza z bokami prostokata katy
/ g_v ! L wynoszace odpowiednio dvfox i oufdy.
/ L G o) Przyimijmy warunek
05 -_-_ 1 A % o
© Rys. 46 ' (411 x=0, y=0: w0

co odpowiada zatozeniun, Ze odksztalcona warstwa §rodkowa belki pozostaje w prze-
l_{roju utwierdzonym styczna do warstwy Srodkowej nieodksztalconej.
- W przypadku obcigzenia konica belki momentem skupionym otrzymujemy

(4.12) ,\ wp =0,

zatem przemieszczenia wynosza

u 3 M
Er=a e
(4.13) ;
T
= 2
E 5 i (412§2+w;)

Zavwazmy, ze przemieszczenie u jest zerem na calym przekroju utwierdzonym
1 przekrdj ten pozostaje plaski po odksztalceniu.
Przyimujgc ten sam warunek w przypadku obcigZenia przekroju koticowego
sitg skupiong otrzymujemy
3pr2 ir

. = e w32
(19 @0 4EB3 TR

wobec tego skladowe przemieszczenia wynosza

oI {34222 — & —2(1+0)]HC+») 52 7,
(4.15)

ARREG -5+ (1 —8 7.
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‘Réwnanie odksztalconej warstwy §rodkowej przyjmuje postaé

- £0 P
(4.16) w(b ). mEgg—ﬂ’——z—mgz@ﬁg)

jest wige identyczne z rownaniem tej warstwy uzyskanym przy uwzglgdnieniu wplywu
mementu zginajacego metodami wytrzymalodci materialéw. Ugiecie maksymalne
wyniesie zatem

P
(4.17) f=—ov(, 0)~4—13

W podobny sposdb otrzymamy

' up 3P S e
@iy E-p =,y M2 =8 vg=uvytvp
przy czym

Uyp r
(4.19) B = =244 Ay

oraz punkt O (0,0) nie ulega przemieszczeniu,
Ugiccie maksymalne bedzié okreflone wzorem

(4.20) To = fartrs
gdzie

) 4 P P
{4.20" T ™= fﬁﬁ, Jr=24 (l-i—ﬂ’)“ﬂfﬂ-

Aby pordwnaé wplyw sily poprzecznej z wplywem momentu zginajacego w po-
wyzszych wzorach, nalezy ob]iczyé stosunek

(4.21) — =0,6—

Zalezne od 41 v wartosci tego stosunku (w procentach) zestawione sq w tablicy 13.

Tablica 13
A 2 3 4 5 10
0 15,0 67 3.8 2,4 0,6
é 17,5 7,8 4,4 2,8 0,7
0,3 19,8- 88 49 3,2 0,8
0,5 22,5 10,0 5,6 3,6 09
Nalezy rowniez obliczy¢ stosunek K
Jr i 1

(4.22)

fe  VHulfy 1+ SP(1+9)°

ktérego procentowe wartosc1 dla réznych A i » zestawione sa w tablicy 14,
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Zauwazmy réwniez, ze dla A < 3 wyrazny jest wplyw sily ‘poprzecznej i-nalezy
bra¢ go pod uwage. Dla 1 = 2 skladowa ugigcia pochodzaca od sity poprzecznej
stanowi piata czeéé calego ugiecia.

Tablica 14
T2 e 3 4 5 10
0 130 63 37 23 06
% 149 72 42 27 07
0,3 166 81 47 31 08
0,5 184 91 53 35 09

Metodami teorii sprezystodci uzyskujemy dla skladowych przemieszczenia
poprawki

E-7 = ol —6 (140,
(4.23) |
3P 2

przy czym ostatnia poprawka jest liczona wzgledem v,

Maksymalna warto§é skladowej przemieszczenia # w narozach przekroju kon-
cowego belki otrzymujemy w postaci

KY o
uR(]-’ i 1) = i Ekzﬂ
(4.24) K
4E

ug (£, £1) (45,

- E ;
przy czym uy nie zalezy od rozpatrywanego przekroju normalnego i jest najwigksza
co do wartosci bezwzglednej w watrstwach ekstreralnych,

Obliczmy stosunek

up(f, £1) 445
upg(1, £1) 1242

4.25)

ktérego zalezne od 11 » wartosci {w procentach) zestawione sg w tablicy 15. Widzimy,
Ze wplyw poprawki, jaka uzyskujemy na gruncie teorii sprezystosci, jest maly dla
A>3 1 wzrasta szybko dla mmiejszych stosunkow pomiedzy wymiarami belki.
Zauwazmy réwniez, e poprawka ta zmhiejsza warto$¢ bezwzgledna skiadowej u
przemieszezenia,

Utwérzmy stosunek

Svnal 3 445 3 40..65
@6 M=__ﬂ=_ﬂm’
N T R T TRy 1623
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ktérego procentowe wartofei dla rézmych A podane sa w tablicy 18. Widzimy, ze
przemieszczenie wzdtuz osi belki jest dla niektorych punktow tak duZe, 7e nie moZna
go pominaé W rachunku.

Poprawka vy dla warstwy srodkowej belki jest zerem.

Dla warstw zewngtrznych znajdujemy przemieszezenic

(&£ 1) r
427) E— = g AR E (3 - £L3r (1 — 8.
Tablica 15
T2 2 3 4 5 10
0 83 3,7 2,1 1,3 0,3
% 10,0 45 2,5 1,6 0,4
0,3 11,4 51 2,9 1,8 0,5
0,5 136 60 3.4 2.2 0,5
Tablica 16
3 2 3 4 5 10
L ! 18 15 7
f
Tablica 17
TA 2 3 4 5 10
0 000 000 000 000 000
) % 1,56 070 039 025 006
0,3 280 125 070 045 o1
0,5 450 200 L13 072 018

Zauwazmy, ze w przekroju koncowym przemieszczenia warstw zewnetrznych
i warstwy §rodkowej w kierunku Oy sa identyczne, W przekroju uiwierdzonym
punkt lezacy w warstwie §rodkowej nie ulega przemieszczenin. NaleZy zbadac
stosunek '

9(0, £1) 3

(4.28) o(,0) 82’

ktérego wartosci (w procentach) podane sa w tablicy 17. Widzimy, ze przemieszeze-
nie v jest dla warstw zewnetrznych wigksze niZz dla warstwy srodkowej, jednakie
roznice pomiedzy przemieszczeniami warstw zewnetrznych a przemieszezeniem
warstwy érodkowej moZna praktycznie pomina¢. MoZna zatem uwazaé, 7e zdefor-
mowane warstwy belki sg réwnolegle i Ze ugiecie maksymaine mierzone na jednej
z powierzchni beiki jest réwne ugiecin maksymalnemu warstwy grodkowei.
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‘Zamiast nakladaé warunck (4.11), mozemy przyjaé, ze przekrdj utwierdzenia
powinien pozostawaé (lub powinien mieé tendencj¢ do-pozostawania) bliski prze-
kroju ptaskiego. Mozna to osiagnaé przez naloZenie warunku, Ze przemieszczenie
u nie porusza punktdéw przynajmmniej w otoczenin punktu 0 (0,0). Mozna zatem
napisac

{4,117 . x=0, p=0 —=0

Przekrdj utwierdzony powinien w tym przypadku pozostawaé po odksztatceniu
styczny (w $rodku cigzkosci) do przekroju nieodksztalconego. |

Przy obcigzeniu momentem skupionym na przekroju kofcowym uzyskujemy
takie same rezultaty. W przypadku obcigzenia sita skupiong na przekroju kofico-
wym (koniec swobodny) otrzymujemy '

P P
{242 (Hv) bz] =Wy (1+V)

(4.14) vy = = s

ktory daje nastgpujace skladowe przemieszezenia

ul B P - e R
2 = g 2R E Q= )+ ) P,
(4.29) ' ' '
. P - . :
Ep == o 42823 —H46 (1) 3 1 —Hpl.
Réwnanie odksztalconej warstwy §rodkowej napisaé moZemy w postaci
o' (£ 0 P
(4.30) E(T) =— S ARREG—HFIA]E

co daje ugiecie maksymalne
| ' P
{4.31) fl=—2"(1,0)= y A4A2H3(142)].

- Poréwnanie wzordw (4.16), (4.18) i (4.19) uzyskanych metodami wytrzymatosci
materialéw z réwnaniem (4,30) uzyskanym metodami teorii sprezystoéei, pozwala
wyrdznié wplyw momentu zginajacego (pierwszy skladnik z prawej strony). Wplywy
innych ozynnikéw (sita poprzeczna, napreZenie normalne oy) zawarte sa w

v —vy P
(4.32) E—— = =3 (149 A
b 7
Obliczywszy stosu.nek' '
(4.33) : Rl 1,25
. Up

dochpdzimy do wniosku, e teoria wytrzymatodci materiatow daje, przy uwzgled-
..~ fueniu dzialania sily poprzecznej, wystarczajaco dobre przybliZenia (z niedomiarem)
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dla odksztalconej warstwy Srodkowej. Przyblizenie to nie zalezy od stosunku 1
pomigdzy wymiarami belki oraz od wspolczynnika ». -
;. Dla skladowych przemieszczenia uzyskujemy metodami spreZystodci poprawki

- E* = (2+)
(4.34) :

v P '
Ewb == — & AI0,6 (1+9) E+1,5»(1 — &) 52].

Maksymalng warto§é skladowej przemieszezenia otrzymamy na krqudzlach
Swobodnego przekroju koncowego belki:

Sba’“

‘ ! 3 + . P
(4.35) up (1, £ 1) = + E?@; up(é, +1) = i(%v)IE,

przy czym uy nie zaleZy od rozwazanego przekroju normalnego i jest najwicksze
dla warstw ekstremalnych. ZauwaZzmy rowniez, ze poprawka ta powicksza co do
wartosci bezwzglednej skladowa u (przeciwnie niz w .poprzednio rozwaZonym
rodzaju utwierdzenia).

Obliczmy stosunck
p(§, 1) 24w
ug(l, £1)  1222°

(4.36)

Wyrazone w procentach wartoéci tego stosunku dla réznych A i v zestawione s

w tablicy 18. Widzmy, Ze wplyw poprawki uzyskanej na gruncie teorii sprezystodci

jest maly i w prakiyce mozna go pomingé dla 1 2 2 (poprawka ta jest w przyblizeniu

dwa razy mniejszd niz w poprzednio rozwazonym przypadku viwierdzenia).
Wartofcl stosunku

. fthmax] - 1222-} 2] }-v
3D T T TR |
3 748 - 3 7...11

Tan T MRt 4k 4240 .. 4.5)]

podane sa {w procentach) dla réznych wartofei 1 w tablicy 19, Widzimy, ze prze-
mieszczenie wzdluz osi belki jest w pewnych punktach stosunkowo duze i nie moZna
go pominaé w rachunkach (pomimo, Ze jest mniejsze niz w poprzednio rozwazanym
sposobie utwierdzenia).

W przypadku przemieszczenia ©* oprzemy sig na przemieszezeniu maksymalnym
' warstwy §rodkowej (5 == 0), ktdére ma miejsce na swobodnym przekroju kofi-
cowym belki. Zauwazmy, Ze f; jest liczba dodatnia, zatem ugiecie, ktdre daje teoria
wytrzymato$ci, jest mniejsze od rzeczywistego. W tablicy 20 zestawione sa procen-
towe wartoscl stosunku :

fe 02

T AR
3 (149 -

(4.38)
1+
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. Widzimy, #e poprawkeg sprezysta mozna w praktyce pominaé. MozZna zatem
w tym przypadku stosowaé metody teorii wytrzymatosei materialow.

Rézuice 'w przemieszezeniach o' warstw zewnetrznych i warstwy Srodkowej sg
réwnicz male.

Aby poréwnaé ugiccia uzyskane w dwu rozwazonych sposobach utwierdzenia
wprowadzimy stosunek

' —f [+
et = 0,75
S

a2

ktorego wartofei olrzymad moZna mnozac wartosci z tablicy 13 przez wspdlczynnik
1,25, Widzimy réwniez, Zze réZnice w sposobach utwierdzenia prowadza do rdznic
w wynikach, ktére stajq sie znaczace dla 4 < 3 i osiagaja rzad 20-25%, dla A = 2.

(4.39)

Tablica 18
7
I 3 4 5 10
0 4,2 1,9 1,0 07 02
é 4,5 2,0 L1 07 02
0,3 4,8 2,1 12 08 02
0,5 52 2.3 1,3 08 02
Tablica 19
2 2 3 4 5 10
iumax; :
ATmaxt |33 .31 230 18 15 7
f
Tablica 20
N\ 2 3 4 5 10
0 3,2 1,5 0,9 0,6 01
é 3,6 1.8 Lo 07 0,2
0.3 4,0 2.0 12 0,8 0,2
0:5 ’ 4’4 2'32 ],3 0,9 0,2

Trudno jest okredlié, jak wyglada rzeczywisty sposéb utwierdzenia belki. Jest
on, byé moze, «pomicdzy» rozwazonymi przypadkami utwierdzenia, ktdre moglyby
wobec tego spelniaé role przypadkéw granicznych. .

Aby osiagnaé mozliwie dobre matematyczne sformulowanie zjawiska fizycznego
rozwazymy przypadek, w ktérym przemieszczenia u sa bardzo malte na catym prze-
kroju wiwierdzonym. Przyjmiemy wicc zamiast warunkéw (4.11), (4.11") warunek

“.11'") x==0, pxb: u=0,
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co stanowi przyblizenie warunkdéw na konturze (warunek u = 0 nakladamy w skon-
czomej llogei punkiéw — w naszym przypadku w trzech punktach przekroju utwier-
dzonego). :

Obrdt ciala sztywnego wyniesie

P
(4.14") wy = [32-- (4 59) b2] = ey — m(4+5v)

4ED3 Eb’

wobec czego skladowymi przemieszezenia beda

u P
| B = 12REQ— 5 — @+ (1 — 2] 7,
(4.40) ’

i P
G Ty MARE B — O A B+ (1 — 8 7).

Roéwnanie Srodkowej warstwy zdeformowanej mozna napisaé w" postaci

I ,0
Ev (& ):

4.41) 5

P
. 2 o |
ZEA[M EG —H+445] &,
wobec czego ugiecie maksymalne wynosi
P
(4.42) =—2"01Q,00= EEA(812+4+51:).

Zestawienie rownania (4.41) uzyskanego metodami teorii sprefystosci z row-
pamiami (4.16), (4.18), (4.19), uzyskanymi metodami wytrzymalodci materialow
pozwala wyréznié w réwnaniu tym skladnik zwigzany z dziataniem momentu
zginajacego (plerwszy skladmk prawe_] strony). Dzialanie innych czynnikéw zawarie

jest w
4.43 el sy
Obliczajac stosunek
v —g 4+4-5v 4 —w
(4.44) M =

ve 48(14e 1T AT

stwierdzamy, Zze po uwzglednienin wplywu sily poprzecznej znalezionego na gruncie
teorii wytrzymalodci otrzymamy dla odksztalconej warstwy §rodkowej przyblizenie
wystarczajaco dobre i niezaleine od stosunku A pomiedzy wymiarami belki.

Metody teorii sprezystodei dajg —w tym przypadku——dla skladowych prze-
mieszozenia poprawke w postac1 nastgpujacej

lJ’

o S 2

(4.45) o p
B2 = A4 — A) & — 150 (1 — &) 97]
b 106 K
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Zauwazmy, ze réwniez w iym przypadku poprawka uy nie zalezy od rozwaza-
nego przekroju normalnego oraz zmniejsza co do wartosci bezwzglednej sktadowa
przemieszczenia. Co wiecej, poprawke t¢ mozna praktycznie opudcié dla A = 2,
poniewaZ jest ona mniejsza niz w poprzednio rozwazanych przypadkach utwierdze-
nia.

Co wigcej, przemieszozenie u jest duze w stosunku do ugiccia f w niektdrych
punkiach belki i wobec tego nie mozna go pomina¢ w rachunkach.

Przemieszczenie o'’ pordwnywad bedziemy z przemieszezeniami $rodkowe;
warstwy belki (5 = 0), przy czym przemieszczenie maksymalne odpowiada prze-
krojowi koficowemu belki (£ = 1). Zauwazmy, ze fy jest wielkoicia dodatnia lub
uwjemng w zaleznofci od stosunku A. Rozwazmy stosunek
7 41

(4.46) T T 0@ 225

ktérego proceniowe wartodei podane sa w tablicy 21 w zaleinosci od wartosci
Adw

Tablica 21
T2 3 4 s 10
0 111 026 000 —0,10 —0,15 )
é L08 026 000 010 0I5 "
0,3 1,07 026 000 0,0  —0,15
05 1,04 025 000 010 —O0,15

Mozna zatem wykorzystywaé rezultaty otizymane na gruncie teorii wytrzy-
matoéci materialéw, bowiem wplyw poprawki vzyskanej na gruncie teorii sprezy-
stofci mozha praktycznie pominaé. Poprawka ta jest mniejsza niz w poprzednich
przypadkach. Dla warstw ekstremalnych uzyskaé mozna wnioski analogiczne.

Dla poréwnania ugieé uzyskanych w dwu ostatnio rozpatrywanych przypadkach
wprowadzimy ulamek :

= 24w 24 L
L 77 s S ) . _11_2__ -
o 31+ ).

Zauwazmy, 76 przy uwzglednieniu (4.38) vzyskujemy: 1ezultaty meco w1gksze niz
rezultaty zestawione w tablicy 20, tak wigc ostatnio- rozpa,trywane dwa sposoby
utwierdzenia prowadza do wynikdw réznigeych sig nie: WiQGG_] mz 5%, przy czym
ugiccia sa mniejsze w przypadku ostatnim. LA

Wobec uzyskanych rezultatow mozna przypuszczac, B _ostatmo rozwazany
sposdb utwierdzenia odpowiada najlepicj rzeczywmtcmu z_laWLSku flzycznemub
. mozna réwniez twierdzi¢, ze rezultaty otrzymane na gruncle teoru wytrzymato§ci
: -_materlalow sa wystarcZajaco dobre. SRS ;
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W przypadku dziatania wielu momentéw lub sit skupionych wystarczy zastosowac
zasade skladania efektow.

4.2, Obciazenie rozlozone w sposob ciggly, Przejdziemy teraz do ogblnego przy-
padku obciaZenia takiego jak na rysunku 474, W przypadku tym do zagadnienia
podej$é mozna wprost (tak jak powyzej), mozna tez sprowadzié je do innych zagad-
niefl zbadanych wezesniej. .

‘Przypadek ‘obcigzenia gérnej powierzchni belki mozna roziozyé na dwa prostsze:
przypadek obciaZenia sila skoncentrowans ¥; na przekroju swobodnym belki
(rys. 47b), przypadek zbadany w punkcie 4.1, oraz na przypadek obciaZenia sila

a
pixl
-
I ol *
L !
) yx C
wiAl l#‘:‘ + ;{’ Y
M ' w’{: ¥ % vz*‘:‘
%
] [ ] | t !
Rys. 47

skoncentrowana ¥, = ¥; na przekroju WO]hi{ﬁl oraz obciazeniem p (x) na gornej
powierzchni belki (rys, 47¢). Sita skoncentrowana V Vl V5 jest dobrana tak,
ze moment utwierdzenia M, ) .

(4.48) ' o My = f pX)xdy '

znika w drugim przypadku utwierdzenia. Zatem
My

(4.49) V=

Wobec tego w drugim z rozwazanych przypadkéw obciazenia stan napreZen
jest identyczny ze stanem naprezen, ktéry otrzymujemy w przypadku belki podpartej
swobodnis, poddanej driataniu tego samego obcigzenia p(}.) Wobec tego mozZna
Wykorzystac tu rezultaty uzyskane poprzednlo

Jesli chodzi o stan odkszialeen, to nzyskane rezultaty ogolne pozostajq W mocy,
przy czym nalezy okreshc ruch ciala sztywnego tak, zeby spe}mone byly warunki
utwierdzenia. -
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Im mniejsza jest rOZnica pomigdzy rozkladami naprezen stycznych na przekroju
x =1 w tych dwu przypadkach obciazenia (ré7nica taka istnieje, mimo Ze sila
¥ jest taka sama) tym dokladniejsze sa uzyskane rezultaty. To samo mozna powiedziec
w stosunkn do poprawnego sposobu natozenia warunkéw na napreZenia normalne.
W obu przypadkach uzyskane rezultaty obowiazuja W zakresie, w jakim stosowalna
jest zasada St. Venanta. '

Podang metodg rachunkowa wykorzystamy dla przypadku obciaZenia rozloZo-
nego réwnomicrnie (rys. 48). Stan naprezen wyrazié mozna w_postaci (1.24), (1.24"),
gdzie. - o '

Cof=3pR2 (L—E2) 0, o5 = 7(?“??2) 7
5 P
(450) 65 =0, ' Oy — — _4_ (1+?7)2 (2 - TJ’);
. 3 _
r§y=—?pﬂ(l—n2)(l—§), Ty = O
Naprezenia i momenty na przekroju wyniosa (rys. 49):
pi?
(4.51) My (x) = — T(l — 82, Ty(x)=pl(1-—1§)
Warnnki
x=0 y=0 u=0 wv=0;
(4.52) ‘

x=0, y==xb u=0

S,
o’
FOpAnTnin

o

p
EEEEREREEREEREE -

. 7 K pI—E
2 p 0 £ Z g D]] M, )
- g Eﬂm
L)
|

L : ) S
Rys. 48 Rys. 49

x"

pozwalaja nam zapisaé przemieszezenia W postaci

ERTWANSEEI R
) 232(¢ —_3§+3) 2\ ¥ 2(2—!—11)')? E—

1
(4.53) — 5 2rnl— 112)} 7,

] J/ 1 2 141
E—b—:_?{3[1112(1-#—5)24’?(1+—5—)]-——4—(2+'u)1;|2}17_?-—m
3 (8
2

—%wpzz{azsz@-— 5)-—[6:9-——(? - y)] E— (4t Sv)}_é.
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Roéwnanie zdeformowanej warstwy $rodkowej przyjmie postac

v (E} 0)

(45h) E— = pxz{ JRE(4 —— E) — [622— —2 (% + 'u)] £ (4450 } £,

wobec czego maksymalne ugigeie wyniesie

b,
(4.55) fe=—w(1,0) = pTE" A2(3024-1,6+3,5).

Pierwszy skfadnik odpowiada wugiecin, ktore ‘:otrzymamy przy uwzglednieniu
wplywu warunku zginajacego
phb

(4.56) S = 7 Ad

na gruncie teorii wytrzymalosci materiatéw.
Dla pozostatych przypadkow utwierdzenia przeprowadzié moZna rozumowanie
analogiczne.

1 ¢

i e L

Rys. 50 : Rys. 51

Se—

Stan naprezed wspornika poddancgo obcigZeniu irdjkatnemu (rys. 50) znalezé
mozna wykorzystujac zwiazki (4.54) (dla belki swobodnie podpartej) oraz wzdr
(4.2} i (4.2"). Otrzymamy '

3
of = pl(1—ER 2+ &) n, a£==§(g~— ﬂém

. P ‘
(4.57) oy =0, oy = — (L2 —mé
3p L 1
Sily i momenty na przekroju (rys. 51) ckreflone beda wzorami
pl?
Mo () = = == (1 — 52 249),

(4.58) i
Ty =% (1 —8).

Rozprawy Insynlerskic — 2
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Aby otrzymaé stan naprezen wspornika poddanego obcigZeniu trc’)jkqtnérhu
nalezy zlozyé przypadek obciazenia roztozonego rownomlerme (rys. 52) z obca@ze—
mem poprzedmm Otrzymamy zatem ’

p{3
2= '2*(5*“??2) (1—¥9mn,

— AR Da—8,

ot =pi2 (1 — &3, ¢

459 ot =0, o,

P33 P 1
oy e AA— &2 —nD),  Ty=— T6r (1 —n2) (g —?72) ,

przy czym sity i momenty na przekrojach (rys. 53} wyniosg

& pl2 pl '
(4.60) My (x),= —_ﬂ (1—83 = %(1 — &P,
L
Stan odksztalcen otrzymaé mozna w sposob p
TC 0 ¥

Ly

o = ’ ﬂ\ﬂTm\ M, (x)

P2 v
- ’ R
¢ | L ! |

Rys. 52 Rys. 53

=

ra
=i

Jesli chodzi o stan odksztalcer i sposdb rozpatrywania przekroju utwierdzonego.
to wykorzystaé mozna rezultaty uzyskane w p. 4.1. Wykorzystany tam aparal
rachunkowy nie pozwala na rozwazanie innych przypadkéw utwierdzenia doskona-
lego (obie skladowe przemieszczenia znikajy na calym przekroju).

4.3. Ohcigzenia na przekroju kofcowym. Podoboic podejsé mozna do zagadniei ob-
cigzefi na przekroju konicowym, na przykiad do zagadnienia sil osiowych.

y Wesmy zatem pod uwage przy-

padek obcigzenia normalnego roz-

— lozonego rdownomiernie (rys. 54).

= Stan mnaprezef okreslony b@dme

b T 2 wzorami

IR

b
b

Oy = Ufuz = ng 0.
(4.61) oy = of =0} =0,

—

Rys. 54 : s Tay= Tay= Tgy= 0.
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Przypadek wspornika bardzo dhugiego (z teoretycznego punktu widzenia moZna
go traktowa¢ jak pot-pas plaski elastyczny utwierdzony wzdluz przekroju. po-
przecznego obciazonego tak jak na r1ys. 54) byt badany przy pomocy Scislych
metod teorii sprezystodci przez K. GIREMANNA, [2].

4.4. Obciazenie sitami masewymi. W analogiczny sposéb badaé moina rdéwnier
niektére elementarne przypadki obcigzenia silami masowymi. Przypadki takie
czesto spotykane sa w praktyce. Wykorzystuje si¢ tu réwniez rezultaty uzyskane
w przypadku belki podpartej swo- y
bodnie. T

Tak jak w przypadku belki pod- TN EEY
partej swobodnie (p. 2.6), obciaze- 2 R R =
nie sitami ciezkosci (rys. 55) pro- a,{i/ 7 -
wadzi do wynikéw analogicznych AARRRRRRRRRARE jl

do rezultatdow otrzymauych w przy- AR EEEEEEERERE
padku obcigZenia roztoZonego roéw- HEHI AT
nomiiernie (przy czym napreZenie oy | { !
jest inue): Rys. 55
3
of = 6ybiz (1 — £2) g, of=yb 5 72| n,
(4.62) ok =0, ay = — A=),

o

R = 3bA (1 —m) (1 — &), of=0.

Po uwzglednieniu warunkdw podparcia (4.52) wyraZenia okreslajace przemieszcze-
nia mozna napisaé -w postaci

u o b{l? (4+v)+1 )
E*[ =yby 5 5 (249 (2 —1) +

(4.63) -+ é[ + v (24) 2422 (482 — 9<E+6)j
1
Egﬁ”yb[iivlz{l—f)z -+ - (l-i—mv)—l— ) ("5+7’)772]772+
+ b2 {212 — (—5— - Saf) — 4R EB -8 +

8
4+ (1 mf)1212(2§2—2§—1)~—3(? +3v)”§.
Réwnanie - warstwy srodkowej odksztalconej zapisa¢ moZna w postaci

©(4.64) (i 9 _

16 -
{zaz_ (—5~ + Saf) —4REGB— O+
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a ugiccie maksymalne okreslone bedzie
(4.65) F=—ov(1,0) = ybA2 (61243,2-+5»).

Pierwszy skladnik prawej strony odpowiada wynikowi, ktéry uzyskamy przy
uwzglednienin wplywn momentu zginajacego

(4.66) Jar = 6ybis

na gruncie teorii sprezystosci.
W analogiczny spos6b badaé mozna rowniez inne przypadki utwierdzenia.
Innym, waznym praktycznie przypadkiem obciazenia jest obcigzenie sifami

bezwiadnosel, zmieniajacymi si¢ liniowo wzdtuz belki (sita trapezoidalna). Taki typ
‘bbciaZzenia zndw mozna rozwaZal

y jako. zlozenie dwu innych obciazes.
’ Przypadek wspornika obcigzonego
7 TR D) stata sita bezwladnoSci zostat zba-

dany uprzednio; nalezy zatem zba-

T i bteatbia dad wspf)rnik poddam_] dzia%simiu sity

ey < masowej © rozkh?dzw trojkatnym

# : d (rys. 56). Rozwazymy przypadek,

WIWWMMMMEJ w ktérym podstawa tréjkata edpo-

1 wiada przekrojowi wolnemu belki,

i { L

. poniewaz w praktyce przypadek ten

Rys. 56 jest bardziei interesujacy (oznaczy-

my maksimum gestosci sit masowych

przez ). Z matematycznego punktu widzenia zagadnienie jest identyczne z zagad-

nieniem odpowiadajacym obciazeniu ukazanemu na rys. 57, zbadanemu w punkcie
2.2. T w tym przypadku olrzymujemy stan naprezen (1.24), (1.247), gdzie

/H!HHHHHMH

22
So0C{ ant

w

&

o = 2phA2 (1 — )2 (24-&) n,
ok =0,

- 3vb

Toy— — AL (L —?),

(4.67) 5

Gg = ’})b (? -—772) E??’

5 _
oy = ~V§(1 — 2 &n,

E vh ' 1
sl =)
] vo8d 5 Rys. 57

_ Pewne rezultaty dla tego przypadku obcigzenia podal réwniez Al Cismigiu, {1].




" WEPORNIKI I BELKI WSPORNIKOWE 21

5, Wspornik. Rozwigzania przy zastosowaniu rozwinieé w szeregi

Aby oméwi¢ ogdlnie zagadnienie wspornika wykorzystamy, podobnie jak w p. 3,
rozwinigcia w szeregi Fouriera oraz oznaczenia wprowadzone w Dodatku L,

5.1, ObeigZenie dowolne, Zbadamy ponizej przypadek wspornika poddanego
obciazeniu dowolnemur. _

W przypadku obcigzenia normalnego (rys. 58) wykorzystaé mozna sformuto-
wang w p. 4.2 metode rachunku oraz ogdine wyniki uzyskane dla belki podpartej
swobodnie {p. 3.1). Dla obciaZenia

. Y
stycznego (rys. 59@) wykorzystaé pix)
mozZnaanalogiczng metodg rachunku

rozkltadajac takie obciazenie na ob-

cigZenie skoncentrowane na przekro- <

ju koficowym (rys. 595) 1 na pewne o
obcigfenie styczne (rys. 59¢). Wy- <

niki otrzymane w p. 3.1 dla belki £ L—-

podpartej swobodnie wykorzystaé
mozna réwniez w tym ostatnim Rys. 58

przypadku obcigzenia. Nalezy jedy- .

nic okrelié obrot ciala sztywnego tak, aby spelnione byly warunki utwierdzenia
na przekroju x = 0. Nie mozna jednakie przy tym zalozyé, Ze przemieszczenic
u znika w trzech punktach tego przekroju (co najwyi8j w dwoch). Podamy teraz
bezposrednie rozwigzanie tego zagadnienia.

Rys. 39

Przyjmowaé bedziemy, Ze obcigZeniu poddana jest gérna powierzchnia belki;
przypadek obcigzenia dolnej powierzchni badaé moina w sposéb analogiczny.

Uktad wspotrzednych obierzemy tak, jak w przypadku belki podpartej swobodnie
i wykorzystamy notacje p. 3.1.

1 Pierwsza cze$d pracy.
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Rozwazmy wspornik o diugodci / poddany obcigZeniu normalnemu

(5.1) . . P (x): Z bga COS dyp X,
G e ; w

gdzie - '

e nm

(5.17%) aﬂ_=%2—l', n=13,5, ..,

a okres Ly wynosi 4] (rysj 60).

v
X
. p( J 'T—T—T—T\r"r"r-
LR ] . i It 1y i g e
REBBESCEERSRIREE -
] | ) ¥
2 ,‘L a l_ e a
Lx“‘.‘ﬂ

Stan naprezeit obliczany na gruncie teorii wytrzymalo$ei wyniesie
oR = — 203 2 — D@D, (1 — x) — cos ay x] =

be | n
=.——i2 i PRy - i B - S
(5.2) 2 ¥ ’7; 7 l( 1) 5 (1— 8 —cos anx},

ay =0,

R
¥

32— b
T e —— (n—1)/2 1 —
Iﬁy 4h3 ; an, {( 1) " SN dy x] =

3 b
= 20— D) = DR —sin gy,
7 ~ n

Po nalozeniu warunkoéw uiwierdzenia
(5.3 : x=0: 0=0, wv,=0

i uwzglednieniu dziatania sily poprzecznei otrzymamy metodami tej teorii prze-
mieszezenia nastgpujace

| vy (%) 19,2(147) ba 2072
(54) E*“%“:"_" = A2 Z ;{[ m] (! — cos apx)---
T b )‘2(3——‘5)‘5]}
g Dt {1 T2
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zatem dla » = 1/6
R( )

(55 E- :—_22712 {(1+174 )(1 C08 a %) —

— 1,37 (— D02 140,715 A2(3 — &) g]} .
Szereg ten jest zbieZny szybko i do praktycznych obliczed wystarczy braé mala
tlo§é sktadnikow,
Ugigcie maksymalne (w przekroju kofcowym) mozna zapisaé w postaci

192(14%) b < ba 20 12
59 fe= g ey B

24 A2 '
- (n—1)/2
= (—1) ll+06(1 )]} n=1,3,5 .,

wige przy » = 16
b b A2
(57 fo=22TR D -n—’;- [1 + 1,74~ — 157 (— D" D2 (141,43 ),2)].
7

Przemieszezenie w kierunku osi Ox wynosi

48 by
(5.8) E T =2y Z [—( D®=D2p2(0_ £ £ —sin aﬂ.x]

Znika ono w przekroju utwierdzonym.
Na gruncie teorii spreZystoSci dochodzimy do funkcji Airy’ego

1 . : . ba
(59)  F=— qBetnr(l— 8 Z (— oo L —

b Z bn [9’7 (@ay) | P2(any)

2GR i) ]""S o

Stan naprezen okre$lony bedzie zatem wzorem
12 b
or = — (- 9y Y (— D
7 p n

1 Polony) = Palany)
+ X [

+

2@y T e nd) ]c"s i

(5.10) 1 3 {%(any)er

24 @Ay (nz')]"'"s G s

Gy:

3 by
= (1 — g (?’-"—1)1'2_
T (=) Y (=) +
Yalap Y {ap
L1 Zbﬂ[ g(a J’) 3{an ¥)

]sin an X,
n

71 (2 ) Py (nd')
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a stan odksztalcefi zapiszemy w postaci

% — (— g y-+g)
i

i
= (6120 (1 — P+ 1+9] — b
— @) Pl D (- TR

Z‘ %[%_7(% » o Py (any)
n |l g ) Yy (n17)

(5.11)

-+ ] sin au X,

1
B
— 2 o O
U (wﬂjf:k_@ p (1—8 [422 (1 — £)2+43v52] Z (— I)m—l)fz ; o

24 Z by [EUG—S {an ¥) ¥ (any)]
e T ol ; COS oy X,
mw == n %y (rA") p, (A | ,
przy czym tuch ciala s7tywnego okredlony jest warunkami podparcia.
Przyjmujgc warunki

(5.12) x=0, p=0 u=0 v=0
znajdziemy:
Hy = 0,
(5.13) b ¥i_1(0)
v ~~*¥12— H"- iz O +— — N
: 2D Z Y]

Obrét ciata sztywnego wg okreSlony jest przez jeden z warunkow utwierdzenia.
Tak wigc warunek
o
(5.14) - x=90, y=0: P
prowadzi do

(5.15) wpy = ..___13 2 (— 1){7;: 1)12

Podobnie warunek

- du
(5.14% x=0 y=0 76;40
daje wzor .
' — 6 (n— 132 bu
(5.15) oy = — M2R+1+) nz (- neom ot
Rowniez 5
(5.14") x=0, yv=+4b u=0

pozwala napisac

b

A
(5.15"9) : 0 = - = (1204-4-+50) 2 (— 1y 2

" .
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Stan naprezef jest zatem catkowicie okrelony.
Rozwazmy wspornik (rys. 61) o dtugosci / poddany obciazenin stycznemu

.16 1(x) = ) dnsin anx
: w
o tym samym okresie L, = 4/
L. tx]
,f"‘.'-',""h.'._
- AT N el = B o o el
i L — o lm § e o e - i”i-i—i"“‘-.l_‘i_i; \j._l_i‘}__' Lad, o
7 ! ' i
- . E I PR S ——— S
a L._a  } a L a
Ly=4n .
Rys. 61

Stan naprgzen obliczony na gruncie teorii wytrzymalodei (Sciskanie mimosrodowe)
zapisa¢ moZna w postaci )

21 a
(5.17) oy =~ (1+3n) 2 fco& anx, op=0,0 78 =0.
L3

W analogiczny sposdb obliczyé mozna przemieszezenia,
Na gruncie teorii sprezystofci wprowadzamy funkcje Airy'ego

1 9 W_a (Cln J’) !PS (an »
5.18 F=— 7
(518) F=y [ P) | )

5 < (1% } COS dy X,
Stan napreZen okreélajg zwiazki

oy —— S [‘Ps(any) P10 (an )
‘ gy T o (A

2 4
et ¥, [%(any) Wy (any)
Y 2 "Ly T T ady

j COS Oy X,

(5.19) 1003 g X,

K/

1 Pi(any) | Polan J’)} .
Tay T, %1 an{ o ) + e ad) sin oy x;

natomiast stan odksztalcen — zwigzki

u —(— g ¥ +ug) 1 an [5”5—3 {on ) lf{w—s(any)} .
E = — — 2 — ; 811 €ip X,
(5.20) ! w4 on 1 (HA) #1 (AN
| gl xto) 24 ag[%_uaﬂ » a%_g(any)] ,
b 7~ g md) 0y (a0

a ruch ciala sztywnego wyznaczaja warunki utwierdzenia.
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Kazdy z poprzednio wprowadzonych warunkéw utwierdzenia prowadzi do
wy=0, @ =0,

(5.21) 24 by an PO
T E & n x(mh)

wobec czego stan odksziafced jest wyznaczony calkowicie.

5.2. Stan napreied i odksztalced wspornika. Przeprowadzimy poniZej jakodciowe
i ilosciowe badania stanu napr¢Zeni i stanu odksztalced wspornika w przypadku
dowolnego obciazenia. Ograniczymy si¢ tylko do obciazed normalnych.

Naprezenie normalne o5 znika dla x = /. W przekroju normalnym x = coast
naptezenie to zmienia sig liniowo (na gruncie teorii wytrzymalodci) lub krzywoli-
niowo (na gruncie teorii sprezystodci). W odréznieniu od wynikoéw teorii wytrzy-
malofci, w ktdrej warstwa neutralna pokrywa si¢ z warstwa Srodkowg belki, w teoril
sprezystofel otrzymujemy

oo
(522) o4 (x, 0) = ; Z bn z(;))cos anx =

._-Z Shﬂ'nb“—aﬂbchaﬂb
- sh 2ay b+2ay b

COS iy X.
Warstwa neutralna bedzie zatem na ogol lezala powyzej warstwy Srodkowej,

co latwo stwierdzié na przykladach.
Naprezenia maksymalne na warstwach zewngtrznych wyniosa

12 b
0u (%, b) = — — 21— Z (— Db

%1 (1) qu o
T2 ; Lﬁi (i’ ) w1 (A7) Co8 tp X = p(x)

200 b

T (12 1)12_ - vl

(5.23) a a g}Z( 1) 2 P oA L
2a:n

- + ; ba h2an b— b CO8 Oy N,

12 ba
gz {x, —b) = o A2{1—& 2 (— nn—biz — 4
n

._I_.

1 2 [x} (A" L f}_gnﬂu')
2 = Ty A oy (ad)

12 bﬂ, Zaﬂ,b
Lo A1 —19) p (=1 R = bu sh2a, b4+2anb COS O X

]COS Op X =

Z b 2(Itn,b
" Sh 2anb — 2apb O B

7
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Szeregi wystepujace w- tym wzorze sa szybko zbiezne. Biorac pod uwage poczat-
kowe skladniki tych rozwinieé mozemy napisaé (dla przekroju utwicrdzenia x =0
oraz A =2, co jest granicy stosowalnodci elementarnych metod rachunkowych

teorii sprezystodel) :

02(0, b) = — 5,32 b1-1-6,56 b3 — 2,00 bs+3,19 by -— 0,70 bo+- ...,

(5.24) .
05 (0, — B) = 5,36 by — 6,26 b3-+2,74 bs — 2,27 by+1,68 by — ... .

Metody wytrzymaloéei materialow daja tu
(5.24’) on (0, 1) = T (5,56 by — 6,18 b3+-2,66 bs— 2,37 b7+1,46 bg — ...),

go pozwala na poréwnanie tych wynikow dla réznych przypadkéw obciazenia.

‘Naprezenie normalne oy znika na przekroju x = /, co nie jést faktem poprawnym.
Nieprawidlowo$¢ ta ma miejsce, poniewaz rozwazana funkcja ma mnieciaglo$¢
pierwszego todzaju w tym przekroju: suma szeregu w tym punkcie jest Srednig
prawostronnej 1 lewosironnej granicy funkcji w tym punkcie. W dowolnym
przekroju normalnym x = constant, ¢y zmienia si¢ krzywoliniowo malejac od
p(x)y do 0.

Dila warstwy srodkowej mamy

Y0
(5.25)  oylx,0) = Z by (7(1,) COS Uy X =
B 2 sh apbtanbch gy b
- sh 20, b+20, b

COS Oy X.
n R

Napreienie 7oy znika na gornej i dolnej powierzchni belki przyimujac wartos¢
bliska maksymalnej w warstwie frodkowej (y =0), dla ktdrej

(5.26)  ay (x, 0) = Z( o 2 b +—; Z ba l‘yi (;})) Sin ap X —

311 bﬂ, aﬂ,b Sh anb
= — (n_l)f2 —— 2 "
- ; —1 " ; by oh 2oy b 20 p S e X.

W przekroju utwierdzenia maksymalne naprezenia styczne -okrefla wzdr

3 b
(5.27) T (0,0) = ; (— D(n 1)rz_; _

Wynik fen pokrywa si¢ z wynikiem uzyskanym na gruncie teorii wytrzymato§ci.
_ Jedli chodzi o stan odkszialeen to zajmiemy sig przede wszystkim przemieszeze-
niem v przy warunkach podparcia w postaci (5.12), (5.16).
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Réwnanie warstwy $rodkowej odkszialconej bedzie mialo posta

o (x, O}

(5.28) E b

2
= % { (122245 E+H4(1 - H [22(1 — 52 —1]X

N - oe b”’} 24 bn #1530 .
x,%;( 1) + - ; n v ) {1 — cos anx).

Znajdziemy roéwniez ugiecia maksymalne (x = /)

11 bn Yi3(0)

2 ! | b
" 2 2  ymeppZ® o
(529) f=— (1204 5) % nZ( DRt e 2

przy czym dla » = 1/6 1 A =2

I by 140,583 anbth and

5.3 [ . {1 — 1)[2 o _
(530 f= 311 E( 1) 063715'% " an b
shaph———

chanb

Metodami teoril wytrzymatosci otrzymujemy- natomiast

, I by
(5.31) Se=227% ) = l

n

. 1)(-n~ 132 n] ,

©0 pozwala na przeprowadzenie w przypadku wspornika rozwazafi analogicznych
do przeprowadzonych juz w przypadku be1k1 podpariej swobodnie. Rezultaty
sa analogiczne.

6. Belka prosta wspornikowa, Belki Gerbera

Wykorzystane powyze] metody rachunkowe pozwalaja réwniez na okreslenie
stanu naprezen i odksztalcen belki wspornikowej Tub belek Gerbera,

6.1. Oméwienie zagadnienia w przypadiku belek wspornikewych. Badanie belki ze wspor-
nikami mozna przeprowadzi¢ dwoma réznymi sposobami. Mozna bowiem badaé
belke odcinkami (rys. 62), oddzielnie czesci AB, BC i CD. Polaczenie tych trzech

£ix)

odcinkow uzyskujemy nakladajac warunek, ze obroty przekrojdw podpartych
53 te same z prawej i lewej strony.

Mozna réwniez roztozyé dany przypadek obcigzenia (rys. 63a) na dwa inne:
obcigzenie sifami lub momentami skupionymi (ewentualnie roztozomymi réwno-
miernie w przypadku podpdr szerokich), odpowiadajacymi podporom B i C dia
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belki podpartej w A 1 D (rys. 63b), oraz na przypadek obcigzenia p (x) dzialajacego
na swobodnic podparta belkg o dlugosci (I4-c¢;+c2) (rys. 63¢). Moina zatem wy-
korzysta¢ wyniki otrzymane dla belki podpartej swobodnie, dotyczace zardwno
stanu naprezen jak i stanu odksztalcen.

a y ‘
pix}
-3
7 X =
-
— i
3 vci
Cq ! 1 0
¥
i C y L
. =
- V iV - + 1
¢ * - ¥ i I;"7 ) '
Vs ¥ E .
i Cr ) { L Le {+eqvey

Rys. 63

W ten sposéb wprowadza sig oczywidcie pewne przyblizenie, w granicach zasady
Saint Venanta, poniewaz rozklady napregzend na przekrojach koncowych beda réine
dla obciazed w postaci 63b i 63¢ (ré6wne s3 jedynie sily i momenty na przekroju).

6.2. Omowienie zagaduienia w przypadke belek Gerbera. Nja rysunku 64a pokazana
jest belka Gerbera skonstruowana z belek wspornikowych BCD i EFGH oraz
wspornika 4B jako belek niosacych, jak réwniez swobodnie podpartsj belki DE

a
A7 I 1Y =0 1y
' PG : P : ’
b |
AY » "o
A P B2 i
Rys. 64

jako belki niezaleinej. W przekrojach B, D i E czgscl belki sa polaczone miedzy
- soba przegubowo 1 moga obracaé sig wzgledem siebie bez wytwarzania momentu
Zginajacego. Na rysunku 645 pokazano, jak mozna w sposéb schematyczny roz-
wazaé podparcie jednej cuzgdci belki przez inne. Schemat ten daje jednocze$nie
mozliwoéé wykonania odpowiednich rachunkéw,

Wiszystkie omowione poprzednio zagadnienia znajdujg zastosowanie w przypadku
belek ztoZzonych. Wystepujace problemy specjalne naleza juz do mechaniki budowli
i nie mieszczg sig w ramach niniejszej pracy.
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7. Zasada wzajemmnosci przemicszezen dla belek prostych

Twierdzenie o wzajemnosci przemieszezen i pracy mechanicznej, wyprowadzone
przez BETEIEGO otaz W szczegdlnym przypadku udowodnione niezaleznie przez.
7. C. MAXWELLA, zachodzi ogdlnie dla dowolnego ciala sprezystego. W przypadku
szezegblnym, w ktérym cialo spreiyste poddane jest dziataniu obciaZenia skupio-
nego S; w punkcie 7 oraz obcigzenia skupionego S; W punkcie j (S, Sy moga by¢
zaréwno silami jak i momentami éskupionymi a punkty 7, j leZza na powierzchni
ciata) napisaé moina, zgodnie z twierdzeniem Bettiego, zwiazek

(7.1) S 64y = Sy Gy,

gdzie 8 jest przemieszezeniem (gdy Si jest sita) lub obrotem (jesli S; jest momen-
tem), przy czym & jest wynikiem dziatania S; w Kerunku, w kiorym dziala S;.
Przyjmujemy przy tym, Ze obciazenie Sy jest jednostkowe. Jesli przyjac¢ S; rowne S;
(2dy obciazenia zewnetrzne maja rézny charakter, Towno$¢ ta ma charakter wylacz-
nie numeryczny, nie ma zgodnoéci wymiaréw), to otrzymujemy twierdzenie Maxwella

(1.2) ‘ 845 = Oj.

W ramach metod uproszczonych teorii wytrzymatosci materialow obliczanie
stanu odksztatceri belki sprowadza si¢ do obliczania odksztalcent iej warstwy §rod-
kowej, przy czym przyjmuje sig, Ze obcigZenia zewngirzne dziataja bezposrednio
na te warstwe. Wymienione powyzej twierdzenia o wzajemnofci stosowalne sy
w tym przypadku, poniewaz dzigki uproszczeniom i przyblizeniom wprowadzo-
~ nym w teorii wytrzymalodci spelnione sa zatozenia tych twierdzen.

Znajdziemy ponizej, wykorzystujac wezesniejsza pracg, {91, warunki, przy ktérych
w przypadkach belki prostej podpartej swobodnie i wspornika twierdzenia (7.1)
i (7.2) sg spetnione nie tylko w ramach teorii wytrzymaltodci ale 1 na gruncie teorii
sprezystoéel. W iym celu znajdziemy pewne zwigzki zachodzgce w przypadkach
tych belek.

7.1. Belka podparta swobodnie. Rozwazmy belke podpartg swobodnie obcigZona
silg nornmlnac skupiona P w odlegloéci 6] od lewej podpory (rys. 65). Obciaze-

nie 0 moZna przedstawié w postaci

4 lP
: szeregn Fouriera
- ‘ 73)  px) = —
Hheso) . (7.3) p(x)
(’FB.)PE 0 - ? X _ sin #fz sin yp ¥
. [ 4 _
ol I' ﬁrzy oznaczeniach (3.3). Zatem
T

(7.3)  ay = — — sin nfim,

Rys. 65 i
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Wzory (3.18) dajg stan naprezed w postaci

- Z [@9 (7 y) Dy(ysny)

= | sin ndm sin nén,
12 (nA") a,uz(nm] IR AR

(7.4)
= Z [Q57 (va 2) @2 (yn y)] sin nbm sin nén
y2 (nd ) s (nd') ’
' P Ds(yny)  Dalya ] |
(7.4 Toy =3 Z { 72 (13 + 7 (02 ]sm nbm cos ném.

Dla ustalonej wspolrzednej yy napreZenia normalne zaleze¢ bgda od polozenia
sity skoncentrowanej P i od wspélrzednej zredukowanej & = x/I

(7.5) Gy = Og (6; 5)9 O'y = G‘y (9: é_).

Zauwazmy, 7¢ zachodza zwiazki
(7.6) 02 (8,8) = 0z(£,6), 06y(0,8 =0y(0).

Oznacza to, ze dla y = yy = const napreZenia normalne crij, o‘” W pewnym
przekroju normalnym 4, bedace wynikiem sily skoncentrowane _Pj dzialajacej
w przekroju j sa réwne napreZeniom normalnym o7, o‘ﬂ: wystepujacym w prze-
kroju j pod wplywem sity skoncentrowanej P; dzialajacej w przekroju i — jesli
tylko P; = Py. MoZzna wigc napisaé ogélnie

(1.7 Pio =Pjof, Pyoif =P;oll.

Analogiczne twierdzenie o wzajemnodci nie zachodz1 dla naprezer styczaych.
Stan odksztalcen okre§lony bedzie wzorem

E(u—up) = r Z L[QS’—T(VHJ’) Dy (yn )

] sin nfx cos ném,

(7.8) w0 nl xa(nd) P2 (nd")
Ds_s(yay) D3 (yn _)’)] . .
Eo = 2 n [ 2 (WA ) sin #fx sin néx

przy zaloZeniu, Ze belka podparta jest swobodnie w §rodkach przekrojéw kosicowych.
Przemieszezenie ciala sztywnego uy okreslone jest przez zatozenie, 76 jedna z podpde
nie jest przesuwna {(odpowiednie przemieszezenie u musi byé zerem).
Zauwazmy, 7e dla przemieszczenia o zachodzi taka sama whasnoé wzajemnosci
(ale nie dla przemleszczema, u). Mozna zatem napisaé dfa przemieszezen dwu punk-
t6w warstwy y == yy = const zwigzek ‘

(7.9) Pyoyy = Py,

przy czym oznaczenia majg sens analogiczny jak w przypadku wielkosci i, 8.
Zauwaimy réwniez, ze dla gérnej warstwy belki zwiazek ten pokrywa sic z twier-
dzeniem Bettiego, a dla warstwy $rodkowej odpowiada interpretacji tego twierdze-
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nia, ktérg wprowadza si¢ w ramach teorii wytrzymaloici materiatow. Znajdujemy
zatem poprawne uzasadnienie dla stosowania metod wytrzymato§ciowych, w tym
przypadiu podparcia i utwierdzenia. ’

Zwiazki (7.7) wykazuja réwnoczesnie, 7e przy P;=P; =1 réwnania (7.4)
okreélaja linig wplywu napreZen normalaych w przekroju o odcigtej 6/, przy sile
normalnej, skoncentrowanej przebiegajacej gbrna powierzchnig belki. Analogiczna
uwage zrobié mozna w stosunku do przemieszczen v.

Inne przypadki obciazenia badaé mozna W sposob analogiczny.

' W przypadku belki podparte]

¢ swobodnie, poddane] dzialaniu

et sily stycznej skoncentrowanej Q,

JHbys) - przylozone] w punkeie odlegtym

? o B (0 < 0 <€ 1) od lewego kofi-

g 1 ¥ ca belki (rys. 66), dochodzimy
A . . . L.
l do zwiazkow. wzajemnoscl

4

=
o

N .
T 10 Q7 = 0,
Rys. 66 ' przy czym oznaczenia wprowa-
dzone sa w sposéb analogiczay.
Zauwazmy, e taki zwigzek wzajemnosci nie zachodzi dla napreZen normalnych
| 7e nie mozna rowniez napisaé zwiazkéw tego typu dla Zadnej ze sktadowych
przemieszezenia (nie zachodzi twierdzenie ¢
Bettiego). : /Mx‘
W przypadku belki podpartej swobod- Mixa)
nie, obciazonej momentem skoncentrowa-
nym M, przylozonym w punkcie odle-
glym o 6/(0 < 6 < 1) od lewej podpory

b

—I=
IS
=
D ey o -
n—|:§
b
il

(rys. 67), znajdujemy nastepujacy zwiazek o [
wzajemnoéel: : i
(7.11) My 'rfgy = M; LZR Rys. 67

ZwiaZki tego typu nie zachodza ani dla napreZen normalnych, ani dla sktadowych
przemieszozenia.

7.2, Wspornik. Rozwazmy wspornik obciaZony sita normalng skoncenirowana P,
przylozong w odleglosel 0/ (0 < 0 < 1) od lewej podpory (rys. 68)

2P n .
(7.12) plxy=— N Z €S O cos tn X,
n

wobee czego

SR, 2r n
(1120 by =.— - cos - O,

I 2
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to stan napreZen znajdziemy w postaci
24 P 1 A
=2 (] — al L Nm=D2 L S
A (1 5)17.12( 1) = cos - O

: : ¥y (an W (a,
(7.13) = Z { xi EMJ;) ;1((;);)] cos%ﬁﬂcos% £,

_ _{)" (any) ¥, (_a'n »
! ﬂz l X1 (nl) 1 (nd")

&n,

n i)
cos — 6sz CoS— 5

64 P 1 n
(113) mmy=— (1 —7) T Z (— D®2 — 65— bz —

Z F’s (any) s (any)] 'COS "o sin £
T ; P — U — &7,
21 {nd") wl (ni") 2

2
Zauwazmy, ze dla ustalonej wspél- ] _ P .
rzednej y =yq dla stalej wielkosel sily l

skoncentrowanej P mozna napisaé 7
DM(X-UOI‘ £y
@14)  0,6,8 — 0y (& 0), sz i -
skad wynika, Ze o .
(7.15) Py =Py ot f —t
Twierdzenie podobnego typu nie za- Rys. 68

chodzi dla innych skladowych tensora .
naprezeft (zachodzi jedynie jeszeze-dla oy w warstwie $rodkowej y = 0). ZW1qzkow
tego typu nie mozna TéwnieZ napisa¢ dla przemieszczef,

Zwigzek (7.15) pokazuje, przy (£ = P; = 1), 7e drugie z réwnan (7.13) okresla
linie wptywu napreZenia normalnego oy W przekroju o odcigtej 67 przy sile nor-
malnej skoncentrowanej, przebiegajacej gérna powierzchnic belki.

g W przypadku wspornika obciazone-
r : 2 go sifa styczna O, przyloi’onac w punk-
— = S —] cie odleglym o 8/ (0 < 6, 1) od lewej

M) podpory belki (rys. 69), uzyskaé mozna
: zwiazek wzajemnoSci

a ' X
@ :’ (716) 07y, =Q;d,
H%_J dla naprezed stycznych oraz do zwigz-

L ku wzajemnosci

(7.17) Qi vy == Qj iz

dla skladowej u przemieszczenia, Dla przemieszczen gornej warstwy zewnetrznej
belki zwiazek ten pokrywa sig z twierdzeniem Betticgo, a dla przemieszczens warstwy

Rys. 69

Rozprawy InZyniersiie -— 3
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=¥

drodkowej odpowiada interpretacji tego twierdzenia, przyimowanej w teorii wy-
trzymatodci materialow,

Zadnych zwiazkow tego typu nie moZna napisaé w przypadku wspornika ob-

. cigzonego momentem skoncentrowa-

d i M nym M, przylozonym w odleglodci

: . 61(0'< 0 < 1) od lewej podpory belki

i) (rys. 70).” N -

- _ 7 Zbadalismy powyzej dwa mozliwe

( a . j przypadki belek izostatycznych zlozo-

nych z jednego odcinka. W analogicz-

T; B} ny spos6b mozna przeprowadzi¢- roz-

fe d ‘ wazania dotyczace belek izostatycz-

Rys. 70 nych ztozonych z wielu odeinkéw (belki

wspornikowe, belki Gerbera itd).

Rzecza interesujaca jest, Ze ta postaé twierdzenia Bettiego, ktdra stosuje sig

w teorii wytrzymato$ci, nie jest prawdziwa w teorii sprezystosel. W przypadkach,

w kidrych twierdzenie to jest spelnione w ramach teorii sprezystodci, przyjmie

ono nieco ogélniejsza postad. Zauwazmy réwniez, Ze metoda rachunkowa zasto-

sowana powyzej jest tez metoda w pewnym stopniu przyblizeng. Wynika to z faktu,

e warunki zostaly nalozone w sposéb globalny na przekrojach koficowych oraz
7e zastosowano zasade Saint Venanta.

Literatura cytowana w tekScie

[1] Ar. CisMmiGIU, Rigiditatea consolelor plane de lungime medie, actionate de forte orizontale
de volum (masice), Bul, stiin{, Inst. constr, Bucuresti, 1 (1954), 79.
[2] K. GIREMANN, Geschweisster Anschluss eines zugheanspruchten Flachstabes bei behinderter
- Verformung, Qesterr. Ing.-Archiv, 2-3, 9 (1955), 118,
[3] R. L’HErMITE, Problémes non résolus en résistance de matériqux, C. Rend. des recherches
des Lab. du bat. et des tr, publ, 21, 1954,
{41 A, C. Kaymanox, K pemtenuro 3adaui 0 RAOCKOM NANPANCEHHU COCHOARILE HPAMOY20ALHOT
naaemunky, KOBCTP, ¥ MaT. B TOPOECKOM crpoitemserpe, 6 (1950), 70.
I5] A. C. Kanwauox, Cmpoumedsuay sexanuka naqcinox, MawcrpoiusnaT, Mocksa 1950.
6] A. C. Kamvasmox, Pacwemn Batok-cmenox, TOCIOAM3MIAT, Mocksa 1956.
[71 A. C. Kanmanox, Hpubruacenuntii pemod pacuema baion Goabuioii gutcome, Vccmemosanus
10 TeOpEM coopymemud, 7 (1957), 337,
- 81 P.P. ‘Tugporescy, Caleulul grinzilor perefi cit ¢ singurd deschidere n cas general de rezemare
i inedreare, Bd. Min. inv., Bucuresti, 1955,
[5] P. P. TeoporEscU, Relafii de reciprocitate in cazul grinzilor drepte, An, Univ. «C.1.Parhon»
s. Stiinfele naturii, Mat.-Fizicd, 25, 9 (1960), 203; Relations de réciprocité dans le cas des poutres
droites, Rey, de Méc. appl., 5, 6 (1961}, 359.
[10] P. P. Troporescu, Sur le calcul des poutres-parois encastrées. 1. Le rectangle plan élastique,
‘Bull. Acad. Polon, Sci. Série Sci, Techn., 7, 9 (1961), 391.
[111 P. P. TroDoRESCU, Sur le calcul des poutres-parois encastrées. 111 Le quart de plan élastique.
La demibande plane élastigue, Bull. Acad. Polon. Sci. Série Seci. Techn., 7, 9 (1961), 413.
1121 P. P. TEODORESCU, Asupra calculnlui grinzilor pereti fncastrate, An. Univ. «C. I. Parhony,
s. Stiiniele naturii, Mat.-Fizicd 2, 10 (1961). )
“[13] P. P. Teoporescy, O problemd mixid a teoriel elasticitiitii pentru unele domenii piane mfzmte,
‘An. Univ; «C. 1. Parhon», s. Stiintele naturii, Mat.-Fizicd, 29, 16 (1961), 323.




WBPORNIKI I BELKI WSPORNIKOWE 35

Résumé

SUR LE CALCUL DE RESISTANCE DES POUTRES DROITES. II. LA POUTRE DROITE
A PORTE A FAUX. RELATIONS DE RECIPROCITE POUR LES POUTRES DROITES

Dans la seconde partie du travail on étudie la poutre droite en console, d’abord & Iaide des
polyndmes biharmoniques. On commence par Pétude des chargements avec des charges concentrées,
A cette occasion on entreprend une étude développée des différentes possibilités d’encastrement
approximatif d’une poutre droite, Dans le cadre des chargements distribués d’une maniére continue,
on étudie-aprés avoir donné une méthode générale de calcul- le cas d’une charge uniformément
distribuée et le cas d’'une charge 4 variation linéaire. Aprés avoir considéré aussi le cas des char-
gements sur la section de bout, on étudie fes chargements avec des forces massiques (spécialement
la pésenteur propre de la poutre et un cas de chargement avee une force d’inertie 4 variation
linéaire). ‘

La poutre droite en conscle, dans le cas d’une charge quelconque, est étudiée 4 'aide de certaines
fonctions de tension du type d’Airy, construites en forme de développements én série trigonomé-
trique. On donne des résultats finals, ayant un caractére général, 4 I’aide de certaines fonctions,
introduites par 'auteur dans PAnnexe de la premidce partie du travail, pour une charge normale
et pour une charge tangenticlle sur le ¢6té d’en haut de la poutrs. L’é¢tude de I’état de sollicitation
de la poutre est entreprit en détail, tant pour Pétat de tension que pour Iétat de déformation, en
insistant sur la possibilité d’utiliser pratiquement les résultats obtenus,

On fait ensnite quelques considérations sur le probléme des poutres dioites & porte a faux ct
sur le problidme des poutres Gerber, en insistant sur les possibilités de caleul approximatif de ccs
poutres, )

On établit epsuite certaines relations de réciprocité qui généralisent les théorémes de Betti ct
de Maxwell, pour les poutres droites simplement appuyées et pour les poutres droites en console:
on considére tant le cas d’une force concentrée, normale ou tangentielle, gue fe cas d’un moment
concentré, actionnant sur le c6té d’en haut de la poutre. On démontre, avec cette occasion, que
le théoréme de Betii, sous la forme appliquée dans Ta résistance des matériaux, n’cst pas toujours
justifié du point de vue de la théorie de I’élasticité. )

Au cours du travail on insiste surtout sur la comparaison entre les résultats obtenus par {es
méthodes de la théorie de PPélasticité et les résultats bbtenus par les méthodes de [a résistance des
matériaux, en &tablissant des limites de valabilité pour ces derniers résuliats.

Pesome

P

IPOYHOCTEL TMPSMBIX BAJIOK, Y, 2. KOHCOJIH U KOHCOJIBHBIE BAJIKIA.
ITPUHIIMO B3AWMMHOCTM TIEPEMENIEHUM LI IIPAMEIX BAJIOK

Ileprpivd 13 BODPOCOB, PACCMATPHMBASMBIX B HacTosell (Bropoil yactd) paboTe, ABIsETCH
3ama9, Kacaiolrascs KOHCOJIH, PEHISHHAN TPH NOMOI GMIapPMOHHYECKHX IIOJBHOMOB. L0BOpA
0 HACPY3Ke KOHCONH COCPEAOTOYSHHBIMM CHIAME LPOBOMHTCH HOBONLHO NIMPOKAs HECKYCCHA
pasme®  cmocoboR DpMONMKEHHOTO HARTANBIBAHAA YCIOBHY 3awemiemma OGamxm. [aercs
OGN METOZ PACUETA FITA CIYuas BATDY3KE PACIPeIeNeHECH HePEPEBRG 1 MCCHEMYSTC CITyaail
HArpy30K Hd kpaiiHeM CEYEHHM M Barpy30K MACCOBHIMY CRiIaMK (Op&KHE BCEro COBCTREHHOTO
Beca Gamxk ¥ chyyall HAFPYSKH CHHAME WHEDUUH, H3MCHAIOHAMUCA FMHHEIHHO),

B cnywae mpomsBoisEON HATPYIKM 341243, KECATOMIAACA KOHCONH, HCCHSAYETCH IPH IOMOLIN
HEKOTOPHLS. (yHKIME BANpMKeHES THmI2 Dpy, MMEIOINWs: Bl TPHIOEOMETPHICCKEX PAAOE, s
HOPMANBHOH # KacaTeIBEHOH HATPY30K, OPHAOKEHHBIX Ha BEPXHEH TOBSPXHOCTH Oanmim, HaeTcs
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nonroe oomee pemenne. HMecnenyercs mORpOeGHO HANPMKCHHOS ¥ edopMIEPOBAAROS COCTOLHHS,
OpEdeM  CHEIHANGHOS BHHMAHWE obpamaercs HA BOMOXEOCTH HPAKTHMECKOTO TPUMCHCHRS
HONYUGHHETX PE3YNBTATOR. ‘

PaccMaTpHBAIOTCS 33TeM KOHCOJBHEIC Gamor Tepbepa cO CHSUMANSHRM YICTOM BOIMOMCHOCTH
TIPOREISHHS  TPHOTIKSHHBIX peuncnenmit, YloToM A& Ciydas opsmolt, csobomHo onepTol
Gameu- B OPAMOH  KOHCOIH — OIPEEIoTe] IPURLATTEL  B33UMHOCTH, ABIEOIIMECH obo6-
werreM TeopeM Berrm w Maxceenna. Tipy 3TOM DACCMATPHBACTCH CIyuai COCPEIOTOUERHOM
chnE {HOpPMANBROHR MiH KacaTenLHOH) W COCPEJOTOUSHHOTC MOMEHTA, JeHCTBYIOIMEX HA BEpX-
Heii mopepxeocTE Ganxk. Tipn 3TOM [OKA3BIBASTCSA, YTre NPHEATAR B TEOPHH COnPOBTHBISHAA
maTtepuanos Gopma Teopemsl BeTTH B PAMKAX TEOPHH YOPYToCTT — HE JIPABKIIHA.

Bo sceif pabore Golmmoe BHHMAHIG ofpaideTcs Aa CPABHEHHE DPe3yARTATOB, FIONYIACMBIL
METONAMM TCOPMH YODYTOCTH, © DPesyibTaTami, AOCTHTAGMEIME TIPH MCIIONE3OBAHUA TCOPHUA
COMPOTHBICHAA MATEPHANOB. VCeTAHARNINBAKOTCA IPH 3TOM IPeLCHHl TPUMCHHMOCTH 3TEX AOCHe-
HHX METOHoB.
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