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Przed dziesigciu laty autor niniejszej pracy opublikowal artykut [1] poswiecony
zagadnieniu belek o stalej sztywno$ci; metode wykladu opart na transformacii
Laplace’a oraz na teorii tzw. funkcjl schodkowych L. Autor powraca obecnie do
metod rozwijanych w latach 1953-1955 w pracach [1-4] i przedstawia w artykule
ninigjszym teorig belek o zmiennym przekroju. Réwniez i w tej pracy rzecz bedzie
dotyczyta metody, a nie samych zagadnien technicznych, ktére sa od dawna roz-
wiazane.

Przyjmowaé bgdziemy, Ze czytelnik zna prace [1] oraz e w razie potrzeby moze
zajrze¢ do innych artykuléw cytowanych powyzej. To nas uwalnia od koniecznosci
podawania wielu definicji i terminéw, oznaczen i wzordw dotyczacych transformacji
Laplace’a 1 funkcji schodkowych. Teoria tych funkeji jest szczegdlnie dogodna
i dla samej transformacji Laplace’a i dla statyki budowli, gdzie z reguly wystepuja
funkcje nieciggle. ‘

Przy tej okazji pragneliby$my zwrdcié uwage na rozpowszechnienie si¢ we wspol-
czesnym piSmiennictwie naukowym z dziedziny teorii sprezystosci i plastycznoéei
metod transformacji calkowych, a w szczegdlnodct na szerokie stosowanie transfor-
macji Laplace’a. Przoduja w tym autorzy polscy, o czym latwo si¢ przekonaé prze-
gladajac prace W. Nowackieco, W. DErsKIEGO, R. HETNARSKIRGO, J. IGNACZAKA,
S. KALISKIEGO, Z. MOSSAKOWSKIEI, W, OLSZAKA Z. PANKOWSKIEGO, W, PiecHoc-
XIEGO, P. PERZYNY, M. SOKOLOWSKIEGO, M. ZORAWSKIEGO i innych.

1. Rownanie linii ugiecia
Niech bedzie dana belka o zmiennym przekroju. ZwigZemy z nia uklad prosto-
katnych osi wspéhrzgdnych x, y, z (rys. 1). Poczatek ukladu znajduje si¢ w $rodku
cigzkosci przekroju pocza kowego (lewego), 0§ x jest skierowana wzdhuz osi belki;
kierunek osi y i z pokrywa si¢ z kierunkiem gléwnych érodkowych osi bezwladnodci
przekrojow poprzecznych.

1 Artykut ten stal sig podstawa do wydanej w Anglii w 1. 1958 niewielkich rozmiardw ksia2ki [5].
Ksiazka ta spotkala si¢ z Zyczliwym przyjeciem (w przygotowaniu jest drugie, powigkszone wydanie

oraz wydanie w jezyku japoriskim),
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Odsylajac czytelnika do pracy [4], w ktérej podana jest metoda rozwiazywania
zagadnienia wyznaczenia linii ugigcia w przypadku, kiedy funkcje opisujgce t¢ linig
ijej pierwsza pochodna sg nicciagle, zakladaé tutaj bedziemy ciaglo$é obu tych funkeji.
Z Na belke dzialaja obcigZenia pio-
nowe ziozone z sit skupionych P,
momentow skupionych M, obcigie-

<~ nia rozloZonego g¢(x), dajacego sig
/;%% okresli¢ za pomoca funkcji schod-

Q.

LS

kowych i momentu roziozonego m(x)

B , (o takich samych wlasnoéciach).
l Zmienny moment bezwladnodct
y . oznaczaé bedziemy symbolem I {x),
Rys. 1 a sztywnos$¢ belki na zginanie

przez B (x).

Przy tych zalozeniach zagadnienie na gruncie elementarnej teorii zginania belek
sprowadza si¢, jak wiadomo, do rozwigzania znanego réwnania réZniczkowego
linii ugiecia postaci

L MM
(1. y»eE=—g ®

Bezposrednio z definicji momentu zginajacego otrzymamy:

(1) ME)=My—Rox— 35 2 g dx — @)D+ o7 2‘ @ <x — b+

+ Z mg{x — aipgy — 2 my {x — Bidg — 2 Pidx — eovgy + 2 {Miyg, —
7 7 7 7
z @&
— [x—na@di+ [ m® at,
) b

gdzie My i Ry oznaczaja odpowiednio moment reakeji i reakcje na lewej podporze.
Po,_ dokonaniu transformacii obu stron rownania (1.1) zpajdziemy réwnanie

M
(1.3) 2Y () — sp0— Yy = “‘Q{B(S)}'

Na podstawie znanych wzordw z zakresnu transformacji Laplace’a znajdziemy

B{f(g)} 2”"2{3‘%5}“}3 {B (x)} Z 4~ {<(x37;i)2>m}+
N 21 f qiﬁ{ (xB (x?)2>b¢} + 2 mi£{<);u(_x;1i>:} -
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- Z ’”iﬂ{@?ﬁii} <B(x)> * Z Mk =<B (x)>af}

Buﬁzﬁﬂewwﬂ+e

— £

mﬁ 1{?"3 {m (x)}} -

Okreslajac transformaty prawej strony réwnania (1.2), zastapiliSmy dwie ostatnie
catki wystepujace we wzorze (1.2), na podstawie twierdzenia Borela o splocie? (3.15),
przez odpowiednie iloczyny transformat; tak np.

_1 1 ;
{gﬂ{q(x>}}=of(x~z)q(t)dr.

Drzielgc obie strony réwnania (1.3) przez s2 oraz stosujac do obu stron w ten sposdb
otrzymanego réwnania operacje £~1 znajdziemy réwnanie linii ugiccia
(1.4) ¥ = Yo-¥y %+ Mo Py (x)+Ro P2 (x)+5 (x).

Wprowadzili$my tu nastepujace oznaczenia:

1 1
a5 HE@=— L —Q{Bm}

a symbol § (x) oznacza jak w pracy [1] funkcje obciazenia, przy czym w tym przy-
padku
o1 (x — a)?
(L6) S(x)= Z 7 { S } _
(x— bi) ki
11— — 1
Z‘EQ l "B m}] Zm"”e l £ <B(x) }
x—f x— ¢
+Zlm:£ I‘EE B(x) ﬂ{}"FZP«z.Q Il .Q B(x) I
— 1 21 b
2 M2~ l {<B(x) m}] [ £ B(x)ﬁ ‘Q{q (")} ]
1 .
— O] e - 1 AR
2 1{ Q{B( 54 {S B{m(x)}}}]
Dla rozwiazania zagadnien brzegowych wygodnie jest zwiazaé reakcje My i Ry

Z warto$cia pochodnych y (x) w punkcie x = 0.
Jak wiadomo definicja sily poprzecznej Q (x) jest nastepujaca:

B (x)

S

00

+

2y

Ty z
(L7} @) = Ro+ an@ gy 2 g x — bk Y (PR [a(Bdt,

P b -
“gdzie g {(x) moze byé funkc;a schodkowq.

2 Por. Dodatek w [3].
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7 poréwnania wzoréw (1.2) oraz (1.7) znajdziemy nastgpujace zaleznosei:
1) jesli w obciaZeniu nie ma momentu rozloZonego, to-

(1.8) M'(x) =—Q(x);
2) jedli dziala na belke moment rozlozony m (x), to
(1.9) 8 M'(x) = —Q ()+m(x),

PIZY ézym w tym wzorze m (x) oznacza funkeje schodkowa okreélajaca caly moment
roziozony (a wige zaréwno staly my jak 1 zmienny m (x)).
Ze wzorow (1.1), (1.8) i (1.9) wynika, ze

(1.10) : My = — By ¥,
Qraz 7
(1.11) . Ry == By yo+Bo ¥y -

Przy wyprowadzeniu wzoréw (1.10) i (L.11) zalozyliémy, Ze Mo = M (0) oraz
Ry = 0 (0), a wige, e przekrdj x = 0 jest nicobciazony, co odpowiada zatoreniu
57(0) = §"(0) = 0.

Funkcja obcigZenia (1.6) jest uogShieniem funkeji (2.1.19) podane] w pracy [1]
i przechodzi w nia, gdy przyjaé B(x) = const oraz dopisaé wyrazy z dodatkowymi
obciazeniami. Podobnie réwnanie (1.4) jest uogdlnienicm réwnania (2.1.20), przy
czym dla B = B (x) funkcja '

{1.12) W (x) = yo+yo x+Mp D1 ()4 Ry Do (x)

w ogdélnym przypadku juz nie jest wielomianem, jak latwo sprawdzic.

Jak wynika ze wzoréw (1.5) funkcje @; (x) (i = 1,2) nie zaleza od obcigZenia
belki; zaleza natomiast od sztywno$ci B (x) = EI(x), a wigc (jesli £ = const) od
ksztattu przekroju belki. Z tego wzglgdu funkcje @; (x) (i = 1, 2) nazywal bgdziemy
Junkcjami ksztaltu. _

Funkcie @; (oraz inne wystepujace w rownaniu (1.6)) w konkretnych przykia-
dach obliczyé mozemy postugujac sig tablicami transformat, co w pewnych przy-
padkach i przy pewnej wprawie jest czynnoécia niemal mechaniczna, nie trudniejsza
od korzystania z liczhowych tablic matematycznych. W dalszym ciagu podamy
przyklady takich obliczen. '

Postaé wyrazdw wystepujacych w funkeji (1.6) (mimo, Ze jest dos¢ skomplikowana},
-formuluje jasny program obliczen.

. Przyklad. Obliczmy dla przykiadu funkeje obeiazenia S (x) dla obcigzenia roz-
lozonego

q(x)ﬂ%(l* x)2

oraz przy sztywnodci malejace] paraboliczaie

By

B =5

(612 — dlx-+x2).
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Program obliczenn w tym przypadku jest nastepujacy:
g 1 ! — £ 1 £-1 1, 2 2
S0 =G 27 Ller a2 2~ 2t ik

Mamy tutaj cztery etapy polegajace na odczytaniu tablic transformacji Laplace’a,
oraz na elementarnych rachunkach:

22 2
) L2{P =2ty =— =S+ (34),

- 1{ (lz 2, 2)}__12_1{12 2 2}_ ‘
2 52\ 5 2 ool -
12 x2 203 2x4

-
= T T3 T g 6P -4t (33).

x2 21
3) L{ }—-12? (3.4),

1 6q x4 x4
} 0 _ o (3.3).

4 S(Y)““*B {635 By 6.4l 41B,

Liczby w nawiasach napisane obok wzoréw oznaczaja formuly transformaciji
Laplace’a, na ktorych oparte sa poszczegdlne przeksztatcenia. Odpowiednie wzory
z zakresu transformacji Laplace’a, na ktérych opiera sie przeprowadzony rachunek
(i przeksztalcenia w dalszym ciggu pracy), zestawiliSmy w dodatku, punkt 3.

Nie zawsze, oczywiscie, obliczenia przebiegaja tak tatwo. Trudnosci powstaja
w przypadku, gdy tablice transformacji Laplace’a nie zawieraja funkeji pojawia-
jacych si¢ w obliczeniach. Trudnosci te mozna nieraz pokonaé opierajac sie na
glebszej znajomosci teorii transformacji Laplace’a. Mozna réwniez dokonaé obliczen
przyblizonych zastepujac niewygodne funkcje (z punktu widzenia transformacii)
innymi funkcjami stanowwccyml przyblizenie pierwszych (jak réwniez innymi spo-
sobami).

Jesli transformacja zawiedzie, mozna zadame wyznaczenia poszukiwanych funkcji
przenies¢ na grunt analizy matematyczne_], przepisujac wzory z symbolami 2 i £-1
w zwyklej postaci analitycznej bez tych symboli. Mozna tego dokonaé dzigki istnie-
niu wzoru Borela, okre$lajacego iloczyn transformat dwéch fankcii., Odpowiednie
wzory ozZnaczyliSmy w tablicach numerami (3.0),7 = 14, 15, ..., 18.

Podajemy ponizej zestawienie przeksztalconych funkeji pozostawisjac czytelni-
kowi wyprowadzenie ich jako latwe ¢éwiczenie z teorii transformacji Laplace’a:

1 1 : (x—Ddr
(1-13) Cbl (x) = - f- 1{ ﬁ{m}} JWa

ol N (e
(1.14) abz(x)—ﬁl{szﬁ{g(x)}}“o B@
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I.~J

(x — ) ' : (x—0@—addt
1.1 —
(19 { 21 }} B ’

(1.16) Q—l{;£{<3;‘("x;¢>m}} J (X—fL(ZI;Ci)dt’

1n {iz {<B(x)>a¢} f (xs—(gdr’

. T t
N RN I 1 o (=9
(L1g) 21 2{ £- l{szﬁ{q(l)}}}l~o ?adzof(t—r)q(r)dr,

B(x)

t

11 1 ()»
1.19 £ . -
(1.19) -1 2 B{B(x)ﬁ 1{ B{m(x)}}” D ToN ) (fm (1) dr.

Przedstawienie réwnania linii ugiecia w postaci (1.4) prowadzi do daleko idacego
uogodlnienia teorii belek o zmiennej sztywnosci. Istoinie, zwroémy uwage, Ze mozemy
postepujac droga wskazana w pracy [1] podaé rozwigzania dla poszezegdlnych
przypadkéw zamocowania belek jedno- 1 wieloprzestowych oraz podaé rozwiaza-
nia innych zagadnien teorii belek, stosujac nieskomplikowane metody matematyczne,
Podanie ogdlnego rozwiazania dla ustalonego zamocowania belki (ale bez pre-
cyzowania obcigZenia) daje duzg oszezedno$é pracy uzzytej na obliczenia.

Dalsza oszezednosé pracy uzyskaé moZna tworzac tablice funkeji ksztaltn &
(=12, Poniewaz, jaig juz powiedzieliSmy, funkcje te nie zalezg od funkeji ob-
ciaZenia § (x) ani od zamocowania belki (tj. nie zaleza od yq, vo, My i Ry 1 ewentual-
nie innych reakcji, ktore wystapia w przypadku belek wieloprzgstowych), to istnigje
mozliwoé¢ okreslenia z gory funkeji @; dla typowych, czesto wysiepujacych w prak-
tyce inzynierskiej ksztaltow belek i zestawienia katalogu tych funkcji.

Ustalenie postaci funkcji obciazenia 8 (x) wymaga jednoczesnege uwzglednienia
1 sztywnosci B (x) i obcigzenia dziatajgcego na belke. Mimo to okazuje si¢ wygodne
zestawienie tablic S (x) dia typowych obcigZefi i typowych ksztaltéw belek.

Wezory (1.13)-(1.19) wyprowadzit 5z. E. MIKerADZE, [6], metodami analizy
matematycznej.

2.- Linia ugiecia belek jednoprzestowych

Dla ilustracji podanej teorii przytoczymy kilka przykladéw. Bedzie najprodcie]
i dla czytelnika najkorzystniej, jesli przytoczymy przyklady z pracy [1]. Dzieki
temu rownies stajg si¢ zbyteczne szezegélowe wyjasnienia postgpowania, ktére
- prowadzi do odpowiednich wzordw.
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Przypadek 1. Belka obustronnic doskonale utwierdzona. Warunki brzegowe
* dla tego typu podparcia maja postaé: (1) yp==0, (2) ¥,=0, B y(D=01i (4
¥'(D) = 0. Stad réwnanie linii ugigcia (1.4) przyjmuje w tym przypadku postaé

.1 y = My @1 (x)+Ry P2 (x)+5 (x).

Warunki (3) i (4) prowadza do uklada réwnan liniowych na My i Ry:
My@ (N+Re Py ()= — SO,
My D+Ry D, () = — S' (),

ktore pozwalaja okredli¢ reakcje lewostronnego zamocowania:

e SOBO—-SOB0
0 DD, — Dy (D)D)
SO —SOo()
YT e (D) — B (D)D)

Podajac ogdlne wzory (2.1)-(2.3} dla belki na obu koncach sztywno zamocowanej
sprowadziliémy zadanie dla sprecyzowanego obciazenia, ksztaltu i wymiaréw do
okreélenia:

1) funkgji 5 (x) na podstawie wzordw (1.6),

2) funkeji ksztattu @, (x) (i = 1, 2) na podstawie wzordw (1.5) lub (1.13) 1 (1.14),

3) reakcji My i Ry na podstawie wzordw (2.3).

Czytelnik latwo sprawdzi, Ze wzory (2.1)-(2.3) przechodzg we wzory (2.2.2)-
{2.2.4) z pracy [1], gdy przvjaé, ze B (x) = const.

Przypadek 2. Belka w obu koncach przegubowo podparta, Warunki brzegowe
sa nastepujace: ‘

2.2)

(2.3l)

Dy =0, 3y =0,

2) Myg=0, 4 M({D=0.
Na podstawie (1.1) warunki powyisze sg rdéwnowaine warunkom: (1) py==0,
2y, =03 yD=0i y'(H=0. Stad mamy nastgpujaca lini¢ ugigcia

¥ = Yo x+Ro D3 ()+5 (),

{2.4)

‘ 8T
(2,5) RD - = @,2:(1) 3
1
= 7 S (O+R @2 (D]

W tym przypadku mamy do wyznaczenia tylko dwie funkc;e funkcje S (x)
i @, (x); nastepnie obliczamy state Ry oraz yg.

Dla ilustracji podamy przykiad 3 (rys. 2). Funkcja B (x) jest funkcja schodkowa
odeinkami stala postaci

B (x) = (B§H(BDsH (B s
3 Przvklad zostal zaczerpniety z 171, s. 14.
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a obciazenie stanowi sita skupiona dzialajgca w punkcie x = ¢ przy czym a < c.
Na podstawie (1.6)

P 1
(2.6) § (%) :Eﬁ‘l{;z—ﬂKx—c)}}-

Przedluzajac mySlowo nasza belke do oo (tj. zastepujac we wzorze (2.6) ! przez o)
na podstawie wzoru (3.6) (korzystamy z tego wzoru dwukroinie), znajdziemy

S*(x)—£ 1 {e_cs} -2 {(x — o)
6B, ¢

54

Nas interesuje funkcja S (x) w wezszym przedziale, wiec

P
2.7 S (x) = B, x — ).

Powyzej i w dalszych rozwazaniach wypadnie niejednokrotnie przedhuzaé funkeje
z przedziatu (0,7) na przedzial (0, oo). Jest to postgpowanie charakterystyczne
dla transformacji Laplace’a w zwigzku z definicja transformaty F(s) jako calki
oznaczonej w przedziale nieskoficzonym. Rygorystyczna dcistosé nakazuje funkcje
okreslone w przedziatach (0, /) i (0, o) oznaczaé téZnymi symbolami. Sygnalizujac
to dla uniknigcia niejasnosci bedziemy jednak uzywaé jednego symbolu dla fumkcji
w obu tych przedziatach, co jest wygodne i co przy pewnej wprawie nie prowadzi
do nieporozumien.

Jak wynika ze wzoréw (2.5) w rozpatrywanym przypadku wystarczy wyznaczyé
tylko jedna funkecje ksztaltu. Na podstawie (1.5); mamy

sr9- el b2l oY,

Ze wzoru (3.10) i (3.9) mamy

O P

B1 52 8
+ 1 (8—668 + ae—!;w e—ls le—ls)]}
By | s2 5 52 s )

Ograniczajac @, do przedzialu (0,7) opuszczamy wszystkie wyrazy, w ktdrych
wystepuja potegi e~%, co po wprowadzeniu oznaczefi

‘(28) B —B |
) p= BB, = a_Bl

By (x) = 21 {_ _ (14 - _ﬂw)}

daje
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i w konsekwencji na mocy wzordw (3.3) i (3.6)

ax3 B )
(2.9) Dy (x) = o g {r—aPt3alx — ad.
Czytelnik, ktéry podjal pewien trud, ‘ P
aby przesledzi¢ rozumowanie, ktére 1
doprowadzito do wzoru (2.9), moze

i |

mieé¢ pewng satysfakejg: funkcja ! :
(2.9) przyda mu sig do wielu innych ”% —
zadaf, jesli tylko pojawi si¢ w nich |fe— 2 o
belka ksztaltu przedstawionego na
rys. 2.
Nasze zadanie zostalo rozwigza-
ne. Istotnie, linie ugiecia okrefla Rys. 2
wzor (2.5h, a wystgpujace w tym
wzorze funkcie S (x) i Dy (x) okredlaja wzory (2.7) 1 (2.9). Majac te dwie ostat-
nie funkcje ze wzordw (2.5) znajdziemy '
_ PU—09
0= T

2.10

yoﬁ—aw[aﬁmﬁ(l—a)?' —3af( —~ a2 —Ia— P (I — o2

Usycie wzoru (2.5); do obliczenia reakeji Ry, oczywidcie, nie bylo konieczne, Zagad-
nienie sformutowane w przypadku 2 jest statycznie wyznaczalne i Ry mozna okresli¢
wprost z definicii tej wielkoSci na gruncie statyki.

Jedli ¢ < a, to jest jedli sila skupiona P dziala w punkcie polozonym na pierwszej
creéel belki o sztywnosei By, to.dla tego przypadku mamy juz zadanie czefciowo
rozwigzane, mianowicie mamy obliczong funkeje ksztaltu @, (x) wedlug wzoru (2.9).

Obliczamy wige tylko funkcje obciaZenia S (x). Na podstawie (1.6)

1 X—e~ ! P 1
S(x)=P£‘1{ST£{ e c}}=§?£-1{-s—2£{<x—c>g}}+
+ i L£-1 =j— L — et }} = i [.2‘1 {l(ﬁ {8 — e 2 {(1)“})” +
By 52 @ Bl 52 ¢ ¢

ol e b — ez o)

Stosujac wzory (3.9) i (3.8) dla obliczenia czterech transformat oraz wykonujgc
mnoZzenia przez 1/s2 znajdziemy

P e—cs Ce—cs e—as ae—us Ce-—cs Cemﬂ;s
S{x)= B £-1 p + — — — + +
1
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Po dokonaniu widocznych redukcji oraz opuszczeniv wyrazéw z potegami ¢~ %
(jako okreélajacymi funkcje S (x) w nie interesujacym nas przednale (l, co))
znajdziemy

e—GS e—ﬂ;s ae-—ﬂ;ﬂ ce‘"as
= p-1 — _
S(x) 1/2 { o o = + p }-l-
4 P -1 {e““s 4 qe—% ce“"”}
B, 54 53 53

Na mocy wzora (3.6) po prostych przcksztalceniach i wykorzystaniu oznaczef
(2.8), otrzymamy na funkcje obciaZeni nastepujace wyrazenie:

@21 Sx)= < o dx— )DL — B x —aP+3(a— o) (x — al}.

. Zadanie nasze w przypadku ¢ < a zostalo rozwigzane. Istotnie, mamy okre$lone
réwnanie linii ugigeia (2.5), funkcje ksztattu (2.9) oraz funkcje obciaZenia (2.11).
Na podstawie tych wzoréw znajdziemy
P
Sh=—lel—cP—pl—af 30—l —ap,
Sy =Pla—pH{— o),
1
D()=— G 0P — Il — @*+3a(l — aPl},
') = (a — B

a nastepnie

.12

P{l—¢)
Ry= ————,

t

Yo T 7 [S O-+-Ro @, (D).

Zastosujmy te wzory do przykladu liczbowego 4 dla nastgpujacych danych:
¢={3, a=¥§2, By =B B,=3B

Znajdziemy kolejno nastgpujace wiclkosci i funkcje:

2P 1 2

'R[):_m o = = —

513 ® l_l3 ,_17 P2
{2.13) 2()%§, =1

sor=gg = 3) 0,5 b g+ 5640

s

4 Przykdad zaczerpniety z pracy (6], s. 43-44.
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x 1 AR RSN
(2.13) @z(x)‘“@—@<(x——2*)+z-(x—3)> ,

fe.d. - 12

o=l S et e ] +
+ 118(’”“7’)2>:,2}'

Przypadelc 3. Belka jednym koficem swobodnie podparta, a w drugim doskonale
utwierdzona,

Alternatywa (2). W tym przypadku mamy nastgpujace warunki brzegowe:
M)y =0, | ® =0,
@ My=0 b ;=0 @ y(@=0.
Warunki te prowadza do nastepujacego ukladu réwnan liniowych:
Yo IH+Ro By (1) = — (D),
YotRy By (1) = — S'().
Stad réwnanie linii ugigeia jest nastepujace:
¥ = Yo X+ Ro P2 ()45 (),
S'() (D) — S 1) D, ()
1P, — & ().

ro— SO IS0
AR NO}

@14 =

Alternatywa (b). Mamy nastepujace warunki brzegowe:
My=0 @ y@H=0,
@ yy=0, @D MD=0 lub () =0.
Stad dwie stale wyznaczymy z ukiadu réwnafi
My Dy (D+Ry Dy (1) = — S (),
Mo B ())+Ro @5 (1) = — S"'(I).
Rowname linii ugigcia ma postaé
(2.13) y = Mo Py (X)+Ry D, ()15 (x),
_ SO P — SO
ey - 200
_ SO (D — (DS D ()
0B W) OB
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Przypadek 4. Belka wspornikowa jednym korcem utwierdzona.
Alternatywa (a). W tym przypadku mamy nastgpujace warunki brzegowe:
(1) My=0, @) y{H=0,
(2) Ro=0, @ yi)=0
Proponujemy czytelnikowi, aby sprawdzil, ¢ w tym przypadku otrzymujemy
jako rozwiazanie dokladnie wzory (2.2.18)1 (2.2.19) z pracy [1], tj. takie jak dla belki
o stalej sztywnosci. Jest to wige szczegdlnie prosty przypadek, gdyz nie trzeba
. wyznaczaé ani jednej funkcji ksztattu &; (x). Nalezy jednak pamigtaé, ze funkcja.
S (x) w tym przypadku jest inna niz podana w {1], gdyz zalezy od sztywnosci B (x).
Alternatywa (b). Warunki brzegowe przyjmuja postac
() y=0, () M)=0,
(2) vy, =0, @ R(H=0.
W przypadku belek o zmiennej sztywnosci warunku (4) nie moina zaslapi¢

warunkiem y'''(/) = 0. Latwo jednak wykaza¢ (pozostawiamy to czytelnikowi),
se uklad dwu warunkéw (3) i (4) jest rownowazny ukladowi

@) yMH=0 &) y"'NH=0

Te ostatnie warunki w naszej metodzie dadza si¢ bezposrednio wykorzystaé.

Po tej uwadze latwo stwierdzimy, ¢ mamy dla rozpatrywanego przypadku ukiad:
rowna

C My® D) Re®y () = — 87D,
Mo®] D+ Ry @y (1) = — 8()

oraz roéwnanie linii ugiecia
(2.16) y = My @ (x)+Ry P2 (x)+5 (x),
gdzie

_ SO0 5" 0 0) _ SV —STH ()
Y AT A UM AL ORCAOTEO)

Wzory dla alternatywy (b) warto bylo wyprowadzi¢, ale tylko w tym celu, aby’
w praktyce obliczeniowej nigdy ich nie uzywaé. Sa one bowiem (w pordéwnanin.
ze wzorami alternatywy (a)) bardziej skomplikowane i obliczenie na nich oparte
bedzie wymagalo znacznie wigcej czasu. NaleZy raczej alternatywe (b) sprowadzié-

o do-alternatywy (a) przez umieszezenie poczatku ukladu na drugim koncu belki
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oraz przez zZmiang zwrotu osi Ox. Jest to dobry przykiad, jak trafny wybdr ukladu
wspohrzednych upraszeza obliczenia.
Przypadek 5. Belka wspornikowa. Odsylajac czytelnika do objasnied podanych
w {1] dla analogicznego przypadku, tutaj podajemy jedynie gotowe wzory.
Warunki brzegowe

M yE@=0, @ M(©H=0,
(3) My=0, (&) R(H)=0.

Warunek (4) moze byé zastapiony warunkiem (4") y"'(/) = 0, a-warunek (6) (po
wykorzystaniu warunku (4)) warunkiem (67) y'"'(f) = Q.

Z powodu istnienia podpdr wewnatrz przedziatu (0, I) pojawia sie reakcje Ry i Ry,
a odpowiednikami ich w rownaniu linii ugiecia beds wyrazy

el Gyl me el Gl

Przyjmijmy dwa nowe oznaczenia:

Dp(x) = £2-1 l { };“(;; }}

_cbza(;c)ﬁﬁ‘{ { B(x) }}

Przy tych oznaczeniach réwnanie Hnil ugiecia jest nastepujace:

2.17)

(2.18) ¥ = Yo-+¥g %+ Re Do (X)+Rg Daa ()-S5 ().

Dla wyznaczenia czlerech niewiadomych stalych mamy dwa uklady réwnaf,
z ktdrych kaidy zawiera tylko dwie niewiadome. Po dokonanin odpowiednich
rézniczkowan i wykorzystaniu warunkéw (4) i (6°) znajdziemy

Re Dy (I Ra Dy (1) = — 8",
Re @y (D RaByy (1) = — §7'(1).

Stad mamy nastepujace reakcje:

P

_ S P (1) 5O Py (1)
C @ (D Do (D) — Dy, (D Pog (D)

_ SO Dy (1) — 87D Pha (D)
LT D) Do (D) — Doy (D D (D)

(2.19)
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- _.:'Z;'-'ij‘%{zglqdnienie warunkow (1) 1 (2) daje uklad réwnan
. Yoty e = — Sg (e,
Yo = Yy d = — Sp(d),
gdzie symbolem Sg (x) oznaciylis’my funkcije
Sg (¥} = Re e (x)-+ Ra Poa (x)-+S ().
Stad

dSy (€) — eSg(d) , Spld) — Sg(0)
(2.20) Yo = R(?_;R ) yOZ"R—é“:fE"-

Przypadek 6. Belka w jednym koncu utwierdzona oraz podparta w pewnym
punkcie x = c.
Warunki brzegowe:

(1) yo=0, @) R()=0,
2 y, =0, (5) ¥ (¢) = 0.
(3 M{Iy=0,
Uktad warunkéw (3) i (4) jest réwnowazny ukladowi (3°) y"/() = 0, (4") y""'(/) = O.

Przy podobnych oznaczeniach jak w przypadku poprzednim znajdziemy na linig
ugiecia réwnanie

@.21) » = Mo @y ()R Py (x)+ R ()+8 (x).
Trzy niewiadome My, Ry i R wyznaczymy z ukladu réwnan

My @ (D+Ry D) (D +RPy (1) = — S7'(D),
(2.22) My D) (0)+ Ry P2 () +-RPye (¢) = — S(c),
My @ (D+Ry Dy (N-+RP5, (D) = — S7(D.

Przyﬁadek 7. Belka w obu koficach przegubowo podparta i obeiazona dodatkowo
momentami: odpowiednio momentem M, i M na lewym i prawym koncu.

Zadanie to rozwiazemy ta sama metoda, jaka zastosowaliSmy w przypadku
analogiczaym w {1]. A wiec przyjmiemy, Ze w przgsle dziala na belkg obciaZenie,
ktdremu odpowiada funkcja S {x), oraz dodatkowo dwa momenty M; i M, od-
powiednio w punktach x = d; 1 x = ds, przy czym dy # 0 oraz dp # I Takiemu ob-
cigzeniu odpowiada zgodnie ze wzorami (2.5) i (1.6) nastepujace réwnanie linii
ugiecia:

(2.23) =y xRy By (VHS (),
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gdzie
S (x) = S (x)--M; Byg, ()+M Py (),
224 R=— O
( . ) 0 @;’ (l) »
, 1 _
%o == [5O+Ry @2 ().

We wrzorach tych przyjeliémy oznaczenia:

(2.25) Brg, () = — L1 {é 2 {<B;x)>:}}, P 1,2

Zastapimy we wzorach powyzszych funkcie S (x) przez jej trzy skladniki na pod-
stawie (2.24);. Ze wzoru (3.2) i (1.5), mamy

Dy (x) = — <$>Z i=1,2;

- M
R R 1

' i
D, ()= —=——.
Jedli uwzglednimy powyssze wzory oraz dokonamy przejécia grénicznego dy =0,
dp — I, to wzory (2.23}) i (2.24) przyjma postaé nastepujaca:

¥ =y XMy @y (x)+Ry Py (x)+5 (),
1
Ry = — 7 BOS'(D)— Mi+M;],

’

i
Yo = T 7 ISOAM @1 (1)Ko P2())-

Zadanie nasze zostalo rozwiagzane.

Opierajac sig na wyprowadzonych wzorach dla przypadkdéw 1-7 oraz stosujac
do ich wyprowadzenia metody podane w [1] mozna rozwigzaé réwniez inne zagad-
mienia z teorii belek o zmiennym przekroju, a w szczegdlnoscei odpowiednie zagad-
nignie omowione w [1].

MozZna wige w szezegdlnosci wyprowadzi¢ réwnania linii ugiccia dla belek wielo-
przgstlowych i uzyskaé rozwigzania dla réznych zagadnied brzegowych, mozZna
napisa¢ réwnania trzech momentéw, w ktorych wystapiag wprowadzone przez nas
funkcje S (x)} i @ (x) itd. Pewns zaleta tak zbudowanej teorii jest do$¢ duza jej
ogblnodc oraz jednolitosé metody czysto analitycznej. Temat ten jednak wykracza
poza ramy tego opracowania.

3. Dodatek

Ponize] zestawiamy tablice transformat laplace’a, ktdére zostaly wykorzystane
W pracy.



[=2]

Tablica transformat .2 {f(x)} = f e f(x) dr == F(s)
0

Nr

3.1

3.2)

3.3

6

(3.5)
(3.6)
a7
(3.8)
{3.9)
(3.10)

(3.11)

(3.12)
(3.13)
-(3.14)

G.15)
(3.16)

(3.17

- {3.18)

F(s) fix)
F{s) L=1{ ()}
F d £-1 L F{(s)
gr—k ) ;x;[ {;; (s }]
1 xr—1
s (n—1!
n!
snt1 x"
e~ F(s) Slx—apy
e—as ()C . a)ﬂ“"l o0
s (n— 1‘)!ﬂ>a
Fi(s)e o — Fa(s)e™bs @RE, i =fleta),  LG) = fx+D)
e‘—‘as e be b
§ ] <1/ a4
g—as ae—as g—bs be—bs 5
52 s 2 5 <x>“
1 e—ss  gees a
P R %
X
F(5) [Gy () 6= — Gy (5) e~ 03] ff(xwt)<g(r)>g dt; gix)=glxta), gAx)=gx+b)
)

1
- [G1{s) e — Gz (5) e—b7]
F(s)G(s)e s
1 .
— G(s)e e
sh
F(s)G(s)
1
2P {g )}

%ZB {{g D}

)

1
(n—1n!

f (x — =1 {g ()4 at

f fx—1) gt —a> dt

x
1
Frm— [—ar=1gu—appar

a

[rosa—na wo  [rac—ngwa
0 . - 0
f(x_-:)g(x)dx
0
Ja—ndeopea

X X

Je—nroafema
Y . 0

{4441
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Pesowme

TIPUMEHEHUE IIPEOBPA3OBAHWIS JIAYIIACA W CTYIIEHYATBIX ®VHKIIUNA
K TEOPHH BAJIOK TIEPEMEHHOM KECTKCGCTU

TIpAMeHaT TEOPHEO CTYHEHYaThIX GYAKImA ¥ npeobpazosamme Jlammaca, aBTOD HpeAnaraet
MeTon pemerms puddeperpaisaoro ypasienas (1.1), BIHBOECHHOTO HA OCHOBE HIIGMEHTAPHOH
Teopmm m3tuba B 3amade, Kacaromelica OankE mepeMeHHOE secrkoctd, Ilpmeoasres mee dopmbr
pemenus: mepeas — omeparcepmas ¢ pomomeio dopmyn (1.4)-(1.6), B XxoTopoH CymecTsyROT
onepatops apeobpasoranua Jlamnaca £ u £—1; propas—anammradeckas 6es camsonos £ 1 L1,
onpegeneraay dopmynamm (1.4) @ (1.13)-(1.19). 2Ta ®Bropas ¢opMa COBOAFAET C peINeHAEM
HI. E. Murenanze ms pabotw {6].

Jaercs mpEMep HCOOAL30BAHMA ONCPATOPHCH (OPMSI B PeIlcHEH KOHKPETHOR HHTEIPaNbHON
3304494,

Bo BTODOH YACTH NAETCHA METOH DEIICHAd KPaesrix 3a7ay4. C JOMOLIBIO 3T0T0 METONA MOXKHO
PENIETE KOHKPETHYES KPAERYE) 3amady 0e3 TOYHOrO ofpemeNicHus Harpyskm OGanswm, Braromaps
sroMy poctdraercs Oosibluas ODIIHOCTL ¥ SKOHOMAS TPYHR, BRTPAYCHHOIO OPH CTATHYECKHX
pacderax B MEXAHVKE COOPYXKCHEH.

Summary

APPLICATION OF THE LAPLACE TRANSFORMATION AND THE THEORY OF STEP
FUNCTIONS IN THE THEORY OF BEAMS OF VARIABLE RIGIDITY

By applving the theory of step functions and the Lagplace transformation the author gives
a method for solving the differential equation (1.1) derived on the grounds of the clementary
bending theory and concerning the problem of a beam of variable rigidity. Two sclution methods are
described, The first, operational method, is based on Egs. (1.4) — (1.6) the operators of
Laplace transformation, £ and 2—1, being involved. The other method which is analytic
(the symbols .2 and .£2—1 being no more used) is based on Egs. (1.4) and (1.13)—(1.19).
The latter method coincides with the solution of SH. E. MIRELADZE, [6].

An example shows how the operational form of solution can be used to solve a particular
engineering problem,.

In the second parth a method is proposed for solving boundary wvaiue problems. This
method can be used to solve a boundary value problem without precising the load on the
beam. Owing to this considerable generality and economy of labour is obtained in computa-
tions of structural mechanics.
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