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Zestawienie wazniejszych oznaczen
x, & 1  liczby rzeczywiste, zmienne niezaleine, elementy pola funkcji,
p(®), z(x), { (x) wartodei funkcji w punkeie x, '
{r O} {z()}L{{(x)} funkcje jednej zmiennej, elementy pola funkcjonatu, zmienne
niezalezne funkcjonah,
x({p (), J({p (x)}) wartodci funkcjonaléw, funkcjonaly,
Np noénik funkeji {p (x)},
II, I' zbiory funkcii, pola funkcjonatéw,
lov = [a, b] przedzialy domkniete,
{P/(x)} ekstremala funkcjonalu y ({p(0}) w zbiorze I, funkeji
{p (x)} dla integralnego maksimumn,
{#, (%)} ekstremala funkcjonahr y {r )} w zbiorze I' funkeji
{p (x)} dla integralnego minimum,
ol suma zbioréw 71 T,
T iloczyn zbioréw ITi T
I\ I' réinica zbioréw IT i T,
I = I' jest podzbiorem I
1
Podstawowym czynnikiem w ocenie sit wewngtrznych kadluba okretu przy zgieciu
ogdlnym jest whasciwe okredlenie zbioru mozliwych obeigZen zewnetrznych okretu
w procesie eksploatacji, wynikajacych miedzy innymi z istnienia rozaych standw
zatadowania, stanéw zapaséw, balastu i obcigZenia cigzarem konstrukeji i wyposaZe-
nia,
W pracach [1-5] rozpatrywano szereg probleméw tego rodzaju dajacych mozh-
woé¢ stosunkowo szybkiego obliczenia obwiednich sit wewnetrznych dla UProszczo-
nego modelu kadtuba o burtach prostopadiych (kadtub walcowy) i tadunkéw statych
oraz ptynnych jednorodnych, [1,21 5], i nigjednorodnych, [3 1 4].
Dzigki zaloZeniu walcowego kadtuba problem jest liniowy i podlega zasadzie
superpozycji, co znacznie wlatwia zaréwno pojgciowe, jak i numeryczne uporzad- _
kowanie zadan. W szczegélnodci otrzymuje si¢ wtedy np. catkowity niezaleznoéé,'_.'“
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fu aéego o'd:; fali i-momentu gnacego od fadunku i zapasow, jezeli dodai-
"z'yjmi'éiﬁy statyczny rozklad cifnied w wodzie.

_ym1en16iie wyziej opracowania rozpatrujg glownie problem ekstremum sit
"ewriiﬁr'znyéh w zbiorze stanéw zatadowania wynikajacych z ustalonej geometrii
adownj i wszystkich mozliwych stanow podrednich oraz dla tadunku nicécisliwego
":iéé'graﬁiczoﬁézi'podziﬁlnoéci. Takie zbiory stanéw zaladowania zawieraja réw-
js elementy nie wystepujace w praktyce. Np. stany zaladowania dajace prze-
lebienie na dziéb nie sg dopuszczalne chociazby ze wzgledu na pracg §ruby.

; Niniejsza praca dotyczy pewnej klasy problemow wytrzymalodciowych olaretu
“waznych zaréwno dla rachunkéw kontrolnych jak i projektowych, kidre sprowa-
" 'dzaja si¢ do zagadnienia ekstremum funkcjonatu liniowego okreSlanego typu w pew-
nym podzbiorze wszystkich mozliwych standéw zaladowania wyznaczonym przez
dodatkowe warunki, tzn. warunki poboczne o konkretnej interpretacji technicznej
okredlajace pewne whasciwosci eksploatacyjne konstrukcji.

2

Niech bedzie dany walcowy kadiub statku (o burtach prostopadtych) odniesiony
do ukladu trzech osi x, y, z tak, Ze 0§ x pokrywa sig zawsze z krawedzig przecigeia
plaszczyzny symetrii statku z powierzchnia swobodna wody, of z lezy w plaszczyznie
symetrii statku, jest skierowana w dél, a 0§ y jest prostopadia do osi xz. Poczatek
ukladu wspolrzednych przyjmiemy tak, aby byl spelniony warunek

Ly
2.1 ka(x) dx =0,
L

gdzic Ly i Ly oznaczaja odpowiednio wspdhrzedne rufy i dziobu, k (x) =y, B (x)
sztywno§¢ hydrostatyczna podioza, y,, cigzar whasciwy wody oraz B(x) szerokoS§¢
statku.

Niech ¢ (x) bedzie obcigzeniem ciaglym od stalych cigzaréw kadtuba, natomiast
F{x) obciazeniem cigglym od ciezaréw zmiennych. Parametry zginania kadtuba
mozemy wtedy przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

linia ugigcia lub zanurzenia

2.2) - v (%) = ax+f,
gdzie
Ly Ly
My ' Qo 1
M3 2 s %1 %] .
L: L, '
(2.3) Qo= f@f’ (&Hrds, M= f Ep (&) dt,
, L £
L, L,

M = fk(é)dé', ny = f@k(f)df.

L L.
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Moment gnacy w punkcie x
L

L
2.4y M(x)= f o (&) m (&, x) dE+- f F{&)ym (& x) dt,
Ll i

1

gdzie m (f, x) jest funkcja wplywu postaci

x, z,
: nk () k ()
xo—rf—-ff(XO:”??)_—_% dﬂ_f(xo—??)—“d??s
- L, L

jesli £ < xq,

25 mEx)=1 " . x..

B : i k

— £ f'('xo — ??)?7 S?)d?? — f(xo - ﬂ)“gldﬂ:
LI_ o . L,

»

jesli xp < £

Podobnie mozna réwniez przedstawié inne parame;try zginania, w ktérych czesé
zalezna od cigzaréw zmiennych bedzie podobnie jak zanurzenie v (x) w punkcie x,
kat przegichbienia a lub moment gnacy postaci
Fy

2.6) JEE@) = [ @ FE d,

‘ 2
gdzie j(&5) jest odpowiednia Tunkcjz wplywu. Zagadnieniem ekstremow takich
funkcjonaldw w podzbiorach zbioru

2.7 I'={F(®}, 0 < F(§) < Fy(8)],

zajntiemny si¢ w dalszej czgdci pracy. We wzorze tym Fy (£) jest dana funkeja od-
powiadajaca obciazeniu przy wypelnianiu wszystkich pomieszezenn fadunkowych
ladunkiem jednorodnym (lub zbiornikéw zapasami), a kazda z funkcji F(&) el
jest catkowalna w sensie Riemanna,

:

3

Zajmiemy si¢ szczegdlnymi podzbiorami I7 zbioru I’ okre$lonymi przy pomocy
funkcjonaléw typu (2.6) w nastgpujacy sposéb.
Niech bedzie dany funkcjonat liniowy
L,

(3.1) r({p D= [#@p ) de
okredlony w’zbiorze -

3.2 I'={{p(0}, 0< px) <po(x},

gdzie »(x) oznacza funkcjg okreslong i przedzialami ciagla w [Ly, L], a p(x) okre$lone
1 calkowalne w sensie Riemanna w tym przedziale. Okrelimy podzbidr IF zbioru I'
nastgpujaco:

(3.3) T={p @}, {p}el, B< x{({r()) < 4},
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gdzie A i B sa to dane liczby, Oczywiscie w praktyce projektowej czy eksploatacyjnej
okretu zdarzaja sie réwniez przypadki, w ktérych zachodzi koniecznodé wyznacze-
nia podzbioru I ciagiem skorczonym nieréwnoéci narzuconych na rézne funkcjo-
naly liniowe. Zbidr 7T jest wtedy okreflony nastepujaco:

G4 T={{pW®}, p@iel, B, <z ({r®@) <4, o=12,..N,

gdzie obydwa ciggi liczb {4,} i {B,} oraz ciag funkcjonatéw liniowych {y,}, ¢ =
= 1,2, .., N sa dane.

. Nie badajac na razie warunkdw, przy kiorych zbidr 17 np. pokrywa sig ze zbiorem
I Tub jest pusty, co ma niewatpliwie znaczenie praktyczne, gdyz rozsirzyga w pierw-
szym przypadku o zupelnie mnieistotnych dla konstrukeji Zadaniach, natomiast
w drugim o niemozliwosci zrealizowania konstrukcji o zadanych wilasnodciach.
Przejdziemy do przedstawienia szeregu przykladow najprostszych warunkéw po-
boczych o konkretnej interpretacji technicznej w okrgtownictwie.

W przypadku przewozu masowego ladunku jednorodnego, np. rudy, nosno§é
statku wyczerpuje sie przed pojemnoécia fadowni i koAcowy stan zaladowania nie
jest jednoznaczny. Funkcjonalem y jest tufaj cigzar przewoZonego ladunku, tzn.

Ly
(3.5) 1({p @) = [ pax,
L,
natomiast zbidr I bedzie

Ly Ly
(3.6) H={{p)}, pMiel, 0< fp(x)deP.n< jPD(x)dx,
L, L,

gdzie Py, oznacza no$nosé statku. Pytamy zwykle w tym przypadku o ekstremum
sit wewngtrznych w zbiorze 1.

Cresto moze si¢ réwniez zdarzyé problem koniecznoSci ograniczenia sit wewngtrz-
nych w kadlubie podczas eksploatacji. Stawiamy wtedy pytanie, jaki maksymalny
ladunek mogna przewiezé danym okretem przy ograniczeniu momentn gnacego
(od géry i od dohu) w wielu punktach x;. Ciag funkcjonaléw yx, bedzie wiedy

Lz
G 1. ({p @D = [ m(& x)p @),
L

natomiast zbiér I7 bedzie
. L

3.8 < {p@ (PG ell M,< [ m(Ex)p@) ds < M, 0=1,2,.., N},
L
gdzie ciagi {M,} i {M,} sa dane.
Po wyznaczenin ekstremalnego ladunku QOma.x moZemy rozpatrzyC ekstremum

momentu w kazdym innym punkcie xp # x,, 0=1,2,.., N w podzbiorze
L,

39 I={{p®}L {pWiell M, < [ m&x)p@d <
) Ly

. Ly
<M, 0=1,2,.,N0Z [ p(§df < Omax},
L

otrzymujac obwiednig momentéw przechodzaca przez dane punkty.
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Jednym z istotnych warunkéw dobrej pracy Sruby, a zatem pewnych wlasciwodel
morskich statku, jest zapewnienie minimalnego zanurzenia rufy. Warunek ten moze
réwniez eliminowaé ze zbioru znaczng cze$é standw zaladowania. Sformutujemy
ten warunek dla dowolnego przekroju x kadiuba #adajac dodatkowo, aby byt on
spelniony dla kazdego stanu zaladowania {p (x)} przy wszelkich stanach zapaséw
{z(x)} ustalonym obciazeniu {¢ (x)} od konstrukeji i wyposazZenia.

Niech zbidr wszystkich standéw zaladowania I bedzie

(3.10) IF={{p®} 0<p® <pe(0),
natomiast zbidr wszystkich standw zapasdow
(3.11) Z={{z(x},0<z2(x) < z()}.

Zanurzenie w dowolnym punkcie x; bedzie zgodne z (2.3), gdzie
(3.12) F(x) =px)+z(x).

Dzieki liniowoéci zadania

My
G.13) w(xi)~~—xi+—+ fc;(g)p(s)dg+f5(s)z(s)ds,

DIZY czym

Ex;
(3.14) () =—4+—
: 2 1
Oznaczamy minimalne narzucone zanurzenie w punkcie x, przez Ymim. Mamy
wtedy

(.15 T () 2 Yo
Podstawiajac (3.13) do (3.15), otrzymujemy latwo
Ly M,
616 [ €@p@©d>omn— x i-——fccs) (© de.
LK,

Poniewaz warunck ten ma byé spelniony dla kaidej funkcji ustalonej {p (x)} e IT
przy wszelkich {z (x)} € Z, zatem potrzeba i wystarcza, aby byt spetniony dla przy-
padku, gdy funkcjonal

L,
@317 | Jt@=@a,
L,

osiaga minimum w Z.
Zamiast (3.16) otrzymujemy zatem

L, .
(3.18) Je@p®d =4
L,
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gdzie
L,
My O 1—sgn £ (&)
(3.19) szmin“"*;;m“;;— f?z—zo(é)df.
Iy
Wprowadzajac zatem oznaczenie
. I,
(3.20) 1{r@®D = [L@p @,
L

mozemy okresli¢ zbidr IT nastgpujaco:

(3.21) I={{p®}, (p@el) x({p®}) < 4}

i rozpatrywaé ekstremum innego interesujacego nas parametru w tym zbiorze,

Analogicznie moZna wyprowadzié warunki dla okreslenia zbioru I7 ograniczo-
nego tangensa kata przeglebienia o, ktéry np. w procesie eksploatacji na morzu
nie moze prowadzi¢ do duzych przeglebied na dzidb. Napiszemy tutaj réwniez
ten warunek dla wszelkich standw zatadowania {p (x)} i wszelkich standéw zapaséw
{z (x)}} € Z analogicznie jak w poprzednim przypadku.

Przyjmujac dolne i gbéme ograniczenie tangensa kata przeglebienia oy i ap
i korzystajac z réwnaf (2.2) i (2.3} otrzymujemy fatwo w podobny sposob jak po-
przednio

(3.22) A< 1 ({p©®)) < 4,
gdzie

L,
1(p @) = [ Ep@d,
L, :
R ’ L.
(3.23) A=myo—My— [ E20(8)dE,
L

L,
A=may— My— [ Ez9(&)dE.
0

Podzbi6ér II bedzie zatem okreslony w nastgpujacy sposéb:
G249 H=|{{pw}, {piel 4<z({rc)) <4}

Wasnym zagadnieniem w szczegdlnosci dla statkéw $rodladowych jest problem
wytrzymatoéci dna na obcigZenie fadunkiem i obciaZenie hydrostatyczne. Wyzna-
czymy zbiér II dla przypadku ograniczonego obciaZenia dna danego w przedziale
[x1, X2]; oznaczajac przez h(x) cigzar wlasny dna mozemy zgodnie z p. 2 napisaé
obciazenic ciagle dna w punkcie x € [xy, x3] W postaci

(3.25) g () =pE+h(x) — kx4,

gdzie zakladamy, Ze w rozpatrywanym przedziale nie ma np. zbiornikéw z zapa-
sami. ‘
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. Niech @ oznacza calkowite obcigZenie dna. Dokonujac podstawien zgodnie z p. 2
otrzymujemy latwo

Qa) de—

(3260 Q= fp(&)déﬂ-fh(e?)d&%fk(rf)(—ﬁ-i-

B f [ f "(x)( z)dx](P(f)-!—Z(vE))dS..

WprowadZmy nastgpujace funkcje wplywu:

— . s EE[L1=L2]=
f k(x) ( ) dx, - jesli £e e, %ol
B27) u(@®=

x& 1

_ f k(x) (%—2 ;-1") dx, jesli & e [xg, x0]

oraz 1

” x& 1
(3.28) w&)y= f k() (—— + —) dx.

Hy Ll

Ty
Mozemy napisaé (3.28) w postaci

L,

(3.29) 0= [u@PEdE+ f w (&) z () &+ j a () dz,
. ;
gdzie
" o
(3.30) a(«f)—h(&) k(E)( Ml)

Narzucajac teraz dolne i gorne ograniczenie obciazenia dna Qp i Op dla kazdej
funkcji {p(x)} przy wszelkich {z(x)} e Z otrzymujemy nast¢pujacy podzbidr /£
zbioru I

(3.31) I={p} {p@ieli A<yx{p}) <5}
gdzie
L,
(3.32) ’ (@M= u@r©d,
Iy

: 7 1—sgnw{f) 7
A=Q0—f—2—zo(5)d§“fa(§)d5,

&y

1L, *y
_ Flsmw
B=Qo——fL?"zzo(s)d§~fa(s)ds.
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Problem powyZszy jest istotny rownieZz z innego punkiu widzenia. Wiadomo
z praktyki okretowej, ze obliczenia wytrzymaloséci dna dokonuje si¢ niczaleinie
od zgiecia ogéinego i dla zgiecia dna narzuca si¢ zupelnie osobne kryteria. W ujeciu
przedstawionym w niniejszej pracy kryterium wytrzymaloéci dna moze byé pola-
czone z zagadnieniem wytrzymalodci ogélnej. Zbudujemy ogolny warunek po-
boczny dla tego przypadku obejmujacy zaréwno problem dla statkéw morskich
Jjak réwniez dla statkow Srodladowych,

Niech {p (£)} bedzie obcigzeniem od Iadunku {p(O}el, {z (5)} obciazeniem
od zapaséw {z(&)}eZ, {p(&)} stalym obcigzeniem konstrukcji i wyposazenia,
m (£, x) funkcja wplywu momentu dla statku w przekroju x oraz wg (x) wskaznikiem
przekroju kadluba dla dna. Wtedy naprezenia rozeiagajace lub $ciskajace wzdluznik
denny beda zalezne od zgigcia og(’)lnego w przekroju x:

M (x) m (£, x)

{3.33) oy = W(x)— = We () ———[p &)z (E) o (O] dE.

Ly
Poniewaz rozpatrujemy tutaj jedynie symetryczne obcigZenia dna wzglgdem
plyszezyzny symetrit statku, przeto zadanie jest jednowymiarowe, a wspélrzedna y
bedzie jedynie parametrem,

Niech {# (&)} oznacza stale obcigzenie dna jego cigzarem konstrukcji i wyposaZe-
nia, r (%, x, y) — funkcje wplywu momentu dla dna w punkcie o wsp6lrzednych
x, ¥, V(§ %) — funkcje wplywu zanurzenia w przekroju x oraz Wi (x, ») wskainik
przekroju dla wybranych witékien skrajnych wzdiuinika. Niech wreszeie {p (£)}
i {z(&)} obciazajag dno bezpoérednio. Wtedy naprezenia we wzdhuzniku dennym
"‘wWyniosg

(5 x,¥)

63 o= | s

{p &+zE+h(E) -
I,

— f Vin, & [p )+z )+o ] dy } dt,

o po uporzadkowaniu daje

.
rE %) r(nxy)
(3.35) f =WR w ) Wetr y)"(’?) Vi, n)} (p O+z(H) d&+
L

'L 1

L; L,
(6 %) r (1, %)
e Bi@a— [ | [ eskavena) oo

¢ T Ll

Przy sztywnosciach wzdluznikéw spotykanych w konstrukcjach okretowych obydwa
Zadania podlegaja zasadzie superpozycji, tzn. catkowite naprezenia we wzdhzniky
‘W miejscu x, y i we widknach skrajnych wynosza ¢ = ¢1+09
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{ub
L

(336 o= [w@&x»p© d§+fuo (&, x, p) 2 (§) dE+

L,
Ly Ly
+ [u 6500 @ d+ [ u (€ x ) h @ dE,
L, ‘ L,
gdzie
4 m(&x) (& xp) (1, x, )
UCEE R ACRE Ao k Pt OV 61

Ly

mE&n )

330 w (& xy = We ) W (x, k () V(& n)dn,
(&, x, 1
uz(E,x,y):I'WfR—(“z‘%-

Mozemy teraz narzucié laczny warunek, aby wypadkowe naprezenia ¢ w dnie
miescito si¢ w granicach danych naprgzen dopuszezalnych, tzn. aby

(3.38%) 6<o<o,

gdzie o i o sg dane. Zakladajac, ze warunek ten ma by¢ spelniony dla kazdej
ustalonej funkcji {p (£)} w zbiorze wszelkich z (£) e Z mamy

(3.39) A< z({p®P <4
gdzie
L
(3.40) 1 (p @) = [ w&x)p@ds.
Natomiast "

L3 ’
B 14-sgnw
(34l) Ad=7o— fﬁ——“uo(é X, y)ZO(E)dE-

— f [0 &, %, 9) 9 (&) 12 (&, %, 9) B ()] i,

_ o 1 —sgnuy
3.42) A:g—f—z—uuo@,x,y)zo@)dw
Ly

— f [y (& %, 9) 9 (+ 13 &, %, 3) h ()]

Ly

Istnieje réwniez wiele zagadnien, ktore wymagaja spetienia warunkdéw po-
bocznych w postaci nicliniowegj. Tak np. latwo wykazaé, ze odleglos¢ Srodka
cigzkosci kadluba od dna (niezbgdna dla oceny statecznosci poprzecznej) jest
funkcjonalem nieliniowym obcigzenia zmiennego {F(x)} kadiuba okrgtu. Pewne
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'waf.u'nki poboczne nieliniowe daja si¢ jednak po odpowiednich przeksztalceniach.

" sprowadzié do liniowych. Np. moga to byé warunki postaci

. A+ ({F()))

gdzie A, B, C; 1 Cy sa to dane stale, a y; i ¥ funkcjonaly liniowe typu rozpatrywanego
w pracy. Nalezy tutaj zbada¢ znak mianownika By, ({p(x)}) w zbiorze I'i istnienie
miejsc zerowych, a nastgpnic rozwigza¢ nier6wno$é (3.43) mnozac ja przez.
B+ ({F (x)}) 1 rozwiazujac wzglgdem odpowiednich kombinacji liniowych funk-
cjonalow y; 1 x».

Przykladem technieznym takiego zadania byloby badanie obwiednich momentéw
w zbiorze standéw zatadowania ograniczajacych od géry i od dotu iloraz momentdw:
gnacych w przekroju ustalonym xg i przekrojach x;, i = 1,2, ..., N, zapewniajacych
zatem rownomierny wzrost obciaZenia kadluba przy jego ladowaniu.

Oznaczajac jak porzednio przez {g (&)} cigiary stale, {F(&)} cigzary zmienne:
i przez m (¢, x) funkcje wplywu momentu, dostajemy

Ly
o+ [miEx) F&) de
Ly

(3.44) B < T - < By,
Ai b [ m(E x) F() de
Ly
gdzie
Ls
(3.45) Ai = f mE x)p@Eds, i=12.,N.
Iy
7 4
Niech bgdzie dany funkcjonal -
Ly
(@.1) J({p ) = [ j&p ) dx,
Ly

gdzie j (x) jest Mnkeja przedziatami ciagla w [L;, fh]a { r (x)} e I', przy czym

@2 - F={{p®@}, 0<p® <p )}

sq okreslone i calkowalne w sensie Riemanna, a {py (x)} jest funkcj’q przedzialami
ciagla i uvstalona,
Wezmy pod uwage druogi funkcjonal ‘

Ly

(4.3) 2@ = [ x@xp)dx

L,

okreslony w zbiorze 7" i taki, ze funkeja » (x) jest przedzialami ciggla w przedziale-
LL1, Ly) oraz x (x} i j(x) sa liniowo niezalezne w kazdym przedziale zawartym w nos-
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nikn Np funkcji {py (x)}. Zbadajmy zagadnienie ekstremum funkcjonatu (4.1)
w zbiorze

4.4) T={{p®}, {p}el, A<z({p&)) <4},

Wskazemy przypadki, kiedy warunek boczny jest nieistotny, tzn. gdy

4.5 n=r

oraz gdy wprawdzie .

(4.6) nHer,

jednakze

.7 max [/ ({p )] = Jmax 7 {r (D]
pgﬁﬂUGp@HH:wggPUﬁpaml

Znajdziemy ekstrema integralne funkcjonatu y w zbiorze [ Otrzymujemy

~ 1+sgn % (x)
®
Xmax = f f % (x) po (x) dx,
Ly

L,

1— )
¥min = f M % (x) po () dx.

{4.8)
2
Ll
Jest rzecza oczywista, Ze jezeli
(4.9) . Ae [Xmax,“?o) i A_é €{— oo, ymm],

to zachodzi przypadek (4.5).
Aby zachodzit przypadek (4.6), wystarczy zapewnié, aby ekstremalne funkcjonatu
J dla ekstremum integralnego naleZzaly do zbioru II. Ekstremalne te bgda nastepujace

1-+-sgn j(x)
410) P} (M= —— o)
dla przypadku maksimum;

1 —sgnjix}
@1 P7 () = "0 (4)

dla przypadku minimum. Oznaczmy przez

4.12) B=max{x({P7 (90, «({ PN}
B =min {y ({FP7 (0)}, {2} ).

Oczywifcic mamy spelniong nierdwnosé

(4.13) fmin < B € B € Ymax.
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Przypadek (4.6) zajdzie wige, jezeli przynajmniej jedna z liczb B lub B bedzie nalezala
do przedziatu [4, A] oraz przynajmniej jedna z nieréwnosci

.19 fmin << 4 lub 4 < ypax
bedzie spehniona.

tatwo podaé réwniez warunek na nieistnienie rozwiazania, tzn. przypadek, gdy
zbior IT jest pusty. Latwo wiedzieé, 7e warunkiem koniecznym i wystarczajacym
na to jest, aby przedzial

(4-15) [és 2] O [Xmin, Zm&x}

byt pusty.

Nalezy tu zwrdéci¢ uwage na to, Ze powyzsze uwagi sa shuszne niezaleznie od tego,
czy x(x) i j(x) sa liniowo niczalezne w przedziale [L,, L;] lub w dowolnym pod-
przedziale zawartym w noéniku Np funkcji {py (x)}, czy tez nie.

Zajmiemy si¢ teraz szczegdlnym przypadkiem, w ktérym przyjmiemy, e

(4.16) [4,4] < [B,Bl.

Funkcje {P;" (x)} i {P;” (x)} nie sq teraz ekstremalami tunkcjonahu (4.1) w zbiorze IT.
Przy powyzej uczynionych zaloZeniach (4.1}-(4.4) oraz (4.16) udowodnimy na-
stgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Funkcjonal (4.1) osiqga w zbiorze I maksimum i minimum, przy czym

@417 max [J({p (0}] = max. [G ()],
{PRe Aglds A
gdzie
Ly
1 j A (4
N LMD i a,
I

a A (A) jest funkcjq odwrotng funkcji

I,
1+sen {7 (x)+Ax(x
(4.19) A= f g (2 O 950 (x) dx
L
w obszarze
4.20) Dy={4, A< A <4, — 00 << oo}

dla przypadku minimum mamy

min  [J({p D}] = min [H ()],

p{xyell Aeld 4]

. 1 — i(x /%i A
- wy (RO ) g,

L,
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A A (A) funkeiq odwrotng

L,
1—5 () 4-As (x
(4.23) 4= f £ [’12( ) ) % (x) po (x) dx.
L
W obszarze L,
(4.29) Dy ={4,2,4 <A <4, — oo L= o0},

Dowdod (przypadek 4.17). Wezmy pod uwage funkcjonal

(4.25)  r{r @Y =N+ {(r @D 4],

gdzie A jest dowolna ustalona liczba taka, 7e A e [4, 4], a 4 dowolng stala. Funk~
cjonal ¢ okreflamy w zbiorze 1. Mo7na rédwniez napisaé go w postaci

LE
(4.26) v = [ [e9+ax@]p () dy — 2.
L,
Ekstremalng funkcjonatu o w zbiorze I jest
1 j A
@.2) py = U,
" Dobieramy tak wa.rtps’é A, aby
428) | FICCOHEYR
i OZNAaczZmy Pprzez
(4.29) Ty={p @}, {p@el, x({p )} = 4}.
Jezeli ten warunek bedzie spelniony, to wtedy wobec toZsamodci
(4.30) y{pN=J({r®}). ey {p}ell,

- {py (x)} jest ekstremalnq funkcjonatu J na zbiorze IT,, Podstawiajac (4.27) do (4.28)
olrzymujemy
Ly
1+sgn [ 7 (x)-+Ax (x)
A= f L : L, oo () dx.

(4.31)

Ll
Wykazemy, Ze przy poczynionych zalozeniach istnieje przynajmniej jedno roz-
wigzanie dla A przy wszelkich A e [4, 4]. Weimy bowiem pod uwage funkeje
Ly

Py = f 14-sgn [ 7(x)+4 = (x)]

(4.32) % (%) po (x) dx

2

L,
okreflong w przedziale A€'(— oo, o0). Posiada ona nastepujace wilasnobci

im F(A) = ymax,

A0

hm F (l) = ¥min

A+ — oo

(4.33)
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1 jest funkcja ciggla, gdyz suma dlugoSci przedzialow stalego znaku funkdji
J ()2 2 (x) jest funkeja ciagla. Z zatoZenia liniowej niezaleznosci funkeji w dowol-
nym przedziale [, b] « 4 i Np, wynika, Ze nie moZna tak dobraé wartodci 4, aby
rozwigzanie réwnania

(4.34) JE+HAix(x)=0

prowadzito do rozwigzan wypelniajacych pewien przedzial w N . Co wigcej, z zaloZe-
nia, ze funkcje j(x) 1 » (x) sa przedziatami ciagle, wynika, ze ilo$¢ rozwigzan row-
nania (4.34) w Np_jest skoniczona podobnie jak iloé¢ punktéw zmiany znaku w miej-
scach nieciaglodci skokowych funkeji 7 (x)+A4x (x), jezeli takie nieciaglodei istnieja
i powoduja zmiane znaku, Zatem suma dlugosci przedzialdw stalego znaku funkeji
J(x)+Ax (x) da sig w zaleznoSci od A przedstawi¢ jako suma funkcji ciggtych okreslo-
nych w roznych przedzialach, ktore jezeli sa wihadciwe, to na ich krancach funkcje
okreflajace diugosé przedzialu ograniczonege dwoma punktami zmiany znaku
sg rowne zeru, a jezeli przedzialy sa niewladciwe, to granica tych funkeii dla 4 — oo
lub — co sa wspdlnie ograniczone diugoscia przedziaku [Ly, L,]. Liniowa zaleznoéc¢
funkeji j(x) i = (x) w jakimkolwiek podprzedziale przedziatu [L;, Ly[N\Np nie
jest istotna, gdyz dla

(4.35) x € [Ly, Lr)]\Np,
i dla kazdej funkeji {p(x)}e "
{4.36) pi{x)=0.

Wobec whasnoéci (4.33) i cigglodei funkcji F(A) réwnanie (4.31) ma dia kazdej
warto$ei 4 €[4, A] przynajmniej jedno rozwigzanie dla .

PoniewaZz przy ustalonym A € [¥min, ymax] ekstremala funkcjonatu znajduge
sig w zbiorze I, zatem

4.37) max [J{({p (O}] =

{p(}e 17y

Fo
14+ i (x)--4; (4
f Sgﬂ[m)z ACLAS) P~

L

przy czym liczba po prawej stronie nie zalezy od wskaznika i przy 4, co wynika z (4.30).
Warto tutaj zwrécié uwage, Ze iloS¢ rozwiazad dla 4; moZe byé nawet nieprze-
liczalna np. w przypadku, gdy istnieje taki przedzial [A, 1], Ze dla Ae i, Az]
F (1) = const.

Yatwo teraz zauwazyé, Ze

(4.38) = \y I

A el 4]

Zatem maksimum funkcjonalu J w zbiorze I bedzie

e :. :._-'(4.39) . r(n)ax [F{p ()] = max [max J({{p(}].

deid Al {p(D}e i’y
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Obierajac zatem

G(A)zf 1+sen {j () +4 (4) ()] |

(4.40) J (x)po (%) dx

2

L,
otrzymujemy teze, tzn. sprowadzimy zagadnienie ekstremum funkcjonatu liniowego J
z warunkiem pobocznym do problemu ekstremum funkeji G(A) w przedziale
domknigtym A €[4, A}

Analogicznie dowodzi si¢ przypadku minimum.

Whiosek 1. Niech A+ oznacza warto$é lub wartoéci 4, dla ktérych funkcja G (A)
(4.18) osiaga maksimum integralne w przedziale 4 e {4, 4], a At wszystkie rozwia-
zania réwnania (4.19) wzgledem A dla 4 = A*; wtedy zgodnie z (4.27) kazda funkcja

: +
(4.41) py =TI 2GL

~ jest ekstremala funkcjonahu J ({r ()}) w zbiorze IT dla przypadku maksimum.
Whriosek 2. Niech A~ oznacza warto$é Iub wartodci A, dla ktérych funkcja
H{4) (422) osiaga minimum integralne w przedziale 4 <[4, A] a 1~ wszystkie

" rozwigzania réwnania (4.23) wzgledem A dla A = A™; wiedy kazda funkcja

1— f A=
@) py= UL

jest ekstremalna funkcjonalu J ({ P (x)}) w zbiorze IT dla przypadku minimum.

Zbadamy teraz ekstremum funkcjonahu (4.1) przy stabszych zaloZeniach odnosnie
funkcii % (x) ij (x). Latwo bowiem bedzie mozna podaé takie odpowiednie przy-
padki o znaczeniu praktycznym dla techniki.

5

Niech w noéniku Ny, funkcji {py (x)} istnieje przedzial [q, b] taki, ze j(x) i » (x)
sa w tym przedziale liniowo zaleZne, natomiast w kazdym podprzedziale przedziatu
Np\Iup, gdzie oznaczono Izy = [a, b] sa liniowo niezaleZne.

Przy powyZszym zaloZeniu istniejn takze stale 4 I B, ze

(5.1) A24-B2 £ 0
oraz
(5.2) . Af (x}-+Bx(x) = 0 dla xels.

Istnieje wige réwniez taka liczba Ap, Ze
(5.3) F O+ % (x) = - dla xela,
przy czym jesli

J&)=EE0  dla xelw, to Ay #0,

(5.4)
jxy=0 dla xelg, to A=

Rozprawy InZynlerskis — 2
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Zbadajmy wiasnosci funkeji £ (4.19) dla przypadkumaksimum i (4.23) dla przypad-
ku minimum. Latwo sprawdzi¢, ze dla A=2; obydwie funkcje posiadaja nieciaglosé
skokowa, gdyz na skutek wiasnoci (5.3) zmienia si¢ znak funkeji j (x)}+2 » (x)
dla 1 = A w calym przedziale I5p. Obliczmy wielkos$é niecigglodci skokowej funkeji
A (1) w punkcie 4y przez wyznaczenie roZnicy prawostronnej i lewostronnej granicy
w tym punkcie.

Wezmy pod uwage przypadek maksimum [funkcja (4.19)] i niech

(5.5) JHAx(x) >0 dla 4> A

Mamy wtedy

(5.6) Hm 4 () — lim 4 (%) = — f (x} po () dx,
A-*ﬂ“l' A=A

natomiast dla

(5.7 JO+Ae(x) <0 dla A> 4

otrzymujemy

(5.8) lim A — lim A(R)=-— f % (x) po (%) dx .
Aat A3

Oznaczajac wielkodé nieciaglodci skokowe] przez Aab moZemy napisaé wynik
rachunkn w postaci jednolitej zaréwno dla (4.21) jak i dla (4.23) otrzymujac dla
4.19)

.
(5.9) ‘ Aup = sgn [F()+2 ()] [ %) po(x)dx
oraz dla (4.23)

b
(5.10) Aw = sen [1(+22 (9] [ () po () .

Zatem dla warto§ei funkcjonalu y leZacych w przedziale nieciaglosei skokowej
funkcji A (A) nie istniejg rozwiazania réwnan (4.19) i (4.23), co oznacza, e nie
mozna wtedy zamiefcié ekstremum integralnego funkcjonatu y w zbiorze I7).
Kiedy wlasnie ten przypadek ma migjsce, wyznaczmy przedzialy wartodci A.

Wprowadzajac oznaczenie

(5.11) I =1y, o]
otrzymamy dla przypadku {(4.19)
fim A e f 14-sgn [ j(x)+2g 2 (x)]

A=A 2
IL\Iab

(5.12) # (%) po (x) dx+
1 — sen [/(+2 (]
o [#neas.
Ian
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a dla przypadku (4.23)

513 lim 4— f1"Sg“[j(;")““"(x)]x(x)po(x)dx+
A—=a" IL\Iub .
4 sgn [J ()-HAn (]
TR L [,
I(zb

przy czym we wspélezynniku przed druga 7z calek w obydwn wzorach x & fyp.
Wprowadzajac teraz jednolite dla obydwn przypadkéw oznaczenia

(5.14) lim 4 = Aga, Iim 4 = Zab,
A=>A : /‘l—*).;"
moZemy napisaé, ze

(5.15) Aup = Agp-+Aan,.
Wezimy teraz pod uwage dwie liczby
jlw = min [Zab, Aas],

(5.16) _° ~
Aub = max [Aﬂob: ét}!b]

i wprowadzmy oznaczenia

(5.17) dy = [A, 4]
oraz
18 | dap = [Agp, dg).

Moina wtedy przedzial d, przedstawié w postaci

(5.19) dy = di+da,
gdzie
(520) d = dsp O dA s dz = dA\\dl .

Latwo zauwazy¢, ze w przedziale d, istnieja funkeje G (A) i H (A), zatem iwierdzenie 1
moZna tutaj zastosowa¢, natomiast jeZzeli d; nie jest pusty, nie mozna zbudowaé
w nim funkcji G (4) i H(A), gdyz réwnania (4.19) i (4.23) nie maja rozwiazania.
Do rozwigzania tego przypadku postuZzy nam teraz mastepujace twierdzenie.

Twigrdzenie 2. Funkcional (4.1) osiqga w zbiorze
(5.21) I={{pM}. {p@}el, x({r®})edu},
maksimum [ minimum, przy czym

(522) { I(n){;lxﬂ[.] {r D] = max [G )],

4 edgy
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gdzie

529 Gy = —dod j‘ ITI_S%H.U(;)_}_AO % (x] o () dx,
I o

a Ay wyznacza sig z réwnania

{5.24) FXFAge(x) =0 dla  xe s,

natomiast

(5.25) {p“j“: [7({r D] = Jmin [# (2],

gdzie ) ‘

620 HW=—tay [ LTELOTREG], ) g

I\ Iay
a Ay wyznacza sig z (5.24),
Dowod (dla przypadku maksimum), Przedstawiamy funkcjonaty J i ¥ w postact

J = f J(x)p(x)dx+ fJ(x)p(x)dx

I, Ly
(5.27) *
5 == f x(x)p(x) dx-|- f (x) p (x) dx.
IL\IMJ fap

Korzystajac z réwnania (5.3) mozemy teraz wyrugowaé j (x) z drugiej catki w (5.27)
i poszukiwaé ekstremum funkcjonatu J (5.27) w zbiorze I7,. Otrzymujemy wtedy

(5.28) i= [ j@r@di—i [#@p@dr
IL\Iab . Iab
i warunek wyznaczajacy zbiér i1,
(5.29) f » (x) p (x) dx+ f:»ﬂ Dpxyde=4a
IL\Iab _ Ifzb
WeZmy teraz pod uwage funkcjonal

(5.30) 0l = [ U@t @lp e di—

L\ ab -

Funkcjonal ten jest okre§lony w zbiorze I" dla kazdego 4, a w zbiorze I, mamy

(531 0[{p 3] = 7 ({p (M}).

gdyz Tugujac drugg z calek w (5.28) przy. pomocy (5.29) :otrzymujemy (5.30).
Funkcjonat (5.30) osigga w zbiorze I" ekstremum (maksimum) dla kazdej funkeji
${l+sen [ @+ x D o () dla xeLNIav,

(532) pfx) = {
P ) Pr(x) dla  xelap,
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gdzie P\ (x) oznacza cz¢éé dowolnej funkeji {p (x)} € I" w przedziale I,p. Powstaje
pytanie, czy mozna tak dobraé gataz P} (x), aby pg(x) EH W tym celu wystarczy
spelnié¢ warunek (5.28). Po podstaw1en1u (5.32) do (5.31) otrzymujemy

(533 [ 3{14sen ()4 % () 2 () po () det [ () PE () dx =4
IL\I,,;, j

Rozstrzygniemy istnienie rozwiazania tego réwnania wegledem P (x) w zbiorze I
Piszac (5.33) w postaci

(5.34) f:m(x)P Wdr=4— [ 3{1+sen [FE+2% @1} % () po (5 d
IL\Iab

i pamietajac, ze A e dgp, moZzemy znalezé krancowe wartoici Cy i Cp liczby po

prawej stronie réwnania (5.34), wykorzystujac réwnania (5.9)~(5.18). Prosty rachunek

daje

Cr= [ 3{1— sgn ) +Ax () #(X)p0 () d,

Iop Azdy

(5.35)
C= [1 {1+sgn L5 (0)+A% (T () po (3) dix.

Ly

Yatwo sprawdzié, ze jedna z liczb C; lub C, jest zerem, druga natomiastf % (x) po () dx.
I

Poniewaz zachodzg nierdwnosci

536) 3 /[ —sgnua@]podx= min [ x()p(x)dx <

Ly )T I,

<C< max [ x()pde= [1[i+sgnx(]po(ds, i=1,2,

(P (D}l Loy

to istnienie rozwiazania (5.33) wzgledem P} (x) jest dla kazdego 4 € dap zapew-
nione. Oznacza to wiec, e dla kazidego A edab moina znalezé taka ekstremalg
P (x), ze

(5.37) _ {P§ (0)}ell,.
Mozemy wige napisaé wobec (5.31) i zgodnie z (5.30), Ze

(538)  max [B{pNi= max T{p@N]=6=

{px)e Iy {p{xye Oy
= — oA+ f 3 {1-sgn {7 (0420 2 ()]} po (x) dx,
IL\Iab s
a poniewaZ
(5.39) = J 1,
Aedan

przeto otrzymujemy tezg. Podobnie dowodzi si¢ przypadku minimuym. .
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. Wrniosek 1. Ze wzordéw (5.32) i (5.36) wynika, Ze istnieje nieskofczenie wiele
ekstremali PF(x) dla kazdej wartosci 4 € dyp. Niech AT oznacza te warto$é 4 e dys,
dla 'ktc')rej funkcja G (A) (5.23) osigga maksimum integralne w dyp. Wtedy zgodnie
z (5.32) i (5.34) kazda funkcja {P}" (x)} jest ekstremalna funkcjonatu J dla przy-
padku maksimum w zbiorze I, jezeli

Hi4sgn [+ % D) po(x)  dla  xel Nl

5.40)  Pl(x ={
( ) J ( ) P:;(X) . dla JCEIa,b,

gdzie funkcja {PY% (x)} okreflona w I.p spelnia warunek‘

64D [xPL @ de=a¥— [ 3{1rsen [+ % @] % (9 po () dx.
Iub

A P
W zastosowaniach bedziemy uzywali zamiast catego zbioru ekstremal jego elementu
(5.42) PH{x)= 6% py(x),
gdzie musi by¢
(5.43) U R
Istotnie podstawiajac (5.41) do (5.42) otrzymujemy dla
(5.4 [t poydx # 0,
Iab
At— [ g {1dsen [ (2o % (]} % () po () dx
. IL\Iab
{5.45) gt =
J %@ po () dx
Iab

Wobec wlasnodei liczb € i C, (5.35) zapewnia to warunek (5.43). Jezeli natomiast

(5.46) J#@p @) dx=0,
Idb

to warto$é 67 moze by¢ zupetnie dowolna w granicach okreslonych réwnosécia (5.43)
gdyz prawa strona réwnania (5.41) jest zerem dla kazdego A edap, co wynika
z (5.35). '

Wrigsek 2. Niech A- oznacza tg wartodé Aedss, dla  ktérej funkcja
H(d) (5.26) osiaga minimum integralne w dop. Wtedy kazda funkcja {P;(x)}
jest ekstremala funkcjonatu J dla przgpadku minimum w zbiorze I7, jezeli

T{l—sgn[j(x)+ Aox()} po(x) dla xelp\Tob,

(AT Pr(0)—
! (_) Py, (%) dla x € o,

gdzie funkcja {P; (x)} jest okreslona w Iup i spetnia warunck

(5.48) fx(x)Pa‘b(x) dx=A4-—1 f {1 —sgn [j(x)—’rlox(x)].x(x)po(x)dx-

Loy L AN




EKSTREMUM PEWNEGO FUNKCJONARLU LINIOWEGO 419

Analogicznie jak poprzednio moZna i tutaj w zastosowaniach obiera¢ jedynie
pewien element zbioru ekstremali w zbiorze przyjmujac

(5.49) Py (x) = 6=po (),
gdzie
4 — Jz-! !I {1—sgn [j(x)+20x(x)]} dx
(550 6= 2. % (x) Po (x) dx ,
J #G0) potx) dx ‘
Tab
gdy
(5.51) | %00 polxy dx #0
Iab

i §~ jest dowolng liczbg z przedziatu [0,1], gdy

(5.52) [ % () po () dx = 0.
Iab

Oczywidcie rowniez wartoci 6~ wedlug (5.50) naleig do przedziatu [0,1].

6

Rozpatrzone przypadki ekstremum funkcjonaln J z warunkiem bocznym okreélo-
nym funkcjonalem y moga byé latwo uwogdlnione zaréwno dla silnego warunku
bocznego (p. 4 pracy, liniowa niezaleznoéé funkeji wptywu j (x) i » (x) w dowolnym
podprzedziale przedziatu [L,, L5]} jak i stabego warunku pobocznego (p. 5 pracy,
liniowa zaleZnos¢ funkcji j(x) i x»(x) w przedziale [a, ] = [L;, LD, 1 tak np.:

1. Mozna zbudowac¢ analogiczne twierdzenia do twierdzef 1 i 2 dla przypadku
" skonczonej ilofei warunkéw pobocznych.

2. Mozna réwniez rozpatrywaé zadania wielowymiarowe, w szczegdinosci kon-
strukeje plaskie i przestrzenne. Dla zastosowan praktycznych istoine sa réwniez
przypadki szczegllne. Np. rozpatrnjac zagadnienie ekstremum funkcjonatu J
w zblorze ciagdw skoficzonych, wspdlnie ograniczonych, z warunkiem pobocznym
okreflonym za pomoca funkcjonatu y réwniez w zbiorze tych clagéw, moiemy
np. interpretowaé takZe zadania problemem ckstremalnych parametréw zginania
okretu w zbiorze standw zaladowania okrelonych jednorodnym fadunkiem maso-
wym przy jego réwnomiernym (stalym) rozkladzie w ladowniach, [1, 2 i 5].

Przypadki te przedstawimy w osobnych opracowaniach.

7

W zakoficzeniu pracy podamy dwa przyklady zastosowah twierdzen 1 i 2. Po-
niewas rachunck jest elementarny, ograniczymy si¢ jedynie do zalozen i wynikow
rachunku.

Przyklad 1. WeZmy pod uwage belke pryzmatyczng sztywna plywajgca na spokoj-
nej wodzie (rys. 1). Zalozmy, ze belka ta jest niewazka i absoluinie sztywna. Niech
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pomieszezenie ladunkowe znajduje si¢ w przedziale [pL, L] gdzie u e (0,1}, a ob~
cigzenie py (x) przy wypelionych ladowniach niech bedzie stale. Mamy zatem

o mo=f
e R
- Yz -
—
.4% /Pn_ﬁfl_
T REERR L
-L ik _ L x

Przedzial [— pL, L] == N, jest noénikiem funkcji {po(x)}. Zbidr I" wszystkich
mozliwych stanéw zaladowania bedzie nastgpujacy:

(72) I'= {{P (x)}: o< P (X) S| (X), XE [_ L, L}}

i p(x) jest calkowalne w sens’e Riemanna. Oznaczmy przez

L
(7.3) Jp N = [p()dx
~L
funkcjonatl ladunku, natomiast przez
L
(7.4) r({p®)}) = f —:;p(x) dx

. . wf,
funkcjonat tangensa kata przeglebienia. Znajdziemy ekstrema funkcjonalu J w zbiorze
IT takim, Ze

(1.5) T={{p@}, {pMel, A< x({p®}) < 4}.

Przy czym stale 4 i 4 spehiaja warunek

(76) {é: 2] M {Zmin, Xmax] = [Zmin, Xma.x]
{pel {p(}el {pW}el {p(xhal
oraz
o 1 (PirN ¢ [4,4]
' 1 (Prr D¢ 14, 4]
Zbadamy zatem przypadek rozwiazan nietrywialnych. PoniewaZz
7 .
(7.8) J =1, =(x)=-—
o)

to funkcje wp_lywu sa liniowo niezalezne w kazdym podprzedziale przedziatu [— L, L]
i twierdzenie 1 wystarcza do Tozwigzania zadania.
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Przeprowadzajgc obliczenia zgodnie z twierdzeniem 1 ofrzymujemy dla przy-
padku maksimum

P o "5 #
%(l—g—;ﬂlﬁ), jezeli 1e[~09,~ 2],
2

L
A ={ 20 jezeli l[_m %2]
(79 (H = T2 (1 - p2), jeze € A &
Pg h‘%) [ %2 ]
P i )
32 (L 7 jezeli  Ae i3 oo
Przy czym latwo sie przekonad, ze A (4) jest funkcja ciagla oraz
Pou2L?
lim A= — O—‘U“‘_'" =  Xmin,
: 2
(7.10) A o0 2 {p(x)}al”
lim A () Bol?
m = = Xmax.
A—>00 2%2 {» (x)? sl
Rozwigzujae réwnanie (7.9) i obliczajac G (A1) wedlug (4.19) dostajemy
1sgnf 1+ u
g e PP —
L &n 2%2
2 ———4
Py
2 Po (%) dx,
—L 2
jezeli A e[POL (11— ud, xmax],-
2%2
7 1-sgn (1) PoI2
sgn (i}
(711) G ()= 200D, jereli A=—"—(1— u),
J. 2 £, 23ty
~L
x
1+sgn|1— —_—
L s
pr L2424 ,
0
* ) Po (x) dx!
—L 1
jezeli AE_[xmm Po 12 (1 — .
Ha ) J
Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy
(7.12) 205 Vo Py 12 ]
1P L2+ —A+uLl), jezeli Aeiymin,—— (1 — s3I~
| PO . 2%2 A
, : PaI2
GUy= !pL(+pw), jezeli A== (1 — ),
: 2%2
2rp e Py L2
Py 2 ——=A4L], jezeli Ade (1—p2), ymax| -
Py 2y
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- "_Z_'g'_o.duie 7z rOwnaniem [4.41] tatwo napisaé ekstremale Pha 4 (x) wzaleznoéci od 4,

© . otrzymujac
w . (
———— e x N
I/L2 2%2 P Py )
Py

2

1
> 14sgnf 1+

o . Py
jezeli Ade

2y (1 — 13, anx],

1

(7.13) Py ()= 7[1+sgn (H—Zi)] Po(x),
%3

osell 2 [_”2 MZ}A Py L2 )
ezeli Aol A= e (1 u2),

1 ] . X
—_ +Sgﬂ J— x),
2 ]/ . 25y Po(®)
! Py

o PyIz
jezeli Ae|ymm—— 01 — u)|-
2%2

Analogicznie przypadek minimum daje
L

1 X
f7 b —sgn [ 14 ——F=—=————1| | po (x) dx,
~I. L]

]/,uZLH—Z—]-;-A
L ’ jezeli 4 € [xmim, 0],

1— _—
{7.14) H(A) = f———%ﬂf’o(x), jezeli A =0,

1 X T
—11 — 881 |l ——— po(x)dx,
: ]/L2 224
— PO

- jeZeli Ae {0, K¥max ]¢
1r x ]

— |1 —sgn {1+ —F———=\ | Pe (),
]/ 212+ 22

jeteli A e[ymin, 0],

17 x
(1.15) Py e ()=1—-|1 —sgn (l—l—?ﬁ*)]po (),
4 2 | X2
iezeli Ae[— e m]id—o
Jeze 3 * [,LL ==,
1
7 1 — sgn |1 —

X
e x}¥,
Py

jeieli Ae [0_., ¥m ax] .
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Na rysunku 2 przedstawiono wykresy funkcji G (4) i H (4). Jak widaé z wykresu
zachodza zwiazki
(7-16) G (Xmax) = H(Xmux), G (Xmin) = H(Xmin),

ktére sa oczywiste, gdyz zbiory H A T . max ZaWieraja po jednym elemencie
zbioru I

/ i
it e 5(8)

"7{:1;,}‘}6!'

2F Ly
\ s
Byl

i H (A )
Ji'r;ﬁd}eﬂ

4

. 2y Amax
J{-E;’S]EF ) 2?(2 [4 )

At

Wrykres na rys. 2 moze by¢ z latwoscia przystosowany do przypadku istnienia
stalych cigzaréw na statku. Niech cigZar konstrukeji i wyposaZenia bedzie Go,
a tangens kata przeglebienia od cigzaréw stalych A. Wystarczy dokonaé wtedy
rownoleglego przesunigcia calego ukladu, umieszezajac poczatek nowego ukladu
w punkcie o wspolrzednych (— A, — Gg). Nowy przesunigty uklad wspotrzednych
4’, G" lub 4’, H' pokazano na rys. 2. Na osi pionowej nowego ukfadu otrzymuje
si¢ chwilowa wyporno$¢ okretu na osi poziomej calkowity tangens kata przegle-
bienia.

Na rysunku 2 pokazano réwnieZ jak przy danych wartofciach 4 i 4, tzn. przy
okreSlonym zbiorze I < 1" znale?é J max 1 J . min B

{P(x)yed {p()}e IT
Przyidad 2. Weimy teraz pod uwage belke pryzmatyczng, plywajaca na spokojnej

wodzie z przykladu 1 i oznaczmy przez

L
(7.17) J{p @) = [ r@adr,
~L
funkcjonal ladunku, natomiast przez
L
(7.18) 2({p N = [x)p9dx,

-L
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funkcjonat catkowitego obciaZenia dna w przedziale, gdzie jest latwo sprawdzié
1—p, jeteh xel[— uL,[ul],

(7.19) ’ (%) = : o B uL. [pL]
U jeteli xe[— L, — pLl4+IpL,L].

znajdziemy ekstremum funkcjonatu J w zbiorze II okre§lonym podobnie jak w przy-
kladzie 1 [wzory od (7.5) do (7.7)]. WprowadZmy dla skrécenia zapisu oznaczenia
AY .

(7.20) [—pLopLl =L [~L~ gL+ [uL, L] = L.
Poniewaz
(7.21) jx =1,

to funkcje = (x) i j(x) sa liniowo zalezne w przedzialach I; i I; mamy bowiem

j(x)_l_‘ux(x) =0 dla xel,
(7.22)

1 -
J'(x)+"}u—%(x)50 dla  xely.

Nalezy zatem zastosowaé tutaj twierdzenie 2. Prosciej dochodzi si¢ jednak do celu
wyznaczajac wszystkie mozliwe do wyznaczenia punkty funkeji G (A1) 1 H{(A) oraz
stosujac twierdzenie 1, a nastepnie korzystac z tezy twierdzenia 2, Ze sa to liniowe
funkcje 4 w pewnych przedziatach. .~ - -

Przypadek maksimum. Obliczajac funkeje 4 (4) otrzymujemy po wykonaniu
elementarnych rachunkéw

i 1
—Po Ly (1l — p)=ymm, jezeli Ae|— co,— ]=

: | i 1 1
(723) 4D =3 PyLu(l — w), jezeli  Ae T ~——] >

[ 1
2Py L (1 — ) = ymax. jezell €A | 00]-

Funkcja A (1) jest wige nicciagla i pozwala wyznaczyé G (A} jedynie dla trzech
wartoSci. Oznaczmy je kolejno przez Ay, Ay i Ay tak, ze 4, < Ay € Ay, Latwo
zauwazyé, Ze wartoSci A (1) okreflaja zgodnie z p. 5 pracy przedzialy

(7.24) dp, = [d1, 43),  dy,= [dy, 43],

bedace odpowiednikami przedziatu dys w twierdzeniu 2, Wystarczy zatem obliczyé
funkcje & (A) w punktach A;, i =1,2,3 i polaczyé te punkty linia prosta; otrzy-
mujemy caly wykres G (4), poniewaz

(7.25) dIJ_I_dIz = [xmilln Xmﬂ:X] -
Prosty rachunek prowadzi do nastepujacych wartosci:

2(1.26)  G{AY)=PyL(1—p), GU)=PoL(14p), G(A)=2PyLy.
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Przypadek minimum. Funkcje A (1) otrzymujemy tutaj w postaci

1
2P0 L,U', (1 _ M) = ¥max, ]Bzell iel — oo, — i——lu]
. | -

] 1 1
(727) A} = 0, jezeli e L_ S a— ] ;

[ 1
 PoLu ()=t feili 26| 9].
Podobnie jak dla przypadku maksimum oznaczajac trzy jej wartosci przez A,, 4
i Ay tak, ze A € A; < A3 otrzymujemy
(728) dj’l = {A_'Z.s A?)]’ dI.,! = [AIJ AZ] 3

przy czym spetnione jest réwnanie (7.25). Wartosel funkeji H (4) w punktach 4,
i=1,2,3, sa odpowiednio rowne

(7.29) HAD=PyL(1—u), HAN=0, H(A)=2PLy.

Poniewaz na podstawie twierdzenia 2 funkcja H (4) jest liniowa w dp i d; przeto
wystarczy na ‘wykresie polaczy¢ otrzymane punkty linig prosta. Wykres funkeji

G(A) i H(A) przedstawiono na rys. 3, T
przy czym stosuje sig tutaj rOéwniez 7 H f
wszystkie uwagi odnosnie uwzgled- g
Ceystee Twas ) Ee jﬂﬂlk,/’ )
nienia cigzardw stalych i metod wy-

Jmax
korzystania tego wykresu podane ; \{pm}sﬂ
w przykladzie 1. Nieco odmienny |
_jest w tym przypadku spos6b wyzna- %

czania ekstremali, gdyz w przypadku

HA)

1

Armin

Ii\ Tnin | Ll Hmax

e ——

gdy 4 ed, ekstremala nie jest wy-
Znaczona jednoznacznie w przedziale
I, natomiast gdy A e d;, ekstremala
nie jest wyznaczona jednoznacznie Rys. 3

‘'w przedziale ;.

Wyznaczymy jedynie efement nalezacy do zbioru ekstremali dla tego przypadku
zgodnie 7 okreSleniami (5.42) i (5.49), obliczajac mnozniki §+ i 8- wedlug (5.45)
i (5.50) dla przedzialéw I i Ip.

Eatwo zauwazy¢, Ze mozZna rozszerzyé okreélenie np. mnoznika 6} na caly prze-
-dzial A € [ymin, ymax] 1 2e jest on staly w przedziale [ymin, xma,x]\d_,ll ciagly w calym
przedziale:

=y

('A_ Gy )

O D po(x), Jezmli xely,
Py for
(7.30) r (D po(x), jezeli xel,
o (Mypo(x), Jjezeli xely,

Prgr(x)= {
4 5y (M po(x), Jjezeli xel,
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gdzie

A+Py L (1 — p) o
(7.31) ()= 2P Ll — ) jezeli A € [ymin, Po Lyt (1 — p)],

1, jezeli A e[PyLp(1— m), gmasl,

1, jezeli A elymin, Py Lyt (1 — p)] .
& (A= 12PgLu(1—p)— A4 o
PoLp(l—p) ° jezeh  Ae[P, 'L,u {1— M), x‘?‘“"];

0, jezeli A & [ymin, 0],
= 4 jezeli Adei0
2Py L (1 —p)’ jezeli | A e 0, ymax],
- jereli A
(55 (A) = PO Lll,b (1 _ ﬂ) ? JeZeli (=] [Xmisb 0]’
0, jezeli A0, ymax].
g ; TR AL
4z, () j
1 /i— : 1 /‘L
L > \
d \
yd \
/"/ \
A8 (4) \
it \ ;
S0 N
v n y \ '
Zl'ma‘n RLuft-p)  Xmax A i RyLp{1-11) Xeax A,
Rys. 4 Rys. §

Na rysunkach 4 i 5 podano wykresy funkcji (7.31). Potrafimy teraz tatwo wyzna-
czy¢ dla kazdej wartosci A stopien wypelienia ladowni 6+ lub §~, gdyz zgodnie
Z p. 5 pracy

(7.32) 0<é& <1, j=I,b,

a indeks i nalezy zastapi¢ odpowiednio znakiem plus lub minus.
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Pesrome

BKCTPEMVYM HEKOTOPOI'C NHMHEWNHOIO @VHKIMOHAIA C OJMHOCTOPOHHIIM
MOBOYHBIM YCJIOBMEM H ET'O MHTEPTIPETAIIWS B MEXAHUKE KOPABENTLHEIX
KOHCTPYKLUI

OBCyxnaeTea RONPOC ONpCHCIeHKA HETETPANGHOrO 3KCTpeMyMa (ByHKLECHATA GOPMEL (2.6):
OUPENENeHHOI0 B MHOMKECTES COBMECTHO OTPAHMYCHHERIX QyHRINE ¢ HOGOYHEIM YCIOBAEM, AAHHBIM
B dropme Qynxpposang (3.1). ©ymxnmonran (3.1} onpenenserca Takxe 8 I, 2 HoBOYHOS YCIOBHE
CHpefeAseT HEEOTOPYID wacTh MHoxecTsa J, nommuoxectso [T (3.3).

ITocne pecnemoBanus CNY9ACR HECYIICCTBOBAHEY PEINSHNS HAM TPHBHAIBHLIX PEHICHAH, HAeTCH
METOH, OBPEACICHAN HHTETPANLROTO SKCTPEMYMa B MHOMECTRe {7, B Cciyyae Korma QYHKDHS BiH--
A8Rs QYHKIMORANOR J M ¥ s#BiAR HE3aBUCHMO JEHEHOLIMH B KANIOM NOJHETEPBATE, 3aKIIOUaio-
LIPMCA B HHTGPBANC EHTSIpEpoBaEms . (Teopema 1 m. 4), a Takwe B ¢Nydac XOTOa CYIIECTBYET
HMHTEPBAN THHEHHOH 3aBHCHMOCTY (YHKIEM BAHAHFA (Tcopema 2 1, 5).

Vrasemaerca P TeXHMYECKHX HHTEPHPETANWA 3a7a¥d B MEXAmuKe ropaCelbHBIX KoH-
cTpykuEit (i1, 3) ¥ HexoTOphic 0GOGIEHES W YACTHME CHYYAM CTCUMANBEO BAKHBIE UIA TEXHAYEC-
®o# npaxTErH (o, 6).

B 3aK04eHRE WINIOCTPHPYTCA TPUMeHenue 00erX TeOpeM HA TPOCTOM, ¢ MaTeMAaTHYECKOIL
TOYKH 3PEHAS, NPAMEDPE OPUIMATHYCCKOH ecTko# miaramoweil Samcm,

Summary

THE EXTREMUM PROBLEM OF A CERTAIN LINEAR FUNCTIONAL WITH ONE-SIDE.
LATERAL CONDITION AND ITS INTERPRETATION IN SHIP MECHANICS

This paper is devoted to the problem of finding the extremum of the integral functional (2.6}
defined in a set I" of functions having common bounds and a lateral condition imposed by means
of the functional (3.1). The functional (3.1) is also defined in I, the lateral condition determing,
a sub-set of the set I’ (the sub-set IT (3.3)).

After investigating the case of non-existence of solution and that of trivial solutions a method
is indicated for determinining the integral extremum in the set 7T in the case where the influence
functions of the functional J and y are linearly independent in every sub-region contained within
the integration bounds (Theorem 1, Sec, 4) and also in the case of ecistence of an interval of linear-
dependency between these functions (Theorem 2, Sec. 5).

A number of technical intepretations are indicated concerning ship mechanics (Sec. 3) as welb
as some generalizations and particular cases important for the engineering practice (Sec. 6).

In conclusion some applications of the two theorems are illustrated by means of the simple example
of a floating rigid prismatic beam.
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Praca zostala zlozona w Redakcji dn. 11 listepada 1963 r.





