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1. Wsiep

Klasyczna liniowa teorii zginania cienkich Pyt sprezystych oparta jest, jak wiado-
mo, na zalozeniach przyblizonych. Polegaja one migdzy innymi na pominieciu
wplywu sil poprzecznych na stan odksztalcenia plyty, nieuwzglednieniu wydhazal-
nosel plyty w kierunku grubosci, przyjeciu liniowego rozktadu naprezeti o4, oy, Toy
1 przemieszezenl u, v na grubosei pyty.

Przy rozwiazywaniu zagadnies plyt zachodzi koniecznoéé potraktowania w sposdb
przyblizony catkowych warunkéw brzegowych przez zastapienie trzech wystepuja-
cych wielkosci statycznych (momenty zginajgcego, momentu skrecajacego i sily
poprzecznej) jedynie dwoma (momentem zginajacym. oraz zast¢peza silg poprzeczng).

Stwierdzono, Ze jakkolwiek teoria moze byé uznana za dostatecznie technicznie
dokladng dla cienkich plyt, to jednak réwnoczesnie na skutek przyjetych uproszezen
poza zasiggiem rozwazan pozostaje wicle zagadnied, ktore wymagaja $cislejszego
ujecia. ' : f',

Powyzsze okolicznodci staty si¢c bodZcem do opracowania dokladricjszef teorii cien-
kich plyt izotropowych, ktérej podstawy dat E. RerssNer w latach 194547, W dwéch
podstawowych pracach, [1 i 2], przedstawil problem zginania plyt z uwzglednieniem
wplywu sit poprzecznych. Nie rezygoujac z zalozenia o liniowym rozkladzie na-
Prezen oz, Oy, Tay i przemieszezen u, v do rozwazaf wprowadzony zostal pewien
sredni kat odksztalcenia postaciowego przekroju, wplywajacy na ostateczng wartodé
ugiecia pionowego w. W efekcie uzyskano poprawne matematycznie sformulowanie
zagadnienia zginania cienkicj plyty, okreslone réwnaniem rézniczkowym. czastko-
wym szostego rzedu z szedcioma warunkami brzegowymi na dwéch przeciwleglych
krawedziach konturu.

Idge podobng droga M. ScuAFER, [3), przedstawil rozwigzanie oparte na roz-
wazaniach elementarnych, wywodzacych si¢ z analizy wplywu' sit poprzecznych
na zginanie belek prostych. Zastapit on réwnanie rézniczkowe czastkowe szdstego
rzgdu dwoma: pierwsze z nich dla §redniej wartosci ugiecia (w punkcie plyty)
zachowuje postad biharmoniczna, a dodatkowe réwnanie jednorodne drugiego rzedu
typu eliptycznego, okreélajace wprowadzong funkeje naprezen, umozliwia (wspélnie
z poprzednim) spelnienia wszystkich trzech calkowych warunkéw brzegowych

plyty.
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Na podobnych zatozeniach wyjsciowych J. Mossagowsky, 5], oraz niezaleZnie
K. GmreMany, [4], podali dokladniejsza teorig zginania cienkich plyt ortotropowych.

Nieco wezesniel w dysertacji doktorskiej (ztoZonej na uniwersytecie w Kalifornii}
S. J. MepwaDowsKl, [6], przedstawil bardzie] dokladng teorig réwnoczesnego zgina-
nia ze $ciskaniem plyty ortotropowej, przy czym uklad réwnad zostal oparty na
nieliniowe] geometrycznie teorii KARMANA. Linearyzujac zagadnienie autor otrzymat
talkze przypadki szczegdlne rozwigzania [4 i 5]. Rozwazono tam réwniez pewne
zagadnienia dynamiczne; niektére z nich znalazly rozwiazanie dopiero przez
wprowadzenie dokladniejszej teorii plyt (np. drgania plyty odksztaleajgcej sig
jedynie postaciowo).

Kilka prac z dokladniejsze] liniowej teorii E. REISSNERA w wjeciu fensorowym
opracowali A. E. GreeN i W. ZerNa, [7].

Zatozenie oliniowym rozkladzie naprezen g, oy, Tay 1 przemieszezen u, v ogranicza
zakres zastosowan do plyt cienkich, a nickiedy w przyblizeniu do plyt Sredniej
grubosci.

Z tego wzgledu zastuguja na uwage dalsze prace oparte na ogdlniejszych zaloze-
niach, Punkiem wyidcia sa zwykle przemieszezeniowe rdwnania klasycznej liniowej
teorii sprezystodel (ciat izotropowych lub o okrelonym typie anizotropiil). Rozklad
przemieszezefi w kieronku grubosci zaklada sig z géry np. w postaci szeregu nie-
skoficzonego. Wspolezynniki rozwiniecia (jako funkeje potozenia badanego punkiu
plyiy) wyznacza si¢ z warunkow brzegowych na plaszezyznach z == const, ogranicza-
jacych plyte od géry i od dou. Stosuje si¢ przy tym niekiedy rozdzielenie ogélnego
zadania na przypadek symetrii 1 antysymetrii obcigzen i przemieszezes, co prowadzi
do dwaéch odrebnych zadaii: wyznaczenia zginania plyty oraz symetrycznego (wzgle-
dem z = 0) odksztalcenia warstwy sprezystej, ograniczonej konturem. Pele roz-
wiazanie zagadnienia ogdlnego bez takicgo podrziatu jest oczywiscie rownicz mozliwe.

E. Koreg, [8], positkujac sig analizqg tensorowa podat tok postgpowania dla
rozwiazania obydwdch zadaf przy pewnych szezegolnych typach obcigZenia po-
wierzchniowego. W pierwszym zadaniu otizymal biharmoniczne réwnanie ugigcia
warstwy Srodkowej plyty oraz grupe réownan uzupelniajgcych, z ktorych kazde
jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym drugiego rzedu, Wykazano, Ze przy
biharmonicznym rozkladzie obciazenia zewngtrznego wyniki uproszczonej teorii
M. ScHXFERA niewiele odbiegaja od rezultatéw pierwszego przyblizenia obliczonego
wedlug E. KoppeGo. W, omawianej pracy zanalizowano réwniez zadanie dotyczace
warstwy sprezystej dla pewnego obciazenia symetrycznego (wzgledem plaszezyzny
§rodkowej) o rozkladzie harmonicznym.

A.1. Lurie w monografii [9] podal rozwigzanic dla nieograniczonej warstwy
sprezystej oraz dla plyty grubej positkujac sig liniowymi operatorami rézniczkowymi.
Wyprowadzone réwnania roéiniczkowe problemu sa rzgdu nieskonczonego. Dla
przeprowadzenia obliczel szczegélowych autor zaleca przyjecie okreslonego stopnia
przyblizenia przez skredlenic czedei skladnikéw wystgpujacych w operatorach,
przy czym w miarg wzrostu grubosci plyty malezy stosowaé coraz wyiszy rzad
r_t_’nwnania romiczkowego. Rozwiazanie jednorodne podane przez LURIEGO, [9],
. wyprowadzone jest jedynie przy wykorzystaniu preyblizonych catkowych warunkow
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brzegowych klasyeznej teorii plyt izotropowych, chociaz sposéb postawienia zagad-
nienia wmozliwial poprawniejsze ich sformulowanie. Mianowicie wzieto pod uwage
po dwa catkowe warunki brzegowe na poszezegolnych odcinkach konturu zamiast
trzech. Powyzsza niekonsekwencja wynikla z niepelnego rozwigzania réwnania
jednorodnego problemu zginania plyty. BliZzsze wyjasnienie istoty tego zagadnienia
znajduje si¢ w niniejszej pracy przy omawianiu jednorodnych rozwigzan dla plyt.,

Podobnie wykorzystujac liniowe operatory rozniczkowe nieskoficzonego rzedu
W. Z. Wrasow i N. N. LeontEw, [10], podali odpowiedni algorytm dostosowany
do zagadnienia statycznego dla plyt grubych i warstw sprezystych, przy czym autorzy
¢l zajmowali si¢ glownie rozwigzaniami dla obszaréw niecgraniczonych w kierum-
kach x i y. Wprowadzajac macierz operatoréw oraz jej przeksztalcenie odwrotne
uzyskali rownania stanu naprezen w postaci okre$lonych nieskoficzonych réznicz-
kowych operacji liniowych na szefciu funkcjach (dwoéch zmiennych x i y) przy
okreSlonych warunkach brzegowych na plaszczyznach poziomych ograniczajacych
plyte. Wprowadzone nastgpnie funkcje dwoch zmiennych okreslaja stan naprezen’
i przemieszezef na plaszezyinie z = 0; z tego wzgledu zostaly one nazwane funk-
cjami brzegowymi.

Efektywne przejécie od nieskoficzonych operacji rézniczkowych do rozwigzan
Scistych uzyskuje si¢ jedynie przez wprowadzenie nieskoficzonych podwdjnych
szeregOw trygonometrycznych. Stopien przyblizenia rozwiazania zalezy wtedy od
liczby przyjetych wyrazéw szeregu. Podobnie jak A. I LURIE, véwniez W. Z. WEASSOW
i N. N. LeoNTIEW wskazuja na mozliwo$é korzystania z uproszczonych operatoréw
linlowych (przyjecie tylko kilku pierwszych skladnikéw). Tok postepowania prowadzi
wtedy do rownan rézniczkowych czastkowych, ktérych liczbg ustala sie w zaleznodci
od warunkow brzegowych.

Zalecenia tych autoréw poparte sg przykladem, jednakie propozycje skre§lenia
czgsei skladnikéw nieskonczonych operatoréw rézniczkowych nic moga by¢ przyjete
bez blizszej analizy i powinny byé przy tym podane stosowne reguly. W naszej
pracy zajeliSmy si¢ sprawa poprawnego rozwigzania tego zagadnienia.

Zagadnienia dynamiczne teorii sprezystosei dla ciat izotropowych i anizotropo-
wych obok innych zagadnien sa tematem obszernej monografii 5. KALISKIEGO, [11].
Autor podat tok postgpowania dla rozwigzywania zagadnien drgan prostopadioscia-
now, przy czym efektywnos¢ rozwigzan zostata uzyskana gloéwnie dzieki Wprowa-
dzeniu funkeji przemieszozeni, a w niektérych przypadkach funkcji naprezen. Pewne
zagadnienia zostaly réwnolegle rozwigzane przy uzyciu analizy wektorowe.
Obcigzenia wymuszajace drgania mogg posiadaé charakter sit objetosciowych.,

Opierajac si¢ na monografii [11] R. SoLECKI podal ogdlne rozwigzanie drgan
prostopadiodcianu ortotropowego, [12], stosujac rozwiniecie funkeji przemieszczen
wedhug funkeji whasnych okre$lonego ukladu podstawowego (w ktérym poszezeglne
Scianki pionowe moga sie odksztalcaé jedynie w kierunkach stycznych).

Zagadnieniem obliczania przestrzennych zadaf mechaniki stosowanej przy
wykorzystaniu metod pracy wirtualnej zajmowat si¢ 1. E. MiLeixowskl, [13]. Autor
sprowadza tréjwymiarowe zagadnienia teorii sprezystosci do dwu lub jednowy-
miarowych przez przyjecie okre§lonych ukiadéw podstawowych, charakteryzujacych
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sig skoﬁczonzi liczbg stopai swobody w jednym kierunku (fub dwéch kierunkach)
oraz cigglodcia w pozostalych kierunkach. Przedstawiony tok postgpowania stano-
wi rozwiniecie metod W. Z. Wiasowa, [14].

Przedstawione powyzej metody mozna umownie podzicli¢ na pewna liczbe grup.

Do pierwszej grupy zaliczymy techniczne metody rozwiazania plyt 1 warstw
sprezystych. Przy ich stosowaniu na wstgpie wprowadza sie pewne hipotezy robocze
przyjete z wytrzymalodel materialow. W toku rozwiazania operuje sig uSrednionymi
przemieszezeniami spetniajac calkowe warunki réwnowagi. Postepowanie nie jest
poparte analiza rzeczywistego stanu przemicszezen.

W drugicj grupic znajda sig metody obliczania obiektdw przestrzennych (dajacych
sig opisa¢ za pomoca modelu dyskretno-ciaglego) przy uzyciu znanych z mechaniki
budowli twierdzeh o pracy wirtualnej. Skoficzona liczbe stopni swobody przypisuje
st wiedy kierunkowi o mniejszych wymiarach geometrycznych obicktu (np. grubosci)
przy zachowaniu ciggloci oérodka w pozostatych kierunkach. Opisana tu metoda

. postgpowania bywa niekiedy okre$lana jako wariacyjna metoda teorii spreZystodei.

Trzecia grupa metod dotyczy obiektéw posiadajacych wymiary tego samego rzedu
we wszystkich trzech kierunkach. Model ciafa posiada potidjnie nieskoficzong liczbe
stopni swobody, a stan napreZen i przemieszezen podlega wyznaczeniu na podstawie
petnego ukladu réwnai klasycznej teorii sprezystodci.

W kazdej z wymienionych grup stosuje sig odrebny tok postgpowania i dotychezas
ogolna metodyka rozwigzania podanych wyzej zagadnien nie zostala opracowana,
choctaz takie ujecie dla zastosowatt mechaniki posiada duze znaczenie.

Praca nasza stanowi synteze dotychczasowych metod i jej celem jest rozwiazanie
zagadnief, nalezacych do trzech podanych wyzej grap, za pomoca jednolitego toku
postgpowania. Metoda ta np. w odniesieniu do plyt pozwala dokonaé obliczen
plyt cienkich, $rednich i grubych na podstawie tego samego algorytmu. Przejscie
od jednego stopnia przyblizenia do pastgpnego wymaga zwickszenia liczby stopai
swobody (w kierunku grubodci plyty) bez zmiany metody rozwigzania.

2. Statyczne zadania brzegowe teorii sprezystosci

Przedstawimy tutaj rozwiazanie zagadnienia stanu naprezef i przemieszezefr
warstwy sprezystej, obeigzonej (w sposdb dowolny) na jej plaszezyznach ogranicza-
Jacych przy uwzglednieniu dzialania sil objetosciowych. Wywody oparte sa na pra-
cach [9 i 10] (z pewnymi uzupelnieniami).

Réwnania réwnowagi elementu przestrzennego ciata izotropowego w przemieszeze-
niach posiadaja nastepujaca postaé, [9]:

X(x,p 2)

[424-D2+-0fc] u (x, y, 2)+¢d) 020 (x, ¥, 2)+cdy dw (x, y,;2) = — —a
Y{x,» 2

(2.1) oy 0y u (x, y, 2)+[d2 1 D24 dclw (x, , 2V L cdy dw (x, ¥, 2) — — a
Z(x, »,2),

: C&l dH (xa y: Z)+C()2 dﬂ (xp y: Z)“!—1D2+(1+C) dz} w (x: y! Z) =

G s
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gdzie
0 3] ] L

W=, D2=@LR d= —

Jy= — _ .
1 o Jy oz’ T 1—2u°

X002, Y02, Zix7p, z) s3 silami objetoSciowymi u, G — Ej2 (L-+py
charakterystykami oSrodka oraz u (x, y, z), v (x, y, 2), w (x, y, z) przemieszczeniami
odpowiednio w kierunkach x, y, z.

Operatorowy wyznacznik ukladu réwnan Jednorodnych dla przemieszezen jest
symetryczny wzgledem glownej przekatnej:

d24-D24 0t e w10y cddy
(2.2 L=lcd10, d2+D24-dc  eddy| = [d2+D2]5.
o1 d  copd  D2H(1+4c)d2
Wyliczajac kolejne podwyznaczniki operatorowe otrzymuje sig
Ly = (d?+4-D?) [(d?+D?) (14¢) — ¢d],
L1z = Lyy = (d24+-D?% ¢d, 0y,
Liy=1IL3 = — {(d24+D2 co, d,
Lyy = {d?4-D2) [(d2+D?) (1 +¢) — o2,
Lyy = Lyp = (d2+4D?) ¢, d,
Lss = (d2+D2) [d2+-D2 (1-+-¢)].
Wszystkie operatory L, Lz posiadaja wspdlny czynnik V2 = 2 D2, -Rozwiklane:

réwnania rézniczkowe, wynikajace z (2.1)~(2.3) mozna przedstawié w UProszezonej
postaci:

(2.3)

. ] 1
Lu=(—Ljy X+L,p, Y—Ly; Z)E :
: 1
(2.4) Ly = (Lyy X — Loy YLo; Z)E ’

1
Ly = (— L31 X+L32 Y — L33 Z) E 3

Pprzy czym

L= (D22, Ly = d2(140)+(D2}cdd),
Liy =1Ly =¢010y, Liz=1IL3 = cdd
Loy = d2 (14-¢)+(D2+ o),
Lyy =Ly = cdyd, L33 = d2+D2(1+c).

2.5)

Po przyjeciu funkeji przemieszezed, spelniajacych réwnania

X Z
(2.6) h=—2, Lh=—% fy=——=
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przemieszczenia okreslone bgda za pomoca wzorow
u =Ly fi— LipfotLisfy
Q2.7 v = — Lot fi+Lan o — Las f,
w = Ly fi — Laz fort-Laz fa.

Funkcie fi (x, ¥, z) skladaja sie z catek ogdlnych f;” (x, y, 2} oraz catek szczegdlnych
Fi(x,2) (=123

f’é (.x’y> Z) =f: (X, Vs Z)+F‘i (x! ) Z)‘
Calki ogdlne spelniajag réwnania
{2.8) L (x, p,2) == (24 D22 f (x, 0, 2) =0, i=1223.

Rozwigzanie réwnaf typu (2.8) moze by uzyskane przez rozwiazanie ich wzgledem
zmiennej z przy potrakiowaniu symbolu D2 jako parametru liczbowego. Widoczne
jest, Zze otrzymuje si¢ wiedy:

2.9)  fiGx, », 2) = sinzD [y (x, ¥)+24ai (x, ¥)]+
~+ cos zD [By; (x, y)quBzé (x, 1, i=1,2,3
W dalszym ciggu dla uproszezenia przyjmieniy
A (x, ¥) = Aix,  Bix (x, ¥) = Bur.
Przez rézniczkowanie wzgledem z otrzymuje sig kolejno:
df; = sin zD (A — DBy — zDByi)+cos zD (By+DAyi-+zDAx) +dF,
d2 f; = D [sin zD (— 2By — DAy — zDda)+
{2.10) tcos zD (2dg; — DBy — zDBy)|+d? F,
d3 f; = D2 [sin 2D (— 3Ap-+DByi+-zDByi) 4
+ cos zD (— 3By — DA — zDAY)[-Hd3 Fu.

Podstawiajae (2.10) do (2.7) otrzymuje sie po przcksziatceniach:
w2 = UG, z)ﬂ""l{sm zD [‘)* Aty dia = DB

D
2 (1 s ;) "51321+A23+Z (91 Azi-1+02 Az VDBZ-;;)] —+
1\ D
+cos zD |01 By +02 Bzt DAyz —2 1+; FAZl—i_
1

“+By3+z (01 Byt 322+DA23)] },
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/) (x, ¥y Z) = V(x, ¥, Z) — Caz { sin zD [f)l A11+()2 A12 - DBlg,‘!_

1\ D
+2 (1 + ;‘) EBzz*FAza—I-Z (01 Ag1+02 Agy — DBza}] +

2.11) [ 1\D
+cos zD (61B11+02312+DA13-—2{1+6—. ;Azz-]-
P

+Baa+z (3 By 0, Byy+DAy3) ] },

w (x, ¥, Z) = W(x, ¥ Z)+CD {sinzD [‘)l By + 62B12+DA13~—-

1 2
— 3 (01 Ax1+0y App) — & B3tz (01 By -0z Byy+-DAyy) 1~

1
—coszD [ al A11+C)2 Alz - DBl3+ B(al le‘l'az Bzz) —

— —? Atz (94 Az T 02 Azy — DBy3) }
We wzorach powyiszych przyjeliémy oznaczenia:
Ux 3, 2) = [(1+0) d>H(D2-co)] Fy (%, , 2) — ¢dy 0y Fy (%, y, 2)—
—¢01dF3(x, y, z),
(212 V%0, 2) = — e 02 Fy (%, 3, )1 d2-1-(D24-e08)] I (i, », 2) —
' — 0y dF; (x, P 2),
Wix,y, 2) = —cod dFl (*, ¥, 2) — €02 dF; (x, y, 2)+
' + [d2+(14-¢) D2 F; (x, 3, 2).

W zwiazkach (2.11); i (2.11), wystepuje dwanaseic funkcji Az, Bix, natomiast
do ich wyznaczenia dysponuje sie szefcioma warunkami brzegowymi na plaszezyz-
nach poziomych z = const, ograniczajacych plyte. Istnieja jednakze zwiazki po-
migdzy poszezegblnymi fankcjami i droga stosownych przeksztalcedt wprowadzimy
sze$¢ nowych funkeji zastepujacych poprzednie.

W tym celu na podstawie (2.11) Wyznaczamy przy z —= 0 wartodci réznicy prze-
mieszezen, uzyskanej z calek ogblnych i szczegblnych: ‘

us = u(%, 9, 0)—U(x, 0) = —cdy [51 B11+0y Biy+DAy3t-
’ 1\D
“|‘Bz3 —2 1+—; 5;1421 .
@13 w=0xy60—V(xy,0)=—ech [31 Bi1+02 By DAy +
' 1\ D
By —2 1‘|‘? gAzz .

Rozprawy Ingynierskie — 11
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2
(2.13) ws = w(x, y,0) — W{x,3,0) = —cD [31 Aj1+02 A1p — DBy3 — 7A23+
[c. d.].

i
+ ) (31Bz1+3232_2)] .

Rozniczkujac (2.11) wezgledem z i wstawiajac nastepnie z = 0, znajdziemy dalsze
zwiazki

u; =q [u (xs Vs Z) - U(xa ¥, z)]z:(] T cal D[ai A11+()2, AlZ MDBI3+
1\ D 1
Ay 211+ = ()_1321'5‘ D (0182102 Bya+-DA3) |,
Q1) v, =dv»2) V@ y o= e D[ dy Ay 02 Ays — DBi3+

1\ D 1
+Apt+2 (H‘ —) — Byt — (@, Byt 322+DA23)] ;
(4 az D

w,=d[w(x,y,2)— Wy, 2)l,—0 = ¢D? [31 By1+0y Bip+DAy3—

1 2 1
—3 (01 Azt 0y Azy) — By — ) (01 43110, Azz-—Dst)] .

WprowadZzmy oznaczenia, [9]:

(2.15) Ps = 0y Us+0g vs+W,, T, = Oy thy+03 0, — D2 ws.
Przez odpowiednie przeksztalcenie zwigzkéw (2.13) i (2.14) otrzymuje sig
Ps
0y dz1+03 A2y — DBy3 = 57
o
(2.16) O Byt Boa DAy == o iy
Wzory (2.11) przybieraja nastgpujaca postal:
sinzD
u(x, v, 2) = Ulx, y, 2)+cos 2D us (x, y, 2)+ L (=
zsinzD ¢dq 05 (, ) ( zcoszD  sin ZD) dy B, (x, ¥)
D 2 D2 D3 1y °
]
[+
sinzD |
v (% 3,2) = V(x5 2)Fcos zDvs (%, p, )+ 2, (x N+
' . 2 (1 —I_'_'):
@.17) _ zsin zD oy #5 (x, ) + (z cos zD __sin zD) c
e D 2 D2 D3 | 0,9, (x, %)
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sinzD |
(2.17) w{x, 3, 2) = W(x, y,z) +cos zD w; (x, y) + T W 0 )+
[e. d.] ’
' zsinzD @, (x, ¥) (sin zD ) eds (x, )
D 1 D —z cos zD Y
211 ~£-;

W wyprowadzonych zalezno$ciach wystepuje jedynie sze$é funkeji, kt6re mozna
okreSli¢ z warunkéw brzegowych.

Podobng budowg réwnan na przemieszezenia otrzymat Lurms ([9], str. 152)
rozwazajac zagadnienie warstwy sprezystej (lecz bez sit objetosciowych).

Moina z kolei wykorzystaé zwiazki pomicdzy stanem naprezef i przemieszczen:

0z == 2Ge [(1 — w) dw -+ pu (31 u + 3y )] = G [(c+1) dw -
@18 + e+ D Qru -y,
Tap = Glduta w), Ty =(dv+0d, W) G.
Wstawiajac (2.17) otrzymujemy
' 1 sinzD
i+c D

+ ﬁﬁ Zcos ZD) &, (x, )+ 2 cos zDw, (x, y)+ [(c— 1) coszD +
c

a: (X, p,2) = @, (x, ¥, zH—G{H 2D sin zDw; (x, y) —‘(

+ ¢ zDsin zD] 9 (x, y)} )

T%‘? (x: ya Z) = Q:GZ (JC,' y: Z)+G {COS Z-D [u.; (x’ y)+al Ws (x> J’)] -

czsinzDo; 9, (x, y)  sin zD

(2.19) : D (l+c) D [D2 u; (x, p) — al Wy (x, N1—

— ¢z cos zDoy s (x, y)} ,

'lr.?lz (x, s Z_)ZQ:UZ (x! Y: Z) + G !COS zD [y; .(.X.', y)+62 Ws (x2 y)] -

czsinzD®, (x, ¥} d»  sinDz

EDy R [D2v5 (x, ¥)— 3y w, (%, Y)}—

— ¢z cos zDo, ¥ (x, y)} s

Funkeje s (x, y,2), P (%, p, 2) 1 Pyz (%, y, 2) okreslone 84 za pomoca nast gpu-
Jjacych wzordw:

Pe(x,3,2) = G {[{c — 1) D2 — (c-+1) 21 [0y Fy (%, y, )40, F (%, , 2)] +-

+ [te+1) d2+4-(3¢+1) D2 dFs (x, y, 2)},

(220) Qjmz (xn Ys Z) =G {[(C—I_ 1) (d2+D2)—zca%] dﬁ'l (x> Y, Z) _2‘3@1 a2 dFZ (x, Y, Z)‘I"

+ [e+1) D2 —(c — 1) d?] 0y F3 (x, 3, 2)},

Pyz (%, 95 2) = G {— 2cdy 0, dFy (%, y, 2)+[(c-+-1) (d24-D2) —
—=2¢08] dF3 (%, 3, D) +I(e+1) D2 — (¢ — 1) d2} 0, Fy (x, 3, 2))-
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Na plaszezyfnie z = 0 napreZenia Wynosza:
= 0y (%, 7, 0) = Do (%, 3, 0) + G 2w, (6, )+ (6= 1) 85 O,y =
= @, (x, 3, 0)+G {(c— 1) [31 s (x, ) 40205 (%, W]+H(c+ D) v, (= 0}
20, = Tan (3, 9, 0) = Bus (5, 2, O-HG [ (% )41 s (5, )]
173,= Tyz (%, ¥, 0) = Pz (%, 3, 046G [‘U; (o, Y) 40 ws (x, )]
Stany przemieszezen (2.17) oraz naprezen (2.19) okreflone sy stosownymi operas
gjami rézniczkowymi na funkejach
ws (), s (69 . we(% ), w06, m () 1 ow(x ).

W praktyce korzystniej jest zastapi¢ funkcje u, (x, y) o, (%, ¥), w,{x, ¥} przez
naprezenia wystepujace na plaszezyznie z = 0.

2.21)

WprowadZmy ozhaczenia

(2-22) chz = r?:z'”” (Dwz (xn Y, O): Ts‘z = ng”“‘ QW (JC, Ys 0): Ui = O‘(z)_ @Z (x: Y, o

&

Z (2.21) wynikajg wzory

Ths . Tys , 1 ¢ 1—¢
M = ‘“é* - 01 Ws,y Uy = -rg —_— 62 Ws, Wy = T—T—;E —i—-C (()1 us'-I-()z‘Ug),
(2.23) e .
By = (@1 us+az gl +—— 1+¢ G ’ﬁ‘; == E (01 Tiz+az 17;2) — 2D2 wy,

Zaleznobei (2.17) 1 (2,19) moina teraz napisaé w formie ukladu rownan:
u (x: s Z) = U(JC, Vs Z)+LUU s (x y)+LUV‘US (JC, Jf)‘i‘LUst (x’ y)+
% (x, » Ty (X, ¥) Tz (%5 1)
) vz +L UYL?_ + UX_""E_p
v(x,9,2) = V{xp, 2+ Lyy ts (% P Ly vs (%, ¥) + Ly W (X, »+

. o; (x 7) %0 5 (%,
(2.24) +Lyz—~ +L VY% +Lypx —Fﬂ,

w (X, ¥, 2) = W (%, 3, 2)+ Ly tis (%, 3) + Lypy0s (5, ¥) - Ly ws (5, )+

| +LWZO‘S 269 Loy Tyz (Zs ¥ +LWXI§Z (;, J’);

0z (%, ¥, 2) = Dy (%, ¥, 2+ GLgyths (%, Y)+-GLzy s (4, p)4-CLigyy ws (%, y)+

+ Ly 05 (%, Y) b Lgy 7y, (%, WLgy U5 (X, ),

(2.25) Ty (%, 3, 2) = Pya(x, ¥, 2)+GLyytts (%, 1)+ GLyy 05 (%, Y)+ GLoypy ws (%, 1)+
' _ + Lyz 6} (%, Y)FLyy ¥, (% V) FLyx Tz (%, 3),

Taz X, ¥, 2) = PualX, ¥, 2)+ GLXUuS (%, ¥)+ GLygpvs (%, J’)+GLXWWs (x, N+

+ Lyz 0% (%, ¥)+-Lzy 7y, (% P+HLyx B (5 7).
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We wzorach wystepuje trzydziesci szes¢ liniowych operatoréw rézniczkowych
rzedu nieskoriczonego, zamieszezonych w tablicy 1. Zgodnie z zasada Bettiego
o wzajemnoSci oddziatywan operatory lezace w tablicy symetrycznie wzgledem
przekatnej (biegnacej od prawej strony z gory do lewej w ddl) sa sobie rdwne,

Podobna, budowe réwnait uzyskali na innej drodze rachunkowej W. Z. WeASOW
i N. N. Leontew, [10] 1, wyprowadzajac podstawowe zaleznoSci dla elementu ciata
bez uwzglednienia sit objetosciowych. Gdy przyjac we wzorach (2.25), Ze sity objetoé-
ciowe sa réwne zeru, to calki szczegblne Uix,y,2), V(x, »,2), W (x,3,2), D, (x, y, 2),
Dyz (x, 3, 2) 1 Pz (x, ¥, 2) sa 16wne zero 1 wtedy uy (%, ¥) = up{x, ¥, 0) itd, i rdw-
nania {2.25) przechodza w rozwigzanie W, Z. Wiasowa, N. N. Leontiewa.

Biorac pod uwage wzory

2G
% T o, (1 — ) 94 2+ (D2 24dw)],
(2.26) v T, [(t — ) dvtpa (01 ut-dw)],

Ty = G {05 u-+01 9]

mozna wyrazi¢ te naprezenia za pomoca funkeji brzegowych us (x, y), ..., T, (x, ).

Uzyskane wzory na ow, oy, Tay podane sa u dohu tablicy 1, przy czym calki szeze-
golne @, (x, y, z), Py (X, ¥, 2), Puy (x, ¥, 2) wyznacza sig (po okresleniu F; (x, y, 2),
i=1,2,3) ze wzoréw (2.12) 1 (2.26); otrzymujemy w ten sposéb y

2G

b, = T 24 {[2 — p) (d2-+-DD) — 811 0, Fy+[u (d2+DD—331(0, Fo-+-dFs)},
2a 2 2

By = E— {IQ2 -~ p) (d2+-D2) — 03] 05 Fy+-[pu (d2+D?) — 031(0y Fy+dFs)},

2G
Boy =~ o” {{(1 — @) (@2+D?) — 3] 9 Fi+[(1 — @) (d2-+-D2) — 3] 01 F—
— 0y 0y dFy).

Podana w tablicy 1 macierz rézniczkowych nieskoficzonych operatoréw linio-
wych przedstawia stan naprezen i przemieszezen ciala izotropowego, poddanego
dzialaniu obcigZenn objetoSciowych.

Dla rozwigzania konkretnego problemu wystarcza sprecyzowanie warunkéw
brzegowyeh na plaszczyznach z = const ograniczajacych badany obickt,

W szezegllnodei na podstawie tablicy 1 moina rozwigzaé zadanie zginania plyty,
ktérym zajmiemy si¢ w nastgpnym rozdziale.

L W pracy [10], str. 3564, wzory (2.7) wystepuje blad przy Lzz= Ly podobnie na str. 370
w tablicy 23 blgdnic podany wzdr na Lypp. Poprawne wartosci podaje tablica 1 niniejsze]

pracy.




Tablica 1. Sfan przemieszczenia i naprezenia przestrzen-

(zastosowanie nieskoniczonych

G, (x, ) Gog (x, ¥)
Lorr= D—
Y - Y uuT 08 I & 92  zsinzD
2 Xy Vs = T S A
ulx,» 2 Wz o7 zsinzD 4 20—-@) D
20— D
810y zsinzD % zsinzD
v {x,2) G Vie,1,2)G Lyy= — = __ 7
) vu 20— D Lyp=coszD 20— D
L o [(1 24) I % [(1 204 %
wyu= ——— | 1 —2u)x = U—2p
FYCEnY A MY 20—
wix, v, 2)G Wi, 2) G : :
sinzD sin zD .
* — zcoszD X — ZCOos zD]
o2 (x,,2) By (%, 7,2) L % Dsinzp I % psinzp
Xy Z (X, ¥,Z zu=———zDsinz Y = Zl sm zZ
(11— (1—
— g1 02 sin zP 2 8inzD
Lyg= ——|# Lyp=—0) —
1—pm D
Tz (X, ¥, ) Dy (%, ¥, 2) 2 :
0y sin zD
-+ zcos zD] — ( -+ zcos zD)
1—pn D
5 sin zD
Lyg= % —
Taz (xs Vs Z) qsz (xs Y, Z) 2 . LXV = LYU
01 fsinzD
— + z cos ZD)-
(1—m) (
20 240
—(i [_,3 cos zD — i # 2) cos zD —
—u —u
Gy {x, v, Dy (x, ¥, .
z (x, ¥, 2) « (%, ¥, 2) d% 7 sin zD} ()% 02 zsinzD
. (—p) D A—mw D
210
(l'u 1)coszD— a Z)COSZD-—
— K -
G x’ > @ 3 E) . .
» (X, 1, 2) v (%, 7, 2) i a% zsin zD ()g zsin zP
d—w D (1—wpy D
L ‘)2 3 in 2D d 02 inzD
zsinz 107 zsinz
Tay (X, ¥, 2) , 32 008 2D — —o dy cos zD —
@Iﬂ(x Vs Z) 2 (1__,“) D 1 (14_":”) P

[350]




n ego statycznego zadania teorii sprezystodici

Linjowych operatoréw rézniczkowych)

Gwy (x, ) oy (x, %) Ty (X, 3) 75, (%, )
P S 01 dp ;. _SinzD o
UF= T2 —w L a  zsinzD| Y 40w v T T ad *
. Uz = "~ g% .
sin zDD 41—y D z cos zD sin zD zecoszD  sinzD
x[(l—ZM)T+zcoszD] x( = T ) ( R )
I s I sin zD + a% y
W= —— % y=—
i 2w Lyg= — 2% __ zsinzD - b 4= Lyx=L
1 ppSia7D - P2 T A (1-p) zcoszD  sinzD yET Y
x[( —21) D +zcosz ] x( = T )
Lyyw = coszD + Liypz= —] — [(3 — 4y x
4(1—w)
1 gin 2D Lyy= Lyz Lwy=Lyz
2(=n) Dz sin zD * — ZCOS ZD]
D
Lzy = 1 X .
1= Lzz = Lyw Lzy= Lyw Lzx = Lyw
% (Dzcos zD — sin zD}
Lyw = Lgy Lyz= Lyy Lyy=Lyy Lyx=Lygy
Lyw = Lzy Lyz = Lwy Lyy = Lyy Lyx= Lyy
(07 +2p03) sin zD > 2 QD2 p—%y sin zD 5 zcoszb
- — cos zD —
(1—p) D a—w 2(1 — ) J7e 2(1—py D2 ,
3 & zsinzD B0, zcoszD | al@-p)2D2-0%) sinzD
- zecos zD - P L
A 20—y D 20— D2 20— bi
(O3+2ud7) sin zD - &  zcoszD 01 (2D2p—03) sinzD
- — cos zD — — =
A—m D 1—p 20— D2 20— D3
2, § . a2 [(2—1&)2D2—6§] sin zD 1 aﬁ z cos zD
— Zcosz — ——zsinzD | +
a—m 2(1—p) 2{1 — @) D3 200—p) D2
&1 02 sinzD 0108 sinzD 9 d
- (1= 2p) % ; e X y—— — o ¥
11—z M d2z sinzD D 2 () D 2(-a
sinzD 2(1—pw) D sinzD  zcoszD sin zD zcoszD
+ zcos zD - 0| ——
] [ D3 D2 ] [ Dy D2
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3. Ogblne rozwigzania dla plyt izotropowych

Nz podstawie wywoddw poprzedniego rozdzialu mozna opracowaé zadanie
zginania piyty o stalej grubosci H = 2h.

Zalozymy na razie dla uproszczenia, ze obcigZenic objetoSciowe nie wystgpuje,
natomiast na plaszczyznach z = -k dziatajg sily powierzchniowe #z (x, ), ty (x, »)
1 p(x,») o rozkladzie antysymetrycznym wzgledem plaszezymy $rodkowsj z = 0.

W tym przypadku ze wzgledu na brak obciazed objetosciowych spetnione sa
nastepujace zwigzki:

(3 1) us (x, y) = p (¥, y), Vs (X, y) =2y (X, }’), Ws (xs y) = Wy (x9 y):

LGN =150, e =150 6 = (x)
a ze wzgledu na antysymetrig obcigzenia zewnetrznego
(3.2 t (%, ¥) = 09 (%,3) = o2 (x, ) = 0.
Stan naprezefi i przemieszezen plyty okreSlony bedzie za podrednictwem funkoeji

Wy (x, y), ng (x= y) i T_(]]}Z (x, y)
Uklad réwnan spelniajacych warunki brzegowe wynika wprost z tablicy 1. Przyj-
mujac skierowanie osi z w dét otrzymuje si¢ dla z = / nastepujacy uklad réwnasi:

G Ly wotLzy ng—i—LzX ng iy
(3.3) G LYW WU +LYY ng +LYX ng = ty,
G Lyy wo+Lyy ng +Lyy ng = Iz

Operatorowy wyznacznik ukladu réwnaf oraz poszezegdlne podwyznaczniki,
napisane na podstawie tablicy pierwszej sa nastgpujace:

. Dzk( SinZhD) "
- TR D
Ky = cosh [ hD > 'k]
11 = cos AD |cos msm Di
K= &4 sin hD cos hD,
[—p
" Kyy= — 9y sin kD cos hD;
I—u

(3.4)

h sin AD '
Ky = %m oy [(1 — 2u) _ED_ “+cos hD_COS hD,

x Dk ( sinhD) + h 2 sin2 7D
22 11—z cos AD— PTIE h hD m T sin2 2D,
K23:1 __‘ual ()2 sin2 hD,
K= k d h [I 2 )SinhD-I- D]
31 20 —p) 1 coshD( # o cos AD],
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h
Ky~ dy 0, sin? AD,

3.4 b=
E'”) Ka3= D ( hD sin hD) WD+ 2 sin? J
33“1_ cos ) cos T—g 5 sinZ iuD,

WprowadZmy nowe funkcie s (x, ), w2 (x, ») i v31(x, »), ktdre powinny spelnié
rownania

(3.5 Ky (e =p(x3), Kyp@Ex)=t(xy, Ky, =1t(x .
Kazda z funkcji 9 (x, ), (i = 1, 2, 3) bedzie suma rozwiazania ogblnego i szcze-
gblnego:
(3.6) P (%, ¥) == g (x, W)+ ¥ (x, ).
Rozwigzania ogdlne powinny spetiaé rdéwnania
D2k © sin 2hD :
1 m,u( BT )coshDgu;o(x, n=0

Po wyznaczeniu funkeji ; (x, y) przemieszezenie wy (¥, y) oraz naprezenia zp, (x, ¥)
i 75 (x, ) okrefla sig ze wzordw:

(3.7 Ky (x,3) =

Y1 Lgy Ly
Gwy(x, ») = |y2 Lyy Lyxy | = Kip 91 — Ko1 92+ Kz1 v,
Y3Llyy Lyy
3.8) Ty (X, ) = — K1z v1+ Koz 92 — Kaz 93,
. Tos (%, ¥) = Ki3 91 — Koz po+Kaz s
Po rozwinigciu tych wzordw otrzymuie sie

Gwy (x, ¥) = [cos hD— sin kD] cos 1Dy (x, ¥)+

Dh
2(1—w

k [ \AD hD] DD >
+m (1= 2p}—, = T eos hD | cos kD [0z 2 (x, y)+-01 3 (%, »)],

(3.9)  Txy) = — dy sin hD cos kD yy (x, ¥) +

l—p
D2 ( sin 24D )
+1_‘u LD %”2(%)’)—
h
R 0y sin? AD[d; 2 (%, ¥)+01 w3 (x, Y],
3.10) Gy =— - 04 sin D cos hD yy (x, y) —

018in2 AD [0 o (x, ¥)-+01 93 (%, ]+

Dh ( sin 2AD )
= v (s

l—p

1—pu
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Stan napreZenia i przemieszezenia okteslaja réwnania (napisane na podstawie tablicy 1)

z , 8in hD] o

z
Tyz (X, P, z):l_ﬂaz sin zDwy G+ [cos zD 20—p 03 > Ty —
z > 2 sin zD o R D
2(1— p) 1027 T ™ 1 —n 2(COSZD51111 .

Z N
o sin zD cos hD) [D cos AD p1-+sin hD (0g 2101 93)] +

D2 ( sin 2hD
1—pu 2hD

) cos zD s,

P4
Trz (X, ¥, 2) = — & (cos zD sin hD— — sin zD cos hD) %

1o p h
x [D cos hDyp; + sin AD (92 pa-1-01 93)] -+
4 D2p ( sin 2hD )
p— 2D cos zD s,
D2p o ,
oy (x, v, 2) = 7 Lsin zD sin AD -

z sin zD :

+ cos AD ~ ©0s zD— 7D | |08 hDyy —

Dh

z
(sin zD cos hD — = cos zDsin hD) cos AD (35 w2+ 05 wa),

h ) sin zD ) o
(3.11) ou (X, 9, 2) = 05| (1— 2p) cos hD-Fsin zD sin AD -
1—u hD .
z sin zD
—+ = o8 zD cos hD] ——DZ[ op oo hD - sinzDsinkD 4+

z h sin zD
-} o8 zD cos hD] } cos hD yp; — 1 {af [(1 -}-sin2 AD) 3 +

sin AD 5 sin zD sin AD
+ z cos zD coshD WD + 05 2u 5 wp o AD{ (02 pat+01 w3) +

. sin 2hD
sinzD|1 " uDp 01 41,

g

h ) gin zD . ]
oy (x, y,2) = 1% 07| (1 — 2u) T B hD+sin zD sin kD4

z s
-+ 5 cos zD cos hD] — DZ[ D o8 hD--sinzD sin AD+

-+ - ©os zD cos hD] }cos hD o —
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A ' sin zD
— e 1 32 (1 sin? hD) 5 +z cos zD cos hD

sin AD
l—p

5 sin zD sin AD
O+ 2u—p— — o cos AD( (9 ya-H0p )+

2Dk sin zD( sin 2hD )
12D ' amp |02

sin zD
01 02 [(1 — 2w WD 08 AD+sin zD sin AD-+

Txy(x,y’z):—l—ﬂ

z
+ —cos zD cos hD] cos AD yy -

h
+ h 5 [Sin 2hD. (2 sin zD )
11— 4 1 02 54D LS — zcoszD|—
sin zD

5 (1-+sin? hD)] (02 y2+-01 93) +

Dz} ( sin 2hD ) sin zD
i — 4 D 5 Orptor9s);

+

h sin zD . _
Gu(x,y,z) = — 2(1—:#) oy [(1 —2m) D oo hD-Fsin zD sin AD -

+—}Zt—cos zD cos hD] cos hD ;-

1 h 5 [sin 2hD (2 sin zD )
T B szl -

sin zD Lis ZhD] 5 5 D2 p (1 sin2hD)sinzD
o (sin? AD) [ (02 4201 3) —i-l——,u 5D D V3

, h sin zD ) .
Golx,y,2)=— m O2| (2 — 2u) WD o8 hD--sin zD sin AD+-

z
+ 5 cos zD cos hD] cos hD i+
210 + h 5 [sin 2hD (2 sin zD )
¢12) T0—2| mp \#Tp T EesED
sin zD Lt sin? ] 5 5 Dy ( sinZhD)sinzD
5 (Asin2 AD) (9 po-t- 1%”3)4“1__# 1 20D D

(cos zD sin AD—

h
Gw(x,y z =[coschoshD———-—
(5,2) 20—

z
—— sin zD coshD) ] cos Dy +
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G.12) ot [ D cos hD4 (1 —2 pImAD |
le.d] 2(1_—-—,u) cos zD cos AD-H{1 — 2u) cos z WD
+ % sin zD sin hD] éos AD (92 yo-+01 93

Réwnania (3.11) i (3.12) moga by¢ uproszezone w przypadku, gdy mamy do czy-
nienia jedynie z catkami ogblnymi réwnaf (3.5). Wprowadzimy wtedy nowe funkcje

cos D g = ¢y,

Dh ( sin 2hD) 4 D2p ( sin 2hD)
1“‘!'5 4D P = P2, I_M I~W Y30 = Pa.

Jezeli wprowadzimy dodatkowy warunek

(3.14 0y ¥2+01 3 = 0,

to obydwie funkcje ¢, 1 @3 mozna zastapié funkcja @ (x, ) spelniajaca warunki

(3.13)

(3.15) PN =09 PN =—dpk).
Wstawiajac (3.13)-(3.15) do (3.10) otrzymujemy

T—u D
Gwy = cos8 AD— —sinhD| @y,
h 2

15, = 01 ¢ — d, D sin kD g,
(3.16) 0 . .

Ty = — Oy ¢ — Oy D sin kD ¢y.

Wystepujace w (3.16) funkcje wyznacza si¢ z nastgpujacych rdwnani rozniczko-

wych: .

, sin ZAD
{3.17) D2\1— oD |7 = 0,

cos hD ¢ = 0.
Réwnartie (3.17), umozliwi réwnoczesne spelnienie zwigzkéw
(3.18) dicoshD g =0, -~~dycoshDgp=70.

Zastepujac py, ve i, przez ¢ i 1w (3.11) 1 (3.12) otrzymuje si¢ wzory na stan
napreZen 1 preemieszezen o nastgpujace] postaci:
sin zD

Z,
Wb ¢08 kD] -

z
(319 op=— {af [sin zD sin kD = cos zD cos hD-+(1 — 2u)

sin zD

sin zD
cos D (pl—z D Olazqﬂ,

hD

+2u D2
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oy = {()2 [sm zD sin hD+ =~ cos zD cos hAD+(1 — 2,u) cos hD] +
sin zD n zD
+2‘L6D2 ) cos AD (p1—|—2 ()1 azfp,
(3.19) . z sin zD
fe.d.] oz = D2|sin zD sin hD—I——k~ cos zD cos AD— 7D S hD| @y,
m zD
Tay = — 01 &y [(1 — Z.u) cos hD+sm zD sin hD-+
sin zD
+ 7 cos zD cos hD] P1+H(07 — 03)
z 8in zD sin 4D
Tyz = Y B hD — cos zD D 92 D2 g1 4-cos zD oy ¢,
z sinzD sin hD
Tae = h| - cos hD — cos zD ) 01.D% gy — ¢os zD 9y p;
G 1 [ ) sin zD . .
U= 1—2w WD 08 hD+-sin zD sin kD4
z sin zD
-+ 5 08 zD cos hD] Oy py— 02 @,
sin zD
(3.20) Gv=— [(1 — 2u) cos iiD-}-sin zD sin AD—-
z sin zD
+ —cos zD cos kD] 02 1+ 3 0P
h
Gw= -~ [2 (1— ) cos zD cos hD —hD cos zD sin AD-+zD sin zD cos AD] @1,

Podkreslone wyrazy w (3.19) i (3.20) stanowia uzupelnienie rozwigzania zagad-
nienia jednorodnego plyt, podanego przez LURIEGO, ([9], str. 157-158\,

Réwnania (3.19) i (3.20) znajduja bezposrednie zastosowanie réwniez w przypadku,
gdy na plytg dziata jedynie obcigzenie pionowe, roztozone antysymetryczaie wzgledem
plaszezyzny z = 0. Wtedy funkcje ¢; wyznacza sic z réwnania

2( sinZhD)
(3.21) pr{1— "o =»,

otrzymujgc obok catki ogdlnej rozwiazanie szczegdlne, matomiast funkcja ¢ jest
okreflona nadal za pomocy réwnania (3.17),.

Postugujac si¢ wzorami (3.19) i (3.20) moina przedstawié catkowe wielkosci
statyczne na konturze plyty:
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B h h
M, :f Tz zdz, My =f Oy ZdZ, Mxy :f Tzy Zdz,
—h —k -h .

& i
(3.22) Qo= [ Tards,  Qy=] ty dz.

i —h

Przy obliczeniach wystgpuja nastgpujace calki:

B
2
f z sin zD 4 D (sin AD — hD cos kD),
-k
B 1

f 22 sin zDdz = f z¢os zDdz = 0,

]

) .
[ 22 cos zDdz = 3 [2 D cos hD+(#2 D2 — 2) sin hD],
-k ]

k )

2
f cos zD dz = —sin kD, f sin zD dz = 0,
—h D -

Po wykonaniu catkowania 1 uwzglgdnieniu réwnan (3.17)2 i (3.21) otrzymuje sig

2
M,— ~ [(0? — 2u02) p+2ud3 D? sin2 AD ¢1+2Ddy 5 sin hDp)),

2
My=—7; [(0} — 2u0%) p-+-2u0} D2 sin2 hD ¢ — 2D0; 9, sin hDyp],

2
(3.23) My = — o [(1-+-2p2) 8y 32 p—2uD? 3y 3y sin2 hDep, (97— 03) D sin hDgl,
i 2 .
Qu = — 753 (01 p+D0; sin hDg),

2
Qy = = (92 p — DOy sin kD).

Znalezione dodatkowe wyrazy rozwigzania jednorodnego wplywaja na formu-
lowanie warunkéw brzegowych na konturze plyty. Mozna latwo sprawdzié, Ze
dla wycietego elementn plyty po uwzglednieniu wzordw (3.23) spelnione sa caltkowe
rownania réwnowagi:

01 Q2102 Oy t+2p =0,
(3.24) ()1 M9;+62 Mxy — Q:u = Oa
ot Mnyraz My—Qy=0.

4, Dypamiczne zadaunie brzegowe teorii sprezystosci dla cial izotropowych

Dla okreflenia algorytmu dla zagadnienia dyuanﬁcznego wystarczy uzupelnié
ukiad (2.1) silami masowymi, wymuszajacymi drgania oraz wprowadzi¢ sily bez-
whadnodci zgodnie z zasada d’Alemberta. '
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Zastgpimy zatem sily objgtociowe sitami masowymi wymuszajacymi drgania,
zastgpujac w (2.1) funkcje X (x, . 2), Y (x, », 2), Z(x, ¥, z) odpowiednio funkcjami
Pr(x,p,2,8)y ..

Ponadto po lewej stronie réwnafd wprowadzamy sily bezwladnodei

021 029 02w
Mo T e T Mop

gdzie m oznacza mase na jednostke objetosci ciala. Oznaczajac drugie pochodne
wzgledem czasu przez— k2 orazm/G = ¢ podstawowy uklad réwnaf preedsiawiamy
nastgpuiaco:
(d24+-D24-0% cok?) u (x, y, 2, D)+¢d1 029 (X, ¥, Z, ) +cody dw (x, ¥, 2, ) =

Pelx,y,z2,t)
_ - ,
4.1) ey ogulx, y, z, OH[24-D2+-03c+ k2w (%, 3, 2, ) +edy dw (X, p, 2, t) =
Py (x, 7,20
T
cdy du(x, ¥, z, )-Feo, do {x, ¥, z, OF[D2H(1+-¢) d2+-ol2) w (%, v, 2, 1) =

Piix,y,z,1)
—— &

Operatorowy wyznacznik ukladu réwnan jednorodnych oraz jego podwyznaczniki
83 nastgpujace:

L = (D2+d2-+0k?2)2 [(1-4¢) (D2+-d2)+ok?),
Lyy = (D2+d240k2) [(1+c) (d2+D2) — 0} c+-ok?),
Lyp = (D2+-d2-+-0k?2) [(1+¢} (D2+-d?) — 8] e+-gk?],
“4.2) L33 = (D2+d?+k?) [(1+-¢) (D2-+d?) — d? e+0k?],
L1 = (D2+d2+k?) cd; &,
Ly = — (D2 +d2+ok?) coy 4,
L3 = (D2+d24-0k?) cd; d.

Ze wzoréw (4.2) wynika, Ze mozna wylaczy¢ wspdiny operator i wtedy réwnania
rozniczkowe (4.1) po rozwiklaniu otrzymajg postaé:

1
Luy==(—L  PytLis Py —Li3 Py L

1
.3 Lo = (Ly Py~ Lyy Py+1Ln;3 Pz)“é‘,

1
Lw==(—Ly Pw‘i'LazPy—LsaPz)"Es
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gdzie
L = (D24-d2+4-0k2) [(14-¢) (D2+d2)+ ok?),
Ly = (14-¢) (D24-d%) — 9% ¢ -pk2,
(4.4) Ly = (1-4-¢) (D2+d?) — &5 e 1-ok2,
' Lyy = (14¢) (D2+4-d?) — d? c+gk?,
Iy =Liy=1¢d 03, L3y =1Liz=—cdd,

L32 = L23 = C()z d

Wprowadzimy funkcje przemieszezen, speliajace réwnania

P (x’ y’z’ t)

Lgl(xayazat):~ - G s
Py(x,»,2,1)

(45) Lg?. (xs Y, 2 t) = G s
Pz (xs J’; Zs t)

Lg3 (xs ¥, 2, t)= - G .

Prremicszezenia sg wiedy okreSlone za pomoca wzoréw
u=Lyg—ILingt+liags
(4.6) v = — Ly g1+Loz g2 — Lo3 &35
w == IL31 81— L3z &2+L33 &3.
Funkeje g; (x, v, z, ) skladaja si¢ z calek ogélnych g (x, y, z, f) oraz calek szeze-
gélnych G; (x, v, z, ). Calki ogélne sa to rozwigzania rownan
(4.7 (D2-++d2+ok?) [(1--¢) (D2+d%)+-0k2] g} (x, ¥, 2, £} = 0.
Rozwiazania wzgledem zmiennej z beda mialy postaé
{4.8) g? (x, y, 2, 0) =sinz ]/ D2+ok2 Ay {x, y, 2, £)+-cos zl/DZ—I—QJ’c2 B; (x,y, 1)+

ok? ok?
R Ci(x,y, )+cos z D2+1+c Dy (x, 3, 0).

-;-sin z D24

WprowadiZmy oznaczenia

e ok?
ap = ]/D2—E—Qk2 , O ﬁl/l)z—k 1o’

Kolejne rdzniczkowanie wzgledem z daje

£Y = sin za; A¢-+cos zay Bitsin zay Ci4-cos zap Dy,
dg? = cos zay (o1 Ag) — sin zoy {ag B+
+ cos zay (0 Ci) — sin zay (o Dy},
(4.9 d2 g0 = — sin zay (] Aj) — cos zay (af B)) —
— sin Zay (62 Ci) — cos zay (aZ Dy),
d3 g = — cos zay (&} 4i)-+sin zay (o] Bi) —
— cos zag (a3 Cy) -} sin zay (a3 Dy).
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Zajmiemy sig¢ na razie rozwigzaniem jednorodnego ukladu réwnai (4.1), prezed-
stawionego w rozwiklanej formic (4.6). Wstawimy tam catki ogdlne g¥x, y,z, 1
na miejsce gz (x, y, z, £).

Bedziemy pisaé w skrécie 4 (x, y, 1) = 4; itd. Biorge pod uwage, Ze

(0 — ) fe(@?—ad) = — e, (a2 — D) +e (c)z—az) = cdf,
(@] — ad)te(D2—a}) =0, (o — a)+-eD? = edd,
otrzymuje sie
u(x, p, z, ) = sin zay [¢ (07 — o}) A3 — ¢dy 0, Ay-¢dy ap B)] -
~+ cos zay [c (03— o}) By — ¢y 0y By - ¢dy a1 As] +
+ sin zay [— €07 C1 — ¢dy 0y Cotedy ap D3] +-
- cos zap [- ¢d2 Dy — cdy 33 Dy — €0y ay C4],

g =u(x30,0=c@G—cD)B (x,,0)—
— 001 02 By (x, 3, 1) — €0y 01 A3 (x, p, £) —
— O} D1 (x, ¥, ©) = 0y 02Dy (x, , ) —
— 0y a3 C3(%, 3, 1),

o == u' (x,,0,8) = ay [ (02— o) dy (x, 3, ) —
— 01 02 Ay (x, y, )-+-¢dy a1 By (x, y, )] —
— ay [0} €y (x, , £) - €01 02 Ca (%, y, ) + ¢y 12.D3 (x, 3, B,
(4.10)  v(x, 2,20 =sinzay [— cd; 9y Ay+¢ (2 — ) Ay+cdy og Bs] -+
' + €08 zay [— 60y 03 By+c (F — o) By — coy oy 4] +
' + sin zay (— cdy @y Cy — 5 Cotcdy 0 D3) +
+ o8 zay (— ¢dy 03 D1 — ¢d3 Dy — ¢dy an Cy),

Yy -—‘U(x Y, O t) _'_'Cal aZBI (JC, Vs t)TLC (al —""al)BZ (x:ys t)
~— ¢y a1 A3 (%, y, 2) — ¢dy 0 Dy (x, p, 1) —
—C()gDz (xa Vs f)—c‘)z [L5] C3 (x: ¥, t)s

%o =0'(%, 3,0, 1) = ay [~ ¢d; 05 4y (%, y, )+ (3 — o)) A3 (x, 3, 8) +
+ €0 a3 By (x; p, )]+ [— ¢y 9, Cy (x, p, ) —
— ¢ Cy (%, 3, O)+cd2 ap Dy (%, 3, )],
W (X, ¥, 2z, 1) = sin zay (¢dy ag By-+-cdy oy By+-cD? Ay) +
+ cos zay (— 01 @y Ay — ¢dy ay A2+ eD2 B3) +
+ sin zay (¢dy ap Dy+cdy oy Da-t-cal Cs) -+

+ cos ZQg (— C()l [+ Cl — Caz (103 Cz-[—ca?'; D3),. : L

Rozprawy InZynlerskie — 12
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wo = w{x, 9, 0, £) = — ¢d1 01 A1 (%, ¥, 1) — cdy ag Az (%, 3, ©) -
+ cD? B3 (xs ¥, t) - cal Oz Ci (x: ¥, t) -
(4.10) \
fo.d.] — ¢y oy C {x, ¥, D)+ca; D3 (x, v, D),

Wy = W (%, 3, 0, ) = 0 [¢dy 01 By (%, 3, )+ 00z a1 B2 (%, 35 )+
4 ¢D? Ay (%, 3, D)1-dp [eds ap Dy (%, 3, ) T
+ 0y a5 Dy (x, , )+eo3 C3 (%, 3, D
Wprowadimy oznaczepia pomocnicze:

8o = 01 uo+02 Do+ =
= (ai — C!%) [al Dy (x: Y. t)"l"aZ Dy (xa W t)+az C3 (x’ Vs z)]:

4.11) 8o = 01 tp— Oy vy — D2 Wy = (D2 — @) [edy ag A1 (%, 3, 6) +
4 ¢dg ay Az (%, . ) — cD? By (x, y, .

Widoczne jest, Ze
c
4 (ai— 0.'%) Bl — Cal asz — Cal o A3 = Uy 'JF W 01 50.'
T—

2
1/, 28, \
¢ (B — o) Ay — €0y 0y As+coy g By = ;1(%—31 Wo m),

’ C
— ¢dy 8 B¢ (0%—_ Ol'.%) By oy oy Ay = oo+ m 05 by,
2 __

2 2 L 21 8

4.12) — 0,0y At (3 —aD) Ay tedzar By = —— U902 Wo T 2 [
251 D?‘_ oy
0 2 - ! B,
— €0yt Cy — €0y @ Co-k oty Dy == Wy a2 o
L } 1!, ca%
Cag_ 23] By Cag\ ay By -F CD2A3 = 01— Wo — W 60.
. 1 - .

Wstawiajac powyzsze do (4.10)1, (4.10)4 i (4.10); otrzymuje sig

sin zay

(413) u (X, Y, t) = €08 70 Yy (xﬁ Y, I)—I_ a u;) (JC, Vs t)+
1

¢
) 3y wo (%, ¥, 1) + —3— 2 (cos zay — €08 Zatg) ®
ag — Oz

(sin Zog  Sin Zog
o 1
1 (sin zay SN zZog

x o)t T\ T T _—a_l_) 91 G (%> ¥, 1),




ZASTOSOWANIE OPERATOROW ROZNICZKOWYCH DO ZADAN TEORII SPREZYSTOSCI 363

sin zay |
o {x, ¥, 2, 1) == cos zay vy {x, ¥, ) *+ % (x,y, ) -
~ 1

sin zap,  sin zo, ¢
— dawg(x, y,6) + F__az_ {cos zay — cos zay) x
1 5

)
(4.13) 1 sinza,  sin zeg ,
fe.d.} *® a.?, 5[) (x: ¥, t) + D2 — CL% ( as - o ) 2 %0
sin za; |
w(x, y, z, ) = cos zag wq (X, , £} + wy (%, 3, )+
co? sin za,  sin zay
S ( P LIS

+ v (cos zag — cos zay) 84 (x, ¥, ).
—a .

Otrzymali§my przemieszezenia uzaleznione jedynie od szefciu funkcji okre§lonych
na plaszczyznie z = 0.
Biorac pod uwage zwigzki

O
» Txa ’ Tyz

Uy =G — W, U= Oyw,
. (e—1
Wo ™ G(I—I—C) - (C+]_) (al u0+327)0)3
O'z '
60 G (1+C) (al u0+62 @G)

—6; == E (04 ?25"’"‘32 ng) - 2D2% wy,

po rozwinigeiu operatoréw wrgledem funkeji ug, v, wo, 05, 755, 15, uklad (4.13)
mozna zastapi¢ (po przeksztalceniach) przez nastepujacy uvklad réwnan:
0 0 0

7
U (x ¥y, z, f) = UU u0+KUVv0+KUWw0+KU G +KUY éz + K —
0 o 0
Og ve Txz
v (X, ¥, 2, ©) = Ky g+Kpyp 0o+ Ky wp Ky e + KVY—G.— + Ky =
o 0 0

Xz

T.
@19 W%y, D) = Ky oKy 00 Ky wot-Kipy +KWY§+ K

0z (%, 3, 1, 2) = GKZU Uy +GK 309+ GR Wyt Ky 05+ Ky 15,4 Ky T
TydX, ¥, 2, ) = Gy thy+-GKyyp 09+ GRypy Wy -+ Ky 09-F Ky 795 + Ky Togs -
Tae (%, 3,4, 2) = GKyythg-GKy, 09+ GKyp Wort- Ky 00-+Kyy 7ot Kyy Toge

Wystepujace w (4.14) operatory rézniczkowe zestawione sa w tablicy 2. Posiada
ona budowg symetryczng, co wskazuje na spetnienie twierdzed o wzajemnosm
‘oddziatywan.




.

Tablica 2. Stan przemieszczenia i napr¢Zenia przestrzen-

(zastosowanie nieskonczonych Iiniowych

Gus {x, 3, ) Gus (x, y, 1)
] 201 92
Ky = cos zay + Kyp= 3
2.
Gu(x,y,2,1) GWu(x, ¥, 2, 1) 22 D2 —ay
+ 3 (cos zog — cos zaj) x {cos zup — COS zd;)
szal -
202
291 92 Kypy = coszay + —5 %
G (x, ¥, z, £) GV, (x,y,z1) | Kvo= P {cos zap — cos zay) D2 —ay
—af
% (cos zaz — co8 z04)
o 0
Kyy= " 2[(D2+ﬂ%) % Epy=— 5[(1)2'“‘%) X
Gw(x, ¥, 21) G¥Fu(x,,2,£) DE—dy D?—ay
. sin zoy 2 sin zoy sin zey 5 sin zag
K —— 2!12 ] X —_ 2&2
oy 25 o 27]
2
KZU = . 262(D2+ Cll)
. T
a. 20, (D24« —a
2 (%, ¥, 2, 1} Falx,3,2,1) = 1 3 ! {CO8 zat; —COS Z0a)
D2—qgy % {cOs za) — cOS zGg)
) 0 02 2 sin za 62
Kyy= - 2 [(3314_“1)2) % Kyp= —a} L2 5 %
— a 2 —
T'yz(x,y, Z}t) ‘I.’g,-z(x,y, Z, t) ! ' L A
sin za sin sin zaj sin za:
! —4&% zaz] x[(3a%+D2) 1 a% ._2]
aq as (73] [457]
2 sin zap t)%
Kyy=—qf = 7
Taz (JC, s 2, t) w—'m (xs ¥ 2, t) ! D —al KXV = KYU
sin 2a; sin za,
x [(3a%+ D7) —4dd 2]
@] L27]
2 2
2d 2d
Kqp= 20 .[(1_ ! 2) x Kqp= 2{)2[- L 2(c;osm:q —
Oy (X, 5,2,1) o (%, 7,2, 1) D2—ay 2—ay
1
% (COS zat) —cO08 zep) +———COS 20z - €08 zta) + # COS Zap
" - 1—p ; N P
2 2
20 20
KBU = 2()] [— 2 7 x KBV=2()2 [(1— 2 2)(COSZC(1 e
. Oy (anf’., Z, f) 'I’y(x,y, Z, f) Dz—al 27&1
1
% (cos zay—cos zag)—i——”-cos zalp - CO§ ZUg) -+ ——COS zaz]
1—p T—u
: 407 ‘ 495
Key= &2 [cos zay, — 5 X Kep=9) jcos za1— 5 %
Tay (5,3, 2, 1) Yoy (x, 3,5, 1) D2—ay Di—ay
% (cos zty — cos Zas} ] % {COs zy — COS zds) ]
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operatordw rdézniczkowych)

Gws (x, ¥, 1) o (x, 9, 1) T (%, 3, 7) Tez (%, 7, 1)
01 r. azinzag 1) a1 & sin zay -
Kyw= 2a1 ~| Kyz= # Kgy="73 Kyx=
Dz—a% § ay .D2~~cz:1Z ur D?-—a% X vx o
2 .
7 i i d sl i
_ (szai) snEm x {cos zay — cos zag) x (ﬂicg o ml) =1 2[ fl2¢z  Sihzoy
ay s o) D2 —ay 2] ]
92 T, 2sinza J sin za o
Eypw= 5 Zaj 1o Kpy= 2 5 X Kpy= - E 7 X
D2—gil a D2—d; 91 P2l
: ; : . Eyy = Kpy
2. sin zap sinzay  sin zu;
— (D2+4D) ] x {cos zaz — cos za;) % ( - )
ay [£5) ap
1
Kypw = cos zay -— Kz — ——x
202 Do Kpy =K Kpx= K
- 5 (€05 201 —CO8 Zagz) sinzay  osin zap wy = tvz wE— Rz
D2} x| pe — o '
o (¢4}
1 2
Ezw = —— (D2 + o3 x
Day Kgz= K Kzy=K
sin 2tz  sin za; zz = Kyw zy = Kpw Ezx = Kyw
X — 4 D2 gy ﬁ}
[¢5) o
Kyw = Kzy Kyz = Kyy Kyy= Kypy Kyx = Kyy
Kyw = Kzy Exz= Kpy Kyy = Kyy Kyx = Kyy
K4 w= Koz = Eay = N Eax=
4oy &7 [Pin zay sin zay 20% 2@? sin za c}% sin zoy
= s et ISR 2((:oszot_'l — = dp ] - S\—— — =20 | [1- 5 —
DZ—&; [<5] s Dz_al szal 23] DZ_QI a4y
2 .
) ¢ (D24 0y} sin za sin za sin z i - i
3 [26%-% 4 1 ]_.,_3 _ can za) P cos zay 772) L mz] _sinzap\  2—p sinza;
1—un ay I—u o 1—p o as 2 —p} oy
Kpy = Kgy = Kpy = Kpy =
2 2 . C 2 2 . 2 .
2650y fsinze;  sin zes 207 oy sin zoy 20;  (sinza
- - — = — 5 (cosza — |=20; | {1-——||———| =a1| - 3 -
D2 4] (5] D2—q) D2—ay o D?2—q] a1
o :
t (D24 af) |sin za, ¢ sinz 2 — i i i
_ [2 :)% +! 1 2 cos )+ £ ——— > # sin zaz] _ sinzep L p sinzay
1—up az _ 1—p (07} 2Q0—uw) a l—pt o
2a1 az 2sin Zuy 2()1 02 sin Zay sin Z
cw= 2 ——— Kpp= — 5 Kcy= [%— - Keg=102 -
2_,1%[ ay ¢z Dz_a% ) a3 ok ay
o 5in zoy 207 fsinzey  sin zop 28] ysinzay  sinzay
— (D2 4-a)) x {cos za; — cos zap) | 3 — - 5 — ]
(27 DZ_...al ay [¢2] Dl_al e 173

(365]
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Dla wyznaczenia pozostatych naprezen oz, oy, Tzy Wykorzystamy zwiazki (2.26);
po podstawieniu funkcji (4.14) 1 przeksztalceniach otrzymuje sig

0z = GK 4 g+ GKyy 00+ GE g Wo - Ky 7 o3+ Ky vyt Kax T
(4.15) oy = GKyy o+ GKpy Vot GKap Wot+-Kpy oo+ Ky Tyt Kpy T
Tay = GKeg i+ GKey vo+GEey wot Koy o3 Koy Typt+Kex T -
przy czym wystepujace operatory umieszczone zostaly w trzech dolnych wierszach
tablicy 2.

Poprawno$é obliczef operatoréw z tablicy 2 zostata sprawdzona przez spelnie-
nie réwnan réwnowagi wyrazonych w naprezeniach,

W przypadkn wystepowania objgtosciowych sik wymuszajacych rozwigzanie
réwnan (4.1) rozpoczniemy od wyznaczenia z réwnafi (4.5) calek szozegbinych
g1 (xs Vs 2, t)n g2 (JC, Vs 2, t) i g3 (JC, Vs 2y t)-

Wprowadzamy oznaczenia

Us (xs ¥s 0’ I) =1u (xa Y, 05 t) - ':pﬂ (x: s 09 t) = Us,
25 (%, 3,0, ) =2 (00, —Fu(x, 3 0,1) =5
Ws {x} Y, 03 I) =W (x) ¥y, 03 t)_ B-U‘w (x: ¥ 0’ t) = Ws,

(4.16) \
_ 08 (6,3,0,0) =0z (%, 5,0, )— P2 (x, 5,0, ) = 65
Tys (%, 1, 0, 8) = Ty (%, 3, 0, ) ¥y (%, 3,0, £) = Ty,
25, (%, 7 0, 8) = ez (%, 7, 0, 1) — Pz (%, 3, 0, ) = 75,
Y= Wulx, y,2,1) = [21(1___—2::) dz-+ 12 a§+a%] g1y £y —
0102 _ nd _
T ® (x5, 2,0 T2 % (x, 3 21),

0102 _
1__2” &1 (x:JG z, t)+

1 2 (1 )
2
_{_-[1—2;& ot 1—2u

}ZTU:T'D(xay:Z:t):_H

dz+az]§ X, ), Z t)w——a“zi‘éa (x,» 20
1 2 A Ve 4y 1___2!/& s Jr L3 b)y

o1 d

_ opd
fzﬂ gl(JC,J?,Z, t) 1_21‘”’ gZ(x:yaza t)+

gfw:?w(x!y’za t):— 1

| -
+ (d2+?D2+a%) 83 (x’ Y. Z, I)!

2p

2G _
E‘-UB = 'P-z (xs Y Z, t) = m{[ﬂa% - (1 ”““'Ju) d2] [aI g1 (xa P Z, t)+

+02 82 (%, ¥, 7, OIH[D24-(1 — p) (@24-0))) dga (%, 3, 2 D)}
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/ 201 dy
@17 Fye=Fpxy,21) = {—“ “i""’""'“ dgy (x, y, z, t)-l—
20—p) — % )
+ [ 1—2u @t Ilm 2; 'l"a%] dga (x, ¥, z, O+

D2 2u -
4 7;+a§——“——d2 083 (%, y,z,t)},

1—2 1—2p
- JRA—m
Wz = S_sz(x, ¥.50=G 1—2u d? %_ 1 +al gl (%7, 2,0~
2&1 ()2 D2 2 2,U: -
—ﬁng(x)y:zst)n% M—‘—al—i_mdz 01g3(x’y:zs I) »
2G ) . I
Yo=Y (%21~ —"27;{[(2 — @) @201 — ) ai] 01 81 (x, y, z, H+

"|" [ﬂ' (d2+ )_ 62] [62 g2 (JC Vs Z, t)"i" 83 (x2 Y. Z, t)]}

2G -
Vy=¥ (%20 = T2 {2 — p) d2+01 — (1 — ) o] Dy g2(%y, 2, 1)+

+[Ju (dz"i""a%) - ‘)ﬂ [al &1 (x, Vs Zy t)+d§3 (xa »Z 't)]}’

20— H—0F 1 _
?my:pxy(xd’,% t) = 1—2'11, d2+- 1_2 —I—a1 azgl(x,y’z’ t)_l_
2(l—u) AR—a; ] _ 20;05d }
. 2 ]
T [ 1—2u d2+ 1—2u +oag [0182(%,3,2,1) — —1_ dgi(x,v,2,1)

Rozwiazanie jest nastepujace:
(4.18)

1 1
u(x, ¥, z, ) = Vot Ky s+ Ky vs+-Kypws+ EKUZOE -+ v Kyytyst o Kox 7,2,
3 1 . 1 s
4 (x= y! Z} t) = ?”+KVUMS+KVV‘US+KVW WS—I_ "_é KVZJ:+ E KVYIW—I‘ "a_‘KyX sz »
1 3 1 8 1 g
W(x, y.z, f') = EP—W_I—KWUUS"[‘KWVUS";_KWWWS_I“ '(_,}_ KWZGZ+ EKWYTQZ + ”@"‘ KWXsz ;

(4.19) |
03 (%, 7,2, ) = Yy + GKytts + GK 505 + GK,pp ws + Ky 05 + Ky s + Koy Tags

Tyz (x ¥, Z, t) = yz + GKYUus—l_GKYV‘U‘?—'_GKYst 'J[' KYZ 0'; + KYY’UW —l— KYX sz ’

Taz (x, ».z, t) = l’l:r;r;z + GKXU Us + GKXV Vs “I—‘ GKXW Ws + KXZ O'z+KXY Tyz -|“ KXX X2 ,.
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Oz = g!m+GKAU-us+GKAV Vs - GR gy Ws+ Kz 05 +Kay Tyzt Ky 7.3,
(4.19) oy = Wyt GRyy tis+-GRyy 5 GRyyp wst-Kyy +Kyy 5+ Ky 7.0,
{e.d.}
Tay = Vay+-GRey s+ GKey vs+GE oy wst Koy 03+ KoyTys + Koy 7.5,

Z budowy wzoréw (4.18) i (4.19) oraz operator6w K, (tablica 2) wynika, ze
Sciste spelienie warunkdw brzegowych na plaszezyznach z = 0, z = / jest mozliwe.
Dla kazdej plaszczyzny dysponujemy trzema danymi warunkami, pozostale mozna
wyznaczy¢é z ukladu trzech réwnan dla przeciwleglej plaszczyzny ograniczajacej
warstwg. Warunki brzegowe moga byé natury kinematycznej, statycznej badz
mieszanej; tok postgpowania bedzie we wszystkich tych przypadkach jednakowy.
Mozna réwnicz sformutowad warunki brzegowe spreZyste na plaszezyznach z = const
(np. w sformufowanin WINKLERA).

Dla warstw nieograniczonych w kierunkach x i y przedstawione rozwigzanie
nie wymaga uzupelnien, Réwniez w nielicznych przypadkach, gdy uda sie dobraé
odpowiednie funkcje rozkladu w kierunkach x i p, spelniajgce dane warunki brze-
gowe na bocznym konturze ograniczajacym warstwe (np. na plaszezyznach piono-
wych prostopadloécianu), uzyskuje sie pelne rozwiazanie.

Budowa operatorow wystepujacych przy zagadnieniach statycznych i dynamicz-
nych wskazuje na mozliwo$¢ wydzielenia zadan, w ktérych obciazenia, stany prze-
mieszezenia i naprezenia sa symetryezne wrgledem plaszezyzny z = 0 lub anty-
symetryczne. Uzyskuje sig wiedy rozbicie ogdlnego zagadnienia na plytowe zadanie
warstwy (anfysymetria naprezen o, oz, oy, Toy 1 Przemieszezen u,v; symetria na-
prezett Taz, Tyz 1 przemieszezenia w) oraz zadanie Sciskania lub rozciagania warstwy
{symetria naprezed oy, o4, Oy, Tay 1 Przemieszezen u, 73 antysymetria 7, Tty Oraz,
przemieszczenia w).

Warto wreszcie zwrdcié uwage na mozliwo$é bezposredniego przejscia do plaskich
zadafl teorii sprezystofei. W celu uzyskania algorytmdw obliczeniowych wystarczy
uwzgledni¢ warunki brzegowe (np. dla kierunku y) plaskiego stanu odksztalcenia
lub naprezenia i uwzgledni¢ je w odpowiednich operatorach réiniczkowych. Dla
zagadnien statycznych zadanie to zostalo dokonane przez W.Z. WLAsOwA i N.N,
LeoNTIEWA, [10].

Dla zagadniedi dynamicznych w plaskim stanie odksztalcen przeksztalcenie
operatorow podanych w tablicy 2 prowadzi do algorytmu zestawionego w tablicy 3.

Réwnanja dla problemu tarcz w ukladzie x, y mozna napisaé w postaci naste-
pujacei:

= G¥y+Kyy Gus+Kyyyy, Gws+Kyy, 05+ Kyy Tog
Gy = GVPout-Kyy Cus Ky Gws+ Koy 05 Ky T
0 = Yot Kyy Gust-Kyy Gws+K,, o5+ Ky Ths
Toz = Paut Kgy Gus+Kyy, Gws Ky, 03+ Kyy T

(4.20)




ﬁ w_(-nz, A 2 ] wopoAd-r T -1 e
o e Drae — i} 0z $00 — Z S00—
ozuls #—g Ipz uls | (T0Z 00 — wz S09) Wm#.# oz Em—y‘@a +m3 i * Nnmum . +(%pz 500 o
44 . S
in =0 < <0 [7¢] 3 [i] € € S CaN g
- miiiv A%.:: log = 1 AN - vﬁ NW =| — Loz 309) ﬂ[«a,zvu_x (172 %) °f | (272 %) %0 i
vz s/ | Jo + Tpz 505 —= Zpy |z Uls  Toz @S Lo lop— lez L
w XPyr = M¥y % lpg =¥y
[47) o
oy — x
ez us T Tpz We
Dy = XXy 24y — ZXyy A2y = HMXy »(To+Ing) %ILW:IX (1 %z x) #g |(2 2 ‘%) =
[N M@ Loz s
E Y3+ lo=Tp . X 40— = Xy
M- © T 2 T T
b Inl i
. S — T —1
20+ mq = ma. _H:cN - 2o ERp— X | (%wz sco nZ 502) %
MOy = XZy UMy — ZZy : - 4 (z)zg [ (17 °%) %0
o 4 =
o 730 % ﬁu5+._”©vgwlll =MZy K — = 12y &
Se=d i =y Ip 4 1oy i a
” @ 2 (A 1 (r+loyier o
2 o o z 1
20 xp T e Tp) A ® . °
—=p ‘—=lo| ANE us?  Ipzus %v (F0z 500 — Tnz $00) -+ Twmwmw T s
¢ ¢ 20y = Xy 0 ad : o (12 %) 5D |17 %)
e == LA Z
, X ; A + Tpzsop = MMy | X @5 +M®H - = My
) ¢ 1p 24 . . W o
— X 0Z 800 - Tz S0I) X —— — X (Ipz 800 — TPz §
; AEN ws oz ﬁmv ( ? ) _H:om U ﬁmu +NS oz urs (t0 509 - %07 s00) x
i 3 ] G2 ) "ED (12 °0)no
—_— xmm@l,!lc' =Xy .xﬂll =Zy x ENH_@W! =diay x%«liﬂﬁwouﬂb@m
x () MQ toz rs e 4 lp ¢
BIUSZORUZ(Y (3%x) . (1%x) %o ‘ (1°x) smp (7 °x) sug

(JOAMOYZIZOT molojerado YoLMoTy JRAUOZIYONSSIU STHRMOSOISEZ)

BIUFE)ZSH PO 2fun)s wisseld 4 oSsuzatweulp eusmpeSez ep sruezdiden T BHIBZIZSIWRZIA uR) G *¢ BONqRY,
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Tunkcje ¥ (x, z, {) otrzymuje si¢ z nastepujacych wzoréw rézniczkowych:

( _M) 01d
Yylx, z,8) = i— 2, dZJroL] Gy (x, z, t)— —"__—2‘!7G3 (x, z, 1),

d I '
Y lx, z, 1) = — 1—‘121u Gy (x, z,6) + (d2+ 1 _ZMO%—I—CL%) Gy(x, 2,1},
_ 2G
(4.21) Volx,z, )= 5~ {[.Wll — (1 — @) d2 3 Gy (%, z, ) F
H[0F (1 — ) (0] dG5 (%, 2, L)1},
2(1— o
Yoo (%,2,0) = G { [ 1(___ 2‘5) 42— 1 :Z,u +a%] 4G (x, z, )+
R
J I
—I—(].-—Z,Ll; iy 1— 20 d2 ()163()6,2,?:),
G 2
Yelx, z,f) = g {12 — @) 2+ (1 — ) a}) 01 G (6, 2, D+

+ [t (d2+a?) — 07 4G5 (x, z, 1)}

Funkcje Gy (x, 2, ) i G3(x, z, 1) wyznacza si¢ jako catki szczegdlne rownan

— Py(x,z,t
(a2+d2+gk2)[ Rran) T 2 ”) + Qk2] G1 (x, 2, = — (}; 20,
(4.22)
N . 2(1 “_M) Pz(x:Lf)
(97 +d2—l—9k2) (07 +d2) +ok2 | G3(x, z, )= — G -

5, Drgania prostopadtoscianu izotropowego

Na podstawie.algorytmu wyprowadzonego w poprzednim rozdziale rozwigZemy
dwa konkretne przyklady,

W pracy [11] S. KALIsKI migdzy innymi rozwiazal zagadnienie drgan wiasnych
prostopadiofcianéw izotropowych przy nastgpujacych warunkach brzegowych:
iy} z=0, z=0H, =7 =w=10;

x=0, x=a U= Teg = Tay = 0;
y=0, y=2, V= Ty = Tyg = 0;
2) z =0, Z=I{,. Oz = Tgz = Tyz = 0}
x=0, x=a, u:_-rzx=rym20;
y=0y=25b U= Ty = Tay = 0.

W pierwszym zadaniu na plaszezyznach z = const wystgpuja przemieszczeniowe
warunki brzegowe, natomiast w drugim napreZeniowe.
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Podany w rozdziale czwartym algorytm dla zagadnie dynamicznych pozwala
na rozwigzywanie zadan o wszelkich ciaglych warunkach brzegowych na plaszezyz-
nach z = const, przy czym w kazdym przypadku stosuje sig ten sam tok postepowa-
nia. W szezegblnosei mozna przyjaé:
1) na jednej plaszezyfnie (np. z=0) z?
warnnki sformulowane dla naprezen,
natomiast na drugicj (z = H) dla prze-
mieszczen, 2) na obydwdch plaszezyz-
nach warunki mieszane, 3) na jednej lub e © X,
obydwdch  plaszezyznach  sprezyste
warunki brzegowe sformutowane dla
przemieszczen. &

Swoboda formulowania waronkéw Rys. 1
brzegowych na plaszczyznach piono-
wych prostopadloScianu jest ograniczona. Wedlug (4.14) mozna rozwiazaé jedynie
zagadnienie dla prostopadioscianu o nastepujgcych warunkach brzegowych: dla

X=0 OraZ x=a, U=1Tyr =Tz =01 y =0 0122 y = b, v = 7oy = 75y = 0; lub

x=0oraz x=a, 0s=v=w=01yp=0 orazdla y=0, oy =u = w=0,
W przypadkach innych warunkéw brzegowych na plaszczyznach pionowych
rozwigzanie bardzo si¢ komplikuje i dotychczas nie ma wynikéw Scistych.

Przedstawimy tutaj rozwigzanie dwdch przykladéw, na kiérych mozna prze-
Sledzi¢ tok postgpowania np. dla uzyskania czgstosei drgan whasnych prostopadiodeia-
nu o masie m na jednostke objetodci (o = m/G).

A. Dla pierwszego przykladu przyjmujemy nastepujace mieszane warunki brze-
.gowe:

z=0, u=v=w=0, z=H, 0;=1Ty="7y4=0
5.1 x:{), x:a, u=1.’m:1.’1;,;=0;
Y

y:0, y:b, 'U:sz='5$y:0-

Dla spelnienia warunkéw brzegowych na $cianach pionowych prayjmujemy
(przy ozpaczeniach am = mmja, Ba = nn/b)

Gg (e, 3, 0) = Z mew, (t) 05 €08 am X cOS Py ¥,
m k3
5.2 Ty (X, 3, 8) = 2 2 Jma (£) Thiy cOS i x sin By v,
" 7 .
ng (x, 3,0 = 2 men (1) Ty SIN & x COS B
7 ki

Zakltadamy, ze drgania harmoniczne majg postaé:

(5.3) Jman {£) = Ciypy SI0 Osmn $+Coppyy COS Oy £
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Przy oznaczeniach wprowadzonych w poprzednim rozdziale symbole résniczko-
wania mozZna przedstawi¢ w sposdb nastepujacy:

1—2p '
o = gy, — (@5, 45), o = Si—p 00y — (@ +63)-
Wobec braku wymuszajacych obcigZen objetosciowych mamy
g =y, Vs=10g 0= oy jtd.

Zgodnie z warunkami brzegowymi dla z = 0 uy =9y = wy = 0, wobec czego
naprezenia wedlug tablicy drugiej tworza nastepujacy uklad:

oz = K, ((72)+KZY (ng)+KzX (T)g;zs
(5.9 Ty = Ky, (60)+Kyy (Tg) 1+ Kpy (152,
Taz = Ky (02)+KXY (ng)JF Kyy ("(a):z)-

Biorge pod uwagg operatory Ky, z tablicy 2 dla z = H po pomnoZeniu pizez
ow2, otrzymuje sie dla kazdego m, n uklad trzech rownan jednorodnych:

{{ew%n — 2 (e, + 3] cos @y H2 (a4 +42) cos oy H} Ot

sin ay i

+ {[@w,%m 2 ()] fu — Routy— 2, +

sin [24) H

s sin ay ve 5 2
+ ﬁﬂ)] P~ o Tomn T I:Qmmn"— 2 (am+ﬁn)] G -
1 az

xr2
Ty = 0

stno) H
— 12005 — 2(@, 5] om —;}

?

2
Glpmy —

sinay H [1—2;5

69 vk 2 1By -

0 | o sin ap H . 5 )
2 (@531 Pu T Tont (005, — 2f35) cos oy H -

+2f87, cos ap H] 747, -+ [2am fu (cos ay H — cos ay H)] 7257 == 0,

Si]lchﬂHl: ]—Zju sz _2(a2 3
mn m

{[szm —2 (afn +ﬁ§z)] Om 1—

5 sin oy H ve
+6%) |om oy Toa - [20m B (cos ag H — cos ag H)] 2%,

+ [(owh, — 2a2,) cos ay H-2a2, cos ay H] 7%, = 0.
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Dla znalezienia czestoéci drgafii wlasnych przyréwnujemy wyznacznik ukladu
réwnai (5.6) do zera. Po rozwinigciu wyznacznika i prostych przeksztalceniach
uzyskujemy nastgpujace rownanie charakterystyezne:

2 w? 2
cos alH{ [——ﬂ*@——— 1]'!"[(:1%7&2%1) +l]cos ay Heoos ay H—

2 (o2, +p2) 2 (o +F7)
(5.7 , , ;”‘ .
M[ am+ﬁn ( Donnl __1) oy dp ] ) Hsi H}“‘
Gy \2(EtF) A (et e H= 0.

Dla prostopadloscianu, w ktorym afb = 2/1, H =5, H= 100 cm, g = 2,5-10-11
sek.2fem? oraz p = 0,25 czgstodcl drgan wyznaczone w réwnania cos ay H =0
Wynosza

@119 = 2+103 l/ 1,5-+i-i2 sek.~ 1,
co daje kolejno wgqp = 2449 m, 3740 @, 5485 =, 7350 = sek.~1, ..., oraz
w1z = 2-108 @/ 4,510+,
co daje wiyp = 4243 =, 5099 m, 6481 @, 8124 = sek.~L.

7 wyrazenia zawartego w nawiasic (53.7) otizymano dla m=1, n=1, o =
=4790 7, 4950 wsek.~L, ..., dlam=1,n = 2, w1y = 7200 7, 8100 7, 8500 7w sek.~1,....
B. Rozwaimy drgania prostopa-
dlosciann, ktéry posiada ksztalt lawy zk i I

nieskonczenie diugiej w kierunkw o f S —
osi y (rys. 2). Zalozymy, Ze prosto- /

padtofcian stoi na podkladce sprezy-
stej, przy czym wiasnofci sprezyste
sg okreslone parametrami C; i C; A /

|

[kG/em3] :“I' |
Moina przyjaé, ze ukiad znajduje @ —F———————

sle w plaskim stanie odksztalcen }/4—‘1“@/
(w plaszezyinie xz). y

Warunki brzegowe zadania sa Rys. 2
nastgpuiace: _
‘ dla z=0, Tomz = Cg tp; Ug = Wos
(5.8) Zz == H, Gy = Tz — 0;

x=0o0raz x=a U= Twm=0.

Rozwigzanie przedstawimy w postaci
(5.9 Wy == Z fon (t) Wi COS U X,  Hp = 2 Fom (£) thm STy X,
gdzie

Jm () = Crm sitt 4 £+ Com €OS 0 L.
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Wprowadzamy pomocnicze oznaczenia

Cy C; .
(5.10) ka; = E’ kz: E‘
Warunki brzegowe przy z = I prowadza do nastepujacych roéwnan (weding
tablicy 3):
5.11) 0z (H) = (K- kz K7y ) (Gug) -+ (Kypt+-kz K) (Gwy) = 0,

Taz (H) = (Kyytko Kyy ) (Guo)+ By -k Kyxz) (Gwg) = 0.
Poszczegblne wyrazy wystgpujace w réwnaniach (5.11) sa nastgpujace:
Um
Ky koK) Gutg = D, vl

K/ m

{2 (of — a2) (¢os Hay — cos Ha)+

, Sin Hay s 5. SinHap
T k| 207 P —(a} —a2,) T Um frn COS O X,

sin Hop , oS Hag
+4am al
7] ay

1
(Kzptkz K5) Gwg = 2 F{ (] — a)?

m wm
+kz [— 2d2, cos Hay — (¢F — o) cos Haz]} Wi fm COS tm, X,

sin Hey sin Ha,

1
(5.12)  Kygtho K )G = D) W{(aﬁ—aia)z

e e

2 2
+dag, 05
a2

+ks [— 2aZ,cos Hay — (o — o2,) cos Ha;]} Um fm SN G X,

(Kyypths Kyg) Gwo = — )
ki3

Ao
CU2

. {2 (0F — o) (cos Hoy — cos Hap) 1

m

s s sin Hoy 2sin Hay .
Tk { (o] —03,) o 205 = (Wm S Si0 o X,
1 2

Tworzae dla kazdego m ukiad réwnafd jednorodnych a nastepnie wyznacznik
otrzymuje si¢ nastgpujgce réwnania charakterystyczne:

sin Ha1

+al, {2 (o — &2, (cos Hoy — cos Hay) +ks [20&%

sin Huy

]} {2 (o — a2,) (cos Hay — cos Hay) -+

sin Ho sin Ho sin Ha
G134 [@@ PN LU 2]} + {(a% gyl
[24] [¢5] 5]

— (o —ap)

sin Ha1
42,0}
a1

+k, [— 202, cos Hay — (a? — o2,) cos Haz]} x

sin Hay s 2 sin Hop .
+dag, o5 ” + kp[—2a, cos Hoy—
2

d@—ay

a

— (o2 — o2,) cos Hal]} =0.
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Réwnanie (5.13) doprowadza sie do postaci
802, (07 — a2)2 (1 — cos Hay cos Haz)—g—[(af 024160, o 2] x

sint Hoy sin Hop , sin Hay
x ————— — kg (o} +0f) |42 o, cos Hag +
ay oz
) ) 2sin Hay s 2 2 o sin Hap
(5.1 +(af — o2) o o8 Hay | —kz (o +ap) | 405 af, oS Hay+
2 2
sin Hay
-|-(a1 —a2)? cos Hay| +

' sin Ha; sin Ha
_I_kx kz {46(?1’& (CI% - a?n) - a‘lzn [4\!1? a%_l- (G.% —_— a,,zn)z] ""“-*—*(:T2
102

+[4e-H(af — 0,)2] cos Hay cos Haz} =0,

gdzie
1-—2pu m

6= QG I S e0m— O 0T
Jako przypadki szczegOlne mozna z (5.14) okreflié nastepujace réwnania:
a) dla nie podpartej lawy bez podkladki sprezystej (ks =k, = 0)

8oZ, (af — 02)2 (1 — cos Hay cos Hop) -
sin Hoy sin Hoy
+[(af — a‘,zn)4+16aj‘n 0F 02] ——————— = 0;

o Go

b) dia tawy z podkladka splgzysta, przenoszaca jedynie napreZenia normalne

(ks == 0)
8aj, (af — a3,)2 (1 — cos Hay cos Hap)+ [(af — o2 Y-+1602, o3 2] x
sin Hay sin Ha, sin Hap
% T——kz (af+al) [4a2 o o cos Hay+
Lo ) sin Hay
+laf — 0,)2 cos Haz] =0.

¢) dla Yawy z podkladky sprezysta, przenoszaca jedynic naprezenie styczne (k,=0)

803, (af — a3)2 (1 — cos Hay cos Hup)+[(d? — a2)4+16a?, o? 2] x
 sin Huy sin Ha,
X ————— k(302 402 am

0y az

sin Hay

cos Has +

sin Ha

+(af — o) 2 cos Hi ai] =0.

a2

CagstoSci drgari wiasnych oblicza si¢ metoda préb podobnie jak w poprzedmm
przykladzie. :




’ 376 JERZY SULOCKI

Z przykltaddéw widoczne jest, ze opracowany algorytm pozwala na uwzglednienie
réinych warunkow brzegowych na plaszozyznach z = const i w przejrzysty sposéb
prowadzi do odpowiedniego réwnania charakterystycznego.

6. Zastosowanie liniowych operatoréw réiniczkowych skoficzonego rzedu do statyczmego zadania
teorii spreiystodel

W popizednich rozdziatach zostaly oméwione algorytmy zbudowane z liniowych
operatoréw rozniczkowych nieskoficzonego rzedu.

Przedstawione tam postgpowanie moze znalezé zastosowanie w pelni do nie-
ktérych zadafi teorii sprezystodci (warstwy nieograniczone, prostopadto$ciany
o specjalnie okreslonych warunkach brzegowych na konturze itp). Inne zagadnienia
(np. techniczna teoria plyt) moga byé rozwiazane w sposob pizyblizony; wedhig
zaleceni podanych w pracach [9] i [10] nalezy przy tym uwzglednié skonczong liczbe
wyrazbw w poszczegblnych operatorach. Taki tok obliczef: bez blizszej analizy
nie jest zadowalajacy, bardziej celowe okazuje sie zbudowanie algorytmu opariego
na liniowych operatorach réiniczkowych skoficzonego rzedu i zbadanie konsekwencji
takiego postgpowania. Temu zagadnieniu poswigcony jest ninigjszy rozdziak.

Nawigzujac do rozwazafi zawartych w rozdziale drugim bedziemy poszukiwali
Tozwiazania }ednorodnego ukladu réwnan (2.1} przyjmujac funkcje przemieszezesi
Fi(x, y, 2) (i = 1,2, 3) w postaci

©.1) @y 2 = me 6 ) 5y (,),, i=123.

Zaktadamy, e sily objetosciowe nie wystepuja. Wtedy funkcje (6.1) powinny spetnié
rownania (2.8):

(6.2) (@24-D22 fi(x,3,2) =0.

Wykonujac na (6.1) operacje rézniczkowe wskazane w (6.2) i pordwnujac skiadniki
przy jednakowych potegach z, otrzymujemy nastepujacy uklad réwnafi rézniczko-
- wych czastkowych:

DAfY =0,
DA fhua=0,
DAfR goat2D2fY =
(6'3):‘ ‘ D4f£,:nm3+2szi.ﬁ—l = 0,
DAf3 o t2D2 [ 5 3 Hf2 0= 0

-----------------

DAfeo+2D2 f ,+fe = 0.

Ukiad posiada n-+1 réwnan z taks sama liczba funkeji niewiadomych fg r (%, 1),
ktére oznaczyliémy symbolem f; P :
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W dalszych rozwazaniach bedziemy rozrézniaé dwa przypadki rozwiniecia funkcji
Ji (%, 3, 2): A) na nieparzystq liczbg sktadnikéw (n = 254-1), B) na parzysta liczbe
(n=2s).

A. W przypadku pierwszym, gdy n = 2s+1, ze zwiazkéw (6.3) moina przez
kolejne eliminacje napisaé nastgpujace dwie grupy réwnan:

f‘?,2s+1 = mz—szg,z(s—lHl’
fg,2(s—l)+1 = *?szg,z(s—z)ﬂ ,
0 k41 0
{6.4.1) Soz—ye1= —k+2D2fi,2(s_k—l)+1’
5
Sis = T ID Jits
0 — ! o 0
fi,ZS — _?D fﬁ,z(s~1);
4] - 2 2 £0
f‘i,Z(s—l) - ”3_-D fi.z(s—z)s
k-1
{6.4.2) f?, He—ky k+2D2f£2(s—k_1)
0 § 0
fi2 = ﬁszfz’,O'

Przepisujac te réwnania w porzadku odwrotnym otrzymuje sig dla n = 2s+1
po odpowiednich przeksztalceniach

i

Pos == P,

o :S(.su—l) 4
i5 (S+1)S D fi,l:

..........

k-1
6.5 fg, 2s—ty1— (— 1)smk;i__1D2(S_k)fg, B
0 s ! 2s £0
fi,?.s-f—l ={—1 .H-ID fi,l

Rozprawy Insynierskie - 13
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oraz dla = 2s

k+1
(6.6) Flaomg = & DT DO S,

§
fog= =1y SJrlDzsfg,n-

Do ukladéw (6.5) i (6.6) dochodza dodatkowe warunki z dwoéch pierwszych
réwnan (6.3):

(6.7) DEAD f0y =0, DS =0.

Kazda funkcja f9(x,y, z) spehniajaca réwnanie biharmoniczne moze byé wy-
razona za pomoca dwodch funkcji fgo(x, ¥y) oraz fg ; (x,») 1 ostatecznie mamy
(6.8) fi(xy 2=

: k+1 2268 [ z ]
— 18—k 2pe—ky | g0 I
Zn:( 1) S+1 D [2 (S*—k)]' f‘i!@ (x’y)+ Z(ka)+1f¢,l(x’y) 4

Funkoje ta przedstawimy w postaci
S (zD)

(6.9) f23,2) = CEDY o))+~ Flae),
gdzie C(zD) i S (zD) oznaczaja nastgpujace liniowe operatory rozniczkowe skoticzo-
nego rzedu:
u 2(5—F)
cepy= ¥ (— et O
=0 s+1 2(s—R)}!
6.10)

k-1 (Dz)e—Btl

s Re—K+1
Rozniczkowanie wzgledem (Dz) funkeji (6.10) daje

’ B 1 s_1 o (ZD)Q(S—-IG)+1
@)= = 2V kg g

. 1 3 (ZD)Q_(S-IG)
" N ! e S — . S*k [ —
(ﬁ.’_l.l) C" (zD) s+1 21: (1P 7k Rs—r1t’

LS g g O
¢ (zD):mg(fl) Y AR

S(ED) = D (—1p*
k=0
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; —_ ! \ s~k (ZD)Z(Sﬁm

STED) = 5y 2 D

r: e 1 X s (ZD)Z(s_k)+l
(6.12) § (D) = — Z.(*l) *Re—nrav

. _ 1 s . (ZD)Z(sﬁk)
8 (zD) = ~ Z (1) kkm[Z(smk)]! .

Zeo zwigzkow (6.11) i (6.12) wynikaja réwnosci:
{6.13) C(zD) = 8" (zD), C'(zD)=S8"(zD), C" (zD)= 8" (zD);

6.13 "D S 28+ 1 oy (Dz)2s+1
o ¢ Y e
oraz
8
C=1 C@=0 ¢ (0)“—m, C" (o) =0,
S@=0, S(@=1 5" (@=0 & ()=——

s+1°

Przez wstawienie (6.9) do (2.7) mozna przedstawi¢ przesuniecia u, v, w za pomoca
nastepujacych wzordw:

(6.14)
1
u(x,y,2) = (D2 +¢03) CHD2(1+6) €11, o+ (D2 +65) S+D2(140) 8™} [ /7, —

1 1
— ¢d1 D (Cfg,o+S Efg,l ) —co D (C'0f3,0+ S Dfsu,:) ’
1 ,
v (X, y, 2} =— €01 03 (Cf?, o+ 8 Ef . ) + [(D2+c0]) C-+D2 (14-c) C1f3,0 +
' 1 1
+ [(D2+4-¢d}) S-+D2 (1+¢) 5] Bf 5. —coy D (C’ foo+S Ef 51 ) s
1 1
w(x,»,z)=—cd D (C’f?,oJrS’ };f ?,l) —cdp D (C’fé’, oS’ wb-fg, 1) +
: 1
+ [D2(1-Fe) C+D2 CVIf§ o D2 (14-¢) S+D2 5] Efg’,l.

Latwo wyprowadzié nastepujgce formuly:

du=u'=D [(D>+¢d3) C'+D2 (1+¢) C'"1 /7 g HI(D2c0f) S D2 (14-) 813 -

1 1
— o0, D (C'fg,o'i‘S' Bng) —¢0; D? (C” So ks “}_“)‘f(a),:) ,
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. 1 |
dv =9 =—¢d, 0, D (C’f‘l’,o+S' B—f‘;,l) +D[(D2+¢dD) C'+D2(1+c) C''] %
1
©15) /5 H D2 +edd 8D (1) S [0, D2 (C” 30 t8" S 8,1)’

1 1
dw = w' = — ¢, D? (c" Lot S - ff.l) — 0y D? (C”fg,o—l—S” D fg,l) +

+D D2 (1+4¢) C'+-D2 C"”]fg’c,—i—[D2 {(1+¢) 8" +D2 S”’]fg,n

dla z = 0 otrzymuje sie
[Dz“f“?f)z —D2(l +C) ]f1 0 €01 aifg,o - C'aifg,l s
616)  wo=—cds df [D2+c62 — D (1+e) ]fm 00213,

s .
W(; oy Dz f1 o Hco D2 Ifg,o"f“[DZ (1-4-e)+D2 Sm[ﬁllfg,l;

g — (DI c+-D2 (116) §"1oy 1 24 — 00y 0,02, +cdy D? s% 7%,
6.17) Vo = — ¢y Op 5 HID2e0f+D2 (14¢) S 1oy 1 f31+edy D2 é% o>
Wy =—¢0f]; — edafSt {Dz (14¢) — D2 m]fso
" Dwa uklady 10wnaL; (6.16) i (6.17) pozwalajg na wyznaczenie funkeji /9 1,0, f3S 2,0

f31 Omzfnsfzpfso

Przy oznaczeniach

60 = 61 u{)+02 ‘I’)()"}-W;],

6.18 . . .
©.18) Og == 0L Uy +dr vy — D2 wy
.- 0 . S - .
1 przyjecin S8''p= — 61D znajdziemy
o sH11 e(s+1)2 9;
W™ T T At
s—i—l 1 c(s+12 o,

©.13) 0T e T ol e
o 8" |—1 1 y cs(s4+1)
M 1m0 pa ey 20
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o _sHL L | (s+De (S‘H)zca 5
l,l_c—_i:iDzu{) (C+1)D2 ()]_WQ (C+1)_D4 1%,
e s+l 5+De (s+1¥2¢
21

er1 02 (T %2 ot e D e 2%

o F2e sl

30 m} 0 ’32‘ Wo.

Za pomocq zwigzkéw (2.23) mozna okre§lié funkcje f? 01 f¢  w zaleZnodci od uy, v,
0 0
Wos Gz Tyz iy,

_ s+l { 2¢ (s+1) 32] 2e(s+-1)2 9y 0y cls+12 9 0_2

Fio (c+1) D2 e+1 D2 (c+1)2 p+ 0 (c+1)2 D4 G’
o 2e(s+D2 00, s+1 [ 2¢ (s+1) a2] (12 0 o
207 erz D T iy et p|P T s DA G

(6.20)

0 (s+1) (1—e—2e5) oy (s+1)(1—~c~—2as') 02 (s+1D) (lics_)rog
M (c F1)2 D2t (cr1)2 D T a2 pr G
o D (I4ct-205) 0 (s+1)2¢ 01 05 7%,

Sia= el 2T T T D e

(s+1) Ths
(c+1)D2[ L ]
o s+ (1+c—i—2cs)dz
Ja= c+1 T p2 ™
s+1 %] Ty (sH12e 9,0y 73,
FW[HW)% @ e oG
(s-+1) (1 —c—2¢s) (s+D2cdy v, . (sH12e o rﬁz
fao Wo T

(c+1) D2 1 -DiD4 c+1 DA G

Warunki (6.7) prowadza do nastgpujacych réwnafi:

2
pUs+D f?o: iﬂ [1 2¢ (S_H) () ]D2(s+1)u +

c+1 c+1 D2
2e(s+ 1) c(s1 o op
(621) | (12 al ()ZD "00‘!‘ ( +I)2 1 "'G— =,
2e(s+1)2 st+1 [ 2¢(s+1) 83
25+ p0 T 1S 25 s — | ps+D)
D f2,0 (C+l)2 01 azD Ho+ (C+1) C+1 2 D ?)0"'"
1?2 o
+ MaZ_DZs Ez

(c+1)2

=0, !
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s+ (1 —c—2c9)

621y DXV fY = D DXty
{c. d.] X
(s+12¢ Ty,  (sFD2ec 75,
+ " ()2D3G+ AT aleG 0,
(s+1) (L4+c+2cs) (s-+1)2 £
D2(8+2)fi13,1: - P 0y DX+ Dyt " dy 0, D2 _éi
S_I_ aZ ] 0
- . 2(84-1) <
+ —1—1{1+ S (s+1) c| D G =,
: 41D (14-c+2¢s
6wy prevgg, = D (c+16 ) 0, D240y, 1
s+1 o2 s+102 ¢ 72
+_ﬁ[l+(‘g+l)c—]pm+” G : +)1 010, D% 7 =0,
(s+1¥ {1 — c— 2es5)
Dz(s+2)f30.l: 1) 9y D2(s+1Ju0+
(s+1) (1 — ¢ — 2¢5) -y (s—|~1) 1— 25 41) o
(c+1)2 A +1)2 7 a "

Podstawiamy (6.20) do (6.14), a nastgpnie wykorzystujemy zwiazki pomigdzy
skltadowymi stanu naprezenia i stanu przemieszezenia. Jako wynik obliczen otrzy-
muje si¢ tablicg liniowych operatordw rézniczkowych skoniczonego rzedu, okreéla-
jacg stan przemieszezenia i naprgzenia w statycznym zadaniu teorii spreZystosei
(tablica 4),

W réwnaniach wystepujg funkcje brzegowe dwéch zmiennych wy (x, ¥), vp (x, ),
we (X, ¥), 0'2 (x, ¥), ng (x, » T?cz (x, »).

B. Przeprowadzimy teraz obliczenia dla przypadku »n = 25. Zamiast zwigzkow
(6.4) mamy nastgpujace:

i

fos=— ?szgz(s_no

o 2
Sias—y = — ?szi,Z(s—-z),
k-1
(6.23) Size-n k—}—2D Sines k-1

s

fi?z _— T sziow

1
f‘?,Zs—l = "E"szg,z(s—l)—ls

| k
S (X fiao-t = = g P laew-1s




ZASTOSOWANIE QPERATOROW ROZNICZEKOWYCH DO ZADAN TEORII SPREZYSTOSCI 383

(6.24)
[c.d.]

Cs—1 0
fi,?’ = sz"':sl'

M

Metoda wskazana poprzednio wyznaczamy funkcje fi (x, y, z) spelniajace réw-
nanie biharmoniczne; bgdg one mialy postaé

(6.25)

+ ( Z)Z(S 153}

fiGe,p, )= ] (= Dk
k=0

S+1 {2(.5' k)]' f‘l(}(x y)+

( Z)Z(S Ey+1

k
5 2( D mfm(x s V)

a dodatkowe warunki.

(6.26)

Funkcje powyisze przedstawimy w postaci

DX fo(x, ¥) = 0, D¥HD £ (x, ) = 0.

—_ 1 e
(627) SiG 3.2y = CEDS o6 )+ 5 5 D) S35 ),
gdzie
B s . k-1 (ZD)Z(S—k)
C(zD)zZ(*l) sl Re—Bit
(6.28) k (zD)26-B+1
5 (D) = 2 O BRI
Kolejne rézniczkowane (6.27) wrgledem (Dz) daje
- _ s _k (@DyehH
c (zD):—;’(—D STiRG—BFI
- U C
(6.29) ¢ (zD) = — 21? D R
- ko1 (ZD)Z(S ~k}+1
C' (2D) = 2( S RG—Rr
3 k (ZD)Z(&‘ k)
$' (zD) = Z(ﬁl) T Re—RIl
_ B k—1 (zDpE—+1
(6.30) 5 (zD):—Z(“““ D T T R — R n
i _—1 (ZD)Z(E >
§ (2D} = — 2 O e
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Z (6.29)-(6.30) wynikajg réwnosci

C'eD)= — 56D, T'ED)= — 25§ D)
(6.31) C"'(zD) = - Hil 5" (zD),
_ s+l _ 1 (zD)y2s
S (2D) = =~ [C @D)+2C"" (D) — - (—1)* a1
oraz
(632) T@=1 T@=0 €)= —;}1, T (0) = 0_’
_ _ _ _ s—1
§5@=0, S©@=1 §'@=0 5§"@=""

W wyniku obliczers podobnych do wykonanych uprzednio wyznacza sie skltadowe
stanu przemieszezenia i mnaprgzenia statycznego zadania przestrzemmego (por.
tablice 3).

Wrystepujace w tablicach 4 i 5 skoficzone operatory rézniczkowe zawieraja w nie-
ktorych rubrykach po dwa czynniki, Pierwsze, oznaczone przez Igg(Lgs), tworza
tablice symetryczng wzgledem przekatnej (od dotu po lewej stronie ku gérze prawej
strony); taka budowa S$wiadczy o speieniu zasady wzajemnodei oddzialywan.
Drugie czynniki Ry, (Ryq). wystepuja w wierszach okreélajacych skladowe stanu
naprezenia o, Tys, Tz, €O psuje symetrie ukladu,

W tablicach 4 1 5 nie zostaly uwzglednione warunki uzupetiajace (6.7) lub (6.26).
Spemienic ich dla niezaleznych funkcji ug, g, we, o2, 1y, i 73, wymaga znikania
poszezegblnych wyrazéw w réwnaniach (6.7) tub (6.26). Biorac powyzsze pod uwage
uzyskuje si¢ nasi¢puigce zwiazki dla n = 2s-+1:

(6.33) D2s+2 g = D242 = D25 60 0, D28+2 yy = D28 ‘ng =D» 1y, =0
oraz dla » = 25

(634) D2s Uy = D2s Ty == D2s O‘gﬁ 0, . Das Wp — D2s ng = D2 'an:z: 0.
Uwzgledniajac (6.33) 1 (6.34) znajdziemy

(6-35) RZW: ‘RZY= 'RZX:()’ RYUzRYV:_RYZ=0’ RXU: RXY= RXZ= 0
oraz

(6.360) Ryzy=Rzp=R,;=0, Ryp=Ryy=~Ryx=0, Ryp— Ryy=Ryy=0.

Warunki (6.33) wprowadzaja takie dodatkowe zmiany w budowie niektorych
Lgs (znikanie skladnikéw zawicrajacych D25+2 lub D2).
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Oznaczajac ogblrie operator Lpg, w ktérym nie wystgpuje ostatni  skladnik,
przez Lig 1 przy uwzglednieniu warunkéw (6.33), tablicg 4 przedstawimy w postaci
Lyv: Luyy, Lyz, Lyw. Ly Lim
Lyy, Lyy. Lyz, Lpw, Liv, Liy.

Lyy, Lzy, Lzz Lzw, Ly, Liy,

Lwo, Lwy. Lz, Lyw, Lyy, Ly,

Lyv, Livs Lyz. Léw, Liv, Liy,

Liu, Ly, Lyz, Liw, Liy, Lix

Tablica jest prawie symetryczna (do przedostatniego elementu wlacznie). Ostatnie
elementy moga rénié sig od sicbie, np. Lyy # Ly natomiast Ly, = Ly

Inaczej przedstawia sig sprawa w przypadku » = 2s. Po wprowadzeniu warunkow
(6.34) do tablicy 51 oznaczeniu przez Ly operatoréw skréconych o ostatni sktadnik
(zawierajacy D25) otrzymuje sig ukfad operatoréw:

Liv. Liwv, Luz. Luw. Lux, Lux
Lyvu, Lvws Lyz, Lvw. Lvvs

Livs Lzv, Liz. Lzwn  .on

Lwts Lwys Lwz, ooy s,

f,yy, iyy, feny vaey cary  oaea
LXDs  cvs cves e ey

Tablica wykazuje pelna symetrig, co zaznaczono przez kropki polozone pod
0sig symetrii (zachodza zwiazki Liy = Lgy, Lyy = L,y itp.).

Z przedstawionych dwoch rozwinieé dla n = 25-1-1 oraz dla n = 25 skonczonych
operatorow rofmiczkowych za prawidlowe mozna uznaé jedynie to, dla ktérego
po wprowadzeniu warunkéw uzﬁpelniajqcych tablica operatorow jest symetryczna,
czyli dla ktérego jest spetniona zasada wzajemnosci oddzialywan, Prawidlowe jest
zatem rozwinigeie # = 25 i dla niego sporzadzono odpowiednig tablicg (tablica 6).

W dalszym ciagu pracy bedziemy sie postugiwaé wylacznie tym rozwinigciem.

Poréwnujac budowe skoriczonych operatoréw Lz z tablicy 5 dla danego s z roz-
winigtymi na szereg nieskoficzonymi operatorami Ly z tablicy 1, stwierdzamy pelna
zgodnosé pomiedzy kolejnymi skladnikami rozwini¢cia, '

Z powyzszego wynika, e skoficzone operatory Ly, sa odpowiednikami zreduko-
wanych (do okre$lonej liczby poczatkowych wyrazéw) nieskoticzonych operatoréw
rézniczkowych.

Powyzej wykazali$my, e tablica 6 zbudowana Jest czgSciowo z operatordw Lrs
a czgsclowo ze skréconych o jeden wyraz operatordw L Jezéli liczba wyrazdw
rozwinigeia s wzrasta do nieskoriczonodci, to L — Lyg > Lpg, a takie Rpg >0,
to zanika réznica pomigdzy operatorami skoficzonymi (z tablicy 6} i zredukowanymi
operatorami nieskoriczonymi z tablicy 1.

Dla skoficzonej i niewielkiej liczby wyrazéw rozwiniecia utozsamienie Lis = .
= Lps = Ly nie jest uzasadnione i prowadzi do niewlasciwych wynikow.
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7. Zastosowanie skoficzonych operatoréw roiniczkowych do teorii piyt

Zadanic zginania plyty, obciaZonej antysymetrycznie wrgledem plaszezyzny
z = 0 stfami powierzchniowymi p (x, ), ty (x, Wity {x,¥) Sprowadza sig do pow-
torzenia wywodow, zawartych w rozdziale trzecim z zastosowaniem tablicy skoficzo-
nych operatoréw rozniczkowych (tablica 6).

Warunki brzegowe na plaszczyinie z = f prowadza do nastepujacych réwnafi:

1

_ 1 _
G % (%, 3, B) = Lz W0+Lzyg Tyo+Lgy el Toe = = P

Qf =

1 1 1
a1 G (x, 7, B} = Lyppwo+Lyy G Tye FLyx — G Tor = — ly,
1 ~ ot
G (%, 7, 1) = Ly WO‘E‘LXYE Tyz Lxy G e

fa.

Operatorowy wyznacznik ukiadu réwnan (7.1) ma postaé

_ 2Ds (s-4-1)2

1.2) K= 1—*— (C'+C"m (SC+28C" 45" &

Podwyznaczniki 0peratorowe wynoszg odpowiednio:

(s+1)2 -, _ - —
Kn= 71— [(s—l—l — 1) CH++2 — @) 14 (C+C ns

B 2& (s41)2

Rip—— %— [sC'+(s4+1) ©'1a (C"+C'n,

_ 200 (s+1)2

Ki3= —l—m-m—_ [$CH+G+D T (C"+C' "y

. t azS(S+ ) - — = =

kn=—50= [(S 1) S+@+1— @) 81 (C+C ",

_ 2Ds (s—l—l) e o

(73) - K22: _a—_m—{-— [SC +2SC”+S” C”]+
B _ = =
+ = C (s 1) C1 (S+S")} B

D2

_ 2019y 5 (5+1) e |

K23: — W [SC +(S+l) C”]]a(S'i‘S”)ks

- 1 SsGFD . e

= =6 — WS H6+1— 1 51 ©+T s,

_ 2()1 02.5‘(.5'—'—1)

3= — T_ [sC+(s+1) T 10 (§+5""Yns
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2Ds (s+1)
1l —p

K3 = {—— (_SC_'.+236"+S"€'")—|—

ag _ o % :_.A_
T 5 BCHE+D C (55 ')} e
Funkcjeyq (x, ¥}, i = 1, 2, 3, powinny spelniaé réwnania
- 1 _ 1 . 1
1(7.4) Ky, = Ep, .K’![)z = '5 278 Ky;= E tr.
Przedstawiajac rozwiazania jako sumy calek szezegélnyeh i ogdluych

(1.5 _ W = YTV

«dla znalezienia calek ogdlnych naleZzy rozwiazaé réwnanie

_ 2Ds (s+1)2
(.8 Ry = — g (CHC MBI E TN o 0.

Przemieszezenie wy oraz napreZenia to,, t5, mozna wyrazié przez ¢

wo = K1 v1— Kot y2+Kay v,

1
() T

G e = — K yi+Kp v — Ky,

G ng = K13 91 — Kos Pa4-Ka3 933

( _I_ ) et iy = Sl

[ [(6+1 —@) C+(6+2 — @) C" W (CHC M1+

s+ _ =

D M S =) 5T (CHT D (02 vartdr pa)
1 20, (s+12 . .

G T O Ch @yt

2Ds(s+Yy . o _ _ _
{7.8) . — "1—;—‘;;“(5'(:' +2SC" 8" C' ey +

Wy =

+

B oGS A1
D(l—p) [sC+(s+1) CIa (S+5"Du(02 w2 101 93)s
1, 20 (sH1p

G Ty, BCHEID T C

_ 2Ds(s+D)
— S )( CH25C 45" T ps T

20
+ llsf+ g [sC+(s-+1) €1 (§+5 M (92 21041 03).

Postugujac si¢ wzorami (7.8) oraz tablica 6, mozna okreslic skiadowe stanu
przemieszczenia i naprezenia w zaleznosci od v (x, »)
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Zauwaiamy, ze réwnania (7.6) oraz (7.8) moga byé znacznie uproszczone, jeZel
uklad rownan (7.1) jest jednorodny.
Wprowadzamy wtedy nowe funkcje

(4D (CHC Pio = @1,

ZDS (s+1) R
[ (SCH25C"+8" C " wsp = g,
(7-9) 2DS (S+ 1) iy rr I
B (SC'+28C"+ 5" C'" W30 = 3.

Zak}adamy warunek (3.}4), i9],
0 Pa0+01 P30 =0,
co umozliwia wprowadzenie nowej funkcji
(7.10) P20 = ey, @) =-0px.
Réwnania rézniczkowe jednorodne (7.5) przybieraja postaé
—(s+1)2Ds

(7.11) T (SC'+28C"+8" Cmopr =0, (+DC+CNmp=0
Dla przemieszczenia wy oraz skladowych 3, i 75, mamy
- _. N |
wo = [(s+1-—p) CHs+2— @) O — 5%
1
(7.12) & s = 204 [SCH(s+1) c"}h (p1+a1 ”
1 17 +1
el Tz = 201 [SC'+(s+1) € Inq T & .

Postugiwanie si¢ funkcjami ¢ i ¢ jest mozliwe takze w przypadku zadania nie-
jednorodnego, gdy na plyte dziata jedynie obcigzenie pionowe oraz gdy dane ob--
ciaZenia styczine #y 1 fp spelniaja zwigzek

(7.13) dy ty+0p £y =0, czyi £y = d;t, Iy = — 0y 1,

W takieh przypadkach catki szczegdlne obliczamy z réwnan

(s+1)

o L ‘
(7.14) *I“j# 2Ds (SCH28C"+-8" C'Y @y = D CHC D = —.

L

G’ G
Przez podstawienie (7.12) do wzoru podanego w nagléwku tablicy 6 i po stosow-

nych przeksztaleeniach otrzymuje sie sktadowe stanu przemieszezenia i naprezenia.

plyty wyrazone przez g i 1.

- Przejdziemy teraz do omow1en1a zagadnienia warunkéw brzegowych na konturze-
plyty. ;
Roéwnanie jednorodne czastkowe (7.6) moZe byé przedstawione w postaci umozli--

wiajacej okreflenie jego rzedu.
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W tym celu wstawimy funkcje (6.28)-(6.31) do (7.6) i otrzymujemy po stosow-
nych przeksztalceniach '
: L 1 (hD)Z(s"”
(1.15) (C'+C" % = Z (— 15—k —

s+HL 26—k

2Ds (s+1)2 s =
‘“W(SC +28C" 8" 'y
2(s+1) s . (hD)2(25+1—175-Ic)
(1—".“)]1{2 Z (Ml)k"% (m_i)[Z(S m![2(s—k)+ 11 }

i

Widoczne jest,ze w (7.15); najwyzszy sktadnik D?¢—D jest (sml) — harmoniczny,
TDatomniast réwnanie (7.15); zawiera najwyzszy skladnik D*®~ 3, kiéry jest (25—2) —
harmoniczny. W rezultacie réwnanie (7.6) jest rzedu 6 (s — 1)

Przy sprowadzeniu zagadnienia do ukladu réwnan (7.11) pierwsze réwnanie
dla. funkeji ¢q (x, ) jest rzedu 4 (s — 1), natomiast drugie dla ¢ rzedn 2 (s — 1).

Przy rozwigzaniu jednorodnego réwnania (7.6) tub ukladu réwnaf (7.11) otrzy-
muje sig tyecznie 6 (s — 1) statych catkowania, z czego na kazdy brzeg x = const
(tub y = const) przypada 3 (s — 1).

Dla vzyskania jednoznacznych rozwiazan mozna zatem zadac spelnienia 3 (s — 1)
warunkéw statycznych lub przemieszezenionych na poszezeg6lnych liniach jednego
brzegu okreslonego w obszarze 0 < z < A,

W pewnych przypadkach szezeglnych mozna korzystaé taksze z catkowych
uogblnionych warunkéw na konturze w postaci momentéw zginajacych, skrecaja-
cych i wypadkowej sily poprzecznej. Takie postepowanie jest szezeg6lnie celowe
przy obliczaniu plyt cienkich. -

8. Techniczna teoria plyt

Przez techniczna teorig plyt rozumiemy najprostsze przyblizenie rozwiazania
zadania teorii spreiystodci, polegajace ma przyjeciu minimalnej liczby wyrazow
rozwini¢eia skoficzonych operatoréw résmiczkowych. Z analizy dokonanej na
koficu poprzedniego rozdzialu wynika, 7e najbardzicj uproszczone réwnanie réz-
niczkowe czastkowe problemu zginania plyt otrzymuje sic przy § = 2. Jest to réw-
nocze$nic pierwsze mozliwe zatozenie, gdyz przy s = 1 operatory (7.15), sa toz-
samosciowo réwne Zero.

Wstawiajac zatem s = 2 do (7.15) znajeujemy

(hDy2—® 1 ( h2 D2 )

N 2 1
{8-1) (C'+ C”)h = Z(—- 1)2_]‘ —3—’-—[2_(2_:]6_)}? == ‘? 1—

2
2s(s+12 _
— T ) [SCH28C" +8" C'"w = |
6 = 3 o (hDy? Gk }_2h3D4
i (1ﬁﬂ){213 Z(_ s (mﬁk)[Z(Z—um)]![Z(Z—k)-H}! Tl
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skad wynikaja réwnania problemu jednorodnego (7.6) oraz
213 D4 (1 2 D2

3Id—pw 2
Przyjmiemy dla uproszczenia i dokonania poréwnania z istniejacyori rozwia-
zaniami dla plyt, e dziala jedynie obciazenie p (x,y), natomiast #y = f; = 0.
Mozna zatem opisa¢ zagadnienie za pomoca dwéch funkeji @, (x, y) i D (x, ¥),
ktére powinny spelniaé réwnania (7.14), przybierajace w tym przypadku postaé

( h2 D2

1““—5"“)@(96,39):0,

)!Pw:o, i=1,23.

3.2
203
3(1—p)

Dalszy tok rozwiazania prze§ledzimy na problemie jednorodnym. Funkeje wp (x, 3),
15z (%, ¥) 1 T4, (x, ¥) wyrazone za pomocg wzoréw (7.12) okreélajg w tym przypadku

p
DEDI5 D= ¢

roéwnania .
2—puhtD?
wo= 11— 1“—:“; e Do,
1 o h2
(8.3 T T T B 0y D? @yy+90; D,
1 o B2
E'l’xz = - 1 m‘u’alD2¢’10-- ()2 b,

Podstawienie (8.3) do naglowka w tablicy 6 umozliwia wyprowadzenia réwnan
na skladowe przemieszezenia 1 napreZenia piyty (tablica 7).

Mozemy z kolei okreli¢ catkowe wielkofci statyczne My, My, May, Oz 1 Oy
oraz $rednie skladowe przemieszezenia Sz 1 By oraz wy,.

Postgpowanie takie staje sie celowe, o ile uzyskane wielkosci beda spelnialy row-
nania réwnowagi elementu plyty. Ze sprawdzenia tych warunkow wynika, ze w dal-
szych obliczeniach trzeba dokonaé pewnych uproszezefi i uwzglednié tylko sktadniki
podkreSlone w ostatnich dwdoch kolumnach tablicy 6. Otrzymuje sig wige

20, 12 D2
u= 1= (I —u)+p 2 Pro— 20, D,

252 h2 D2
= oy (I —w-+p 2 Dgtzo D,

[ 2—uwh2D? i zZDZJ
= 1—u 2 l—p 2

z\2][ h2 D2 !
==l — 7 ]7u()2@w~—u31¢ )
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z\2} | D2
Tge = — G [1 “(7) Hr:; 01 Pyo+o, @],

8.4 I h2 D2
gc. d.]) Toy = — 2Gz 51 ()2[1 -+ —_'—{u’ 2

.
o

] D19+Gz (] — ) @,

) +p,() }@1{) — 2Gzal 62 D

Oy =*‘2G

o ) +,ua ]@10+26201 52 @

Przyjmujac, Ze sztywnos¢ piyty

A4Gh3

8.5 N=——,
@3 30—
przez odpowiednie catkowanie (8.3); uzyskujemy nast@pujqce WZOTY

Qs :f Taz dz = — ND2 01 @10 2 Naz @

-
R 1 —

(8.6) 0y xf Tyz dz = — ND2 9y Dy + ——h—z—fva1 @

—~h

R 2 D2 1—
Mwy = f’l’xy zdz — VN(I——‘LL)[l -+ _%; 9 ]()1 aZQ}lDL'_"“?ﬁN(‘)%—a%) @r

h2 D2
f O'xZCIZ = M-N[az(1+‘u,'——) +,u,a ]@10—N(1———M) ()1 02

ke

[ h2 D2
My:fo‘yzdzz——N[a§ T4+
—h

) '5"4“52] Do+ Nl —p) 010, D

Wstawiaiac (8.6) do (8.4) mozna napisaé

3 [z
(8.7) , 'ny:i'_z W Mmy,

3 z\2 3 z\2
Taz ™ ZE[I - (‘E) ] Oz, Tyz™ 4h [1 - ("h_) ]Qy

Srednie skladowe przemieszczenie pionowe uzyska si¢ przez porownanie bilansu

pracy wirtualnej:
n

(8.8) f Taz WAz = Qg W,
~k
Po podstawieniu (8.4) i (8.7) do (8.8) i wykonaniu calkowania i pordéwnanie stronami

znajdziemy
#
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l_ﬁ

1—p 2 +5(I—~,u) 2

2—upi2D2 4 pp
(8.9) W, == 10

Podobnie z warinkdw

R B
(8.10) [ owuds = My fa, [ oyvdz = M, B,
—h —h
otrzymuje sig
w D2
[T 2 ) AN
ﬁif = —{1+ 1—__‘; —f 62 @10+51 D,

Rownanie (8.11); mozna bylo otrzymaé takie z warunku
. ) _
(8.12) f Ta_:y‘?}dz == Mxy ﬁy.

-7
Réwnania réwnowagi dla elementu phyty ;
(8.13) 91 My-t+-0y Moy — Qz = 0, 01 May+0y My —0Oy=0, 0,0 +02 Qy= 0,
53 spetnione, jezeli @y i @ okreslone sa za pomocg uprzednio podanych zwiazkdw

' 2 D2
(8.14) ND4 @y = 0, (1 ——7) é =0

Jesli wystepuje p (x, »), to do rozwigzania dochodza calki szezegGlne funkcji @
zaleime od rozkladu obciazenia. Wyniki z klasycznej teorii phyt uzyskuje sig przez
dodatkowe uproszczenia: przyjecie @ =0 oraz pominigcie ostatnich sposréd pod-
kreslonych w tablicy 7 skfadnikéw w wyrazeniach na w, v, o, oy 1 T4y

Przez pominigeie funkcji @ zmniejsza sie rzad réwnast réZniczkowych, a tym
‘samym zmnigjsza sig liczba statych catkowania w rozwigzanin ogbluym; z tego
wzgledu omdbwione uproszezenic jest niewskazane.

Przy ograniczeniach liczby sktadnikow w wyrazeniach na # i v nie otrzymuje sie
przewidywanego przejécia od skiadowych stanu przemieszezenia do funkeji 7,
1 7y (tablica 7),

Ujgta wzorami (8,4)~(8.14) techniczna teoria plyt jest bliska dokladniejszej teorii
W ujeciu SCHAPERA; r6zni sie parametrem liczbowym w réwnaniu (8.14), oraz nie-
ktorymi skladnikami we wzorach na $rednie przemieszezenia i catkowe wielkosci
statyczne,

9. Zakonczenie

Przedstawiona metoda zastosowania skofczonych operator6w rézniczkowych
Pozwolila na zanalizowanie stosowanych dotychczas przyblizeri opartych na nie-
skofczonych operatorach rézniczkowych, '




‘Tablica 4. Stan przemieszczenia i naprezenia przestrzennego statyeznego zadania teorii spreZystodei

(zastosowanie skonczonych liniowych operatoréw rdzniczkowych przy rozwinigciu #n = 2s+1)

1 1 o 1
o (%, ¥) v (¥, ¥) = ) wo (x, 7) — T (5,7) — s (5 7)
Loy = 6+ (C+C7) + . - G B GHD g on g O EHD
u{x, y, 2) o (.H—l) Lyy = 91926+ [sC+(s:+1) €] Lyz = —zl—st— C+(s+1) €] Lyw = D — [t =) S+ UY = _01_53'2_(5“_}2 [sS+ s+ 1) 57 uxT —p (S+87+ D2 — ®
AT e+ ¢l D2l — ) Dr2(1 — ) D2 —
DI — ' + {552 - 1) 871 % [s8+(s+1) 5]
(s +1) a5+ 1) (s+1) & (s+1)
1 Lyy = c’ = [l A — = Ny 2
v{x, ¥, 7) Lyy = %(‘i{'__; [sC+(s+1) C"] pr = (s+1{(C+C") + T x Lyy = 13_;)21(%2) [C+(s+1) €] Lyw YO [s+1 — p) S+ Y D S+ 89+ D2 — 13 X Lyx= Luy
# % [sC+(s+1) C] d—n 4+ (s+2 — ) 5] X [_SS+ (s+1).57]
| Ly = s+ 1(CHCY — Loy = 26D poi 87 Lzy= Lyw Lzx = Lyy i
! L, = 2D ECHE+D € | Ly = — 202 (s+1) [FCH(H1) €71 s+1) d =
G oA Fau = e e ST 2 D) € 2 (5 ) D+ | G+D 00 PP _ D 0 @
| : a=m Raw= gV e | ® T a—am " Ve @bt BTGy D e
21 (5+1) brD |
Lyy= ——F7— % 2___L+)_ I -_—_ﬂ —1+2) 5
W (¥, 2) D= Ly B —p) Lo + Lwz 2D (1 — ) lo = 1020 S Lww = Lzz Lyy= Lyz Lwx = Lyz
% s+ p) S4(s 4142 5] + (s+1+u) 5" + (s420) 571 '
Lyp= — D (s+1) (S+57) -
al a;)_ (S+1) v i
Lyp = — U [(2s 140 S+ 2 ! =
" pa-m- " —£2f9—+1)—[2(s+1-|‘-ﬁ)5'+(23+ Lyz =Ly
o (x, 7,2) + @3} 57 (=m +8+ 1) 871 R = (s+1) (1 (Dz)2e¥1 A Lyw=Lzy Lyy= Lyy Lyx= Lyy
YU = m @(u l)sD(L)RH B t)%(s+1) ] 1 %gD(Dz)2s+1 YZ = 20 — p) 2+ 0 P
R Tl R W £ Gy
Lyg = — D (s+1) (S+57) —
2
a7 (s+1 :
1 oA —p Lyw=L Lyy= Lyy Lyw =Lyy
E- T:cz(x,y, Z) 3 (2E+3+,u-) SH] ,RXV: RYU (S+1) al (7 1)5 (DZ)28+1 XW ZU XY XW U
3 [1 s + 1)](_ e D22 : T —w D (2s+1)!
Reo=|M i —w s+ 11|
2D (s+1) gy (s+1) & 5+ 1)
‘ T (S A S (SHS” T Yo (S8
201 (s+1) 20 (s 1) (s+1) 5 = {“( +87 + D(lﬁ‘u){ﬂ( +87)y + 05 {( ) ( ) |
) L+ O+ oy (R a=n #(C+HC") + 2 2 2
5o (x,», 2) « B # 2 t=a 2 o . P + Flz s+1 — ) S+6+2 — mw S”]} + Flz [sS'+(s+1) S"]} + + 512 [sS+(s+1)S“]} +
i 1z L__!_ : g s _ 1 47 RS
Fp eI # Fplbererhe % 'Flﬂhc+@+4)cl} L wmlrm o DO pOTD ) % DT peAD oy PO
‘ (1 — @ —2m (2s+1)! =) (1 —24) D (2s+1)! (—@(d—2u) D @2s+ 1L
2D (s+1) 3 (s+1) d1(s+1) e
il 5 T N2 — ) (S8 T a (S +
20 (s 1) 20, 5+ 1) G+ 1 y a7 {.M(S+ Yy YO {( ) (S+57) + DU {ﬂ( 48
T pCHC) + Ny {(C+Cy + T o rCHC) + 2 5 5 S
(1; ay (%, 3, 2) ¢-n Py “ 2 . g 2 : + 532 [s+1 — S+ +2— ) S"}}— + })_22 [s8+(s+1) S”]} + + I)% S+(+1D) 57
2 » 2 Lo ” __2_ e .
+ Fy [sC+{(s+1)C }} + o [st—(éS+1) C ]} + Y sC+E+H0C ]} - 2 (54 12) o 1)8D(Dz)2*+1 . pls+1) “ 1)391 (Dz)2e+1 PACES)) -
i (- — 2w @25+ 1)1 — @ (—2) D s+ @) (1—2p)
. ' ' I s+1 32 (s+1
) 20+ 1) {(C‘+C”) + o (1 (CHC + | s oD - E‘;_;_‘(’IZ(SL;) 6+ — 1) § + b‘(%—};))-{(l — WSS + D—z(l(st“;'){(l ~ u) (S8
— T (x,,2) 2 203 » . —zif{"c*“(” nerl o _ 5 g
G - 261)02 O 4Ty C,,]} + LCHerDC 3} Dt = + 62— WS + 2 [5S+ (5-1-1) S”]} =
_ _

A—mD




;Tab]ica 5. Stan przemieszezenia i napreZenia przesirzennego statyczmego zadania teorii sproZystosci

' (zastosowanie skoficzonych liniowych operaftoréw roZniczkowych przy rozwinigciu z = 2¢)

k]

() ) ) L 06y L)
uy (%, ¥ v (x, ¥ 5 2 wa (x, ¥) = e (x, 7 g T o
Lyy = (149 ©+C)+ : _ as Tyx=—@+57) -+
2 — ()1{)2(84“1) — i = - _ ()1(8+1) — — LUW_ —7{(5‘*'[.6)54‘ . o L)l ()gs . — e D
u(x,y,z) C)I (S'!‘}.) [SE+(S+ 1) E,,] LUV=1-)2—(I?F){SC+(S‘LI)C } Uz—Bm {SC+(S+I)C } D(l "'ILL) 3 LUYﬁm{(éﬁl)S"l‘SS I é%,;‘ B B
D2(1 — @) : sl — @) 57 e (s — 1) §+557]
- D 2(1— )
Lyp= (148 (€+T + = dos _ Iyp= — (5 + 5
Ty e Q1026 o v 2 - s+l - Lygp= — o {5 — i)' + Y= (S EST L
v(x, y, z) Lyg= ————— [sC+(s+1) C"] 95 s+ 2 o 1 Lyz = ————=C+(s+1) C7] D — 2 Lyx=Lyy
D2(1 — ) + =[50+ (s+1) C”] D22(1—p) _ 035 o
D21 — ) + s+l — @) 5] Fo———— s — D S+s585"]
D32(1 — 1)
o Lzz = +D(C+CT) +
- 20, (s+1) _ _ 20, G+1)y  _ | _ ZZ
Tzy= — 206+ BCHG+DCT | Lzp= — 204+ [sC+{s+1) C”'] G+ | -
1 a—w (1 - p) : —a C+ (1) €] Lo — 2Ds 1) Tt 55 Fw=1T Loy=1L
R U pye 0P Fgp= ST G, g 1+2() o (zDys SANErEE e e
70 A= O = ATy A T Ryz = ot (- 1)p -
@)! a—20" @ Rez =5 O Dy
L O G115 4+ I %8 1405+ | L s —2+20)F +
= — —— — = - {5 - - _——————— - -~ = — — — —
w{x, ¥ 7) wu D(1l—p) # Wy D1 — p) . # i D21 —p) Lww = Lzz Lyy = Lyz Lyx = Lyz
+sHma) I (o) §7] 4+ (s — 1421 571
- A1 02 8 _ Lyy= —Ds (S;—S”) T Lyw=Lgy Lyy=Lpy Lyx = Lyy
1 . Lyg=————2s—1+p) 5 + Dy 8 i _ - _ : ) ‘ 5
5 ") LY ~ ot RS+ Lyz=Lwy R, - S DR B — (— 1 (zmzs[l L& ] Row o (1P s
+ (25414 2) 5] s 4 QF' ) S L T @t Yy @l Dr2(—mli X @) 2( — @b
—_ e ¥
= —D . g - - . - .
Lxv : (S2+ 57 Lxw = Lzy Lyy = Lypy . : Lyx= Lyy
dp 8 — — - - 2
T e — 22—~ 14w+ Lyy=Lyy| Lxz=Lyy o G—1428) (zD) - (zDPs s 9 - Dyl d s
G D —w Ryw = — (=1 01 Rey=— (-1 S q —mpr | Raxx=—{= Do I —
_ @43 (1 — ) (2s)! @)! 2(1 — p) sl 1 —p
24+ [~ - ofl_ -
(11(_s+)) {(C T+ 282(_”;) {(Cw,w N ((:i )}{(CJFC,,)# N e X )
! ' 7 ‘ ’ o " o Cd—m {(SJFS”)” i Y — > {(3‘ + 8 p+ s = : n {(z — w87 +
& o ) + 315 e+ (s+1) c”}} + + 7)3;2 [T+ (s 1) c"]} + + 'Bli [SC+ (s+1) E”]} + 2 “ 2 = 2
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Tablica 6. Stan przemieszczenia i naprefenia przestrzennego statycznego zadania teorii sprezystosci
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(rozwiaza.nie problemu jednorodnego okreslonege rownaniami:
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Tabiic:a 7. Stan przemieszczenia i maprezenia w techniczaej teorii plyt
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- Przejéeie od okreslonego stopnia przybliZzenia do nastepnego: uzyskuje si¢ przez
wykorzystanie 3ednego algorytmu a w1qc bez potrzeby su;ganla do mnych metod
obliczeniowych . - -
 Opracowane algorytmy moga stuzyé bezPosredmo do postawnema zagadmema
we wladciwy sposdb, a takze pozwalaja na oceng. prawxdlowosm uproszezen przy
«redukowaniu» operatoréw meskonczonych wyprowadzonych w. pLerwszm czescl
pracy: - : '

Poruszono zagadnienia teorii sprgzystoSci cial izotropowych. Rozwazania te
mozna rozszerzy¢ na podstawie zadania dla cial ortotropowych. W przypadku
anizotropii ogolnej zagadnienie si¢ komplikuje ze wzglgdu na pojawiajacg sig¢ do-
datkowa macierz wspélezynnikéw sprezystosci. Ogélnie mozna siwierdzié, 7e wszedzie
tam gdzie wystgpuja liniowe operatory rézniczkowe, zastosowanie podanej metody

Jest mozliwe, '

' Zamieszczone w pracy przykiady zastosowania operatmow meskonczonych
i skoficzonych do teorii plyt. pozwolily na znalezienie nie podanych w pracach
[91 10] skladnikow rozwiazania jednorodnego. Ponadto: wyjasniono zagadnienie
poprawnego formulowania zadania technicznej teorii plyt, opartej na réwnaniach
teorii sprgZystodci, a nie na hipotezach zaczerpnigtych z technicznej WytrZyma-
tosci materialdw,

Rozwiazanie uproszezone uzyskane przez W. Z. WLASOWA N. N. LEONTIEWA
ze zredukowania operatordw nieskoficzonych w $wietle naszych rozwazan budzi
zastrzezenia wlaénie ze wzgledu na obnizenie rz¢du réwnania réZniczkowego proble-
mu (przez pominiccie funkcji &),
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ST e T . : Peszwwme

I'IPI/IMEHEHI/IE ,E[I/ICDCIJBPEHU,HAJILHLIX OHEPATOPOB K BA,IIA'-IAM 'I‘EOPI/IH
‘ YHPYTOCTI/I

e e ik

PaGOTa pazlielicHa Ha NEBATh OYHAKTOB. BO BRenemuw macTcs kpaTkmit ob30p Meronon npu-

MEHACMBIX TIPH (IJOpMy.HHpOBaHHH TEXHIIECKUX TeopHit nﬂacmox (-roma;rx, cpenEeli TOMHMEET
r.[ TOHCTI:IK) m oblpx 3amay Teoplrm YIIPYTOCTH. ) ) :

Oﬁpam;aerca BHHMAHHE HA TO, YTO X OTHEIBHEIM 3a/189AM TIPHMEHETCH THIABHEIM OﬁpaBDM
HEKOTODEE IPENBAPHTCNLHEE THIIOTE3HI, Ea x{m-opmx OCHOBBIBAETCA 3aTeM ML XOH
HCYHCHeHRA., .. i . . ) I

) Boamalma MEICHD npczmoamzm; o.u;EHaKoBmﬁ coco Mammymmm JBCELO . KNacea BOIIpOCOB
OCEOBHBAIOIINXCA HA CTATAYCCKIX, TEOMETPUMECKHX ¥ (DUIETCCKEX ypaBneme TerH}I yﬂpy—
TOCTH HSOTpOH}LHX TEIL.

& CUATol TeNsio 'BBIBOEATCS cmepsa obmmie bopmyas! ormparomiecs ma J:Lmiupepenunanmme
bHepaTopsl GeckoneTHOro- Hopamka. Brtropsr, KACATOLIAECH 3TOIO EONPOCA; | JAKTIOUAROIHECT
BO. BTOPOM pasfene JULA CTATHCTHYECKON 3amawm TEOPHHE YHPYIOCTH CAOM. paspaﬁa'rbmanncr,
OnEpPAnch Ha CYIIeCTRYIONE [y MKaITHm [9,10] ¢ ,HOG&BO‘IHBIM _yEerom OGLeM'HHX ca.

B TpeTheM IyHETE paccMATpPHBAETCS BONPOC B3THOA THTACTHHEEN: KOHCTaTnpyeTca, 1o B oy-
MECTBYIOMIEM, OXNHOPOAHEIM PEINEHHM HE YMMTEIBAIOTCT HEXOTOPEIe 37leMenTH., Hatinena mpa-
BUIBEAN QOpMa pelteHus,

B 4eTBepTOM AyHKTE CrpoETCS Ho,noﬁﬂbm, HeBcrpeqaeMmu OO0 CHX IOD B JHTCPATYDE afrc-
pudn .l[JB{ MmEavmYeckolt 3anayy. B naroM mymEkTe B _ABYX HOAPOBHEIX 3a7a¥aX, RACAOMIHXCA
KomeGdnii OpAMOYTOABHBIX [FDAILICTICHNCHOE, HPEIiaraeTes IpHMeHenne ycraﬂosneﬂnorp
anropadma, .o

Thymxr mecroit nocgﬂu.raez'ca am‘opmbmy, cocTosmemy H3 ,lmtbt})epemmbmﬂx OmepaTOPOB.
KomeYyHOTo" nopsmca, ]{OTOpre pexomenzym‘r aBTOpE paforer [10], . .- S

Taxne neﬁcmm HpOGﬂTCH, TTIABHEIM O0DA3OM, [OJI% BRNCHCHMA TIPOBIEMME ,xrorrycxaeMocm
HCIONE3OBAEAT KOHSUHOLO YHCIIA B BLIDAKERHH B BECKOHEYHOM anropudme.

B oTmeneHmIX oNepaTOpax KOHERHOTO IOPAMKA BBINCAAIOTCA 3MCMEHTHI, COZMAOIIIES ‘CHM-
ifeTqueCIcon “tabamny w no6GaBounso PeIDeHES, TOPTANHE CHMMETDHIO, IMopTeepacnaercs, yro
TCPBEIC COOTBETCTEYIOT OHEPATOPAM, BOSHAKAFONIMM BCHEICTEHE YIIPOIIEHNS OeCKOHETHBIX Olfe-
DPATOPOB NyTeM CRCHEHHA K. KOHCUHOMY \HCTY Bepakennit, a 106aB0yHbe BEIPAKCHIS ABIOTCH
Pe3YNETaTOM NPHEMEHEHHOIO METOMA. \

B nynxre ceppMom BBRIBOZATCH d}opmym.l, FACAIOMIMECS TEOPMH ITACTEROK, I[a}orcsl dJOpMyJ'iI:I
nas HANPEEHHOTO COCTOSHUS, B KOTOPHIX Tame CYIIECTRYIOT HIIEMEHTHI pememm OI(HDPOJ.IHOFO
pelnenias, KGTOpOM OHpe,I[GHﬂ}OTCH SHeMeHTLI H&H,I{EHHLIG B II)"HKTB TpeTbeM o

B nymc're BOCBMOM npmm;(mca npocme ﬂpE,I[CTaBJ'EeHHe 'remnqecxoﬁ 'reoplm rmacnmox
Foxaskmax’ Frpu DTOM, Tr0 ee TipABIALEAH $OPMYirpoBES HPHBOART K CHCTEMe m{(bd}epenuﬁam-
HEX ypaBHermi (4o cHX mop GBII0 OpPHAATO Kax ORHO OGHFapMOHHTECKOS pelleH:e), A
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Summary

APPLICATION OF DIFFERENTIAL OPERATORS TO PROBLEMS OF THE THEORY
OF ELASTICITY

The paper is divided into nine sections. The introduction contains a brief survey of methods
used for developing engineer’s theories of plates (thin, medium and thick) and in general problems
of elasticity,

It is pointed out that for each particular problem certain fundamental assumptions are usually
introduced, on which further procedure is based.

The present paper is devoted to the idea of devising a uniform procedure for the entire class of
problems based on static, geometric and physical equations of the theory of isotropic bodies. To
this aim general equations are first derived, based on differential operators of infinite order, The
relevant argument for the static problem of elasticity of a stratum layer is contatned in See. 2 and
is based on the existing publications [9 and 10], the mass forces being taken additionally into con-
sideration. .

In Sec. 3 is considered the problem of bending of a plate. It is found that in the existing homo-
geneous solution [9] certain components are omitted. The correct form of the solution is found.

In Sec. 4 a similar algorithm is built up for the dynamic problems (not yet encountered in the
literature).

Sec. 3 presents, in two particular problems concerning vibration of rectangular para]leleplpeds,
an application of a the fixed algorithm,

Sec. 6 is devoted to the construction of an algorithm composed of differentiai operators of finite
order. Such a procedure is applied mainly to solve the problem of admissibility of using a finite
number of terms in an infinite algorithm as recommended in Ref, 10,

In each particular operator of finite order are separated components constituting a symmetric
table layout and additional terms of the solution perturbing the symmetry. It is found that the
first correspond to operators produced by sinplifying infinite operators by reducing them to a finite
number of terms. The complemients are a result of assuming operators of finite order.

Sec. 7 is devoted to the derivation of equations of the theory of plates. In the eguations expressing
the state of stress there appear also components of the homogeneous solution, similar to those found
in Sec. 3,

In Sec. 8 the engineer’s theory of plates is explained in a simple manner showing that if the state-
ment is correct, it leads to a set of partial differential equations (not to a single biharmonic equation
as hitherto assumed).
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