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1. Wstep

Pierwsze rozwiazania zagadnienia zginania plyty kolowej o ortotropii cylindrycznej
podali réwnoczesnie LECHNICKL, [3], i CArrEr, [1]. Autorzy c¢i zajmowali sig
przypadkiem zginania osiowo-symetrycznego (sita skupiona po Srodku, obciazenie
ciggle rownomiernie roziozone na calej powierzchni plyty). Zauwazyli oni, 7e przy
pewnych stalych materiatowych, niezaleznic od rodzaju obciazenia, w Srodku plyty
pojawiaja sig nieskoficzenie wiclkie momenty zginajace.

Nastgpne rozwigzanie podal SEN Gueta, [5]. Rozdzielajac zmienne otrzymal
ngigcie plyty w postaci szeregu typu

W= S r1+an gog
k1

podobnego do tego, ktéry otrzymuje sig w przypadku izotropii. Nastepnie stosujac
metodg Clebscha, podal réwnanie ugietej plyty ekscentrycznic obcigZonej sila
skupiona. Nie zajmowal sie przy tym osobliwosciami sit wewngtrznych w $rodku
plyty. Poprzestat jedynie na wnioskach Carriera.

W niniejszej pracy zauwaZono, e przy pewnych stalych materiatowych rownanie
ugi¢eia plyty moze zawieraé wyrazy typu

w = r'T% cos (dy, In r) cos #f.

Okazalo sig, ze warunkiem decydujacym o takiej postaci rozwigzania jest .D?, <
<D, D, (otrzymany warunek jest podobny do warunku Hubera, [2], dla plyt
o ortotropil prostoliniowej).

Przy pewnych wartociach stalych materialowych obie postacie rozwiazania daja
osobliwodei sit wewngtrznych w §rodku plyty. W dalszej czesci praca zawicra roz-
wazania nad warunkiem ograniczonosei sit wewnetrznych w Srodku plyty, prowa-
dzgce do zaleinodci nie wykluczajacych iadnej z postaci _rozwigzania.

2. Rozwiazanie rownania réiniczkowego powierzchni ugictej plyty

Wykorzysiujac zatoZenia upraszezajace przyjete w teorii plyt cienkich zagadnienie
tréjwymiarowe daje si¢ sprowadzi¢ do zagadnienia plaskiego, scharakteryzowanego
nastgpujacym réwnaniem rézniczkowym, [3]:
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— D, 262+2(D9+Dra) 4@32+D = q(r, 9).

W réwnaniu tym #, 0 sa wspdlrzgdnymi ukladu biegunowego, ktorego poczatek
przyjeto w biegunie ortotropii cylindrycznej, w jest ugi¢ciem powierzchni $rodkowej
pivty, g (r, ) intensywnoscia obeiaZenia plyty, Dy, Dy, Dy, Dyy sztywnodciami ply-
towymi {stale materiafowe), ktore sa okrelone za pomocsg nastepujacych wzordéw:

_EB L B Gl
D= a T Ra e T

Drg = Dr Yo “i‘“ ZDK - 'Dﬁ Yy + ZDK.

Stan naprezenia okreflamy za pomoca momentéw zginajacych, skrecajacych
oraz sil poprzecznych, ktére w nastgpujacy sposéb zwigzane sa z ugigciem po-
wierzchni $rodkowej plyty:
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. -gdzie symbole M;, M, oznaczaja momenty zginajace, I moment skrecajacy, Ny, Ny
.. -8ily poprzeczne oraz 4 grubosé plyty.
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BeN Gurra, [5], podal rozwiazanie réwnania jednorodnego (2.1) w nastepujacej
postaci:
Wi ) = Z wy, () cos nf,
#=0

wo (r) = Epa12 -+ Epy -+ Egyr'*  Egur'=h,
{2.3) wi (1) = Eypr't®% 1 Epprt™% L Eiyr + Eyyrlav,
W (FY = Epy 't - By 117 | Epyr't08 - By "i"b“,
n=234..,

gdzie En sa to stale calkowania oraz

Dy
24 a=L b=}

Dy+-2D;
{2.3 P al — Vl + _iww_e’ bl — 0,
Dy
1 Dy+- ZDng) [1 ( Dg—i-ZDran?)Z D, ]112}”2
15 — — —_— ] —— (1)

e { 2 (1 N Dy + 4 L+ Dy Dy (n 1) *

{2.6) _
5 _{1 ( L D9+2Dmn2) [1 (1+ D,,Jrzomnz)z Dy 12]112}112
=12\ D, 4 —p, ) 5D :

‘W przypadku obciazenia plyty okreflonego za pomoca szeregu
{2.7) g, ) = Pa (7} cos no
rozwigzanie szczegblne réwnania (2.1) mozna znale#é metoda wariacji stalych

calkowych. Przyjmuje ono nastgpujacy postaé:

00

w(r, 0) = S‘ Wy (7) cos 1,
n=>0
_ md [ o
2, — __p2
ey == [ 260D, J 2@ DD,
N 2B, . NI
2.8) +,,1+DDIM_,,:—%[M
2b (B2 — 1) D, J 2by (B — 1) D’

" 2a; Dy 2a; Dy _

fpl(:)ﬂlnrdr , fp1(?')i"26{"
4 F &1, rinr ZD,
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2.8 o () = o f O, f po ()it dr
fc..d.;i) " =7 2(1-9@ (afg - b%;l,) Dy ! 2an (af.‘,, — b%&) D?’

_ r”’b”f pa(r) 0 dr + r'l“b"f Pr (1) 2oy -
2bn (af" - b%\ Dr 2by (afzm — b%;) Dy

W bardzo prostej formie mozna przedstawié rozwigzanie szczegblne w przy-
padku, gdy obciazenie plyty przedstawione jest za pomoca szeregu

co m
g(r, 0) = 2 Do (;) cos 1,
#=0

Aby je uzyskaé, nalezy w rozwigzaniu (2.8) przyjat
¥ m
pa(r) = Pa (-a_) .

Wykonujac catkowanie otrzymujemy

— por™tt
Wo (F) - am (MZ— 1} (Mz_b(z)) D»r,

— pl rm+4
¢ W = (2 — ) M2 D,

_ Pn ymtd
Wn(ﬁ") - am(MZ_..ai) (Mz_b%) Dr’

gdzie M =m+3 oraz n=2,3,4,....
Podstawiajac vzyskane rozwiazanie (2.3) i (2.9) do zwigzkow (2.2) otrzymamy-
sity wewngtrzne:

M (r, 0) = 2 My, g () cosnl, My, )= Z Mo, n(r)cosnd,
=0 =0
H,0)= Z Hu()cosnb, Ny(r,0)= Z Ny, w (r) cos rf,
n=0 N=0

Ny (r, 6) = Z N, « () cos nf,
’ n=0
gdzie

(210 My o=—Dr {2501 (11 %) + Eo3 183 + bo (1 4 vg) -+ g 70

2 . —ip, Po (M4-1) (M+-vy) rm+2 }
+ Egy B — by (LH99) + 7] it e e |




(2.10)

fc. d.]

(2.11)

(2.12)

(2.1

(2.14)

(2.15)

O PEWNYM ROZWIAZANIU W TEORII ZGINANIA PLYT CIENKICH 327
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3. Analiza uzyskanego rozwigzania

Posta¢ rozwigzania ogélnego (2.3) réwnania jednorodnego zalezy od tego, czy
wystgpujace w nim wykladniki poteg sg liczbami rzeczywistymi czy tez zespolonymi.
Z budowy wzordw (2.4) i (2.5) wynika, Ze wykladniki ay, by, @; i by moga byé tylko
liczbami rzeczywistymi, natomiast dla » > 2 nalesy zbadaé, czy wyrazenie wyste-
pujace pod wewngtrznym pierwiastkiem w zwiazkach (2.6) jest meujemne Sformu-
towany powyzej warunek prowadzi do nastgpujacej nieréwnodci:

Liﬂ Eﬂ) (D?’B LﬂDfﬂ DB) 1 ( Lﬂ)
. ot | — — —— —|— 2{— -f~ _— —|— —_— =
(D “n (JD;3 ol T "\D, D2 +2DT s\, =0

Poniewaz sztywnodei plytowe moga byé tylko liczbami dodatnimi, zatem widaé,
‘ze do spelnienia nieréwnodci (3.1} dla wszystkich n wystarcza, aby wspdlczynnik
przy n4 byl nicujemny:

Jest to réwnowazne warunkowi

(3'2) D?ﬂ ? 'Dﬂ Dr.
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Oirzymany warunek jest podobny do tego, kidry podaje Huser, [2], dla plyty
o ortotropil prostoliniowej.

W przypadku D2, << Dy Dy, an i by sa liczbami zespolonymi przy wskaznikach
n > ng, gdzie '

Du Db )P p (P D Doy
N B2 D, D Dy
3.3) ne= D, DY 1+11 D Dy D D,
(Dﬁzs;) b, T T2,

1 wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

(3'4) dy = C-n"l"idn, b.ﬂ, = Cp — id{q ,

SR AN My {1y P2
cn“ﬁ{z [VDr(n2—1)+2(l + ) ,

1 Dy 1 ( Do+2Dr, n)} }”2
— e R I SR —_— -
du {2 h/ Nt et s U .

Wowezas rozwigzanie réwnania ugietej ptyty (2.1) ma postac

{3.5)

{3.6) Wy == r'T0% [ 4, sin (dy, In )4 By cos (dy In #)] cos nl +
4 117 [Cy, sin (dy In #)+Dy, cos {dy, In )] cos nd,

gdzie Ap, Bu, Cr i Dy sg stalymi calkowania oraz n > #,.

Oczywiscie dla n < n, wykladniki @, i b, sa liczbami 1zeczywistymi i rozwigzanie
réwnania jednorodnego ma postaé (2.3).

Nalezy jeszeze wyrdzni¢ przypadek, gdy n, jest liczba naturalna. Wowcezas dla
n < n, roxwigzanic ma posta¢ (2.3), dla n >n, ma postaé (3.6), natomiast dla
=M, aa, = bu, 1 rozwiazanie przyjmuje nast¢pujaca forme:

37 Wae = [r' T (Enyy + Enga In #) + #1 T (Ey, 3 + Eng, In r)] cos n,

gdzie E,, 1 sg to stale calkowania oraz

1 Dy+2Dyy 2\ 1?
(3.8) ng — [7 (1 + ““g'—""b';"r—ﬂ—)] .

Jak juz wspommielimy, wykladniki ay i b dla n = 0, 1 moga byé tylko liczbami
rzeczywistymi. Nasuwa si¢ zatem pytanie, czy a, i by moga byé liczbami zespolo-
nymi. Aby to zachodzilo, powinno byé n, < 2. Sprowadza si¢ to do nastgpujacego
warunku:

Dy 1 Do\ 3 /Dy
3.9 — < _(1+ )'1"? E

Rozprawy Inzynierskie — 10
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Powyisze ma sens tylko wtedy, gdy prawa strona nicréwnofci jest dodatnia.
Zachodzi to, gdy Dy/Dy nalezy do prredziatu (17 — 3/288, 1741/288).

4. Warunki dla §rodka plyty w przypadku D?’fa >»D,D,

Stale cafkowania powinny by¢ tak dobrane, aby ugiecie bylo ciagle 1 rozniczko-
walne w érodku plyty oraz aby sity wewngtrzne byly ograniczone. Okazuje sig¢ jednak,
e istnieja takie stale materiatowe, przy ktdrych nie mozna tego osiagnac.

Zajmijmy si¢ zginaniem osiowo-symetrycznym (n = 0). Aby ugigcie piyty bylo
réiniczkowalne w $rodku, nalezy przyjaé Egq = 0. W celu spelnienia warunkow
rownowagi przyjmujemy

P

EOI - 47'5 (Dr —_ Dﬂ) ?

gdzie P ozpacza sile skupiona przylozona w biegunie ortotropil.
Ze wzorow (2.10) i (2.12) wynika, ze przy by << 1, czyli

(4.1) —-— <1

i w $rodku plyty pojawiaja sig nieskoriczenic wiclkie momenty zginajace.
Dla przypadku n = 1 nalezy przyja¢ Ejp = 0 w celu zachowania ciaglosci ugiceia
w érodku plyty. Dla spelnienia warunkéw réwnowagi przyjmujenty

My
7 (D, +2D1'3+Dr) ’

Epy =

gdzie M, oznacza moment skupiony przylozony w $rodku plyty, ktérego wektor
jest rownolegly do osi 6 = m/2.
Ze wzordw (2.15) i (2.17) wynika, z¢ dla a; < 2, czyli

Dy 3 D
(4.2) AL

by T2 2D,
w $rodku plyty istnieja nieskoficzenie wielkie sily tnace (niezaleznie od osobliwosci
jakie daje przylozony w §rodku moment skupiony).

Dla n = 2, 3, 4, nalezy przyjac state Eny = Eng = O w celu zapewnienia réznicz-
kowalnodei ugiccia w $rodku plyty. Aby i sily tngce byly ograniczone, powinno
by an = 2 oraz by, > 2, co daje Dy/Dy = 36. Jak widaé, otrzymany wynik nie posiada
praktycznego znaczenia.

Okazuje sie jednak, Ze dla stalych materiatowych spelniajacych réwnanie D% =
= Dy Dy oraz nier6wnosé¢ D, > D, rozwigzanie posiada nastepujace cechy szczegdlne:
an > 2dlan =2,3,4,..,0) > 1,bs = 2,dlan=3,4,5,...otazu (b) = (b2) = 0.
Zatem sity wewngtrzne w $rodku plﬂyisa-ograniczone.
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5. Waranki dia frodka plyty w przypadka Dfa <D6Dr oraz n, < 2

Aby ugiecia i sity wewnetrzne byly ograniczone w §rodku plyty, nalezy we wzorze
(3.6) przyja¢ state Cy = Dy = 0. Jednak w przypadku cn << 2, czyli

(5.1) | —< =V T

w Srodku plyty pojawiaja si¢ nieskoriczenie wielkie sily tnace.
Wyniki uzyskane w p. 4'i 5 zilustrowano wykresem (rys. 1) sporzadzonym we

. De D

wspolrzgdnych Dy/Dy, Drp/D,. Kazdemu punktowi plaszezyzny (Hﬂ, J—Dﬁ) przypo-
r ¥

Urgh

-
4

Rys. 1

rzadkowane sa pewne cechy sprezysto§ci materiatu. I tak punktowi I (I1,1) od-
powiada izotropia. Dla punktéw lezacych ponad parabola D}, = D, D, rozwiaza-
nie réwnania plyty ma postaé (2.3). Dla punktdéw lezacych ponizej wspomnianej
paraboli rozwigzanie ma postaé (2.3) przy n<#n, natomiast przy » >n. posiac
(3.6). Dla punktéw lezacych poniZej paraboli n, = 2 mamy n, << 2.

Dla punktéw lezacych na prawo od prostej by = 1 momenty zginajgce sa ograni-
czone w przypadku n# = 0. Dla punktéw lezacych powyizej prostej ¢; = 2 sily tnace
sa ograniczone w przypadku » = 1. Dla punktéw lezacych wzdtuz paraboli D2 =
= Dy Dy sity tnace sa ograniczone przy n = 2, 3,4, ... .

Dla punkiow lezacych powyzej paraboli ¢; = 2 i rdwnoczesnie ponizei paraboli |
ap = 2 sity tnace sg ograniczone dla n =2, 3,4, . i

Dla punktow lezgeych wewnatez zakreskowanego klina wiacznie 2 Jego b1zeglem-"'
sity wewnetrzne s3 ograniczone w érodku plyty.
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Pe3wome

O HEKOTOPOM PEIIEHMH TEOPUW W3TUBA TLIACTHHOK, OBJIAJTATOTIMX
TVINHIPAYECKOM OPTOTPOTIMEN

B pabore mpABOAMTCA AHAITA3 0BLiero OANOPOAHOTO PEIEHHA A3OTHYTOH IUTACTHHIN, Ipa-
pementoro Cen Dynra. OfcyxpaeTcst BIHSHHC [apaMcTPOB MATEpHANa Ha dopMy pemenst,
4 TAaKKe 1 OCOBEHHOCTE BHYTPCHEWX CHJI {(YcHunll) B CepeHVHe YUIACTUHKH. TlomyvesHbe Pe3yib=
TR MIUTOCTPHEpYET Auarpamma 1., ]

Jiaerca TAKiKe HACTHOS PEILEHWS UTACTHIKN B CIIyuas HATPY3KH, KOTOPYI0 MOKHO TPE/ICTABLTE
B Buge paza >, pa{#)cos n), Do peruenie GLIIO MOTMYIEHO METOAOM BapHAINMH MQCTOAHYBIX

7

HHTETPUPOBAHNA,

Summary

A CERTAIN SOLUTION IN THE THEORY OF BENDING OF CYLINDRICAL
CORTHOTROPIC THIN PLATES

This is an analysis of the general solution of the homogeneous equation of plate deflection ob-
tained by Sen Guera. The inflaence of the material parameters on the form of the solution and
the singnlarities of the internal forces at the centre of the plate is discussed. The results are iflu-
strated by a graph (Fig. 1.

A particular solution of the plate equation is obtained in the case in which the load can be repre-
sented in the form of a series Y pn (F)cos #0. This is done by the method of variation of the
integration constants. w
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