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Wsiep

W zagadnieniach statecznodci sprezystej w ujeciu klasyeznym nie jest uwzgled-
niany ezynnik czasu. W ujeciu tym rozpatruje sig obciaZenia o ustalonej i niezmien-
nzj wielkodci w czasie. W rozwazaniach pomija sie zatem sam rozwdj obciaZenia
w czasie, co na ogdl jest praktycznie stuszne. Jezeli jednak obcigzenie przykladane
jest dokonstrukeji szybko i trwa bardzo krdtko, to pomijanie czynnika czasu w zagad-
nieniu wyboczenia nie jest uzasadnione. Wplyw sit bezwladnosci mozZe byé w tych
przypadkach znaczny i korzysiny, poniewa? przyczynia sig do stabilizacji konstrukcji.

Zagadnieniem krdtkotrwalego obcigZenia usirojéw podlegajacych wyboczeniu
zajmowalo sie wielu autoréw. Pierwsza publikacjy w tej dziedzinie byla prawdopo-
dobaie praca C. KoNmicA i J. TAuBa z 1933 r., w ktorej badano teoretycznie pret
obustronnie przegubowo podparty, poddany obciaZeniu sity podluzng $eiskajaca
o statej wielko$ci, dzialajycy przez pewien krétki czas. Stwierdzono, 7e jezeli czas
trwania obcigzenia jest dostateéznie krétkd, to pret doskonale sprezysty, a zatem
praktycznie pret o dostatecznie duzej smuklodei, moze przenicsC silg znacznie wigksza
od eulerowskiej sity kryiycznej. ' _

W ostatnim dwudziestoleciu zagadnieniem tym zajmowano sig dosyé duzo ze
wzgledu na jego wazno§¢ w konstrukejach lotniczych. Nalezy tu wymieni¢ przede
wszystkim teoretyczne i do§wiadezalne prace N.J. Horra, kiorych celem bylo
migdzy innymi ustalenie zwiazku miedzy maksymalnymi obeigzeniami przenoszo-
nymi przez prety w réznych warunkach  doswiadczen laboratoryjnych a sitami
krytyoznymi obliczonymi wedlug teorii klasyczne]. Badajae teoretycznie efekt
- szybkiego obcigzania pretéw, Horr przyjmowal jako znane nie obciaZenie lecz
przemieszczenie gérnego konca preta, ¢o jest blizsze prawdy, Jezeh chodzi o prety
$ciskane w maszynach wytrzymatosciowych. .

W niniejszym opracowaniu, ktérego celem jest badanie wplywu krétkotrwatych
obcigzeni na elementy podlegajace wyboczeniu w rzeczywistych warunkach ich
pracy, postapiono przeciwnie przyimujac obciazenie jako zname. Ograniczono
sig przy tym do przypadku, kiedy obcigzenie jest liniowo zalezne od czasu i znika
po osiagnigeiu pewnej wielkoéct. Czas trwania obcigZenia jest krotki, jednakze
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nie jest to obcigZenie czysto udarowe. Zalozenie to pozwala przyjaé, ze w kazdej
chwili we wszystkich przekrojach preta istnieje jednakowa sita podluzna.

Zagadnienie rozpatrywano w obszarze odksztalcen sprezystych i przy stosowaniu
teorii ugie¢ nieskoficzenie matych. Stuszno$é stosowania tej teorii jest tu wicksza
ze wzgledu na to, Ze sily bezwladnosci wplywaja na zmniejszenie ugieé.

Przykladem lkonstrukeji, ktéra w dostatecznym przyb]izeniu‘ spetnia przyjete
zalozenia, sa wieze wyciagowe stosowane w gornictwie. ObciaZenie katastrofalne
tych wiez wywoluje w pretach ustroju duze sity podiuzne Sciskajace 1 posiada charakter
obcigzenia krotkotrwalego, gdyZ znika po zerwaniu liny wyciagowej. Jego przebieg
w crasie mozna w pierwszym przyblizeniv uwazaé¢ za liniowy, [6].

Zazwyczaj przyjmuje sie, ze przy wyboczeniu preta pod dzialaniem ciezaru umiesz-
czonego na jego glowicy spelnione jest wymaganie stalofci obeiazenia. Jak wykazaty
doswiadczenia przeprowadzone przez HorFA w Brooklynskim Instytucie Politech-
nicznym, stalym jest jedynie kierunek obciaZenia, natomiast jego wielkosé ulega
zmianie na skutek dzialania sit bezwladno$ci. Kiedy pret traci statecznosé, jego
glowica obniza si¢, a bezwladno$é cigzaru nie pozwala nadgzyé mu za tym ruchem.
W konsekwencji obciazenie preta zmmiejsza sig.

W przypadku katastrofalnego obciazenia wiez wyciggowych zjawisko to. prak-
tycznie nie istnieje, poniewaz sily przekazywane sa na konstrukcje za poérednictwem

“liny wyciagowej. Lina spelnia tu rolg sprezyny, ktdrej podatnoéé jest na tyle duza,
Zze rach glowicy preta przy jego wyboczeniu praktycznie nie zmienia wielkoSei sily
w linie.

Ponizej podajemy oznaczenia nie objasnione w tekécie,

E modut Younga,
I moment bezwladno$ci przekroju preta,
P sila podtuzna §ciskajaca, -
P, eulerowska sita krytyczna,
T funkcja czasu okreflajaca przemieszezenie preta,
a przyrost obciazenia w jednostce czasu,
¢, cn  Wspdlezynniki szeregu przedstawiajacego yg (x),
I diugosé preta,
m masa na jednostke dlugosci preta,
t czas, ‘ .
x wspolrzgdna wzdhuz osi preta,
. . ¥. przemieszczenie poprzeczne punktdébw osi preta,
.. . yo poczatkowe odchylenia osi preta od prostej,
in, Otx. symbole Kroneckera,
r'ga_a_(x) - funkcja wlasna zagadnienia drgan poprzecznych,

e - "y (x) 'funkcja wlasna zagadnienia statecznoei.
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1. Pre¢t obustronnie swobodnie podparty

Rozpatruje si¢ pret sprezysty pryzmatyczny, obustronnie swobodnie podparty,
o masie roGwnomiernie roztozonej na jego dtugosci. Réwnanie ruchu oraz odpowiednie
warunki brzegowe i poczatkowe sa nastepujace:

Pft)
ERY —EpgY - Py +mp=0; l
(L. »©0,0=0, p{LH=0, »'0,N=0 p'LH=0; M

y(60) =y (%), ¥(x,0)=0. —

Roézniczkowanie wzgledem x oznaczono tutaj cyframi rzym-
skimi, a wzgledem ¢ punktami. Rozwiazanie oraz poczatkowe
ugigeie preta przedstawiono w postaci szeregdw

ln

(12)  yed= D@l  3p@= D capal®
=1 n=1
Po podstawienin do (1.1) otrzymamy
(1.3) ,g': (BT To —Elcay +P (1) 'P;z’ T+ mpn Twy=0. Rys. 1

W rozpatrywanym przypadku preta -obustronnie swobodnie podpartego funkeja -
sinus spetnia waronki brzegowe oraz réwnoczeénie réwnanie zagadnienia matych
drgad popizecznych i rownanie zagadnienia statecznodel statycznej. Jezeli zatem:
przyjaé ;

HTX

(1.4) o - ga®) =sin—-,
to
(1.5) Pn = Mn@n  @n =—Non
gdzie An = nmwfl
Podstawiajac do (1.3) otrzymujemy
(1.6) Zw‘ (ET 22 Ty —EI 2 cn— P(t) 33 Tot-mTs) o = 0.

=1
Réwnanie to bedzie spetnione, jezeli ’
ETAA Ty —EIcn— P () 2 Tyt-mTy = 0.

Po przeksztatceniach i przy oznaczeniu #2 n? EIfi2 = Pg , znajdziemy

. 272 P
(1.7) Tﬂ-i-nxl#[(l” P(I))Tn—cﬂlzo-
m P




312 ZBIGNIEW EKORDECKI

W przypadku obcigzenia sila rosnaca, liniowo zalezg od czasu

(1.8) P() = at,
mozna wprowadzi¢ zmienng bezwymiarows
P(H at
1.9 zm=ml———=1—
a9 Pan | Pra

Wiedy

QOznaczajac  ponownie punktami rézniczkowanie wzglgdem «bezwymiarowego
czasu» z, olizymujemy

" #2 :r2P?5, »
{1.10} Ty +Waz—(zTﬂ‘m—cﬂ) =
Po wprowadzeniu oznaczenia
n? .?'EQ'P%, "
(1D 2
mamy
(1.12) TuA-$0 (2 Tn—cn) = 0.

Wspétezynnik €, jest wielkodcia charakteryzujaca zagadnienie pod wzgledem
dynamicznym. Ze wzrostem tego wspolezynnika maleje wplyw sit bezwladnosei
w procesic wyboczenia, Wspdlezynnik ten zalezy w pierwszym rzedzie od smruklosci
preta i od wiclkodci a charakteryzujacej szybkosé przyrostu obcigZenia.

Dla zastrzaléw stalowyvch wiez wyciagowyeh ze stali o granicy plastycznodei
O = 2500 kGjem? wspdlczynnik £2; waha si¢ w przyblizeniu od 400 do 1500, [6].

Réwnanie (1.12) jest formazlnie identyczne z tym,. jakie uzyskat Horr, [4], po
zlinearyzowaniu réwnania wyprowadzonego dla zagadnienia preta smuklego obeia-
Zanego w prasie, ktérej glowica przemieszcza si¢ szybkim i jednostajnym ruchem.

2. Przypadek dowolnych warunkéw _Erzegowych

Rozpatrzony poprzednio pret obustronnie swobodnie: podparty stanowi przy-
padek szczegdlny. Prostota jego wynika z identycznoSci funkcji whasnych matych
drgan poprzeczaych i fankcji wilasnych utraty stateczno$ci. Przy dowolnych warun-
kach brzegow§ch spotykanych w ustrojach budowlanych identycznoéé ta nie istnieje.

Do szeregéw (1.2) mozna wiedy wprowadzié jako funikcje miejsca albo formy
drgafi wlasnych, albo tez formy utraty statecznodci statyoznej. W tym drugim przy-
-padku bedzie - o : K R o S

[=9]

QD o= Y TORE. nE= Y ap).
i=1

i=1
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‘Wprowadzono tu znormowane funkeje wlasn;: zagadnienia statecznodci statycznej
-
0

Po podstawieniu (2.1) do (1.1); otizymuje sie

Er N Tyl EIZ ciﬂ"%}’(r)z Ty %, +m21‘m_o

=1

Mnozacc cale réwnanie przez yy i calkujac od 0 do / przy uwzglednieniu, ze ofY
— i 9y, gdzie a; oznacza pierwiastki réwnania charakterystycznego zagadme-
nia statecznosei, otrzymijemy

! !
2.3 —EJZagnfy);’@ﬂdx+,912a%cffg‘u;’@ndxir
i=1 =
O
o {
+P(t)ZT¢f wﬂdx—l—mz f@pﬂuﬂ dx = (.

i=1
Calkowanie przez czefei daje

I |1

.
_f@;%adx—'““f‘!)ﬂ’ndx——ams
h

poniewaz: [; 9qll =0 przy dowolnych warunkach podparcia korficéw preta
(réwniez dla swobodnego kofica preta, jak mozna wykazad).
Po podstawieniu (2.4) do (2.3) mamy

—rp -

2.4 f Py P dx =Py

0

2.5) EI 3Ty — Eldhcn — PO Ty t-m Y i'".;fe;,,g‘ufdx =0

Jezeli poczatkowe wychylenie preta yg (x) jest zgodne z podstawowa formg uiraty
statecznofci (odpowiadajaca pierwszej sile krytycznej), to wszystkie ¢y z Wyjatkiem ¢;
s réwne zeru. Dla celow praktycznych wystarczy wiedy ograniczyé sie do pierw-
szego przyblizenia pomijajac wszystkie 73 z wyjatkiem Tj. Z ukladu réwnafi (2.5)
otrzymamy wtedy jedno réwnanie

I
ETa;T) — ETo} ¢y — P (r) T+ miy f Prdx = 0
0

ktére po przeksztalceniach i po opuszezeniu wskaznikéw, przyjmuje postaé

' . a2 EI P
(2.6) T+——~;—H1— 2EI)T—C]=0.
m [ P2 dx ¢
¢

Rozprawy Irngynierskie — 8
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Jezeli obciazenie P (f) jest liniowo zaleine od czasu zgodnie z (1.8), to jako zmienna
niezalezna wygodnie jest wprowadzi¢ bezwymiarowy czas wedhug (1.9). Po uwzgled-
nieniu, e o2 EI = Pg, otrzymujemy

2.7 T4 [zT—e] =0,

gdzie punktami oznaczono rézniczkowanic wzglgdém bezwynﬁarowego czasu z,
a wspdlezynnik :
P3
(2.8) Q="
@m [ y2dx
0

Latwo sprawdzié, ze dla preta obustronnie swobodnie podpartego wzor (2.8) jest
identyczny ze wzorem (1.11).

Jak wynika z powyzszych rozwazan, w przypadku gdy poczatkowe wycigeie preta
posiada ksztalt podstawowej formy utraty statecznodel, ruch poprzeczny osi preta
mozna opisaé jedna funkcja czasu okreslona za pomoca réwnania (2.7). Dla preta
obustronnie przegubowego begdzie to opis Scisty (w zakresie matych ugiec), a dla
pretéw z innymi warunkami brzegowymi ‘opis jedynie przyblizony. W przyjecin
ksztattu poczatkowego wygigeia jest naturalnie duzo dowolnosci, szczegdinie jezeli
ugiecie to powstalo na skutek niedokladnoSei wykonawstwa. Niemniej jednak
zalozenie wygiecia sinusoidalnego, majace juz w literaturze technicznej bogata
tradycie, tlumaczy sie nie tylko wynikajacymi z niego ulatwieniami rachunkowymi,
ale réwniez jest wynikiem ogélnicjszych rozwazaf i obserwacii, [7].

Jak wspomniano wyzej, rozpatrywane zagadnienie przy dowolnych warunkach
brzegowych mozna rozwiazaé pryjmujac w rozwinigciach (2.1) formy drgan
wiasnych. Zamiast uktadu (2.5) dostaje si¢ wtedy

t=1

gdzie Ay, sa pierwiastkami roéwnania charakterystycznego zagadnienia drgan wlasnych.
W przyblizeniu

210 - E?EI P(tl_ 0
(- ) T1+ " [(1 XI;EI )Tl—ﬂ—cil—ﬁ .
I
f@izdx
h)

W ogélnym przypadku warunkéw brzegowych wspdlczynniki liczbowe réwnania
(2.10) r62nig sie nieco od wspolezynnikéw réwnania (2.6). Dla praktycznych obliczen
roznica ta jest bez znaczenia i postugiwanie sig obu réwnaniami prowadzi do tych
samych wynikow,
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3. Rozwiazanie réwnania (2.7)

Réwnanie (2.7) zawicrajace nieznana funkc_]@ czasu jest niejednorodnym réw-
naniem Besscla, [5]. Jego ogdlne rozwiazanie ma postaé

(3.1) T = ZII'Z [Cl JI,’S (? 91!22312) + CZ J-—-l,’3 (?_QIIZZC‘UZ) + S(Z)] .

Funkcja S5 (2) jest calks szezeglng réwnania (2.7) i moze byé znaleziona metoda
wariacji stalych. Wyraza si¢ ona przez funkcje Bessela:

z
2rcld 2 : 2
(32 Sk = 3 ]/3 [ ”3( 3 ol 2312) f S, (? o112 Safz) ds —
0

z
2 2
—J_yj3 (_3_ 0 zs,'z) f s12 T (? Ol Sa/z) ds] .
- 4]
przy warunkach poczatkowych ‘

(3.3) T(=¢ TQ)=0,
stale €} i C, wyniosa

2nf2 { l,'2 3/2 .Q”z 2 12
‘Cl = Cc|— 31/ .S’ J__”_g \ Q dS + 3 /3 2]3 Q
0

1
2782 222 2 ‘
Oy = c[ 3,3 s”l.i'l,3 ( P2 3’2) ds + —— 3 ]/3 _2,3( !2”2)}.
Q
Oznaczajac ' ' B
' 2 o 2 n o
(35) "?}—Q = M, ?Q ST =

oraz uwzgledniajac, ze
M

1
2
Ot f s (? fellt: 33"2) ds = fJ,, () an,
5 Q

Mz

z
2
o1 f ', (?Qmsm) ds = f () d,
0

. 0
‘dochodzi si¢ do nastepujacego wzoru: )
- M Mztis

2at2
= 3 lﬁ { [ f J——l,rs () dn - Jz{s (M)+ f Jmus (n) d’?] ®
¢ 0

M Mzni2

x Jyys (Mz*%)+ [ fJua () dn+J_y53(M) m-f Jin(n) d??] Iy (Mzs"z)} .
0 b

fs.s)
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Rézniczkowanie wzgledem zmiennej z daje
Map

2aflc ~
3 1/§ Z{ [—* f Join () dn Jz{a(M) -+ f J_uz () dﬁ] X
0

0

3.7 7=

Mzie

M .
x Iy (M%) — [ f i () dn +J_g5 (M) — f Jis () dn] Jap (Mzg"z)} X
0 : h

Wzory (3.6) i (3.7) porwalaja w zasadzic na wyznaczenie wartosci funkecji T (2)
w obszarze podkrytyczmym. Korzystanie z tych wzoréw jest jednak klopotliwe,
szezegolnie ze wzgledu na koniecznosé obliczania catek oznaczonych. Na rysunku 2

podano wykres T'(z) dla przypadku £ = 2000 i dla

e | ! I / zmiennej niezaleznej przebiegajacej wartosei od 1,0 do
30 ——+— / 0,3. Jest to linia stale wznoszaca sig, lekko falista.
sgl 2=2000 To sfalowanie pochodzi od drgafi o matej amplitudzie,
261 Z=T1-Fit}/F L pakladajacych sie na ruch preta spowodowany obcig-
24 zeniem dzialajacym statycznie.

22 Dla pewnych wartoéci wspolezynnika £ i w pew-
50 / | nych obszarach zmiennoéci z réwnanie (3.6) mozna
@ /! 1 uprofcic.
16 / Dila duzych M (duzych ), mozemy przyjac
14 : "/ i
12 = / - fJ-—-l,"a‘ () dy + 2 (M)~ —1,
8T g a7 05 05 o A3 (3.8) ’
M
Rys. 2 [+ 1000 1

0

Aby to wykazaé, nalezy funkcje Bessela wyrazi¢ przez ich rozwinigeie asymptotyczne.
Zachowujac jedynie pierwszy wyraz otrzymujemy

M, . o0 oo o
- f J_in(n) dny = — [ f Iy () dp — f Iy () dn] —=—1+ f Iy () dy
[ H 0 M M
2 7T ~ 7 ~
~—1 4 ]/; [cos Ef 142 cos ndn -+ sin 7 72 sin g dn] .
M M

Podstawiajac % = u2 znajdziemy

M oo

— 2 7 . d .
f‘f——us (pdyp=—1- ]/: [cos]—z chos (u2) du+smﬁ stm (u?) du],
T
h

Ml!z Ml!s
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a uwzgledniajgc, [2], Ze
o0 o

sin M T . cos M
2 cos(uz)duzuw, 2fsm(u2)dqu,

Nz Ml]!

znajdziemy
M

(3.9 f Iy (m) dn s — 1 ]/W [— cosﬁgm M+smr2 cos M]
[}

Podobnie rozwinigeie asymptotyczne z zachowaniem tylko pierwszego wyrazu
daje

, ]/T T
(3.10) b3 (M) = ;ﬂ[cos 15 608 +sm1—2— sin M}

Dodajac (3.9) do (3.10) otrzymamy
A
“‘f J_ys(mydntJdys (M) & — 1.
b

Podobnie mozna dowie$é stusznosci drugiego ze wzordéw (3.8).

Jezeli uwzgledni si¢ dwa wyrazy rozwinigé asymptotycznych, to znajdziemy

M - ‘

r 23 2 apf. 5_::'5 . 5m
J iz () dnt+J_pp (M) = 1 36 ;M (sm Thi M—{—cosﬁcos M)

Q9

I tak np. dla £ = 100, zamiast jednodci otrzymamy

23 /2 .
1— ==/ — - 6,667%2[0,965 - 0,373-}-0,263 - 0,928]) = 1 —0,018.

36 7T
Dla Q=10
23 - /2
1— WV . 2,117%2.{0,965 « 0,858--0,263 « (—0,513)] = 1 — 0,116.

Widag, ze blad zatozenia (3.8) nie jest wielki nawet w przypadku niezbyt wielkich Q.

Zamiast wzoréw (3.6) i (3.7) otrzymuje sig zatem prostsze wyrazenia, praktycznie
stuszne, o ile tylko wspélezynnik £ nie jest zbyt maly:

27012 ¢ ra

(3.11) T= “—3‘—1/—.?—2”2 { [— 1+ f J_yp3 () dﬂ] Ty (M2Y%)
5

Mz

+ [1 —f Jis () d’?]"—lla (Mzslz)} ’

[
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. 2nl2e e 3
0

Mzsre .

+ [1 — f Jys () dn]Jm(Mzz’a)}.
: )

Jezeli ponadto wartosci Mz sg duze, to 1 do pozostalych wyrazéw wzoru (3.11)
mozna stosowaé rozlozenia asymptotyczne. Ograniczajac doktadnosé do pierwszego
wytazu otrzymujenty

Mzois

f J—-;/s (dyp=1— l/ 2 [4 cos (Mz*?) — B sin (Mz*?)],

Mz
0

Mz .

T2 _
f Tis ) by = 1 —]/an312 [B cos (Mz**) — A sin (MZ°%)},

0

2 .
Jiys (M2*7) = ]/;W [4 cos (Mz*?) + B sin (Mz*?%)},

2
Iz (M2%) %)/ — 5 B cos (Mz*?)-+A sin (M2*7)),

gdzie
5x 7 S5n

A= in-:riz e B= — = gin—
= sin 7, = 08 1, = c0os 15 Ny

Podstawienie do wzoru (3.11) daje po prostﬁch przeksztalceniach

- 2
T a2 (B2 — AZ)TZ_'1 c,
3

poniewaz
2 42 ‘zsn '2%—]/§
B2 — 42 = s 12 sin TR
c
(3.12) T=—,
z

Wzér (3.12) mozna uzyskaé wprost z réwnania (2.7), jezeli pomingé w nim wplyw
sit bezwladnodei i przyjaé 7= 0. ‘

Z rozwazah powyzszych wynika, 7e dla duzych Mz*?, czyli w pierwszej fazie
obciazenia preta, kiedy sita nie jest jeszeze bliska wartofci eulerowskiej, wykres
funkeji T(z) mato sig rézni od wykresu przy obciaZeniu dziatajacym statycznie.
Inacze] méwiac, w poczatkowej fazie dynamicznego obciazenia preta wplyw sit
bezwladnobei na przemieszezenia jest maly. :

I
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Szczegdlne uproszczenie wzordw (3.11) mozna uzyskaé w punkcie z =0, fj.
w chwili, gdy obcigzenieé osiaga warto$¢ sily eulerowskiej. PoniewaZz

Jia (0) = J53(0) = 0,

zatem w nawiasie wzoru (3.11); pozostanie jedynie funkcja Bessela z indeksem
— 1/3, a w nawiasie wzoru (3.11); takaz funkcja z indeksem — 2/3. Po rozwinigciu
tych funkeji w szeregi wedlug wzrastajacych poteg argumentu i po pomnozZeniu
tych szeregéw przez czynniki zewngtrzne: z'2 lub z, okazuje si¢, e w obu szeregach
wszystkie wyrazy z wyjatkiem pierwszych przyjmujg warto$¢ zera. Otrzymuje sig
wiedy bdrdzo proste wzory

3
273
TO) =T, = —]—29”3 ¢ == 1,288 Q1P ¢,
33T (?)
{3.13) 3
' . \ 2/ G
TM=1,= ——’rﬂm ¢ = -—0,936 2% ¢,
3]/511(?)

Dokladnoéé tych wzoréw roénie ze wzrostem wspolezynnika £2. Z pordwnania
wynikéw podanych przez Horra in. w pracy [4] wynika, ze wzor (3.13), daje wyniki
7z blgdem przez nadmiar. Dla 2 = 10 blad wynosi okofo 159, warto$ci dokladnej.
Dla £2 = 100 blad maleje do okolo 1%, a dla wigkszych £2 jest znikomo maty.

Jezeli sila przekroczy warto$¢ culerowska, to zmienna z przyjmuje warto$ci ujemne.

~ Aby tego uniknaé nalezy dla obszaru nadkrytycznego zamiat wzoru (1.9) przyjaé

3.4 T
(3.14) —z= P
Wiedy réwnanie (2.7) przechodzi w réwnanie
(3.15) T—Q@ElI+e) =0,

ktérego rozwigzanie wyraza si¢ w zmodyfikowanych funkcjach Bessela
— 2 — 12 _
- (3.16) T =z [01 Jiia (? Q”zzw) +Cyd_yp3 (? o 2312) + S(z)].

Calka szczegdina S (z) okreslona jest za pomoca wzoru (3.2), w ktérym zwyczajne
funkcje Bessela nalezy zastapi¢ przez zmodyfikowane z tymi samymi indeksami.
Z warunkdw poczatkowych

(3.17) TO) =T, T0)=—1
wyznacza sig¢ siale catkowania

1y, 2
P(?) f, Q¥ (~3—) T,

A 73

(3.18)

]

61:
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Po uwzglédm'eniu wzoréw (3.13) otrzymuje si¢ dla obszaru nadkrytycznego

Adest

112 :
(319 T= 3358—3_:-?' 2”2{ [ 1+ f I_ia () dﬂ]Jus (M%) 4
v C
Mzoqe

* +[1— f s () dn]J_m(Mzm)}.
: |

4 Nalezy pamietad, Ze zmienna z okreslo-
na jest tutzj za pomoca wzoru (3.14).
% Rysunek 3 przedstawia wykres funk-
cii T(z) dla £ =100, 5001 2000 oraz
4  dla poréwnania wykres tej funkejt przy
pominieciu wplywu sit bezwladnodei.

oA =200 T
. .

2
- f I 4, Zakonczenie
o o
” ' W zbadanym. obszarze zmiennoéci
;[ / 1 wspblczynnika £ od 100 do 2000¢
17 8  wplyw sit bezwladnosci jest maly
i / / i praktycznie moZe byé pominigty, jeZeli
,? / g maksymalna wielko$¢ obcigzenia nie
- I ,;@ przekracza 70% sily eulerowskiej. Przy -
/& 4 wickszej wartofei maksymalnego ob-
e L . :
P Fa cigzenia wplyw sit bezwladnoéci gwal-
///' 2 townie rofnie. Utwierdzenie koncow
"] preta zmniejsza wplyw sit bezwiadnos-
z 0 6 o & g2 G0 ¢ci, poniewaz powoduje wzrost wspdl-
Rys. 3 czynnika Q. Jest to widoczne ze

wzoru (2.8).

W rozpatrywanym zagadnieniu duzg rolg gra wielkos¢ poczatkowej krzywizny
preta. Od niej zaleza nie tylko koficowe wartoéci sil wewngtrznych, ale réwnieZ
zakres.. stosowalnodci podanej teorii liniowej. Wiadciwe przyjecie poczatkowego
wygiecia preta jest niezbednym warunkiem prawidlowego wymiarowania, a pomiar
tego wygigcia moze stanowi¢ podstawe przy ocenie rzeczywistego wspolezynnika
bezpieczenstwa istniejagcych konstrukeji. -
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PesroMme
MPOAQIBHEIN W3I'HUE TUBEKOTO CTEPXKHS TTPH KPATKOBPEMEHHO HAT'PV3KE.

B paGore uCCHEACBANECL BIMAARS XPATKOBPEMERHOH NPOONBHON CRHMAIomel CHibr Ha.
CTCPXEHD C TPEOBAPHTGNLULIM M3XHOOM. VYMTHIBATOTCH BIHMSHAN CAI WHEPLEH, BOSHHKAIOIIEX
BCRCOCTRAE YCKOPSHHH, HATPABIEHHLIN DEPICHIAKYNAPHO OCH crepyxna, IlpuHmMacTes muueHnas
3aBHCHMOCTE CHJIBI OT BpEMERH, 4TO ¢ Gojbiimm MpubHUKCHEEM COOTRETCTBYET YCHOBMAM pa-
GOTH HAMIAXMHMX KOIDOB HDH KATACTPOYMUECKHX Harpy3kax.

W3 ocHOBHOTO ypammenus sagauu {1.1), myreM pasfelicHus IEpeMEREBIX, RONYYEHO OOBIK-
HOBeHHOE fniepernEansHoe YpaBEEHWe BTOpOTO Topsagra (2.7) ompemensioliee dysxE-
BPEMEHHE, 3TO YPAaBHCHAE #BHAETCA TOUHLIM (B 0BIACTH MANHX IporuGos) mum OBYCTPOHHE Iap-
HHPHO OHEPTOXYO CTSPIKHS, ¢ NPeiBAPUTENEHRIM H3THOOM B OPMe TONYBONHE CHEYCOMASI, i
BPYITHX CIy%aeB OUYPAEHS KCHIOR CTEDXHS OHA SABNACTCA HPMONHXEHHOH 38BHCHMOCTHIO.

Pememye ypaBrentia (2.7) BeipaaaeTcs B DOAKPETHYECKOH o6MACTE Geccelmenbivu dvERIEI~
MH, & XA HaTpy3oK NPeSHNIANINFX KPHTIHYCCKYKD SHIEDOBY CHNY -— MOARMHLMPOBAHABIME
OecceneBOBEIME  (PYRKUMAMY C TeMM e FHACKcaMH, OIHAKO IS 3HAYCHES dyuxnuii Bpemerm
B MOMEHT, KOI'id BarpysKa JOCTHTACT SHAYCHMA 3HICPOROM CHIBI, MOXEO HDHBECTH TPOCTHIE ITPE--
Gmaenre dopmymet (3.13). Dru GoOpMyIBl BHBOZATCA IYTEM 3aMemsl GeccelleBLIX (YHKEME mX
ACCHMIOTOTHICCKEME  pacnoinoxerasmy. B ofmacty paxuol s xaracTpodEuMeckwx Harpysox:
HAMHIAXTHRX KOOPOB, TOYHOCTE STHX (HOPMYI ABIASTCH HOBONLHO GOMLITONM,

B paboTe rOHCTATHpyeICH, 9TO B OTHECEHHH K 3ICMENTAM HAMINAXTHEIX KOOPOB YT
BIAAHEA CHJI HHEDHHH, B CIIYYae KOrga MAKCAMAbHAA OPOAONLHAS CHila HpeBermaer 709, site-
POBOHi KPHTHYECKOH CHIIEI, ABJACTCA CYINECTBCHEEIM, KDOME TOTO NONTBEDIKNAETCH, IO 38K~
pensieHne KORIOR CTEPXHA YMEHBIGACT BITMSHEE CHN HHEPIHH.

B saxnroverne ormevaeTcs GONBIIVIO PONb, KOTOPYIO B 3TOM CIIY4A€ MTPACT BEANTHER IIPEI~
BAPHATENIEHOTO H3TRGA.

Summary
BUCKLING OF SLENDER BARS BY SHORT-DURATION LOADS

The object of the present considerations is the effect of rapidly growing short-duration longi-
tudinal-compression force on a bar having an initial curvature. The influence of the inertia forces.
due to the accelerations normal to the axis of the beam is taken into account, The relation between.
the force and the time is assumed to be linear, which reflects to a considerable degree the conditions
of catastrophic loads head frame structures.

From the fundamental equation of the problem (1.1} a second order ordinary differential Eq. (2.7)
Is obtained by separating variables from which a function of time is obtained. This equation is
accurate (within the range of small deflections) for a bar on hinged supports at both
ends and having a small curvature in the form of a sinusoidal half-wave. For other types of support
it constitutes an approximate relation.
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In the sub-critical range, the solution of (2.7) is expressed by ordinary Bessel functions. For Ioads
exceeding the Fulerian force it is expressed in modified Bessel functions with the same
labels, However, for the value of the function of time at the instant where the load attains the value
of the Eulerian force simpler-approximate Egs. (3.13), may be obtained. These equations have
been derived by replacing Bessel functions with their asymptotic expansions. In the range impor-
tant for catastrophic loads on head frame structures, the accuracy of these equations is very high.

Tt is found that for elements of head frame structures, the influence of inertia forces is essential,
if the maximum longitudinal force is greater than 70 percent of the Bulerian force. It is found,
in addition, that if the ends are clamped the influence of the inertia forces is reduced.

In conclusion siress Is laid on the importance of the initial curvature for the problem under
consideration.
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