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1. Wstep

W jednej z ostatnich prac J. IGNACZAKA, [2], zbadany zostal stan naprezenia
i przemieszczenia w jednorodnym walcu (lub dysku), wirgjacym dookola swej
.osi geometrycznej ze stala predkoscia katowa w przy zalozeniu, Ze walec (lub dysk)
‘wykonany jest z materiatu lepkosprezystego, odpowiadajacego modelowi Maxwella.
Odpowiednie rozwiazania podano zaréwno przy zalozeniu plaskiego stanu od-
ksztalcenia, jak rowniez dla plaskiego stanu naprezenia. Okazato sig, ze przy zaloze-
niu plaskiego stanu napreZenia przemieszezenie radialne na brzegu dysku dazy
-do nieskoniczonoséci, gdy czas wzrasta nieograniczenie. Wskutek tego rozwigzanie
-dla dysku miesci si¢ w ramach liniowej teorii tylko w Wystarczajqco malym poczqt-
kowym przedzmle czasu. <

Celem ninigjszej pracy jest zbadanie stanu napr¢ienia oraz przemieszezenia dla
dyska wykonanego z lepkosprezystego materiaty odpowiadajacego modelowi
Maxwella, otoczonego pierfcieniem wykonanym z materiaku sprezystego. Zaktadamy,
ze dysk znajduje sig w stanie izotermicznym, w plaskim stanie naprezenia oraz ze
wiruje wokot swej osi geometrycznej ze staly predkofcia katowa w. Zatem przyj-
mujemy, Ze predko$é ta zmienia sig w czasie wedtug funkeji Heaviside’a. W chwili
t =0+ dysk sklada si¢ z dwdch wspdtérodkowych pierécieni, ktérych wilasnosci
sprezyste sa w ogéluofei réine. Dia ¢ >> 0 zewnetrzny pierfcied pozostaje spre-
zysty, za$ wewngtrzny zmienia swe wladciwosci reologiczne. Na linii rozdziatu oby
pierécieni w kKazdej chwili Zadamy ciaglosci przemieszezenia radialnego i naprezenia
_radialnego. _

Inferesuje nas migdzy innyrmi, ézy Tinkcje przemieszezes radialnych wykazywaé
bedg osobliwosei, czy tez dazyé beda do wartoSci skoficzonych w rozwazanym
przedziale czasu 0 << ¢ <C co.

-2.. Zagaduiénie dyskn wirniacego '
Zatdimy, ze predkodé katowa dysku okredla réwnanie

(2. 1) @ (1) = wp 7 (1),

-gdzie # (7) jest funkcja Heaviside’a oraz wy = const.
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Réwnanie (2.1) oznacza, Ze ruch dysku zaczyna si¢ w chwili # = 0F 1 przybiera
od razu staty predkosé katowa wp dla z > 0.

Dysk skiada si¢ z obszaru wewnetrznego 1 o przekroju kolowym i promieniu a,
otoczonego obszarem 2 o ksztalcie pierscienia o promieniu wewngtrznym « i pro-
mieniu zewnetrznym b, Obszary 1 i 2 wykonane sa na ogdét z réznych materialow
charakteryzujacych si¢ réznymi modutami Younga i wspdiczynnikami Poissona,
a ponadto material obszaru 1 jest materialem lepkosprezystym, a wige posiadajacym
zmienne w czasie wlasnoéci sprezyste, natomiast obszar 2 wykonany jest z materialu
idealnie spreZystego, a wigc nie zmienia w czasie swych whasnodci sprezystych.
Ze wzgledu na biegunowa symetri¢ pojawiajaca sig w naszym problemie wyrazimy
réwnania pola we wspoirzednych biegunowych r, 0. Rozwazane pole jest scharak-
teryzowane przez skladowe tensoréw odksztalcenia &, g, oraz naprezenia oy, op.
Radialng skladowa wekiora przemieszezenia 0znaczymy przez u.

Dia o$rodka sprezystego réwnania pola we wspdirzednych biegunowych dla
plaskiego stanu napreZenia przybieraja postaé podana w pracy I4] na str. 76:

rownanie rownowagi
i R " :

\
N d (ra
(2.2) 0o _ 0y — @ Wy 1%,

/ ’ ) dr

. / gdzie p oznacza ggstosé masy dysku;

g . przyimujemy Ze jest ona stala w ob-
N 7 szarach 11 2.

'\\\ RN Roéwnania geometryczie

ou u
\ \ - [———
) (2.3) & > =7

Prawo Hooke’a

1
& = F(Uf - ¥ 0'8)’

2.4)°

Rys, 1 _ &g =7 (dp — v or).

E
Warunki brzegowe dla obszaru przedstawionego ma rys. 1 przybieraja postac

(2.5) oy <oo  dla r =0,

zakladamy bowiem, Ze naprezenie w §rodku dysku nie moze byé nieskoficzone.
Na zewngtrznym brzegu dyskn (v = b)

(2.6) ary =0,
a na granicy obszaréw 1 oraz 2 (r = a}

2.7 Uy = Hy, O = O
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Réwnania (2.2)-(2.4) odnosza si¢ do obu rozwazanych obszaréw. Jako rozwiazania
tych réwnan przy warunkach brzegowych (2.5)—(2.7) otrzymamy w obszarze 1:

(28) Ere]_ =J— (1+3 IVI) xzs &1"1 = I_ (3+V1) x29
. ({—w)E}
=T e (1) 22,
Ey
Dla obszaru 2
1+ 33’1)2
- x Xy ZL
0'92:'%(1—}-3?12)362‘{“—1—__7%*1*{—;7* —J;— 5
[— ﬁ)z
R ‘ X S xp\2
(2.9 orp = — B+ x2+ ———— I +J + (M) L,
1—x3 X
' 14+ 9y [ xp\2
) 1+ 2(—D
- __(1—1’2)-52 [ 1 24 l—m\ x 7
Ha *‘"‘—Ez—*_x (1+w,) x l—x,f -+

1+w x5\ 2
+J— 2 (—) L].
1—-—112 X
W rownaniach tych wprowadzono nastepujace oznaczenia:

Bopi

A

(2.10) Opi — i= 1, 2, k= 6, r,

Rwjo’
przy czym oy jest odpowiednia. skladows tensora naprezenia w obszarze i
8ED uy

@ oig’

~

(2.11) iy = i=1,2,

przy ¢zym u; oznacza przemieszczenie dia obszaru i, a E) jednostkowy modul Younga
jednakowy dla obu obszaréw;

r {x << 1 dla obszaru 1,

(2.12) = x > 1 dla obszaru 2;

symbole #; oraz E; oznaczaja odpowiednio wspélezynniki Poissona i moduly Younga
"dla obszaréw 11 2; -

1
I= ;;{(1 —x3) [(1 — 9D — (1 — D) E]— (3 — ) [ —»p) +

(2.13) +x3 (1492142 (3+») x3),
' (v2 — ) — (3+w) x} B+ x} — vy — )
J = = S I == S ,
I —x 1—x;

g=23+(1 —v) —E@— )] (1 —xD);
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@14 X=—>1 E=-=,

Z rozwiazan (2.8) i (2.9) tatwo przej$¢ do rozwigzafi dla dysku jednorodnego poda-
nych w pracy [4], str. 77

Dia osrodka lepkospresystego rOwnania pola bgda mialy podobna postaé jak
dla ciata sprezystego (por. praca [1], str. 63) z tym zastrzeniem, Ze wszystkie funkcje
beda zalezed¢ od czasu.

Jezeli na odpowiednich réwnaniach pola lepkosprezysiego dokonamy transfor-
macji Laplace’a wzgledem czasu, to otrzymamy réwnania podane w pracy [2],
str. 9:

d : owar2
0
ey opt =0,
. uF . UF
g AT

(2.15)

ey (r,p) = pE* (p) lo* (r,p) — v* (P) p, o3 (r, DY),

1
D)= ey [0 () (p)pdf @)

~Funkcje oznaczone ngazqu oznaczaja transformaty Laplace a odpowiednich
funkcji.

Nalezy pamle;tac ze Lim p f*(p) = f(0*) (I (5}, str. 256) Analogicznie transfo;—
)
mowa¢é si¢ beda warunki brzegowe (2 5)-(2.7) oraz rozwmzama W przetransfmmo-

wanym obszarze przyjma postaé analogiczna do (2.8) i (2.9). Aby otrzymaé poszuki-
wane rozwiazania dla ciata lepkosprezystego naleiy wykona¢ odwrotng transfor-
macje Laplace’a. : ‘ :

Pla szezegdlnego przypadku _]ezeh obszar 1 Wykazuje Wlasc1wosc.1 odpowiadajace
modelowi Maxwella, przyjmujemy zgodnie z [2], str, 12:

(2.16) V¥ (p) = l_(_lm__f_i__), E*(p) = B
L T 2\p pte/ 7T pta
gdzie '

. 2 .1 _
(2 17) _ ay = _(I'Jr?q) “1‘ f1=1— 2.

Symbole El i ¥ oznaczaja odpowiednio E; = E; (0+) i »; == »; (0F), 71 natomiast
czas relaksacji dla materiali, z ktérego wykonany jest pierscien 1.

Materiat obszarn 2 ma cechy sprezyste, wobec tego Ey 1 v oznaczaja odpowiednio
modul Younga i wspdlczynnik Poissona dla tego obszaru.
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Zgodnic ze wzorami (2.8) i (2.9) i analogie} lepkosprezysta otrzymamy kolejno:

(2.18) pog (x, p) = I* — [143p o (p)] 22,
219) peh ) =T*—[Btp oy ()] 42,
) (1 —pvi (DI EY
(220) puy (x, p) = TR D) x {I* — [1+paf (p)] %2},
e
@21) - po(ep) = — AOROE +TI*+J*—(?) L%,
AR ]
C2)  pih P=— Gt — _"; s
” ‘ ' 1+v2 (xb)
(1 ‘Vz) EO 1’2 X
@2 pisep =g x| =t b e+

) .
4 JF— ]_H’z (ﬁ) L*]’,
1-—py \ x y

gdzie 7
1 E
- E;{(l ) [(1 —) (=57 () - E;@] —
— (2 — 19} (D) [(| — 2+ (1] 12 () xg},

(@2-24) 2 — v} ()] — (s . G b — it )]

JE = ; L= ,

1— Xy [ —x3
g* = [(1 ~— ) — }Erzw (1 — pwy (P))] (1 — x+2x2.

Jezeli do wzordéw (2.18)-(2.24) wprowadzimy funkcje parametru p wedtug (2.16)
1 wykonamy odwrotne transformacie Laplace’a, to otrzymamy po pewnych prze-
ksztalceniach wzory dla naprezert i przemieszczen w postaci:

(2.25)  oGp(x, ) = % {£) {A exp (— 8)+Bexp (—ay 1) + %ﬁl 2exp(—a )+

NN
3777

(2260) G (e ) =5(D !A exp (— dD)+Bexp (—ay 1) + é— Brx2exp(—a ) —

7 2 1. 3
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(2_27)' ui (x, t)=n(t)x{Cexp (—d)+Dexp(—ap )+
1EY o Lt 1 EY 3o ,
FypARercantrt|gEC s—am)l,
. 1
228 (D=7 {[A oxp (— 0D+ (B + 3 fryexp (— oy )+
Xp\2 1y2 '
) (5]
+1+”2]T:_x?,“M(HM?)’CZ—TZT%[(E’JF”) xﬁ]},

I
Q) ol =m0 o 0 LB+ Blow(—a )+

F g

Pl =2 — @) 32— (6 el
~ (1——’)’2).Eg i

R30) w (D=5 <———E—2— x{[A exp (— 80 +(B + —5‘81) exp{—ay )+
14wy [ xp\2 1+vq {142
B

: ——py | X 1—mi\x AN

+1 -] [ — (1+472) x2——-—1::—x§——[(3 + 3) x,,}}/.

b

Stale 4, B, C,D i F wyraiaja sie za pomoca wWzorow

A—— {a—a {(1 Dk [3“*2*31(1 i z<ﬁ1ﬁa))]} "

. 3
+ (a‘% o 1’2) [(1 — v2)+x5 (1 +92)]42 (3+1’2)'x§> 7

151 Bi . .
@31) ~ B Zg(al—a){ £ — b)_[(l—vz)erb(iJrvz)]},

B Rt

o = 3 ﬁz} i — el |

1 1/ A 1 2
i 1**5)*”2} al[ (5ﬁalm§)+ 5]}>
1 EY of
= 4g E‘s’““_{[(l_yz)+xb (1+1’2)]— Eﬁl (1 —xb)}

+ 2349y
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xp—1

_E 1 (/1 , .
5 <_2—{(5 “”2) [(1 =)+, (42T 2% ( +vz)}_

_{% (%—6—5181) +(1—v2)}/ .

g =2xy + (1 —x3) [(1 — ) — E (1~ w)),
1 T
G = 5 Eg (x5 -— 1.

(2.32)

Jak wynika z warunkéw brzegowych

1 (L) =iy (L 7 6, (1L, =6r(L,7), Gr(27)=0
Jezeli zatozymy, 7e pierSciens sprozysty zamka, tzn. Ze x = bfa — 1 oraz oznaczymy
T=1{[rg, By =E, vy =, y = a7ty oraz x=4£, to funkcje iy, oy i oy przejda
w odpowiednie funkcje podane w pracy 2]

- 1
AED= A=)t 51— pen il
2.33) @)= {3 — &2t % (1 =38} [1 — fexp(— ?r)]} (@),

|
w(, n=E¢ {I—H?H—yt—l- _4~(1 — &4 3428 3yr -~ B2 exp (—y‘r)]} 5 (1),

Latwo tez sprawdzi¢, ze jezeli podstawimy ¢ = 0+ do wzordw (2.25)- (2.30}, to
otrzymamy wzory (2.8) 1 (2.9}. Oznacza to, Ze poczatkowy stan ciata o wlasnoSciach
-odpowiadajacych modelowi Maxwella jest stanem sprezystym.

Obecnie zbadamy na przykiadzie przebieg zmiennoSei w czasie naprezefi i prze-
mieszezent, Wprowadzmy oznaczenia:

: t “r N E1 ~r N EZ
.(2_34) yl.‘zal To» ‘z'=-;(1)—, uI:ul*E—P, uzzuz_é.?':
oraz zatdzmy
1
(235) Ev=Ep m=m=, xn=2

‘Warunek (2.35) oznacza, Ze caly dysk w chwili poczatkowej jest jednorodny, zas
dla ¢ > 0 material obszaru 1 nabiera wlasnosci lepko-sprezystych, a obszar 2 po-
zostaje nadal sprezysty.

W tablicy 1 oraz na rysunkach 2, 3 i 4 podano wartoéci odpowiednich funkcji
obliczonych ze wzoréw (2.25)-(2.30). Jak widaé na rys. 2, naprgzenia obwodowe
g1 maleja w miarg uplywu czasu dazac asymptotycznie dla # — co do odpowiednich
wartosci skoficzonych [ay; (0, 00) = 1,500, &y (1, 00) = — 1,000]. Widaé réwniez
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Tablica 1 Ey= Fo,v1 =v2= 3, xp= 2

Gy 1 uy T2 ' iy
T
x=0 [xz=10 ]| x=0 lx=10[x=10|x=1,0 |x=20 | x=20
0 12,999 11,249 12,999 9,749 7,833 11,265 6,017 11,950

1,0 | 11,441 9,267 | 11,441 8,050 | 11,233 | 14,115 7047 | 14,200
2,0. | 10,043 7,685 | 10,043 6,590 | 14,153 | 16,565 8,127 | 16,170

3,0 8,829 6,391 8,829 5350 | 16,633 | 18,615 8,947 | 17,850
4,0 7,791 5,318 7,791 4300 | 18,733 | 20,365 9,647 | 19,250
50 6,876 4,388 6,876 3,380 | 20,553 | 21,885 | 10257 | 20470

7,0 5,449 2,951 5,449 1,950 | 23,433 | 24285 | 11,212 | 22,380 .
10,0 3,970 1,470 3,970 0,470 1 26,393 | 26,745 | 12,197 | 24,350
15,0 2,630 0,130 2,630 | —0,870 | 29,073 | 28,980 | 13,094 | 26,140
- 20,0 2,017 | —0,483 2,017 | —1,483 | 30,299 | 30,005 | 13,502 | 26,960
25,0 1,735 | —0,765 1,735 | —1,765 30,863 | 30474 | 13,690 | 27,336
oo 1,500 | —1,000 1,500 | 2,000 | 31,333 | 30,865 | 13,847 | 27,650

z rys. 2, ze w miare oddalania si¢ od §rodka maleja naprezenia oy jako funkcie
promienia, a w pewnej odleglodei od granicy obszaréw 11 2 dla x bliskich jednosei,
w miarg uplywu czasu, przyjmuja wartodei ujemme. Dla jednorodnego dysku lepko-

o . .
3z i 30885
~ e
2 - - Gl —
//
y § / :
W=vp=1M, Ey=Ep , xp=2
20 . :
/’/
46 4 — —]
. _ _ . ‘13,547__
. L — Gep (2.7)
N /
N I
IR |
e P \__-__ 3, /7 S
gl \‘\ L
T 0—:97{‘,'?.
. T e 1oty
B R R S 7 P 15 L z

Rys. 2

spreZystego naprezenia obwodowe mialy wylacznie wartoéei dodatnie (por. [2],
str. 17). W obszarze 2 naprezenia obwodowe oy, oSN z czasem, przy czym otrzy-
mujemy oy (1, o) = 30,865, 04y (2, o0) = 13,847, Naprezenia te maleja w miarg
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oddalania si¢ od érodka ukladu przybicrajac wylacznie wartosci dodatnie. Jezeli
chodzi o wykres naprezet radialnych, to jest on, jak widaé na rys. 3, podobny do
wykresu naprezen obwodowych obszaru wewngirznego: mamy w tym przypadku

é.‘r'i
% . S— -
2 \\ . - . - - -
Vi=vp=TH, Es=Ep | xp=0
8- = ] : : ‘
\\. \_____‘ . .
IS e e LI/ e 1500
a T _ _ T
. R —-&--_----_---“"_"“‘—-::..--—_.5r'r ()b (i) -2000
I S T 7 0 15 20 2
Rys. 3
dla t =00 6y (0, 00) = 1,500, &, (1, 00) = — 2,000, Jak widaé, naprezenia’ g,,

w pewnej odleglodci od granicy obu obszaréw przyjmuja po pewnym czasie wartosci
ujemne. Wystgpowanie wartosdci ujemnych naprezen radialnych thumaczy sie, po-

af }
2 P ps——— " - — ey
’—---.-_
o) I N ] S SRS S=co S S— 7w
3 )it |
2 & (e)-di' ﬁ/ et T2 (27)
//A 1
20 ' A
P
;,// Vy=vp= 1, ExmEy, %4=2
15 A
2
/
/
8
4
0 T
-}
I I " 7 1 b3 2 7

Rys. 4

dobnie jak przy naprezeniach obwodowych, oporem stawianym rozszerzajacemu
8i¢ obszarowi lepkosprezystemu 1 przez pierécief sprezysty 2. Funkeje przemiesz-
czefi u i uyrosng z czasem dazac asymptotycznie do wartosei 7, (1, co) = 31,333,
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#y = (2, 00) = 27,650, W jednorodnym dysku lepkosprezystym przemieszczenia
na obwodzie dazyly do nieskonfczonodcl, gdy czas dgzyl do nieskoriczonodei (J2],
str. 18), natomiast w omawianym przypadku sa one ograniczone, gdy? pierscien
sprezysty nie pozwala na nieskoficzone przemieszozenia. Wobee tego zastosowanie
otrzymanych rozwigzan nie jest ograniczone do skoficzonego przedzialu czasu.

Wreszcie nalezy zaznaczyé, ze analiza rozszerzania si¢ walca lepkosprezystego
wydrazonego w $rodku, wzmocnionego sprezysta powloka i obeigzonego obwodo-
wym ci$nieniem wewngtrznym, przeprowadzona zostala w pracy [6].

Autor ta droga uprzejmie dzigkuje dr. W. Piechockiemu za cenne uwagi i sugestie przy
pisaniu tej pracy.
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Pezrome

OBOBIMEHHOE INOCKOE HAIIPsDKEHHOE COCTOSHHE BO BPAIDAIOMIMMCH
BSBKO-YITPYTOM AWUCKE C VIIPYI'UM KOJILIIOM

Hccmenyercss noBefende HaNpIKSHi M NOOPCMOINCHAN [ONA JHCKA, HM3TOTOBIEHHOIQ
H3 BAIKO-YOPYroro MATEpHANA, COOTBETCTBYIOIEIO MOOENMA Maxcpemma, OKPYXKEHHOTO
KONBHOM M3 YOPYIOro MaTepmama. lIpeAroiaraercd, 9T OUCK HAXOOHTCA B HIOTEPMMYECKOM
COCTOAHMY B IOACKOM HANPSIMCHHOM COCTOMHEN, BDAHIANCH BOKDYT CBOed reoMeTpRueckolf ocu
€ TOCTOAHHOH YIVIOBO¥ CEOpPOCTEIO . I[PUHWMASTCA, YTO 3TA CKOPOCTH H3IMEHACTCH BO BPEMHA
cortacHo Gyaxmm Xepucaiiga. B moMenT ¢ == 0%, MUICK cOCTOMT H3 OBYX KOHITEHTPHYCCKIX KOJICI,
VIPYTHE CBOMCTBA KOTODHIX B OOIIEM He OAHHAKOBEL, Jlus 7 > 0 BHEHmIHEe KONBIO OCTACTCA yii-
PYTHM, BHYYPEHHEE Xe WIMEHAET CBOH PEONOTHYECKHE CBOHCTRA. Fla NHENH pasiena 0BOKX Koo,
AT ®QEOOTO BPeMCHE TPeGOBANOCH HENPEPEIBHOCTE PAMHANBHOIO IEPEeMEMEHNA H PAJHAIBHOTO
HANPAKEHU.

B pabore, 0 CPABHEHEIO ¢ ONHOPOJHEIM BAZKO-YIPYTHM AHCKOM HOKE3AHO, IT0 PAAHANLHEIC
HePEMEITERNT B KPasx OHCKA OCSCHMMETPEMECKE CTPeMATCH ¥ KOHOUWNEIM SHAMEHHAM, TIDH He-
OUPAHEYCHAOM POCTE BPEMEHH,
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Summary

{GENERALIZED PLANE STATE OF STRESS IN A ROTATING VISCOELASTIC DISC
HAVING AN ELASTIC HCOP

The object of the paper is to investigate the state of stress and strain in a disc made of a visco-
.elastic-material, of the Maxwellian type and having a hoop made of an efastic material. Tt is assumed
‘that the disc is in an isothermal state under plane stress and rotates about its geometric axis with
.constant angular velocity . Tt is assumed that this velocity varies in time according to Heaviside's
function. At the time ¢ = 0% the disc is composed of two concentric rings, of which the elastic pro-
-perties are different, in general, For # > 0, the outer ring remains elastic while the inner one changes
its rheologic properties. At the common boundary of the two rings, continuity of radial displacement
.and stress s required.

The paper shows that, contrarily to the case of homogeneous viscoelastic disc, the radial displace-
mment at the edge of the disc tends asympiotically to a finite value if the time goes to infinity.

ZAKEAD MECHANIKE OSRODKOW CIAGEYCH
UNSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlpzona w Redakcfi dnia 15 paZdziernika 1963 r.






