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Praca sktada si¢ z dwéch rozdzialow. W rozdziale pierwszym zajmujemy sie glow-
nic struktura rozwigzan réwnan réZniczkowych o pochodnych czastkowych typu
eliptycznego, wysigpujacych w dwuwymiarowych zagadnieniach teorii sprezystodci
jednorodnych ciat anizotropowych (dwuwymiarowych w tym sensie, ze poszukiwane
i dane funkcje zaleza od dwoch zmiennych niezaleinych). Opisuja one ugigcic cienkich

plyt anizotropowych lub funkcje naprezen i funkeje przemieszezed dla plaskich .-

standw naprezenia i odksztalcenia przy istnjeniu w kazdym punkcie ciala co najmniej
jednej plaszezyzny symetrii sprezystej; wtedy zawieraja one tylko pochodne rzedu
czwartego o statych wspolezynnikach, [9]. Opisuja one réwniez pewnego rodzaju
stany napreZenia lub odkszialcenia w ciele o dowolnej anizotropii prostoliniowej
i wowezas daja sig sprowadyzié do réwnania zawierajacego pochodne széstego rzgdu
ze stalymi wspétezynnikami, [10]. Szezegdlna uwage zwrécimy na réwnanie po-
wierzchni ugigeia phyty anizotropowe;.

Zagadnieniom tym poswigcono dotychezas bardzo duza liczbe prac i w dalszym
ciagu sa one intensywnie badane. Cz¢éé rezultatéw zostala zebrana w znanych
monografiach S. G. LecHNICKIEGO, [9], [10], G. N. Sawina, [23], J. Brwiy, [3],
A.E. GREENA i W. Zerny, [6], i innych.

Szezegolnie duze ustugi, zwlaszeza w zagadnieniach o charakterze teoretycznym

dotyczacych struktury oraz istnienia i jednoznacznosci rozwigzan, oddato zastoso-
wanie metod zmiennej zespolonei.

Wyjsciowym punktem takich rozwazad jest przedstawienie ogélnego rozwigza-
nia odpowiedniego r6wnania jednorodnego za pomocs funkeji zmiennej zespolonej.
Formalny sposéb otrzymania ogdlnej postaci rozwigzania, podany w wyzej cytowa-
nych pracach, oméwimy na przykladzie réwnania tzedu czwartego

dy 04y . 04y ddu otu
0.1 aoa4+ala3a

(25 Ox2 02 + 23 a‘-—x 03 + a4?y:‘ =0,

gdzie u(x, y) jest poszukiwang funkcja, za$ @ s3 znanymi stalyrm
o Réwnanie to mozna napisaé, [9], w postaci

e _'__.(0.2) : DDy Dy Dy =0,
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przy czym D; = 0/dy — p; d/0x, a pj 53 plerwiastkami réwnania charakterystycznego
(0.3) aypttas pdtag p2a pt-ap =0

fub, co jest réwnowaine, W postaci

d4u B
(04) . ()Z;_ (322 351 azz =0
gdzie
(05) Zf = er,u,- >
badz
- 14 duy
©) z=zths (zzxﬂy,kj: -M)a =12
' 1 — Iy .

w zaleznoicl od tego, ezy uZywany parametréw zespolonych pierwszego czy drugiego
rodzaju. Stad, jezeli parametry zespolone sa rc_')zne, otrzymuie si¢

(0.6) u = Fy (2 +F (z2)-+F3 (21)+F4 (22),

gdzie Fpm sa «dowolnymi» funkcjami swoich argumentéw, Wreszcie poniewaz
u(x, y) jest Tunkcja rzeczywista, to :

©7) 2 G y) = Fi (2D Fa )+ Fr @)+ Fa ().

Ten tok postepowania wymaga zalozenia, 7e funkcja u (x, y) Jest analityczna.
W pracy tej podamy iny sposdb wyprowadzenia ogblnej postaci rozwigzania
réwnania rzedu czwartego (por. [27, 281) jak rowniez dowolnego yzedu parzystego,
nie wymagajacy zatoZenia analityezno$ci rozwigzania; wlasnoéé ta bedzie wnioskiem
z ndowodnionych twierdzen.

Podobnie przedstawia si¢ sprawa z ogblnym rozwiazaniem rownania biharmonicz-
nego. Wzdr Goursata, [S) ponownie tdowodnit N. 1. MUSCHELISZWILL, [16, nie
zaktadajac, ze kazda funkcja biharmoniczna jest analityczna. Podane w pracy dowody
(§ 2 i 9) stanowia uogolnienie dowodu Muscheliszwilego na przypadek réwnania
eliptycznego postaci (0.1) oraz réwnaf eliptycznych dowolnego rzedu parzystego
o stalych wspOlezynnikach. ‘ ‘

™ Dalsze rozwazania w pracy dotyeza ogdinej postaci Tozwigzania jednorodnych
roéwnan eliptyczoych dla obszaréw wiclospbinych skoniczonych i nieskoficzonych
‘(§ 4, 6, 9). Najpierw wyptowadza sig postad rozwiazania wykorzystujac jedynie
warunki regularnosci 1 jednoznaczno$ci rozwiazania lub jego odpowiednich pochod-
nych, a dopiero nastgpnie uwzglednia warunki rownowagl 1 z nich wyZnacza wy-
stepujace w rozwiazaniu wspolezynniki. Tak otrzymane w pierwszym stadium roz-
wiazania maja charakter ogolny i stosuja si¢ zardwno do zagadnien zginania plyt
i zagadnien plaskich, jak réwmiez do dowolnych innych zagadnien, ktdre s3 opisane
tego typu réwnaniami. . '
W szezegoinodei otrzymano w ten spos6b rozwigzania podstawowe rozwazanych
. réwnafi, kiore moga stuzyé do sbudowania funkciji Greena. '
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Wykorzystujac rozwigzanie dla plyty zajmujacej obszar dwuspéjny, ograniczony
okrggiem: i punktem w nieskonczonofci, w odpowiedni sposéb obciazonej na
obwodzie otworu, oraz wykonujac przejécie graniczne przy promieniu okregu
dazacym do zera, otrzymano w § 7 rozwiazanic osobliwe dla nieograniczonej plyty
anizotropowe] obciazonej sita skupiona, podane uprzednio przez J. MossAKOW-
SKIBGO, [13] (w pracy tej nie opisano sposobu uzyskania funkeji stanowiacych
rozwigzanie zagadnienia) oraz dla piyty obciazonej momentem skupionym i bimo-
-"mentem skuplonym
W podobny sposob otrzymu_]e sig rozwigzanie osobliwe dla nieograniczonej

' czgsm obé,zaru tarczy. Jest to uogblnienie na przypadek anizotropii plaskiego zagad-
mema “dystorsyjnego, Tozwigzanego przez W. NowackRGo dla ciat iZofropo-

wych; [18].

‘ Skorzystano tutaj z metody funkcji Greena, dostosowanej przez W. NOWACKIEGO
do tych zagadnied. Funkcjami Greena sa w tym przypadku wielkodei (naprezenia,
przemieszezenia, funkcje naprezed lub przemieszezel) wywolane dziataniem jadra
sprezystego odksztaleenia. Znajomo$e funkcji Greena pozwala przez scatkowanie
otrzymaé rozwigzanie dla odksztalcen poczgtkowych dowolnie roztozonych na
danym obszarze,

Punktem wyjscia jest obliczenie naprezen i przemieszezet w tarczy nieograniczo-
nej, wywolanych przez jadro sprezystego odksztalcenia. Naprezenia wyznaczono
za pomoca funkcji Airy’ego, a przemieszezenia posfugujae sig¢ funkcjami Galerkina,
przy czym rozwiazanie wyrazono przez odpowiednie catki Fouriera, kt6re ostatecznie.
przedstawiono w postaci zamknigtej. Moina je roéwniez otrzymaé z odpowiednich
rozwigzaf osobliwych dla plyt anizotropowych, obeiazonych sita, momentem albo
bimomentem skupionym.

Dodajac do otrzymanej poprzednio czefei osobliwej rozwigzania odpowiednio
dobrang czgs¢ regularng tak, aby ich suma spelniata dane warunki brzegowe, wYyZna-
czono dalej naprezenia i przemieszezenia w pdlplaszezyZnie tarczowej o brzegu
utwmrdzonym 1 swobodnym oraz w pasmie tarczowym. Pokazano réwniez, ze
obliczenie rozwigzania dla tarczy skonczonej sprowadza sie do rozwwczanla jednego
z podstawowych zagadnied plaskich teorii sprezystoei ciala anizotropowego.

Szezegdlny przypadek omdéwionego zagadnienia dystorsyjnego stanowia ustalone
dystorsje termiczne, ktérym podwigcony jest ostatni punkt pracy. Wykorzystujac
otrzymane poprzednio rezultaty podano naprgzenia i przemieszezenia w tarczy
nieograniczonej oraz w pdlplaszezyznie tarczowe, wywolane przez ustalone jadro
termo-sprezystego odksztalcenia. Moga one postuzyé do obliczenia naprezef czZy
przemieszezen wywolanych w tarczy preez nieciagle pole temperatury. Zilustrowano
to na dwdch przykiadach, gdy temperatura w tarczy nicogtaniczonej i w pél
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plaszczyinie jest stala na obszarze prostokata, a rowna sie zeru na zewnatrz tego
obszaru _

W pracy omowiorio réwnies mozliwose wykorzystania otrzymanych rozwiazaf
do wyznaczania naprezef i przemieszezel W ciatach anizotropowych znajdujacych
si¢ w plaskim stanie odksztalcenia.

Rozdzial 1

lPEWNE ZAGADNIENIA TEORI PLYT ANIZOTROPOWYCH

1. Podstawowe rownania teorii zginania cienkich piyt anizotropowych

Zajmowad sig bedziemy plytami cienkimi, tzn. takimi, kiérych grubosc jest mala
w pordwnaniu Z pozostaiymj rozmiarami. Rozpatrujemy male ugigeia tych plyt
(male w pordwnaniu Z gruboscia). Zaktadamy, ze plyta jest jednorodna anizotro-
powa i ma w kazdym punkcie plaszezyzng symetrii sprezyste] rGwnolegla do plasz-
czyzny §r odkowe] pivty. Prostokatny prawoskrgtny uldad wspohzednych umiefcimy
tak, 7e plaszezyzna Oxy pokrywa siec z plaszezyzid srodkows plyty (nieodksztal—
conej), zaé o§ OZ skierujemy pionowo W dok.

Nie uwzglgdniamy sit objctosciowyeh, natomiast obeigzenie powodujace zginanie
plyty moie byé badz obciazeniem powierichniowym p(» prostopadiym do
plaszczyzny §rodkowe] (w stanie nieodksztalconym), badz obcigzeniem brzegowym
w postaci momentow zginajacych lub sit pionowych. _

Zgodnie z przyblizona teoria zginania cienkich plyt zakladamy, ze: 1) odcinki

prostoliniowe, prostopadie do plaszczyzny srodkowej plyty przed odksztalceniem,
pozostaja prostoliniowymi i prostopadiymi do odksztatcone] powierzehni §rodkowej,

2) elementy powierzehni §rodkowej nie odksztalcaja si¢ i 3) naprezenie normalie
oz jest wielkoscia malg w poréwnaniu z naprezeniami W przekrojach poprzecznych
Oz Oy 1 Tzy-
Przy powyzszych zalozeniach skladowe wektora przemieszczenia U i 2 w kierunku
_osi Ox i Oy oraz momenty zginajace Ma, My, skrecajacy Hay i sity tnace Nz, Ny
wyrazaja sig nastgpujaco przez ugiccie w (%, ¥) 91:

ow ow

(1.1) 7 u:fza, 'v=——Zgj—);

azw 02w 02w
My=—{Dugs " D= T 2D1s3 5

oy oxopl’
IZw 02w 2w
(1.2) My=— D1233;2—+ DZZ—EyE + 2D265x—53_7 ’
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PBw 3w K 03w S Bw
Ng = — D11%+3D155-xz—5; +(D12+2D55)g€a—y2+D -— 1.,

26
a7
(1.3) 4
Fw P w Fw Hw
Ny =—|Dis 55 + (D124 2D66) 5 5 5~ e + 3D26W+ LEpwyk

Dy oznaczaja tutaj stale matena’(owe
Warunki réwnowagi nieskoficzenie matego elementy plyty dostarczaja rownania
rézniczkowego

4w Hw H*w 94w o4 w
(L4 Dyt D15 5.5 oy + 2(D12+2D66)W+ D26y 5 t+Dp—=— P

ktore musi spelniaé ugiecie pivty w (x, »). Ponadto furkeja w (x, ) musi spelniaé
okreslone warnnki brzegowe zalezne od sposobu obcigZenia Tub utwierdzenia brzegu

plyty.
Oznaczajgc przez f, n odpowiednio styczna i normalng do brzegu warunkl brze-
gowe mozemy ogblnie napisa¢ w postaci; [7];

ow -
(1.5) Mﬂ,:—"kl_a;, .Rﬂ,:"“kzw,

gdzie ki, ko sa stalymi sprezystego utwierdzenia i sprezystego podparcia brzegu,
za$
My = M, cos? (n, x) -+ My cos? (n, ) + 2Hzy cos (n, x) cos (n, y),
C)H in
o5’

Rﬂ=Nﬂ+

przy czym

Ny = Ny cos (1, x) + Ny cos (1, ),

Hip = (My — My) cos (n, ¥) cos (n, ¥) + Hay [c082 (1, x) — cos? (n, )],
a 0/0s oznacza pochodng wzgledem tuku s,

W granicznych przypadkach przy ky — co, ko — oo mamy brzeg utwierdzony
zupelnie, przy ky — 0, ky — 0 brzeg swobodny, przy k; — 0, ky — o0 brzeg wolno
podparty. .

W
Jezeli do (1.5) podstawimy —ky PR (s}, —kow=r(s), to warunki

te odpowiadaja przypadkowi, gdy brzeg jest obciazony danymi momentami zgina-

jacymi m(s) i silami brzegowymi r(s); przyjmujac za§ M, (—k)-1= a¥,

Ry (—ko)~1 = w¥*, bedziemy mie¢ do czynienia z przypadkiem, gdy znane jest =

vgigcie brzegu w* i kat nachylenia a* ugigte] powierzchni do plaszezyzny Oxy.
Rozwigzanie ogdlne réwnania (1.4) jest sumg

(e - - w = wo+wy,
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P

gdzie wy (x, y) jest szczegdlnym rozwigzaniem tego réwnania, natomiast wy (x, ¥)
rozwiazaniem ogélnym réwnania jednorodnego. W nast¢pnych punktach podamy
ogblne rozwiagzanie réwnania jednorodnego dla obszaréw jedno— i wielospdjnych.

2. Rozwizzanie ogélne réwnania jednorodnego w obszarze jednospbinym
Réwnaniu rdzniczkowemu
o o*w otw

" .
—JE + 4D265;5}; +D225§I =0

Hw ot w '
(2.1) D1.1 ) + 4Dy ey + 2 @12 - 2?56) 5}; 3

odpowiada 6wmanie charakierystyczme
o (Dy+ 2Dge) 2+ 4Dss p-+ Dy = O-
Jak wykazal S, ( 1. dl pl&f;'_"_abjzotropowych jednorodnych, do-
skonale sprezystych 16 (2.2) nic moze ‘mieé pierwiastkéw rzeczywistych.
Diatego, jak tatwo: sprawdzi¢;. wwystqpu}qcych w. teorii sprezystosci przypadkach
réwnanie (2.1) jest typu eliptyeznego. ool A

Mozliwe sa dwa przypadki: gdy ‘pierwiasiki réwnania charakterystycznego sa
réine oraz gdy sa rowne parami. ‘W pierwszym. przypadku mozemy je napisac
w postaci

(2.3  m=otif, pa=yFid, w= Py e =z, (B0, 8>0).

W przypadku pierwiastkow réwaych, gdy py = pp = o+i0, ¢ >0, réwnanie
(2.1) po zamianie zmiennych & = x+twyp, 1 = 8y przeksztalca sic w rOéwnanie
biharmoniczne. Dlatego powyzszego przypadku nie bedziemy w pracy rozpatrywacd.

Niech § bedzie pewnym jednospdjnym obszarem na plaszezyznie Oxy. Rozwigza-
nia réwnania (2.1), ktore w obszarze S maja ciagle pochodne do Tzedu czwartego
wiacznie, bedziemy pazywal rozwiazaniami regularnynii.

Niech w(x,») begdzie dowolnym regularnym rozwigzaniem tego rownania.
Wprowadzajac nowe zmienne

24 z=x+iy, z=x—1iy
nozemy zapisaé réwnanie (2.1) w postaci
HW H”W MW AW HW

@5  Big TRigggs Bz VB T T 0
gdzie S ‘ .
By = Dyy +4D1s i — 2 (Dy3+ 2Dgg) — 4Dgs i+ D,
By = 4Dy + 8D i+ 8Dy 1 — 4D,

. (2.6) B = 6Dq1+ 4 (D12 + 2Dgg) + 6D,

By = 4D, — 8Dy 1— 8Dag i —4D2,

Bs = D1y — 4Dy i—2 (D2t 2Dgs) + 4D26 1 + Daa.
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Rownanie charakterystyczne réwnania (2.5)

2.7 Bsk4--Byk3+ By k2 Byk+ B, — 0
ma pierwiastki
Lt iy L ipy Lbig 1
k C = - s 2: - , ='—_':—:T‘,
”g 1—iyy 1—iup 1—iny Ky
8) Ky = Ltiuy 1
i B

przy czym ze wzglgdu na warunki $>>01i 6 >0
(2.9) il <1, kol < 1.

Korzystajae z zalenosei migdzy pierwiastkami i wspdlezynnikami réwnania
(2.7) mozemy przedstawi¢ rownanie (2.5) w postaci

a2 92 a2 W _ W
@10 [k, — Qtkik) 5= TR ks — (k) s "

2wy
+ ko a—_z" = {.
Nieth funkc_]a W (x y) W(z, z) bedzie rzeczywistym regularnym w obszarze S
rozwigzaniem réwnania’ (2.1) i -niech jej pochodne od drugiego rzedu zaczynajac
beda funkcjami _]ednoznacznynu Wtedy

2W 2w sw
(2.11) ko — At laky) 5 =tk —= = [ (51, 71)

- jest funkcja rzeczywisfa harmoniczna zmiennych rzeczywistych

) 1+J_’C—1 1+k1_ﬂ I—El 1:—161_
(2.12) X1 = z+ p hH NT Ik

Niech g (x1, y;) oznacza funkcje harmoniczng sprzezong z S (x1, y1), tak ze

(2.13) b (z0) =1 (x1, y1)-+ig (g, p0)
Jest funkcja holomorficzng zmiennej zespolonej
{2.14) zy=x1+iy =z+kiz

Zbudujmy funkcje holomorficzne
H(z)) = [h(z)) dzy,

(kyky —1)2 b _
4 (ky — ky) (k1&g — 1) fH(Zl) z1 = p(xy, y1) + ig (x1, »1).

Q1) )=

£
Przez caltkg nieoznaczona [ h(z1) dz; rozumiemy funkcje H(z))= S h(zy) dzy+
27

-l-const gdzie catkowanie odbywa si¢ wzdluz dowolnej drogi laczace] ustalony
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punkt z; ze zmiennym punktem zj, lezacej wewnatrz obszaru Sy powstalego z ob-
szaru S przez przeksztalcenie afiniczne, okreflone za pomoca zwigzkow (2.12)
i (2.4). Poniewaz z zalozenia obszar S jest jednospdjny, przeto H (zq) jest funkcja
jednoznaczna.

Nie trudno jest sprawdzié korzystajac ze zwiazkdw Cauchy’ego-Riemanna, Ze
o 52 v '
[k P (I+ szz)’a—zE; T Eza—gg] w—p (x1, )] = 0.
Zatem
(2.16) w (%, ¥) — p (51, 71) = 7 (2, 72)
jest funkcja rzeczywista harmoniczng zmiennych rzeczywistych

1+f_62 T 14—]62 . 1—[?72 1—]62_

(2.17) X = 5 -z TZ, y2=Tz 2 z,

Jezeli przez g (z5), gdzie zp jest zmienna zespolona
(218) Zy = X2+iy2 = Z+kz§,

oznaczymy funkcje holomorficzna, ktdrej czefcia rzeczywista jest r(xa, y2), to
z (2.16) otrzymamy

(2.19) w (%, ) = Re [9y (z)+2 (221,
gdzie Re oznacza ¢zg§é rzeczywista.

W ten sposéb udowodnilisny twierdzenie: kazde rozwigzanie réwnania Jed-
norodnego (2.1), rzeczywiste i regularne w obszarze jednospdjnym S, ktdrego pochodne :
od drugicgo rzedu zaczynajqc sq jednoznaczne, moina przedstawié za pomocq
dwéch funkeji holomorficznych w postaci (2.19) (jesli pierwiastki réwnania charak-
terystycznego (2.2) sq zespolone i rdzne).

Poniewaz na odwrdt przy dowolnych funkcjach holomorficznych ¢y (z1) i @2 (22)
funkcja w (x, y) okreslona przez (2.19) spelnia réwnanie rézniczkowe (2.1), wzbr
(2.19) przedstawia ogdlna postaé rozwiazania w obszarze jednospoinym.

Zauwazmy, e jako wniosek otrzymujemy przy powyzszych zalozeniach jedno-
znacrnodé funkeii w (x, ¥) i jej pierwszych pochodnych. Podobnie przedstawia sig
sprawa z jednoznacznoscia rozwigzafi réwnania biharmonicznego, [16].

Korzystajac z powyzszego twierdzenia oraz analitycznoécei funkeji harmonicznych,
([8], str. 217), mozna latwo pokazaé, Ze w (X, ) bedaca rzeczywistym jednoznacznym
rozwiazaniem réwnania (2.1), regularnym w jednospéjnym obszarze S, jest W S funke-
cia analityczng zmiennych x i y.

Rozwiazanic ogélne réwnania (2.1) mozna rdwniez wyrazi¢ przez funkcje holo-
morficzne @} (zF), ¢} (z5) zmiennych zespolonych :

(220) Z=xtmy, H=xtpy
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w postaci
(2.21) w (x, ¥) = Re [g] (1) + 05 )]

Wzory (2.21) oraz (2.19) zostaly wyprowadzone innym sposchem przez S. . LECH-
NICKIEGO, [9].

3. Stopieni okreslonoSci funkefi pi{(z;)

“...Niech w obszarze S plyty bedzie dany stan naprezenia okreslony przez sktadowe
eﬁé':o'fa _Bapi¢ien Oy, Oy, Tay lub, co jest réwnowazne, niech beda dane momenty
gxnajace Mx i My oraz moment skrecajacy I.y. Powstaje pytanie, w jakim stopniu
nkcie: cpl (zl) i P2 (z7) s4 wyznaczone przez te wiclkosei.

"Zal'ozmy, 7o znalezhémy dwa uklady funkcji holomorficznych ¢ (z1), @2 (zy)
raz-i.'_v,ul (21) tpg"(zz) i tym samym dwie postacie ugieé wq (x, ¥) = Re [p; (z))+
2 (z2)14wo (%) oraz wa (x,3) = Re [y (z1) Fwz (2] wo (x, ) [wo ovnacza
o :rozwwczame szc golne rownania (1.5)], takie ze momenty My, My, Hyy, okreslone
: "-:"przez wzor '.':w obu przypadkach takie same.

'J—l 2, oy =w(x ) —w (x ),

PIZy cZym @; (Zj) sac funkc;aml holomorflcznyml zmiennych, odpowiednio, zy, z;.
Witedy L L

32y . S (x, y) = Re [@1 (Zl)Jr@z (z2)],
oraz _
02 o 02w 2w
Dy e -+ D]_z@ -+ 2D16WE 0,

2w 02w ‘ .()Zm
D;gw + ngs;z- -+ 2D26m: 0,

02 2w 02w

stad

ezyli zgodnie z (3.2), (2.14) i (2.18)
(14 kg D7 (2L + K22 @5 (22)+(1 + Kp)? O (2) + (1 +Fp)? q% =0,
(.3) (A —k2 B} (@) +(1—Fa)2 Dy (z2) -+ (1 — k)2 By (z1) + (1 —Fp)? 0 (z) = 0,
(1—Fky2) D} (2)+(1—k2) B (z2)— (1K) Dy (z1)— (1 — k) @, (z) = 0
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Tutaj wykorzystano fakt, Ze energia potencjalna ugiccia (na jednostkg pola),
ktéra ma postaé (por. [9], str. 246):

1 [ (62 w)2_+ 02w aZw 4D (62 w)2 4 (62w)2+
v = 2 Du 0x2 201 0x2 0y? 22\ ap2 + 4Dss 0x 9y
. 4( '02w+ ()ZW) 62w]
+ Dw@ D26—ay_2 axapl’
jest dodatnio okreSlona, zatem
Dy, Dyp 2Dy
Djy Dy 2Dz | >0
Dig Dy 2Dss
Poddajac obie strony- kazdej z tozsamosci (3.3) operacji 0%/0z; 0z, otrzymamy
(1 + k2 ey — ko) (1 — Fy Ky P + (1 + k)2 (y — ko) (1 —sz—ﬂ)agv =0
(1 — )2 (kg — fep) (1 — Jey op) DL - (1 — )2 By — k) (L — Ko ') @Y = 0,
(1 — &i2) Gy — o) (1 — by ) B — (1 — r?) ey — o) (L — o) @Y = 0

wige

(3.4) Dy (z1) = 0,

i analogicznic [mnozac obie strony (3.3) przez operator 020z 0z]
(3.5) DY (z9) = 0.

Zwrodmy bowiem uwage, Ze

(1+EkD2 (1 + &) . _
ol U R (1— k%) # O.
(1—k2  (I—k)?
Wobec tego
(3.6) D; (z) = ay zi>+by 22 +ei zpdy, =12,

gdzie ay, by, ¢, d; 3. dowolnymi statymi.
Podstawiajac otrzymane funkcje @;(z7) do tozsamodei (3.3), dostaniemy dla
a1 by ukdady réwnan

A+kD3ar+ (1 + kP ap + (1 + 161)3 aj+(1+k)Pay=0
A+k)2(—kpa +(1+k)2 (0 —k)ap— (LR (1 —k) @ —
(3.7) —(+E(l—k)a=0,
(1 -+ kl) (1 k2 a (1 + k)1 —k2a+ 1+ k)1 — kP a +
. + (1 +Rk) (U —k)?ar =0
*Kﬁ%mm+u—@wr4h%ma—a—@MFw;
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L+ k)2 4 (L4 k22 b2 + (1 + k)2 by +- (1 4 k)2 By = O,
(38 Q—k)2b + (k)2 by + (L —F)2 b1 + (1 — k)2 by =

(I —k2 b1+ (1 — kD) by — (1 — k(2 by — (1 —Ky2) by = 0.
Z uktadu (3.7)
(3-95 a) = az =0,

natomiast przyimujac by = by--ib{, by = b, +ib, i przyjmujac jedna z czterech
stalych rzeczywistych by, by, by, i by dowolnie np. bl, mozZemy wyznaczyé pozostale
za pomocg b, korzystajac z (3.8).

W ten sposéb ostatecznie dla funkeji @Dy (z;) otrzymujemy wyrazenia

Dy (z1) = M b 22+ e121 + dy,

(3.10) )
Dy (z3) = Aabrz22 + crza | da,
gdzie
= (1 —Ey T) (1 — Ky o) By — R} 4,
(G.11)

Ao = (L —ky ka) (1 — key k) (Fey — ) £

¢1, dy, ep 1 dy sa dowolnymi stalymi zespolonymi, a by dowolng staly rzeczywists.
W przypadku ortotropii 11 i Ay s liczbami wrojonymi, gdyz k; sa wtedy liczbami
rzeczywistymi,

WykazaliSmy wige, Ze przy danych momentach (przy danym stanie naprezenia)
funkeje @1 (z1), @2 (22) moZna wyznaczyé z dokladnoscia do skladnikéw wystepuja-
cych po prawych stronach (3.6). Wystepujace tam stale mozemy przyja¢ dowolnie,
_ np. jezeli poczatek. uktadu nalezy do obszaru S, wielkosci @3 (0), @;{0) i Re A1
o, {0) albo Re 451 ¢, (0) mozemy przyjac réwne zeru. W przypadku ortotropii
dwie ostatnic wiclkoSci mozZna zastapi¢ odpowiednio przez Im @i’ (0) i Im ¢ (0).

Jezeli w obszarze S beda dane wartoéci pierwszych pochodnych ugiecia dw/ox,
ow/[oy, to tym samym beda dane wartoéci momentéw i funkcje @5 (z;) moga byé
tylko postaci (3.10). Ale dodatkowo musza by¢ spelione warunki

Jm B ow 3
ox 2y =0 w S,
czyli
3.1 (I + k_l) D (z1) + (L + ko) Br(z0) + (1 + &) D, (z1) + (1 + %) m) =0,

(1) Dy (z0) -+ (1 —F3) D3 (2)— (1 —Fy) D} (z)—(1 —k2) Dy (z7) = 0,

Korzystajac z tych roéwnatt, mozemy wyznaczyé jedng ze statych Zespolonych €1
albo ¢, lub dwie z czterech stalych rzeczywistych ¢, ¢, (72,'c2 (c1 = ¢; +iey,
¢y = ¢yt zcz) Funkcje @ (z;) moga wigc by wyznaczone w tym przypadku Z do-
kladnoécia do skladnikéw @; (z)) postaci
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Di(z)) =X bi 21 =+ (Cl + IC1 Nz - dy,

(3.13) o
Dy (z2) = Ao byZe + (A" ey +id" ¢ Vzo + by,
gdzie
Vo k1 —F 1 — kg —k1+%
(3.14) A'ﬂ( 1ka -+ ky 2), A”=( 1ka —ky 2);
kzkz——l . kzkz~l

state by, ¢; i ¢ sg dowolnymi stalymi rzeczywistymi, dy, ¢, dowolnymi statymi
zespolonymi, za§ Aj, Ay sa dane za pomoca wzoréw (3.11).

Dla ustalenia dowolnych wielkosci moZna np. przyjaé (jezeli 0 naleiy do obszaru §)
P @ =0, (j=1,2), ¢;(0)=0 albo ¢,(0) = 0 oraz Re iyl ey (0) =0 albo
Re Az 1 ¢y’ (0) = 0 [w przypadku ortotropii Im ¢ (0) = 0 albo Im g5 (0) = 0].

Wreszcie jezeli w obszarze S jest dana funkcja w (x, ¥), to dodatkowo musi by
spelniony warunek :

w(x,¥) = Re [P z)+ P2 (z)] =0 w S,

ktory dostarcza jednego réwnania wiazacego stale dy i db. Wykorzystujac je, mozemy
stwierdzié, ze w tym przypadku funkcie g; (z;) sa wyznaczone z dokladnoscia do
skladnikéw postaci odpowiednio

Dy = My by B+ (] +ic}) zy + df + i)

(3'15) ' ’ ' ] rr
Dy =Jp by 2+ (A ¢ Fiey A7) zp—dy +id,,

gdzie dy, dy', d, omnaczaja dowolne stale rzeczywiste, a znaczenie innych wyrazen
oméwiono wyzej. Zatem zawsze (jezeli poczatek ukladu nalezy do obszaru )
mozemy pizyjaé o1(0) =0, Img (0) =0 {albo g (0) =0 1 Im ¢ (0) =0,
¢ (0) =0 [albo ¢3(0) = 0] oraz Re A7ley () =0 [albo Re A1, (0) = 0]

4. Ogoblna postaé rozwigzania w obszarze wiclospoéinym skonczonym

Niech § bedzie (n-}1)-spdjnym. obszarem na plaszezyZnic Oxy, ograniczonym
przez n+1 konturdéw Ly, Ly, Lo, ..., Ly, nie majacych ze soba punktéw wspolnych,
przy czym L, zawiera wewnatrz wszystkie pozostale krzywe (konturem nazywamy
krzywa regularng Jordana dodatnio zorientowana wezgledem obszatu S).

Oznaczmy przez Sy 1 Sy obszary (n+1)-spbine, ktére powstaja z obszaru S przez
przekszialcenia afiniczne, odpowiednio, z; = x;+iy; = z+ky z oraz zz = xp+
+iyy = z+kyz. Jezeli punkt (x,y) na plaszczyinie z obiega dowolna krzywa
zamknigta K, zawartg w cbszarze S w danym kierunku, np. przeciwnym do ruchu
wskazéwek Zegara, to punkty (x;, () na plaszczyZnie z; oraz (x, y2) na plaszozyZznie
2y obiegaja krzywe zamknigte K, Ko, odpowiadajace krzywej K, zawarte odpowiednio
w obszarach S; 1 Sp w tym samym kierunku. Wymka to stad, Ze jakobiany powyz-

' szych przekszialcen sa dodatnie:

Ilx2, ¥2) . 4

=1 —Jy% >0, :
L d(x,»)

—ky kg > 0.
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Oznaczmy krzywe stanowiace brzegi obszarbéw Sy i Sy odpowiednio przez ISP,
LY, LY oraz LY LE, . LP. Krzywa IP (r=10,1,2,..,1;./=1,2) jest
zorientowana wrzgledem obszaru S; w ten sam sposdb, jak krzywa L, wzgledem
obszaru S.

Niech w(x, ¥) bgdzie rzeczywistym jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (2.1),
regularnym w S. Dokonuiac w obszarze § odpowiednich rozcieé mozemy otrzymad
obszar jednosp6iny S’. W obszarze S’ funkcja w (x, ) spehnia zalozenia twierdzenia
z p. 2. Zatem mozna ja przedstawié w postaci (2.19), gdzie ¢, (z}), @2 (z2) sa funk-
cjami holomorficznymi swoich argomentéw: odpowiednio w obszarach S, S;.
Wtedy

Bw s oo Pw 2 . -Wm
e Re 2 A4k 5 (), 2ay Re ;; [(1—kp) (I 5" (29),
M

(42 5 55=Re Z DU~k (I +ks) g (z9),

a'_’)
Tl = Re 2 (—1) 11—k sv}"(Zf)

Z réwnath tych mozemy w sposéb jednoznaczny wyrazié g1’ (z1), ¢y ' (22) przez
pochodne trzeciego rzedu funkeji w (x, y). Bowiem wyznacznik macierzy wspél-

czynnikdw przy @) (z1), ¢ (z2), ¢ (z0) i ¢ (22), ktéry ma postaé
4 (ky — k) (k1 — ko) (1 — kg k) (1 — ko ko) (1 — Ky k) (L — Ko Ky,

na podstawie przyjgtego zaloZzenia, Ze pierwiastki ki, ks, (4, #2) sa rézme oraz
z (2.9) jest rézny od zera.

W ten sposéb ¢ (z1), ¢y (z2) sq funkejami holomosficzaymi (jednoznacznymi)
zmiennych z,, z, odpowiednio w obszarach 8} i So.

Poniewaz calka nicoznaczona funkcji holomorficznej w obszarze wielospdjinym
- zawiera skladniki w postaci logarytméw (por. np. [1]), kolejno otrzymujemy

n
¢y (2) = Z 24m1 In (21 — zym) 410 (21),
m=1

er(z) = D) 24my (1 —21m) 01 —2zim) D) Bt In (21 — 21m) + 11 (20),
(4.3) S =1

p1{z1) = Z!Aml (z1—z1m)2In(z;—2z1m)+ ZBmz (zi—zim) In (21 — zm) +
= m=1

w B
“I" 2 le 1n (Z]_'_ Zlm)“i"‘.”l (Zi),
M=1

gdzie Amy, Bmy, Cmy 0znaczaja stale zespolone, @10 (21), @11 (z1), w1 (z1) sa funkejami
holemorficznymi w .5, za$ zm oznaczaja stale punkty dowolme wybrane wewnatrz
krzywych odpowiednio L{P, L&, ..., L.
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PR » n
@AY g = ) Am (o —zmP 10 G2 —2m)F ) B (2o — 22 x
m=1

=1
2
xIn (23— zom) + Y Conz In (22— 23m) -+ 2 (20),
M=1 '

gdzie y, (z;) oznacza funkcje holomorficzna w obszarze Sy: Amg, Bmz, Cma 54 to
stafe zespolone, za$ zyy, ustalone punkty wewnagtrz krzywych L, L(zz), " L(ZJ, od-
powiadajace poprzednio wybranym punkiom zqu.
Wstawiajac wyrazenia (4.3) i (4.4) do (2.19), otrzymamy
2

@5 wx»)=Re D 3 [dni (5 — zim) In (2 — zjm) -+

=1 m=1
+ By (21— zjm) In (23 — zZym) -+ Comy In (27— zim) + 5 (2)].

Na to, aby funkcja w (x, y) byla jednoznaczna, potrzeba i wystarcza; by stake
Amgs Bms, Cmg Speiniaty uklad réwnan

Am1 "1["‘ Amg — 7&%2?’.&’&1 - %%ZmZ = 05
(4.6) ) oy Apm1 -ty Amy — Ei ;![mj_ — TCz z;.imz =0,
k%AmlJrkg Ao — 2:%1 — Atmz = 0;
B + By — ky Bmy — ka By = 0,
4.7 _ —
k; Bmi -+ kz Bmz — Bml ~ Bma = 0;
{4.8) Cmi + Cima — Cig — Cmz =0

Z ukiadu réwnaf (4.6) mozemy wyrazié np. Amg, Ami, Amy preez Ami:
(1 - kl k]) (kl kz -— I) A
T - — I k) (I~ kaky)
49) .

G — k) (| — K ) 4 '_'(kz—kl)(l—k%)A
(Iél—Ez)(l—-szl) oM e — k) (L — Ky k) O

Z (4.7) wyznaczny By, Bums przez Bung, By

(4.10) Bung = (ky k2 — D71 — &y &p) Bwn —l- (Ez s Icl) Bm}},

By = (ky oy — D1 [(y — kl) Bm + (' “

Rowname (4.8) stanowi warunek
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gdzie Im oznacza czgs¢ urojona. Siale Cmy, Cmy moiZemy wige zapisaé w postaci
(4.12) Cmy = Cpy +iCryys  Cmp = Ciy— iCiyy»

gdzie Cpy, Cois Crp 52 dowolnymi statymi rzeczywistymi.

Zachodzi zatem nasigpujace twierdzenie: kazde rzeczywiste jednoznaczne i ye-
gularne w (n-+-1)-spdjnym obszarze S rozwiqzanie réwnania (2.1) jest postaci (4.5), gdzie
w1 (21), 2 (20) Sq funkcjami holomorficznymi odpowiednio w obszarach Sy i Sy, stale
Amgs Bung, Comgy, (m =1, 2, ..., n;j = 1, 2} spelniajqg warunki (4.9), (4.10), (4.11), zas
Zim = Zm k1 Zm, Zom = Zmtkozm $q ustalonymi purktami wewnqtrz krzywych
LD LD odpowiadajacymi punktom zy, dowolnie wybranym wewnqtrz krzywych Ly,

Oczywiscie na odwrét przy dowolnych funkcjach holomorficzaych yy (zy), v (z2)
funkeja postaci (4.5) spetnia réwnanie (2.1), zatem wzdr (4.5) przedstawia wszystkie
rzeczywiste jednoznaczne i regularne w S rozwigzania tego rdwnania.

Ogdlng postad rozwiazania rownania (2.1) rzeczywistego jednoznacznego i regular-
nego w (n+1)-spdjnym obszarze S mozna réwniez wyrazi¢ przez funkcje zmiennych
21, 2y, okreSlone przez (2.20). Daje ja wzor

2 n
@13 wxp)=Re > M A(zf — 25,2 In (2 — zfy) -+

f=1 m=1
+ B,:zj (z;= _ z;m) In (z;' — z;m) - C;;j In (z; — z;m) -+ 1,0; (z; )}
gdzie y] (), v, (27) sa holomorficznymi funkcjami swoich argumentow, z, = Xy -

~+ 5 ¥m odpowiadaja dowolnie wybranym wewnatrz krzywych L, stalym punktom
(Xm, ¥m), natomiast stale zespolone Ay, By, Cmg spelniajg zaleznoei:

(ﬁz - .Ml) (2 — p1)
(2 — 1) (o — ) =™

(1 — ) (g~ py)
(o — p2) (pa —puy) =™

(4.15) B;az = (g2 — ﬁz)‘l [(ﬁz — p1) B:u + (;‘1 _ !72) R:u],

(4.16) ImCpy=—ImCp,, m=12..,n

4.14) A, =

-k __
Aml -

5. Wekfor wypadkowy i moment wypadkowy, Warmnki réwnowagi

Niech § bedzie dowolnym skoficzonym obszarem jednospdinym lub wiclospdj-
nym. Niech L oznacza dowolny kontur zawarty w S i nie przecinajgcy zadnej z krzy-
wych brzegowych w przypadku, gdy obszar § jest wielospGiny. Oznaczmy przez n
normalng zewngtrzna do L, zas przez X, Yy, Z, sktadowe wektora naprezen dziala-
jgcych na powierzchni walcowej o wysokosci A (7 oznacza grubosé plyty) i kierow-
nicy L od strony dodatnicj normalne;j. Obhczymy skladowe wektora i momentu
wypadkowego tych naprezen. :

Rozprawy Inzynlerskle — 2
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Oznaczajac skladowe wektora wypadkowego przez Py Py, Py, oraz skiadowe
momentu wypadkowego przez My, My, M, mamy

Riz k2 S Biz

G Py=] [ XedZds, Pu=[ [ Yadzds, Py=[ [ZudZds;

L —hf2 7 L —hf2 _ L —hf2

{2
MxL=f [ Zny — YuZ)dZds, ywa [ (nz— Z,;x)dst,
L —h{2 —Rj2
(5'2) hi2
My Hf f(Yﬂx—Xny)dst
L —hi{2

Korzystajac ze znanych zwiazkéw (por. [9]).

' = 0z €0S (1, X) + Tay cos (1, ¥) + T2z 008 (1, Z),

(5.3) Yo = Ty c08 (1, X) 1 0y €08 (1, ¥) | Tyz COS (n, Z},
Zu = Taz €08 (1, X) -+ Tyz c08 (1, ¥) -+ a5 cos (1, Z)
oraz ' : o
12M, 12M, 12 Hosy
i R S I
(5.4)

6N, | 2 6Ny h2 -
St o\ T2 e T e g T

i biorac pod uwagg, Ze &z =0, cos(m, Z) = 0, cos (1, x) = dy]ds, cds;‘(n, y) ==
= —dx/ds, z (5 1_2), otrzymu]emy ' T

(5.5) o ' . P@L#PyL_MzL_O
PzL:f(Na:dy#Nydx) s Ma; = f(My—yNy)dx +(yN$—ny)dy’
. ¥ . 3 .
(5.6)
MyL — f (xNy ——H:[;y) ﬂ?‘x“l“ (M.’J}_ xN:I:) dy-

Wiemy, Ze
w(x, y) = ReZ v (25}

gdzie & (zj) 54 funkcjaml holomorflcznyrm, gdy S jest obsza,rem ]ednospomym,
Zd§i 8 Surna.m1 funkcﬂ holomorfwznych i wyrazow 7 1ogarytmarm wedlug (4.5),
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2 2
(5.8) No=—Re X 59" (@), Ny=—Re > t0]" (),
i=1 F=1

gdzie wprowadzono oznaczenia
 pi =Dy (LR Diy (1 — kP 2D 1 (L— ),
= D2 (1 + k)2 — Doy (1 — Ky + 2D26 i (1 — k) ,
=Dy (1 + k)2 — Dy (1 — k2 +2Des i (1 —K3),
si=+k)p+U—kpirg, ty=i(l—k) g+ A +k}ry,  j=12.

(5.9 ¥

Podstawiajac (5.7) i (5.8) do (5.6), dla wypadkowego wektora P,; i skladowych
wypadkowego momentu M,,, M, oirzymamy wyraZenia
. ) 2

Pa=Re{ 3 gl
7 =1k
2
(5-10) Ma:L = Re{z [ 1+ kg (771( ?) - ly — ]j 97;"(2,1’)]}1‘:
[ ips
MnyRe{g[ 7}@%( )_“ k%(?)]}

gdzie przez { }; oznaczono przyrost wyrazenia stojacego w nawiasic przy jednym
obiegu wzdluz konturu L w kierunku zgodnym, z ruchem wskazdwek zégara

Analoglczme przedstawxa]ac ugiecie za pomoca funkeji analityeznych ] (z7)
i @) (z3), zmiennych z}, z3, okre§lonych przez (2.20) w postaci

W (5, 3) = RGZ 75 )
. _ =1
ostatecznie otrzymamy (por. [23])

2
P, = %RG{Z 5595 (z5) }L

=1

;2
(5.10) M, = —Re { gt el @) Fyst ey )]}L,
=1

2
Mo = Rel 3 mpf o5 G+ o3 )
przy czym ! :
p; =Dy + 1 Dig+ 2 Dy, q; =D+ Dy + Z,LijDzs ,
5j = Dy pt + (D12 +2Dgs) s + 3D+ Dyspi,  j=1,2.

Jezeli obszar S jest jednospéjny, to funkcje @ (z) (¢} (z})) sa jednoznaczne,
preyrost ich pochodnych wzdhuz dowolnego konturu Ljest réwny zeru, czyli wiedy
Py =M, = My, = 0. Takiego wyniku nalezalo oczywiscie oczekiwaé, gdyz

(597
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wydzielona przez kontur I czeéé plyty znajduje sig w réwnowadze, zatem uklad
sit dziatajacych na nig od strony odrzuconej czgbel jest statycznie réwnowazny

zeru.
Jezeli obszar S jest wielospdjny, lecz kontur I nie zawiera wewnatrz zadnego
otworu w plycie, wowczas rowniez ofrzymamy P,y = My, = My, =0, co jest

srozumiate jak poprzednio z fizycznego punktu widzenia. Jezeli jednak kontur L
obejmuje jednag z wewnetrzoych krzywych. brzegowych ptyty na przyklad L nie
przecinajac si¢ z nia W zadnym punkcie, to wielkoscl Py, My, M, beda sig rOW-
naé z przeciwnym znakiem wypadkowemu wektorowi Pzm i skladowym wypadko-
wego momentu Mam, Mym obciazen zewnetrznych przytozonych na brzegu otwo-
i L. W ten sposob z warunkow réwnowagi pierfcienia ograniczonego konturami
LiLp(dlam=12..,n) otrzymujemy dodatkowe réwnania do wyznaczenia
stalych Amgs Bmy We wrorze (4.5) [lub statych Al Byy we wzorze (4.13)].

Mianowicie, podstawiajac zamiast ¢y (z/) wyraZenia stojace pod znakiem pierw-
szej sumy we wzorze (4.5) do rwiazkéw (5.10) oraz korzystajac z zaleznoéci (4.6)
i (4.7) zgodnie z wyzej powiedzianym dostaniemy

2—k)® P 2 (ke —MantynPn
Re 0 Amy— T » Re i——Bmi = *
(5 11) j=1 1 + kj 475D22 d=1 1 _I_ kj . 27{1)22
' 2
(1 + k5)? Mym"&‘meam
Re ) —— - Bu=— 5 —1,2,..,7,
_.g; 1— kj -ij 29'6D11 > M 28 e

gdzie PIzZez Xm, Ym OZNACZONO wspblrzedne punktu dowolnie poprzednio wybranego,
tak Ze
Zim = (14+-%&p) Xxm+1 (1 — k) ym.

Stad uwzgledniajac (4.9) i (4.10) wsptezynniki Aoy, Bmg wyrazimy nastgpujaco:

Ay — (D) Pom (1 + k) (1 -+ ) (L -F k) (1+ o)
my = D g o T — k) A Fesfen) ey — &)’

(5.12)

. (1-+ k) (1 o) (1 +Fp) (1 + o)
. — (1) _ :
(513) ij ( 1)J+ 8:’1‘:D22 (]. —_— kj Ei) (1 _ kj TCQ) (ki —_ kz) {(kj 1) Mﬁm '

+(1+kj)Mym+Pgmzm], m=1,2,..on, J=12.

Natomiast przedstawiajac ugiecie za pomoca funkeji zmiennych 7, analogiczne
do (5.11-13) otrzymamy

2 2

— Pem Mym — PzmYm
Re E 3 Ar = ——— Re iR =,
= #q Cmi 43‘1'D22 1; 'uj mi 2?ZD22

(5.11%
: % o Mym A Pem%m

P
- >

=T M 27Dy

Re
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5.127) A = — D P
. ™ 2Dy (g —Mz) (g — p1) (ug — p2)”
— M, i Mym + Penzi
(5.13") B;;j = (— 1)3’+1 wim ym_ zm jm_ i,
Dy (p1 — po} (g — po) (g — p2)
J=1,2 m=1,2..,n
przy czym

Z;m = Xm + Hj Yme

Zauwazmy, Ze jezeli réwnania (5.11) albo (5.11°) sa spehnione dla m = 1, 2, ..., n,
to zapewniona juz jest rownowaga cz¢sci plyty ograniczonej dowolnym konturem L,
iawierajqcym wewnatrz dowolna Yczbe krzywych brzegowych Ly, i tymi krzywymi
przy zalozemu 7e krzywe L i L, nie przecinajg sie.

Ogolnq postaé funkeji w (x, 3, bedacej jednoznacznym rzeczywistym i regularnym
rozwigzaniem réwnania (2.1) w (n+1-spdjnym obszarze, mozemy przedstawié
w innej (bardziej Wygodnej A pewnych przypadkach) postaci

2 7.

(5.14) w(x y) . Re 2 Z [Am, z21n (23 — ij)"‘i‘ij z;In (z; — zjm) +

s L + ijln (z — zim) + w5 2],
lub przy uzyciu zmiennych zéspoionych AR

(5.14) ., w{x,»)= Re 2 2 [Apyz: I (2] — ) Jr Bpyz;n (zj — zjm) +
J=1 m=1 R .
gdzie wy (z1), w2 (22), ! (z) v, (23) sa dowolnymi funkcjami holomorficznymi

swoich argumentow, za$§ Amg, By Cpgr Amgs Brgs Cmg 58 stalymi  zespolonymi.
Wiedy warnnki jednoznaczno$ci pozostaja bez zmiany i wynikajace z nich zaleinosci
migdzy wspélozynnikami dumg, Byy, Cryy 0TaZ Ajys B, C*', otrzymamy odpowiednio
z (4.9- 11) i (4.14-16) zastepujac w nich By przez By, Cu; przez Cpny OTaz By
przez ij i Cm, pizez ij

Natomiast warunki réwnowagi, bedace odpowiednikami zaleinoéci (5.11) Iub
(5.11"), ktére otrzymamy z (5.10) i (5.10"), przyjma postaé

(1 kkj)3 — Pom 1 ---kj) — Mam
(515) Re Z 1% 4™ = 4xpy 62 Tk B D,
2 (kg2 Mym
Re mjz ;
§=1 Iw—kj 27ED11
2 _ 2 iBY Myn
5.15) Re Nigddr, = 2 N R
( _ ) ejglw mi 47Dy’ RGZWJ‘B 2;:;9 Rej% W 27Dy

m=1,2,.,01
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Stgd i z warunkow jednoznacznosei dla stalych A, Apy otrzymanyy jak poprzed- -
mio wyrazenia (5.12) i (5.127), za$ state. By, By beda dane za pomoca wzordw

. (— 1)14-1 (14 (k) (1 —i—E]) (1+E2)
(5160) By = g ey — ey ( — kg o) (1 — ks k)

{(ky—1) Mam i+ (1-+k;) Mym),

Bt (— Mam pg+Mym) i (— 1y +!
T gDy (g — 1) (g — pha) (1 — p2)”

(5.16"
m=1,2.,n j=12

7 rozwazenia warunkéw roéwnowagi nie otrzymujemy dodatkowych zaleznoécl
do wyznaczenia stalych Cpy, Cpy. Stale te musza jedynie spelni¢ zwiazki (4.11)
lub (4.16) (z odpowiednim podstawieniem Cp,y zamiast Cyy i Cpy zamiast Cog)-
Podobna dowolnoéé stalych wystgpuje przy rozpatrywaniu plyt izotropowych
(por. [23}, sir. 359).

&. Przypadek obszaru nieskonczomego

Rozwazymy obechie szozegdiny typ obszaru nieskoficzonego, mianowicie nie-
skoficzona plyig z otworami. Zalozymy, Ze obszar S wypelnia calg plaszezyzng
Oxy, z ktbrej usunigto skoficzone czeel ograniczone konturami Ly, L, ...; L.
Jest to wicc przypadek graniczny popirzednio Tozpatrzonego, gdy kontur Ly dazy
do nieskoficzonoéci. Jest rzecza oczywista, Ze WZory (4.5) 1 (4.13) tub (5.14} 1 (5.149
zachodza w dowolnej skonczonej czgsel obszaru S. Zatem zbadamy zachowanie
© sie tozpatrywanych funkcji w otoczenin punktu w nieskoficzonosci.

Latwo widziet, 7e dla dostatecznie duzych |z} = ix-iy| zachodza jednoczefnie
nieréwnofci '

6.0 |z1] > 1z1mls |z2] = |zpm] dla m= 1,2,..,n

Witedy mamy
2 n
Zim  Zim Zim . o
(6.2)@ lll(Zj—'ij):-ln-Zjﬁ?j“_Z?—' ...“"“-;I"g—“..., j=12

Wstawiajac (6.2) do (5.14), otrzymujemy
{6.3) w(x,y) = Re Z [4;271n 24 Byzi In 2+ G In zi+ x5 (z0),
it ‘ ‘

gdzie 31 (1), x2(z2) sq funkcjami holomorficznymi dla dostatecznie duzych |z
i |22}, z wyjatkiem by¢é moze punktu w nieskoriczonosci, natomiast

- . [ 1, —_— n
(6'4) A; = 2 Amg,  Bi= 2 B;nj’ C;= 2 C;M‘
m=1 soom=l m=1
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Podobme, korzystajqc 2 (5 14’ ), dla dostatecznie duzych lzf] 1 |z5] mamy

o .2 o
(6.3 wix,¥) = Re Z [4;z;%1In B Z, In z;+Cf'In zZ +x3 =N,
=
gdzie o :
L4 " . n
64y A=A 8= N B o= Yo
. T om=1 =1 m=1

za§ x; (zf): sq funkejami holomorficznymi dla dostatecznie duiych |z}] i |z,
odpowiednio 7 wyjatkiem co najwyZzei punktu w nieskoficzonoéei.
Jezeh uwzglc;dmmy zwiazki (5.12}, (5.129, (5 16) i (5.16"), to stale 4y, By, Af I B,

L -mozemy napisa¢ w postaci

' = e 1y — (14-ky) (1K) (ko) (1 4+ %) P
(6 5) Aj -"“ (_ ) 16:"ED22 (1 —Fy ki) {1 —Fk; kz) (fey — ko)

Y () (1) (1) (4 [y — 1) Mg -(1-+He) My

S&'t,Dzz (kl —_ kz) (1 -_ kj kl) (1 — kj I'Cg) !

' — 1Y+lip
65y A= A

: 27D22 (i — o) Cutg— par) (s — 1)

(— 1Y+ (— Mg pg+Myg) i -
(6.6 Bf = VL Moot Myg)d , i=12
Do (py — pad (s — ) (g — ) 7 _
gdzie wprowadzono ogznaczenia '
K] [ i3 &

(6.7) P = D Pini  Mu= 3 Man, Mpy= 3 Myn.

. m=1 =] M=

Pz, Mo, My przedstawiaja odpowiednio wektor wypadkowy i skiadowe momentu
wypadkowego wszystkich obciaZeft zewngtrznych, preytozonych do brzegu obszaru
czyli do zbioru konturéow Ll,Lp_, . Ln

Funkcie x1(z0), x2(z2), %7 (Z), 15 (z5) moina w odpowiednich otoczeniach
punktu w nieskofczonodei rozwingé w -szeregi Laurenta:

(6.8) 1@ =D @z, g =Y b,
(6.8") 21 ¢z :2 D AR I T

Kazdy z tych szeregbw jest jednostajnie zbiezny w dowolnym skohiczonym obszarze
plaszezyzny odpowiednio zy, zy, 77, 23, polozonym na zewnatrz okregu o Srodku
w poczatku ukladu i zawierajgoym wewnatrz wszystkie kezywe brzegowe, odpo-
wiednio, Lﬂ) L(U . L(l) L(Z) L(22) L(Z) L(l)* LG* L(l)* L(2)* L(Z)* . L(z)*
{Przez LU’ rozumienty kontury powstale z L, po przeksztalceniu zj = Xx--pus ).
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Zatézmy teraz, ze momenty zginajace Mz i M, oraz moment skrgcajacy Hay
sa ograniczone w calym obszarze S. Podstaw:ajacc w(x, ¥) w postaci (6.3) do (1.2),

otrzymamy {por. (5.7))
2

( B G
(6.9) Mx:—Re[Z p;(2A;1n2j+3Aj+z_:_ zz) +

i=1 !
+p1 D) sl azi 4 py D) s(s—1) bszi'zl,

natomiast dla My i Hyy otrzymamy analogiczne wyraZenia, jezeli do (6.9) zamiast
p; wstawimy odpowiednio gy oraz r;, przy ozym pj, gj, #; sa okreslone réwnosciami
(5. 9). Poniewaz przy lz| — oo réwniez |z;] — o0 i |z3| — o0, to nie trudno sprawdzic,
7¢ momenty pozostaja ograniczone w nieskoficzenie odleglych czg§ciach plaszezyzny
wtedy i tylko wtedy, gdy

(6.10) Ay=0, j=1,2; a=0, by=0 dla s>2,

Pierwszy warunek ze wzgledu na (6.5) oznacza, Ze wypadkowy wektor wszysikich
obciazen przylozonych do brzegu obszaru musi si¢ réwnaé zeru. Uwzgledniajac
(6.10) mozemy ugigcie w(x, ¥) papisaC w postaci

2 .

(6.11) w(x,»)=Re {Z [Byz; 1n 25+ CyIn 25405 (2] -+ ap 2y 2+ by 25+ by Zz} ,
i=1 :

gdzie 0 (z;) sa funkcjami holomorficznymi dla dostatecznie duzych |zy], |22

z punktem w nieskoficzonoéci wlacznie, to znaczy maja ksztalt

a1 a_n
o1 (1) = 4o +z_+ z_‘l' s
(6.12) ! z
b1  b_a
xoz{z2) = bo +_ ot
z

Zauwazmy, ze wiedy sily tnace Nz i Ny daza do zera, gdy |z] — oo,

Podobnie, jezeli ugiecie przedstawimy w postaci (6.3), to przy zaloZeniu, Ze
momenty w calym obszarze § pozostaja ogranlczone, mamy dla dostatecznie duzych
|Z1| i [sz

(6.11%) wix, ) = Re{Z[szjlnzj—l—CjInzj-i—xo,-(z)]Jra; 22+ af Zf

Fesp )
a at
_1 _2
K01 (2) = a5+ = +;TT+~-->
(6.12") ¥ *

#* * # b_.l b_z
Ho2(22) = b+ = +“'ZT2+----
2

2

State ap, b lub 4, by mozna powiazaé z wartosmamz momentéw w nieskoriczonosci
(por. [23]). :
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7. Rozwizzania osobliwe dla plyf anizotropowych

Rozwazmy nieograniczong plaszczyzng plytowa z otworem kolowym o promie-
niu 7 i $rodku w punkeie zg = x¢+iy). Niech obwdd otworu bedzie obciazony
sitami pionowymi p (na jednostke dlugoéei uku), dziatajacymi w kierunku osi 0Z,
rozlozonymi réwnomiernie i przylozopymi na krawedzi Z = — /2. ObcigZenie
to zgodnie ze wzorami (5.1-2) daje nastepujace skladowe wektora i momentu WY-
padkowego:

(7.1) Ppy =Py =My =0, Py=2nrp, My =2mrpyy, M, =—2arpx,.

Obszar plyty S w rozpatrywanym przypadku mozemy traktowaé jako dwuspdjny,
ograniczony brzegiem otworu i punktem w nieskoficzonosei, ktérego do obszaru
nie zaliczamy. Jest to wiec przypadek graniczny obszary ograniczonego okregiem
Ly i dowolnym konturem Lg (nie przecinajacym sig z L,), gdy Ly dazy do nieskon-
czonoscl,

W kazdym skoficzonym punkcie obszaru S ugigcie mozemy przedstawié w postaci
(4.5) lub (4.13). Przyjmujac w (4.5) Cpy == 0, 9; (z7) = 0 oraz korzystajac z (7.1),
(5.12) i (5.13), dla ugiccia ottzymamy wzdr:

2
(7.2) wix, ) = Re Y Az —zn)2 In (25— z11),
gdzie |
rp (1K) (14 ko) (1K) (14 &)
8D (1— ks k) (I — KsKp) ey — k)

(7.3) Ayp = (—1*H

(7.4) zjy = zot+krzo,  j=1,2
Niech teraz r »0, przy warunku, Ze lim 2arp = P. Wtedy wspolezynniki Ay,
przyjma postaé =0

P4k 1+ (A+E) A+ &)
1626 D33 (1 — ke k) (1 — kg Fep)(ey — K2)°

(1.5 Ay= (D) i=12.

Funkeja (7.2) przedstawia wowcezas ugiecie (czedé osobliwg ugigcia) nicograniczonej
piyty anizotropowej obciazonej sila skupiong P w punkcie (xg, yo).

Podobnie, korzYstajqc 7. postaci (4.13), mozemy funkcje w(x,y) przedstawié
za pomocy zmiennych zj, mianowicie

(1.6) w(x,y) = Re 2 A — e In(zf — 2z,
i=1 .

przy czym, uwzgledniajac (5.12°) i (5.13%),
( 1)1+1Pi
2Dy (1 — o) (pg — por) (pr — i)’

(1.7) A=

(7.8) | 2y =Xo- s yo, J=12.
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.'W przypadku gdy sita skuplona P jest przylozona W poczzgtku uktadu wspolrzed-
nych:(xg = 0, pp = 0) rozwigzanie to réimi sig tylko W:elom_lanem od podanego

L przez T MOSSAKOWSKIEGO [13].

" Rozwazmy teraz przypadek, gdy na obwodzie otworu okreSlonego powyviej
dz;alajac obcigZenia sprowadzajace si¢ jedynie do wypadkowego momentu o sklado-
wych Mgy 1 My 1 niech lim My = mg, lim My; = iny. Postepujac podobnie jak

-0 30
poprzednio i korzystajac z (4.5) i (5.12-13) lub odpowiednio z (4.13) i (5.12'-13');
otrzymamy ugigcie plaszezyzny-nieograniczonej obcigzone) momentem skupionym
o skladowych my, my, przyioionym W punkcie zp = J'c;)JrfyD,' w postac

(7.9) w(x, ) = Re 2 Bis (z—zp) In (25— z1),
j=1
gdzie
B (LKD) (I-kg) (1K) (1K)
1= SWDZZ (k1 — ]Cz) (1 — kl /CI) (1 — kl I'C )
(7.10)

Biz=

(kg — 1) mg i+(1+ky) myl,

(I4-k) (I4-Fo) (1K) (--Keg)
SVE_DZZ (kz —_ kl) (]_ — kzkz) (1 —_— kg] ) [

(2 — 1) mg i+(2-5-kg) my)

Iub w postaci

(710 ‘wix,y) = Re Z Bu (Zj Zji) In (2} — 271},

gdzie

v _ (= g 1 +my)
Y wDop (y — p2) ( — ) (g — p2)

(7.12)
(— mg po-+my) i

B = — —,
2 aDag (s — p1) (2 — 1) (g — 1)

W wymzemach (1.9 1 (711} 25y i z 1 oznaczajg zmienne zespolone okreflone od-
powiednio przez (7.4) i (7.8).

Fatwe sprawdzié, 7e dla przypadkun izotrdpii otrzymane rozwigzania rdZnia
si¢ tylko wiclomianem od znanych w literaturze (por. np. [29]).

Rozwigzanie osobliwe dla plyty obcigZonej momentem skupionym mozemy réw-
niez otrzymaé z rozwigzania dla plyty obcigsonej sita skupiong wykonujac od-
powiednie przejicie graniczne. Mianowicie, niech w punkeie zp = X+ nieogra—
niczonej plaszezyzny bedzie przylozona sifa skupiona — P, a w punkcie zp+ ge™
sifa skupiona +P. Uklad tych sit jest statyeznie réwnowainy momentowi o skla-
dowych Pesin 0y, — Pecos 0y, 0. Rozwigzanie dla tego przypadku ma postaé

. 3 2 =
(7;1_3) wy (x, ) = Re 2 Z Aums (z;— zfm)2 In (z; — zm),

=1 m—=i
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gdzie ’ : ' '

7.14) =+k) x+Hi A — k) y,  zn = (k) xoHi (1 —Jg} yp,
- zZpp = (1K) (xo+e cos Bg)+i (1 — kj) (po+ ¢ sin fy),

(7.15) Arj=—Poj, Ay = PQi,

przy czym_ )

o1 o (1 AT (L) (L4 (1)

16:'ED22 (1 —ij El) (1 —kf ?Cz) (kl - kz) '
Niech teraz &0, ale im Pe = M (M > 0). Wtedy hm w {x, ¥) przedstawia
=30
ugiccie nieograniczone] plaszezyzny obciaZonej w punkcle (xg, ¥o) momentem
skupionym o sktadowych

(7.17) Mg = Msin @y, my=— Mcosdy, m,—=0.
Jezeli przez W(x ¥ X0, y(,) oznaczymy wyrazenie
(7.18) W (x,5; x0 3o) =Re 2 05 [(1-Hky) Ge - x0) i (L — k) (y — yo)P =
i=1
x In [(14-F) O — xo)H (1 — &) (v — »9)),

to
{7.19) Ii (x, ¥) M(()W 7] +dW i 6)
. mowy (x, p) = —— COS ——sin O51.
o L oxg 0 0y O
Zatem

lim wy (x, y) =-— M Re 2 o {21(1 —Hc,) cos Go+i (1 — k) sin O] x

=0

x [(14+)p) Gx— )+ (1 —k;') (r—yo)l In [(1-+-ky) (¢ —x}+-i(1 — k) (v — po)l+
U Akg) (x — x)-+i (1 — &) (3 — po)] [(1-Kz) cos O+i (1 — ky) sin 9y},
skad uwegledmiajac (7.17) 1 odi‘zucajqd wielomian {czgé¢ regularna), otrzymamy
wynik pokrywajacy si¢ z (7.9); W ten sam sposéb korzgstajac 7 (7.6) dochodzimy
do rozwigzania {7.11),

Rozwazmy teraz nicograniczona plaszczyzng plytowa, obciazong w punkcie
zp = X¢+iyp momentem skupionym o skladowych -— Msinfy, Mcosfy O,
a w punkcie zy-} 2™ momentem skupionym (M sin 6y, — M cos o, 0), gdzie M jest
stalg rzeezywista dodatnia. Powierzchnia ugigcia zgodnie z (7.9-10) bedzie miala
postaé

2 2
(7.20) wa(,9) = Re D' N Buy (25— zpm) In (5 — Zjm),
J=1 m=1 -

gdzie zj, zym sa przedstawione przez (7.14), natomiast _
(7.21) By = 20; M [(1 — Ky} i sin 30+(1 ki) cos By, By = — By,
a g; ma;ac ksztalt (7 16).
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Jezeli przejdziemy z & do zera, ale lim Me =, to postepujac jak wyzej otrzy-
. . . >0 .

mamy rozwiazanie dla przypadku, gdy plaszezyzna plytowa jest obcigzona bimo-

mentem skupionym o wielkosci M, dzialajacym w plaszezyZnie (x — xg) sin 6y —

— (y — yg) cos Oy = 01 przylozonym w punkeie (g, ¥o). Mianowicie wprowadzajac

oznaczenie

2
(1.22)  Wi(x, y; %o, ¥o) = Re Z 05 [(1 — kz) i sin By+(1--kj) cos O] [(1-+Ky) *
=1

e (x — xp)+i (1 — k) (3 — yo)l ! [(1-+HKp) (x — x0) +Hi (1 — k) (0 — o)l
many

7.23 1i m(an 0, + 6)
(7.23) i (5, 9) = — 200 {5 o8 O+~ sin O

&0

lub za pomocy funkcji (7.18)

724 W ) am(aZW 6+262W in § 6+02W')6)
. im, wq (x, ) = M ——F cos ———— sin 8 cos ——-sin 0g].
(7249 030 2% 0x3 0T “oxg oy " 0
Stad odrzucajac stalg otrzymamy dla tego przypadku obciaZenia ugigcic w postaci
2
(7.25) wlx,3) = Re D) Cyln(z—z),
=
gdzie
o T R (k) (LD AR (O +Ey)
.26 H 8Dy, (k1 — ko) (1 — ki k) (1 — Ky Fep)
' o M e 9y2 (14-kep) (1) (+Fey) (LK)
2 8Dy (ks — ey} (1 — kg er) (1 — Kz &2)

lub korzystajac z (7.11) i (7.12), w postaci
2

(7.27 w(x,y) = Re ¥ Cp;ln{zj —zjy),
i=1
przy czym -
9N (cos Byt py sin Bg)2
D (s — pa) (or — ) (g — o)
Wi (cos By -+ pz sin Og)?
D2 (2 — 1) (g — pa) (2 —fi2)

Przyjmujac w (7.27) i (7.28) Dap = D, i = i}y, prp = ifi, i przechodzac do gra-
nicy przy fa—>f1 =1, olrzymamy rozwigzanie dla plaszczyzny izotropowe]j ob-
ciazonej bimomentem skupionym, ktére dla xg=y0=0, Op=m pokrywa sig
(z dokladnofcia do stakej, ktéra odizuciliSmy jako nalezaca do czefci. regularnej
rozwigzania, zreszta mnie wplywajacej na naprezenia) ze znanym rozwiagzaniem,
podanym np. w [29].

W ten spos6b zostal wyjasniony sens statych Cuy c2¥ C,’};j, wystepujacych w roz-
wigzaniu ogolnym (4.5) lub (4.13). Na stale te otrzymaliSmy poprzednio tylko jeden

728

*
C12_4
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warunek (4.11) lub (4.16), wynikajacy z jednoznacznosei rozwigzania, gdyz warunki
réwnowagi dodatkowych zwiazkow, potrzebnych do ich wyznaczenia, nie dostar-
czajq. '
8. Zagadnienia plaskie

Rozwazmy obecnie cialo anizotropowe w postaci cienkiej tarczy o stalej grubosci A,
ograniczonej dowolnym konturem lub zbiorem konturdw i bedacej w réwnowadze
pod wplywem obciazen réwnoleglych do plaszezyzny érodkowej, przylozonych
na brzegu tarczy i roziozonych symeirycznie wzgledem plaszezyzny $rodkowej
badz w postaci dhugiego walca o dowolnym przekroju poprzecznym, bedacego
w réwnowadze pod dziataniem sil przylozonych na powierzehni bocznej, dzialaja-
cych w plaszezyznach prostopadiych do tworzacej i nie zmieniajacych sic wzdinz
tworzacej. Jak wiadomo (por. [9]) w pierwszym przypadku ciato znajduje si¢ .
w uogblnionym plaskim stanie naprezenia, w drugim zas w plaskim stanie odksztal-
cenia, W obu przypadkach nie bedziemy uwzgledniad sit objetodciowych i zatozymy,
#ze odksztalcenia sq male oraz Ze w kazdym punkcie ciala znajduje si¢ plaszezyzna
symetrii sprezystej, réwnolegla w pierwszym przypadky do plaszezyzny érodkowej
tarczy, w drugim prostopadia do tworzacej walca.

Skladowe tensora napr¢zenn! moZemy w obu przypadkach wyrazié przez funkejg
naprezen F(x, y) za pomoca zwiazké6w

22 F a2F T RFE

:3;2—’ T Txy__c)xdy’

{8.1) Oy

przy czym fupkcja napreZen spelnia réwnanie roZniczkowe -

HF HF MF HE | MF
@2 Py 2657 + (2612 + o) waar 5500 + Py =0

Dla uogdlnionego plaskiego stanu naprezenia fi; = ayy, za§ dla plaskiego stanu
odksztalcenia Py = iy — di y3fas3, gdzie ay; sa wspdlezynnikami odkszialcenia,
ktére dla danego ciala anizotropowego sg znane,

Réwnanie charakterystyczne rownania (8.2) nie moZe mie¢ rzeczywistych pier-
wiastkéw (por. [12]), poza czterema przypadkami graniczaymi, ktoérych tutaj nie
bedziemy rozpatrywaé. Zakladajac, Ze pierwiastki te sg rézne, mozemy je podobnie
jak w przypadku plyt napisaé w postaci

(8.3) ‘u1=a—|—ﬁi, po =y + 0, 1”’3x/7'1’ .‘”'4:;;2: >0, 6>0.

Postgpujac jak w p. 2 mozemy przedstawié kazde rozwigzanie rdwnania (8.2)
(rzeczywiste i regularne w jednospdjnym obszarze S) o pochodnych od drugiego
rzedu zaczynajae jednoznacznych w postaci

: 2
(8.4) F(x,7) = Re ¥ ;(z),
_ i=1

I Naprezenia i przemieszezenia w przypadku uogdlnionego plaskiego stanu napreZenia sa rozu-

miane jako édrednie wzglgdem grubosei tarczy (por. [9]).
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L "
@5 Py =Re D ¢,

. s

gdzie @5, ¢; sa funkcjami holomorficznymi zmiennych i odpowiednio

8:6) - z=0+k)x+i(l—k)y, zZ=x+my,

przy czym

| Lhig ‘
8.7 ) k= - j=412.

Jezeli "obszar S jest (n41)-spdjny, ograniczony konturami Lg, Ly, Lo, ...,L,,,
" to zgodnie z wynikami p. 4 funkcja F(x, y} przyjmuje postaé ‘
2 n

@89 Fe)=Re > 3 Ul 2 2y — zpm) +
fms i o

+ By (21 — 2jm) W0 (75 — 2Zgm) + Cong 10 (2 — 2Zym) + P4 (zn]

lub przy uZyciu zmiennych z; analogiczna postac, gdzie wspdlczynniki i zmienne
sg opatrzone gwiazdkami [por. (4.5) i (4.13)].

7 jednoznacznofci naprezen otizymujemy dla wspdiczynnikow Ay warunki

2 . : 2
Re Y i(l4+ k)2 Am =0, Re M i(1— k)2 dmy =0,
J=1 : 1
ReZ(I—chZ)AW:O, m=1,2..,n.
j=1 . : : )

Skladowe wektora przemieszczenia mozemy korzystajac z prawa Hooke'a wy-
razié przez skladowe tensora naprezen, a te z kolei przez funkcje naprezen. Przed-
stawiajac funkeje napreze w postaci (8.4) [tub (8.5)], gdzie funkeje @5 (z) sa holo-
morficzne, gdy obszar S jest jednospdjny, a sa sumami funkcji holomorficzaych
i wyrazéw z logarytmami [wedtug (8.8)], gdy obszar S jest wielospSjny, otrzymamy

) _
u=Re Y (1+k)psoj(z) oy +uo,
(8.10) =1 A

2
v = RGZ (1 + &) gy oy (z5) + ox+2g,
=1

gdzie
o ' 1—Fkj;\2 1 2
p=— m B+ ﬁm 1-I—k 1316 B11p5 -+ Bra— Brs by »

l—kj 1-§—k1 B2z
4 = l—i—kﬁ Vll——kgﬁ [J’ze—ﬁwwjr"_ﬁﬁzﬁ,

(8.11)

o 288 o, ?_40, ‘vo N dowoinymi stakymi_ calkowama. :
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Jezeli zalozymy, Ze przemieszezenia sa funkcjami jednoznacznymi, to biorac
pod uwage (8.9) dla wspolezynnikéw Ay dostaniemy jeden dodatkowy niezaleiny
od poprzednich warunek

B 2 (1—F)3 L
(8.12) . -Re 0 Amy =0, m=1,2,..,n,
_ . fzzl 14k :

za$ wspolczynniki By musza spelniaé réwnania

2

) .
(8.13) Rez i (I4-4y) pj B = 0, RGZ 1{1+K7) g1 By = 0.
i—1 =1

| Wﬁnacznik uktadu réwnan (3.9) i(8.12) ma postaé
26k — ko) (v — k) (1— kg Joy) (1 Ky Jep) (1 —kz ey} (1— kaez)
o (1 +k1) (1+k2) (L+ k) (14 k2)
= (1+k)? (iJrkz)2 (I—I—k1)2 (1-+k2)2 (g — ) (.ul — 1) (1 — ) (e —
. __ — 1) (g — ) (i — ),
jest wiec rézny od zera; zdt'em :

(8.14) Aml Am,z == O m= 1, 2,..15., .

Pozostale réwnania potrzebne do Wyznaczenia stalych By otrzymamy z warun-
kow réwnowagi. Jezeli jak w p. 5 L oznacza dowolny kontur wewnatrz obszaru S,
nie majacy punktéw wspdluych z zadnym z konturéw stanowiacych brzeg obszaru,
to wektor wypadkowy i moment wypadkowy naprezen dmalaja,cych od sirony
dodatniej normalnej na powierzchni walcowej o kierownicy I i wysokosci h maja
przy uwzgigdmemu (5 1), (5 3} i' (8.1) sktadowe

E oF 2 ,
Py = h{E}L = kRe{Z il ——kj) (Pj(zf)}L»

i=1

. S raF ‘ e

oF aF N
My —h {Fﬁ (x s )} { 2 s —2 wm}

Py =My = L:O

W przypadku plaskiego stanu odksztalcema nalezy w pow’ymzych waqzkach
przyja¢ h=1. -

Jezeli obszar S jest JednospOJny albo konfur L me zawiera wewnatrz zadnego
otworu w tarczy, otizymujemy P, = PyL =M, =0, Jezeli za§ obszar tarczy
jest w1elosp01n ¥ 1 kontur L obejmuje jedna z wewnetrznych kezywych brzegowych
np. Lm, Die majac z nig punkidw wspélnych, to wielkosei — P, — Py, — M,
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... sg Téwne skltadowym wektora wypadkowego Pum, Pym i momentowi wypadkowe-
mu M., obciazen zewngtrznych przytozonych do brzegu otworu L. Wtedy biorac
pod uwage (8.14) otrzymujemy
2 ° me 2 .
Re Z (1—"kg) Bms = 5> Re 2 i(1-+kj) By =
(8.16) = i=1

M

Re 2 i (zjm Bmj — Cpj) = ﬁ: m=1,2,..,n

,Pym

2oh’

Z ukladu réwnan (8.13) i dwoch pierwszych réwnai (8.16). moZemy obliczyé Byg.
Réwnania (8.13) po uwzglednieniu (8.11) i (8.16) moga by¢ napisane w postaci

2 0 — ks)z B16 PemtB12Pym
Re 2 T 2" T T gy,
2 1-+kqp)2 Pom~+Fas Pym
ReZ (k) mj:ﬁ'lz m~+-fag Py
~ 1 2mhfiz,
Zatem
* B*
1
@817 B =Ty Bme= 1%
gdzie
B Pom {ptg [o+paH(— 1Y (g — p2)]— 2910} -
™ ik (— Y (g — 1) (o — 1) (s — pho) _
319 n Py Tp1 pro (r+ pa) s oo (17 (2 — p1) — 205 910]
' 2e5ih (— 1Y (2 — 1) (g — 1) (pg — iz
.312
== =1, 2.
R PR

Warunki réwnowagi 1 warunki jednoznacznofci paprezef i przemieszezen nie
pozwalaja na wyznaczenie stalych Cpy. Otrzymujemy dla nich tylko jedno réwnanie
[trzecie” réwnanie (8.16)], ktére moZzemy korzystajac z dwu pierwszych zaleznoci
(8.16) napisa¢ inaczej;

2
1
(8-19) Re j; iComy :'ﬁ (xm Pym — YmPom — Mn), m=12,..,n

Jezeli funkcjg naprefed wyrazimy przy pomocy zmiennych zj w postaci

" (620) F(x,5)=Re Z Z U3z — 2 In (2]~ 2} +

F=1 m=1

+- ij (zg‘ - ij) In (Z;f - zjm) + ij In (Z;; - Z;m) —!—1,0; (z;)]:
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to uwzgledniajac warunki jednoznacznodci naprezef 1 przemieszezen oraz warunki
rownowagi otrzymamy A;"M =}, B,’;, przedstawione wzorem (8.18), a dla. c J
zespol réwnan (8.19), w ktérym Cpy nalezy zastapi¢ przez C;;j.

Z powyiszych rozwigzafi mozemy podobnie jak dla plyt otrzymaé rozwigzania
osobliwe. Rozwazmy mianowicie tarcze 2z otworem kolowym o promieniu r i §rodku
w punkeie zp = xo+iyy. Niech wzdluz obwodu otworu dziataja w plaszczyinie
Srodkowej tarczy (ktora jest przyjeta za plaszezyzne Oxy ukladu wspdtrzgdnych)
sity réwnomiernie rozlozone o statych skladowych p; i py na jednosike dltugosci
tuku. ObcigZenie to daje nastepujace skladowe wektora i momentu wypadkowego;

(8.21) Pry = 2nrps, Py = 2mrpy, My = 2ar (x; Py — Yo D),
lezM:ul :Mm:O.

Przyjmujac w (8.8) Comy = 0, ;5 (z) = 0 oraz przechodzac do granicy przy r—0,
przy czym ‘ )
(8.22) lim 271y = Pyy,  lim 2mrpy = Py,

20 r->0
otrzymamy dla tarczy nicograniczonej obciazonej w punkcie (0, ¥o) sity skupiona P .
o skladowych Py i Py funkcje naprezef

2
- (8.23) F(x,3)=Re ' By (zj—2) In (z7— z1),
i=1
gdzie By; przedstawiaja wzory (8.17-18), za$ zjy1 maja postaé (7.4). Przyjecie Cmj =10
nie jest sprzeczne z warunkiem (8.19), gdyz ze wzgledu na (8.21)1 (8.22) otrzymujemy
przy m =1 po jego prawej stronie zero.
Analogicznie korzystajac z (8.20) uzyskamy dla tego przypadku obciazenia

. 2
(8.24) F(® ) =Re D Biy(z} — i) In(z} — 2},
- j‘:l .

przy czym Bj; sa dane za pomocy wzoréw (8.18), zas z;; maja ksztalt (7.8). Dla
Xg = yo = 0 rozwigzanie to pokrywa si¢ z podanym przez 3. G. LECHNICKIEGO,
{12] (por. réwniez [15]).

Majac rozwiazanie (osobliwe) dla sity skupionej mozemy w znany sposGb otrzy-
maé funkeje naprezen dla tarczy nieograniczone] obcigzonej momentem skupionym,
[9]. Majac zad funkcje naprezef mozemy obliczy¢ sktadowe tensora naprezed wedtug
(8.1) 1 sktadowe wekiora przemieszczenia wedhug (8.10).

9. Réwnania eliptyczne dowolnego rzedn parzystego o stalych wspolezymmikach

Rozwazania poprzednich punktéw uwogdlnimy obecnie na réwnania wyzszych
rz¢ddw. Zagadnienia roéwnowagi cial anizotropowych prowadza do wyznaczenia
funkeji spelniajacych réwnanie rézniczkowe postaci, [T0],

9.1 dgm - aim+."+a2ma_jiﬂ:f(x’y)’

Rozprawy Ingynlerskie — 3
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gdzie ag, ay, ..., dam sa statymi wspdlezynnikami zaleznymi od stalych sprezystych

materiatu, u (x, ¥) jest poszuklwanac funkejg («funkeja naprf;zen»), za$ f (>, y) jest

dang funkch ,
Zajmlemy sig tutaj réwnaniem jednorodnym

2m aZm u

A 2 oy =0

§=0
Pierwiastki réwnania charakterystycznego
(9.3} o C?Zm,uzm“f“a.?.mflﬂzmhl ‘o Famptag=0
w przypadkach wystgpujgcych w teorii sprezystodei (m = 1, 2, 3) sa zawsze Zespolone,
Przyjmiemy, Ze tak jest dla kazdego m [wtedy réwnanie (9.1) jest typu eliptycznego]
i zapiszemy je w postaci
(9.4) ﬂqf = ar+fﬁr, [J;m_;.»r — ﬁr. = Uy — iﬁr,’ ﬁr > 0, ¥ = 1, 2, eeey ML
~ Jezeli wprowadzimy nowe zmienne
(9.5) 2= x+iy, I=x—1y,

to

ou  ou 0u - du (au au)

()x - 0z ? oy 0z dz
wige
2 az u 2m 2m—s 8 s aZmu
AV‘_; T DxAm—s 3y ()ys Z ,fzo: 2 asi ( )( )(— 1y M It
§== =0 r=0

Réwnanie (9.2) przyjmie zatem postac

_ . o gomy
©.6) ‘ Z bp dz2m=—1D )zp =0,
gdzie
" ' o s 2m—s 5
I e o IR
im0 sZp S
Picrwiastki réwnania charakterystycznego réwnania (9.6)
2m '
9.8) bpk? =0,
2
przy zaloZemiw, Ze w, ¥ i, maja postad
1+i 1+in 1 :
09) =l ke e — L r e 1,23,

1 —iur 1— i &
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przy czym ze wzgledu na (8.4)
0.10) kel <1, kmarl > 1, r=1,2,.

Zauwazmy bowiem, Ze jezeli k — (l—f—z,u)/(l —x,u), to przy powyzszych oznacze—
niach

- \om 2m
) aﬁ’{ups

2 bp kp = (ﬁ—7

czego latwo dowie$é za pomocy indukeji wzgledem m.
Korzystajae z zaleznodei migdzy plerW1astkam1 réwnania charakterystycznego
i jego wspdiczynnikami mozemy rdwnanie (9.6) napisaé w postaci

| - 2 o ¢
bzmH [ (1+kjk,) ﬁ+k,-E]u:0,

lub biorac pod uwage, e

o2 Y3 o2
kj() > —q -l—klej) "l" kj 022 —_
(kik;— 1)2 B s o
' 4 a(l-i—@ LKy _)2 a(i_f’?j lfkjg)z ’
2 ‘T * 20 2T T

w postaci
. Mmoo o2
o1 G 5

przy czym xj, y; oznaczaja nastgpujace zmienne rzeczywiste:

1 :
% = o5 A+ k) z+ U+ &) 2],
(9.12)

1 _ S
Yi =E[(I F"—kj)z—(l —k)z), =1, 2,..,m

Niech S oznacza pewien obszar na p%aszczyzme z == = x-+ip. Rozwigzania réwnania
(9.2), ktére w obszarze S maja ciggle pochodne rzcdu < 2m, bedziemy na.zywac
roZwigzanjami regularnymi w obszarze 5.

Z kolei ndowodnimy nastgpujace twierdzenie: kaide rozwigzanie réwnania
(9.2), rzeczywiste i regularne w jednospdjnym obszarze S, kidrego pochodne od
drugiego rzedu zaczynajgc sq Jea’noznaczne, w przypadku gdy plerwidstki iowna!ma
charakterystycznego (9.3) sq zespolone i nie réwne Sobze mozna pizeds'tawzc za pa—
wocq m funkcji holomorficznyeh ¢y (Zj) w postdei
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9.13) u(x3) =Re D ¢ (z),
- F=1 =

gdzie z; sq zmiennymi zespolonymi
9.14 - z = xtiyy=z4kz, j=12,.,m

Dowé6d przeprowadzimy za pomocy indukcji. Dla m = 2 twierdzenie zachodzi,
_ jak wykazano w p. 2. (Dla m = 1 twierdzenie to przedstawia fakt znany w teorii
founkcii analitycznych)., Zaldzmy, Ze teza zachodzi dia m— 1. Woéwezas zgodnie
z (9.11) _ ‘

a2y 0%u mel m_1

—_—— * f— .

6xfn + ayfn Rej; @; (23) j;;fj (-x:r: .VJ’)-_ .
Niech gy (x;, ¥;,) oznaczaja funkcje harmoniczne sprzezone z fj (x;, ¥y dla j= 1,
2, ..,m—1, tak Ze

by (z9) = fi (s, y9) gy Cen %)

sq funkcjami holomorficznymi zmiennych z; ksztaltu (9.14). Skonstruujmy funkcje
holomorficzne

H(z) = [hi (27} dz,

o (e — 12 J‘ o .
(9.15) A &= (km 5 W Hj (zg) dz; = pj (x5, yi)-+igs (xj> ¥),

j=1,2,.,m—1.

Latwo sprawdzié korzystajac z warunkéw Cauchy’ego-Riemanna, ze

92 a2 m—1
( 7+ )[u (x, ) — 2 P; (s, yf)] = 0.
IR A )

aym
Zatem
T
u(x, )~ Z 17} (Xj, J’J) = Pm (Xm> Ym)
j=1

jest funkcja rzeczywista harmoniczng. zmiennych rzeczywistych Xm, ym, czyli

) = mem

lub oznaczajac przez P (Zm) funkcm_.holomorflcznq, ktdrej czescia rzeczywista
jest pm (Xm, ¥m), 1 uwzgledniajac (9.15) otrzymujemy (9.13).

Poniewaz na odwiét, przy dowolnych funkcjach holomorficznych ¢y (zp), -
2 (Z2); voi m(Zm), funkcja u (x, ¥) o postaci (9.13) spelnia réwnanie rézniczkowe
(9.2), wzbr (9.13) przedstawia ogdlng postac rozw1qzama rzeczymste go i regularnego
w obszarze jednospéjnym,
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Podobnie jak p. 2 jednoznaczno$é funkeiji u (x, ¥) i jej pierwszych pochodnych
otrzymuje si¢ stad jako wniosek., Réwniez nie trudno jest pokazaé, ze 4 (x, ¥) spet-
niajaca zatoZenia powyzszego twierdzenia jest funkcja analityczng zmiennych x i y.
Ogolng postaé rozwigzania réwnania (9.2) mozna réwniez napisaé w sposéb
nastgpujacy: ‘

"
(9.16) u(x,3) = Re X' ¢f (=),
F=1
gdzie @f (z}) sa funkcjami holqmorficznymj zmiennych zespolonych
(9.17) z;‘ =x+wy, f=1,2,.,m

Niech teraz § bedzie (n+i)—spéjnym skoficzonym obszarem na plaszezyznie
Oxy, ograniczonym przez n+1 konturéw Ly, Ly, ..., L, nie majacych ze soba
wspolnych punkiéw i niech L, zawiera wewnatrz wszystkie pozostale krzywe.
Oznaczmy podobnie jak w p. 4 przez S; obszar (n+1)-sp6jny, ktéry powstaje z ob-
szaru § przez przeksziafcenie afiniczne z; = xy-1-iy; = z-1-kyz, Fi=1L2 ..m,
zas przez LY, IP, ., LD krzywe brzegowe obszaru ). Niech u(x,¥) bedzie
rzeczywistym jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (9.2) regularnym w o S,
W jednospdjnym obszarze S, otrzymanym z S po wykonaniu odpowiednich rozcieé,
funkcja u (x, y) spelnia zalozenia powyzej udowodnionego twierdzenia, mozemy
ja wiec przedstawi¢ w postaci (9.13), przy czym @5 (zj) sa holomorficzne w odpo-
wiednich obszarach S}. Stad : '

oxm—ly ij 2m—1. o 1)-
(.18) i = Re > (1+k)™ (1 — k)" i ¢V (zy),
OxEM—I—T gyF P

r=0,1,2 ..., 2m—1.

Z tego ukdadu 2m réwnaf mosemy w sposéb jednoznaczny wyrazié pochodne
g™V (zp), j=1,2,...,m, przez pochodne rzedu 2m — I funkeji u (x, ), gdyz
wyznacznik macierzy wspolezynnikéw przy o™V (z)), ¢ D(z) jest zgodnic
z (9.10) rézny od zera, bowiem jak latwo sprawdzié jest on proporcjonalny do
wyznacznika Vandermonde’a zbudowanego z elementéw, z ktérych 7adne dwa
nie sa réwne. .

Wobec tego ¢ V(z), j=1,2,...,m, sa funkcjami holomosficznymi (jedno-
znacznymi) zmiennych zj,z,...,Zm, odpowiednio w obszarach 51, 825 cevs St
Postgpujac wige podobnie jak w p. 4, otrzymujemy

2m—2 n

O19) g =D Y Airelm— 2" n (g zp) ),
=0 r=1

gdzie Ajrs oznaczaja stale zespolone, zjy = zp--k; zp sa punktami odpowiadajacymi
dowolnie ustalonym punktom z, wewnatrz krzywych Ly, v == 1, 2, ..., n, natomiast
viz), = 1,2, .., m sa funkcjami holomorficznymi odpowiednio w obszarach hYR
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. Wstawiajac (2.19) do (9.13) dostaniemy

m 24— 3
(920) u(x,))=Re { 2 2 Z [Agrs (25 — zir)’ 1n (25 — zpr)Hops (25)] }

Poniewaz u (x, ) jest funkeja jednoznaczna, stale A, musza spetnia¢ ukiad réwnaf

m
(9.21) I Y Ages it (1K) P (1K) =0,
i=1

§=01,2..,2m—2;t=0,12,...5

W ten sposéb udowodnilismy twierdzenie; kazde rzeczywiste jednoznaczne
i regularne w (n+-1)-spéjnym obszarze S rozwigzanie rownania (9.2), w praypadku
gdy pler wiastki jego réwnania charakterystycznego sq zespolone i réine, jest postaci
(9.20), przy czym wspdlezynniki Agrs spelniajg uklad réwnan (9.21).

Oczywiscie, na odwrét, przy dowolnych funkcjach v (z:,) holomorficznych od~
powiednio w obszarach S; funkeja u (x, ¥) w postaci (9.20) spelnia réwnanie (9.2),
zatem wzor (9.20) przedstawia ogdlna postaé rozwigzania rzeczywistego jedno-
znacznego i regularnego w obszarze wielospdjnym.

Przyimuiac w (9.20): ¢;(z) =0, Aps =0 dia s =0, 1 2, .0, 2m—3, ofrzy-
mamy rozwigzanie szczegdlne réwnania (9.2) -

e

(9.22) o (x, 33 %r, 1) = Re > Ay (25 — 2™ > Iz — zi) -

¥
State A; = Ajtid), j=1,2,...,m, (4 A sa to liczby rzeczywiste) zgodnie
z (9.21) spetniaja uvklad 2m—1 réwnafi, wynikajgcych z jednoznacznoéci funkeji
ug (%, ¥3 %, ¥r) '

m
Im 2 At ()P (LK) =0,
j=1

t=0,12,..,2m—2,

z ktéiego 2m stalych rzeczywistych A, A; moZzemy wyrazié przez jedna 7 nich.
Funkcja wuy (x, y; xr, ) przedstawia rozwigzanie podstawowe réwnania (9.2)
z biegunem w punkeie (xr, ¥r), (por. [30] oraz [26]).

Yatwo jest podaé ogdlna postaé rozwigzania réwnania (9.2) dla przypadku ob-
szaru wielospdinego nicskoficzonego typu oméwionego w. p. 6, powstajacego z ob-
szaru (n-+1)-spdjnego S, gdy kontur L, dazy do nieskonczonofcl. W dowolnej
skoriczonej czedci obszaru rozwigzanie przedstawia wzor (9.20). Natomidst w otoczes
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niu punktu w nieskoriczonoéci dla dostatecznie duzych |z| = [x--iy| zachodzi (6.2),
wiec przedstawiajac u (x, ¥) w rownowainej (9.20) postaci

m 2m—-2 0

culx, y)y = Rez1 Z 2 [As'f'é‘zj In (27— er) + vi{z)]

i podstawiajac tutaj zaleznoéci (6.2), uzyskamy

m 2m—2

u(x,y)=Re D' ' [zl Inz-+ gz,
7

—1 =0

gdzie
n
A_js =2 Ajrss ]
r=1

zas ¥y (z;), J=12..,msa funkcjami zmiennych z; holomorficznymi dla dostatecz-
nie duzych |z z Wythkmm by¢ moze, punktu w nieskonczonoéci, Funkcje s (z7)
mozna wige w odpowiednich otoczeniach pierécieniowych punktu w nieskoficzonodci
rozwingé w szeregi Laurenta.

Rozdzla! 11

OGOLNE PLASKIE ZAGADNIENIE DYSTORSYJNE DLA CIAL ANIZOTROPOWYCH
10. Zwiazki ogolne

Niech na pewnym obszarze G tarczy anizotropowej beda dane odksztalcenia
scharakteryzowane vmellcosc:aml .sx, ey, 'yxy, bedacymi funkc;azm miejsca 1 niezalez-
nymi od czasu, przy czym poza obszarem G wiclkodci te sg réwne zeru. Te poczat-
kowe odksztafcenia wywolajg okre§lone naprezenia i odksztalcenia w calym obszarze
tarczy. Poczatkowe odksztalcenia w obszarze G moga byé wywolane nieciaglym
polem temperatury — wtedy mamy do czynienia z dystorsjami termicznymi albo
blgdami w wykonanin elementéw ta.rczy, powodujacymi wystapienie naprezen
montazowych. . _

Pierwszy typ zagadnieri dystorsyjnych, dotyczacych wyznaczania napigzeﬁ termicz-
nych wywolanych pizez nicciagly rozklad temperatury w tarczach izotropowych,
by} rozpatrywany w wielu pracach (por. [17], gdzie podany tez jest obszerny spis
literatury). Bardziej ogélne zagadnienie wyznaczenia ustalonego stanu napreZenia
w tarczach izotropowych, spowodowanego przez dowolne odksztalcenia poczat-
kowe, oméwit W. Nowackr w pracy [18]. Zadaniem, ktére staw1amy W tym roz-
dziale, jest Tozszerzenie rozwazai W. NOWACKIEGO ma przypadek tarcz anizotro-
powych, : ,

Zwiazki fizyczne miedzy skladowyml tensora naprfgzen i odksztalcen przy istnie-
niu odksztaloen poczatkowych & (x, y), & (x, 3), ¥%, (%, ») dla ciala o anizotropii
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prostoliniowej znajdujacego si¢ w plaskim stanie naprezenia (w granicach stosowal-
nofci klasycznej teorii odksztalcert malych) przyjmuja postac

) 0
8z = @11 05 + @120y T Q15 Tay + &,
0
(101) gy = (12 Og 1 22 Uy+“26'5xy+3y,
(H
VYoy= Q16021 A5 Oy + o6 Tay + Yy »

gdzie ay sa znanymi statymi materialowymi, zwanymi wspotezynnikami odksztal-

cenia (por. [18] oraz [9]). Zakladamy przy tym, Ze w kazdym punkcie ciala znajduje

sig plaszezyzna symetril sprezystej, rOwnolegha do plaszczyzny Srodkowej tarczy,
Ponadto musza by¢ spelpione réwnania réwnowagi (przyjmujemy, e nie wyste-

puja sily masowe)

O0g OTzy oy day

ox ay =0, ox + dy =9

(10.2)

zaleZnofel geometryczne migdzy skiadowymi tensora odksztalced i wektora prze-
mieszezenia (odksztalcenia poczatkowe nie zaleza od przemieszezed)

ou 0w Ju dv

(10.3) = T g ?xy:$+5;

oraz w przypadku rozwigzywania zagadnienia w naprezeniach réwnanie nieroz-
dzielnodci

02 Ex 02 Ey o2 Vay
ay2 ox2 oxdy

(10.4) 0.
Oproécz tego mamy do spelnienia na brzegu tarczy okreflone warunki brzegowe
dane badZ w naprezeniach, badZz w przemieszezeniach.

Rozwiazanie powyiszego ukladu réwnai mozemy np. otrzymaé postugujac sig
funkcja Greena w sposdb opisany przez W. NowaCKiEGO, [18]. Miancwicie roz-
wazmy najpierw przypadek, gdy na obszarze G tarczy dane jest tylko pole odksztatcen
2 (x, y). Zatézmy, ze &y istnieje tylko na nieskoficzenie matym obszarze dG otacza-
jacym punkt (£, %) e G, a réwna sig Zeru na pozostalei czesci obszaro G. Wielkosé
(3 dG) nazywamy ustalonym jadrem sprezystego odksztalcenia. Dzialanie tego
jadra wywoluje w tarczy stan naprezenia o sktadowych o) (x, y; & 1), o) (x, ¥; &, ),
Ty (%, ¥; £ 1) oraz przemieszezenia o skladowych w* (x,y; & %) v* (x, »; & n).
Natomiast skladowe tensora naprezen 1| wektora przemieszczepia, powstale na
skutek dzialania odksztateenia £2(x, y) danego na obszarze G i zerujacego si¢ na
zewnairz tego obszaru, otrzymamy w postaci

(10.5) (@@w=ff¢@m@ngmﬁ@, Lj=1,2,
G

(10.6) w )= [ [ & Gty Endédny, j=12,

L (0] = Oy Opp = Oy = Tay, Oy = Oy Uy =1, Uy =7)
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Analogicznie otrzymuje si¢ rozwigzania za pomocy funkcii Greena dla odksztalcen
poczatkowych &, (x, y) i v2, (x, y). Jezeli prrez (g5 dG), (3, dG) oznaczymy jadra
spreZystego odksztalcenia dziatajace w punkeie (£, #), a wywolane przez nie napreze-

nia i przemieszezenia, odpowiednio, przez o}, o)X, ¥5, u**, v*%  oraz o,

Oy Ty WEFE 0FFE 40 napresenia i przemieszczenia powstale w tarczy pod
wplywem odksztaleed poczatkowych &) (x, ) i Yoy (%, ¥), przytozonych na obszarze
G, wyraza sie wzorami analogicznymi do (10.5) i (10.6). Superponujac trzy uzyskane
w ten sposéb stany naprezenia i przemieszezenia dostaniemy skladowe tensora
napreZen 1 wektora przemieszezenia dla przypadku, gdy na obszarze G przylozone

sa odksztalcenia poczatkowe o wszystkich trzech sktadowych:
0.7 oy ) = [ [ [L0E ) ofy(x y3 & 9) + (& ol (6, 33 &) +

’ | + Yy (& m) o™ (x, p; & )l dE dy
(10.8)  w(x) = fG JEBE ey &)+ & mul oy £ 9)+

t vy (& ) g (x, ps £, )] didy .

W celu otrzymania rozwigzania omawianych zagadnien, w szczegdlnosei funkeji
Greena dla tyth zagadnieri, mozemy poshizyé sie funkcjg naprgzen Airy’ego F(x, y)
Zwigzang z naprezeniami za pomoca znanych zaleznodci

2F 92F o2 F

(10.9) G’“:};z“’ Oy =5 s "‘”‘”"’zmaxay'

Wtedy réwnania réwnowagi (10.2) sa juz spehnione, ale skladowe tensora odksztal-
cefl &g, &y, Yoy musza dodatkowo zadoééuczynié warunkowi (10.4). Podstawiajac
wielkosei (10.1) po wykorzystaniu zwiazkéw (10.9) do réwnania (10.4) otrzymujemy
nastgpujace réwnanie dla funkeji naprezef F(x, y):

Vay
oy2 ox2 dx dy

Ned o2 &) 0249
(10.10) LI[F] :k( — ),
gdzie L jest operatorem rézniczkowym,

o4 Y P o o4
(10.11) L= [£5)) Ecz — ZGZGW "I“ (2(1112 + aﬁﬁ)()xz—ayz —2a16w -+ an 5)7

Jezeli przez F* (x, y), F** (x, y), F*** (x, y) oznaczymy funkcje naprezen, ktére
za pomocg (10.9) sa powiazane z naprezeniami napisanymi WYyZej przy uzyciu od-
powiednio jednej, dwéch 1 trzech gwiazdek, to funkcje te spelniajg rownania

Ry —
(10.12) LIF*] = —(dG) 6 (x — 5)“——5;2——@,
028 (x —
(10.13) L[F**] = — (s}, dc;)~-(—x—(’f2 o(y—mn,

ox2
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od(x—8& B(p—mn).
ox ay

(10.14) L [F#%%] = (3, dG)

b

przy czym 6 (...) jest symbolem funkecji Diraca.
Skladowe wekiora przemieszezenia, zwlaszcza ich czeci osobliwe, wygodnie
bedzie obliczyé korzystajac z funkcji przemieszezenn Galerkina (por. [25]).

Rozwiazmy mianowicie uldad réwnan (10.1) wzgledem o, oy, Tay. Olrzymamy
0z = By (ex — €9) + Bra(ey — €5) -+ Bi6Vay — Vag) »
(10.15) oy = Bz (ex— 55) + By (62 — &) + Bas (Yay — v3y) »
Tay = Big{ew — &) -+ Bas (ey — &) -+ Bos (yay — V) »

gdzie
1
Byy= -y (anass— ),  Brn= 7 (@506~ 212456,
1 1
By = —(anass—a16?),  Bie= —(@12026 — 622 »
A A
i I
(10.16) Bos=—j(andss —a?),  Bs= - (@12 ¢t16 — @11 tz6) 5

11 412 thg
A= | a2 apy g | -
a16 as 66 |
Wyznacznik A jest wiekszy od zera, gdyz energia potencjalna odksztalcenia jest
forma kwadratowa dodatnio okre§long. Wstawmy teraz skladowe tensora odksztal-
cenl g, &y, Yoy Wyrazone przez skladowe wektora przemieszezenia zgodnie z (10.3),

do zaleznodci (10.15) a te ostatnie do réwnan réwnowagi. Wiedy dla funkcji # i

otrzymamy nastepujacy uvklad réwnan:
1017 Ly [u] + Ly o] = My [eg] + Mo [eg] + Ma [yl 5
AR LoTu] + Ly o] = My [l + Ms[s] - Ms [5, ]

Tutaj L;, Mj oznaczaja operatory

o2 » o
Li=Bury T2 5t By
(10.18) Blﬁ 2 +(B12JFB56) s 26 i »
ax éy )2
: a2 92 Y

Ly = Bss 5 +-2B26_axay +Bzz§;5 ;
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o ) d o ) d
My=By— +Bjs—, Mz%Blz +-BZG > My=Big— + Bgs—,
ox dy oy ox oy
(10.19)

0 a 0 0 2
My=Bis 5. ‘!‘Blza,, Ms=Bys5_ +322$: M= Bes ‘f‘Bzea-

Funkcje przemieszczen @) (x,y) 1 @, (x, ) wprowadzamy przyjmujac
(10.20) w=Ly (D] — Ly [Py, =Ly [D] -L;[P,].
Funkeje te spelniaja réwnania
1021 L[] = A (My [5]4 M 6]+ M3 [5,D),

L[®s] = A (M4 [5]+ Ms[]]+ M oD,
gdyz nie trudno sprawdzié¢ korzystajac z zalesnodci (10.16), ze

1
hibs—I =7 L,
gdzie L jest operatorem okreSlonym przez (10.11).
W szozegblnosei funkeje przemieszezed @), @7, @}**, odpowiadajace prze-
mieszczeniom powstajacym w tarczy na skutek dzialania jader sprezystego odksztal-
cenia- (a,,; dG) (ey dG), Vay dG) odpow1edmo spehiajg réwnania

L [@T)_ = A (&} dG) My [6 (x -~ ) 5 —n)l,

(10.22) e - : S
LiP] = A ey dG) My [0 (x— &) 6 (v — m)I;
| (‘10 2 L {@f*] =4 (sg @) My 6 (x — &) 6 (y_—- nl
' LIO*] = A dG) M5 [6 (x — & 6 (y — )]s
LIDPT b= A (y5,dG) My 6 (x — £) 8 (y — )],
(10.24)

L [@i**]= A (ygydG) M [8 (x — &) 8 (y — )],

Zatem znalezienic naprezen i przemieszezen wywolanych przez odksztalcema
poczatkowe, dzialajace na pewnym obszarze G tarczy, sprowadza sie do rozwigzania
ukladu réwnad (10.12)(10.14) Iub (10.22)-(10.24) przy okreslonych warunkach
brzegowych, obliczenia z otrzymanych stad funkeji naprezefi lub prremieszezen
skladowych tensora naprezen i wektora przemieszczenia (funkeji Greena zagad-
nienia) i wykonania na nich operacji splotu postaci (10.7) i (10.8). Oczywikcie mozna
najpierw wykonaé t¢ ostatnia operacje na funkecjach paprezel czy przemieszezen,
a po scalkowaniu wyznaczyé z nich naprezenia i przemieszczenia.

W nastgpnych paragrafach 0m0w1my otrzymywanie funkcji Greena dla naj-
prostszych ksztalidw tarczy: tarczy meogramczonej, poipiaszozyzny tarczoWeJ
i pasma tarczowego..
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11. Przypadek tarczy nieograniczonej

Zaczniemy od wyznaczenia funkeji naprezen F* i odpowiadajacych jej naprezen
o, o, Uy, Wywolanych w nieogramiczone] tarczy przez jadro sprezystego odksztat-
cenia (&2 dG), dzialajace w punkeie (&, n7). Na paprezenia 1 przemieszezenia nakla-
damy warunek zerowania si¢ w nieskofczonosci. Mamy wigc do rozwigzania row-
nanie (10.12), .

Funkcje F*(x,y) jako rzeczywista przedstawimy w postaci

00 o

#* ! TE )]
(11.1) F*(x, 1) = ™) Re | dx F¥{x, D) ¢ dA,

0
gdzie

FE e, Ny = f f F* (x, y) e =139 gx dy,

Podstawiajac F* (x, ¥) wedlug (11.1) do rownania (10.12) i wyrazajac jego prawa
strong w odpowiedni sposéb przez catke Fouriera, otrzymamy

(11.2) F¥*(x,») =

N A 22 A AE—Ey A —n)]
= 2 Refdxf = ——dA.
2n2ayy (A — =) (A 2e03) (A — 2epaq) (A — sep2)
[i] —00
Tutaj przez py, 4y, (j= 1,2} oznaczono pierwiastki réwnania ché.rakterystycz—
nego

(11.3) ay ‘u,4 — 215 #34—(26!12*]“056) 2 — 2dog ptapy = 0.

Pierwiastki te poza czterema przypadkami granicznymi, ktérych w pracy nie roz-
patrujemy, nie mogs byé rzeczywiste, [9], 1 moZemy je tak ponumerowad, Ze

(11.4) Imu; >0, j=12
Rozwazamy przypadek gdy p) # up. Rozwigzanie dla przypadku pierwiastkow
réwnych”otrzymuje si¢ z wyprowadzonych niZej rozwigzafn przez przejécie do

granicy przy py — U
Rozkladajac wyrazenie podcatkowe w (11.2) na ulamki proste uzyskamy

dre{—8) o 2 i)
i f ( gk +__A_jju’7__) A=),
% A—nepy A —

oo

aLs FEx,y = (agdG)Rei f
=1y

22 €11

gdzie '
Ay = [(p1 — p2) (g1 — po1) (e — )11,

-~ ate mo A
N Ay == [(po — pu1) (a2 — 1) (ua — )]~ 1.
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Dalej, uwzgledniajac (11.4) nie trudno sprawdzié, ze dla » > 0

. . . 2amidy 15} € =) dla y > 7,
A A ; : iy
f ( A #i ) M ) = i (A g — Ay ) dla y =x,

A—opy A — wuy A
~oo — 2mid; i SEE dla y < o,

Powyzsze calki zostaly obliczone w sensie wartosci gtéwnej Cauchy’ego (por. [2]).

Stad '

oo

fn(@—e) g 2 A2
(1.7 fe dxf( Aty A’”f_)ew—’ﬂczz:
A
0

A-—oepy L —wpy
—C0 -

1
2midy p5 lina 76"‘@_ & cdla y >,
£

e-30

. (1 ~
= | wild; g} — Ay p3) lim f - Dy dla y=y,

o0

A I =
27wz i lim, -x—ei“w—m de - dlay<m,
30
B

gdzie z; i {; oznaczajq zmienne zespolone (w rozdziale 1 oznaczone jako z, &)
- (1L.8) zi=x+my, L=E&+rmy j=1,2

- Wydzielajac w wyrazeniach stojacych po prawej stronie zaleznosci {11.7) czesci

‘skoficzone w spos6b podobny do oméwionego przez H, ZorsSKIEGO, [31], ostatecz-
nie otrzymamy dla funkeji naprezed, w przypadku dziatania jadra sprezystego
odksztalcenia (2 dG), wzér '

2
(11.9) - F*(x,y)=KiRe ) idjpIn (53— 1)),
i=1
przy czym
__ (d5)
(11.10) K = o

Odpowiadajqce tej funkeji naprezef skladowe tensora naprezed, uzyskane z F*
za pomocg zwigzkoéw (10.9), przyjmuja postaé
’ 2 .44
* IA?' i *
g, — — K; Re — g, = — K Re
’ ' f§ (z— )2 v L
id;
PEY (zj_C.’i)z. )

id; ]

A @G— 0%

(11.11) .

‘E;y = Kl Re
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W ten sam sposéb obliczamy. funkcie ndprezefi F¥* | fress ‘spehiajace, odpo-
wiednio, réwnania rézniczkowe (10.13). 1 (10.14), dla przypadkow gdy w punkeie
(£, %) tarczy nieograniczonej dziatajy jadra (s dG) i (¥4 dG). Ostatecznie

2

(11.12) F**(x,5) = Kz Re ) idyln (z7—¢)),
F=1

(11.13) F¥*(x, ¥) = KyRe D idypyIn (2 — L),
=1 X :

gdzie '

. (83 d(_;_) Ky = (ng dG)

(11.14) Ky = nayy KT

za$ pozostale oznaczenia sg takis, jak podano wyzej. Stad, wykonujac rézniczko-
wanie okreSlone wzorami (10.9), otrzymamy dla. sktadowych tensora naprezefi
0> Oy, Ty OTAZ GEFF, gFF Ty WZOTY postaci (1111), do ktérych wystarczy
podstawié zamiast ki, 4; odpowiednio Kys Aj uy? oraz Ky, Ay pgl.

Przejdzmy teraz do wyznaczenia sktadowych wektora przemieszczenia u¥, o¥
wystepujacych w nieograniczonej tarczy pod wplywem jadra sprezystego odksztal-
cenia (¢2 dG) przyloZzonego w punkcie (£, 7). W tym celu obliczymy najpierw funkcje
przemieszezett @f, @y, spelniajace réwnania (10.22).

Wyrazajae funkeje &7, @) oraz prawe strony réwnah (10.22) przez calki Fouriera
postaci (11.1), otrzymamy '

- A (2 de

o) o , i [ (x—E) Ay —n)]
N - : i (xBy1 -+ AByg) €' (=0
! (x,y)__~—2n2a11 Reofdxf a

— = dA
—tper) =) (b)) (h—wag)

A & dG) Re md' fm i (xB1g - AB)g) e/ M¥—OFA=n)] y
% — — (3
2024y 6f . (A — 2pp) (A—suy) (A e )(A— %ps)

D (x, ) =

Stad .
ARy 2 (idi) 4B, A;B0,
* - _ = | = +r—m]
(AL15) D, (x, ) o Reg{’f 9‘2(A_%M +Z_W)e dl,
o

n=12,

gdzie
(1116) b}kl =.B11 —l—)ujBlﬁ, b;fz :Blﬁ—f-,ujBlz, J= 1,2.
Zatem ‘ - .
24 bF pluni - 1
AK;_ 2 we?:x(:ﬂ—f) 1.4‘7 € dla Y=,
* . - =
B=" Rejgl: lim |~ { Ay b7y — s3T5, dla . y=1,

8 —24 f Efn hea - dla y<9.
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Dalej, caikﬁja‘c przez czesei i wydzielajz{c Z otrzymanych wyrazefi czesci skorniczone
podobnic jak wyzej, ostatecznie dla funkcji &% dostanienmy

2
(1D Pp(xy)=—AKiRe Y idshj, (5 —)Inzm—8), n=1,2.

j=t

Majacc' obliczone funkcje przemieszezei @i ®; mozemy wyznaczyé skladows
wektora przemieszezenia u¥, v* wedlug wzordw (10.20). Po uwzglednieniu okreslet
(10.18) oraz zaleimosci (10.16) i (11.16) otrzymamy

2

id i py 2 idjpg g
11.18 u* = K{ Re ——, 9*=K; Re —_—,
(11.18) 1 j=§l P— 1 j;} P

gdzie wprowadzono skrétowe oznaczenia

(1119 py = ayy p; — arg g+ ana, Q= Qipl;—aspy+ay, j=12.

© W ten sam sposSh mozemy obliczyé funkcje przemieszezef o, D n=1,2),
stanowiace rozwiazania réwnaf (10.23) i (10.24), a odnoszace sie do przypadkow,
gdy w punkcie (£, 5) nicograniczonej tarczy dzialajy jadra sprezystego odksztal-
cenia (5 dG) i (744 dG) odpowiednio. 33 one ksztattu (11.17), gdzie nalezy pod-
stawi¢ zamiast K, by, odpowiednio w wyrazeniach dla ®,” wielkosei K, i by,
w wyraZeniach za$ dla @, wiclkosei — K3 i bjy*, przy czym :

by = By + 1y Bag, by, = Bog + s Bys
by = Bis+ pi Bes , biy* = Bes+ piBas, j—1,2,

za$ Kp, K3 sa okreslone za pomoca wzoréw (11.14).
Natomiast skladowe wektora przemicszezenia w**, p¥* ytxk gees przyjmuja
postaé

| 2 idipy % idjg
11.20 u** = K, Re , ¥ =FK Re —_—,
( _ ) 2 j;[“ 7z — & 2 i~ mlm—1ip)
. 2 iAot 2 idios
(121w = g Re 3 2 s = K3 Re 19
A~ a4 = a—b

Otrzymane powyzej rozwigzania szezegGlne réwnafi {(10.12)-(10.14) oraz (10.22)-
(10.24) stanowia czefoi osobliwe funkeji naprezen i funkeji przemieszezen. Moga
one stuzyé do konstruowania funkeji Greena dla zagadnien dystorsyjnych tarcz
anizotropowych skosiczonych lub nieskoficzonych dowolnego ksztattu. Wiedy
nalezy do nich dodaé czeéci regularne rozwigzafi {akie, by suma czgéci osobliwej
i regularnej spelniala dane warunki na brzegu tarczy. W nastepnych paragrafach
otrzymamy w ten sposdb funkcje Greena dla polplaszezyzny i pasma tarczowego
o brzegach wolnych od napreies, badz utwierdzonych. ‘

Warto réwnicz zaznaczyé, 7e ze wzgledu na formalne podobiefistwo réwnania
zginanej plyty amizotropowej i réwnas (10.12)<(10.14) oraz (10.22)-(10.24) wy-
prowadzone wyzej rozwigzania mozna otrzymaé =z odpowiednich rozwigzaft osobli-
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'wych dla plyt, podanych przez J. Mossakowskiego, [13}, (por. réwniez p. 7 tej

- pracy).

. Mianowicie, réwnanie rézniczkowe powierzchni ugiecia cienkiej plyty anizotro-
powej, obcigzonej w punkcie (£, 77) sita skupiona P, ma postaé [por. (1.5)]:

‘ A w otw ot w atw

(11.22)  Dyio=r T 4D165 5= oy + 2(D12+2D66)a 3oy 4Dy s e +

otw
+Day W =Pi(x—85H3(y—mn,
gdzie Diy sa stalymi wspSlezynnikami. Zatem funkcje

(1123) Fr= (2d6) Pw (5 2w P O T

= - LT . .
P o2’ P oox2’ P oxop’
A8d0) . AEdG) v ASd
OI=" M, B ], 9 = g,
(11.24) A(EO dG) A( 0 dG) d( 0 dG)
L e e R

P

majg z doktadnoscia do czegdei regularnej te same osobliwosci co rozwigzanie osobliwe
réwnania (11.22). Wykonujac na rozwigzaniu osobliwym w (x, y; £, %), podanym
przez J. MOSSAKOWSKIEGO lub na innej drodze wyprowadzonym w p. 7, operacje
rézpiczkowania wystepujace w zwigzkach (11.23) i (11.24) i zastepujac formalnie
Dy, przez ayy otaz pierwiastki réwnania charakterystycznego (2.2) przez pierwiastki
rownania. (11.3) i odrzucajac nieistotne stale, otrzymujemy rozwiazania osobliwe
opisane powyiZej. MoZna roéwniez otrzymaé bezposrednio powyisze rozwiazania
osobliwe z rozwigzafi osobliwych dla plyt anizotropowych obciazonych odpowied-
nimi momentami albo bimomentami skupionymi (por. p. 7, rozdziat 1).
Podstawiajac do wyZej wypisanych réwnan 1 wzorow
_1 1 _ "0 —n

E";) azz*"Ez': aﬁﬁza;s 2= E, = E;

(1125) 016'—_6126:0 3 a1

(oznaczenia wedlug 5. G. LECANICKIEGO, [9]) oraz u; = ifl;, us = iffa, otrzymamy
odpowiednie réwnania i ich rozwigzania dla farczy z materialu ortotropowego
1 typu w ukladzie wspdhrzednych, ktérego osie sa réwnolegle do gléwnych kierunkéw
sprezystych. Przyjmujac za$ stale wedtug (11.25) i Kladac uy = a-+if, g = — a-+if
dostaniemy rozwiazania dla przypadku ortotropii 3 typu. Wreszcie obliczajac
granice rozwigzan dla tarczy ortotropowej 1 typu przy By — Sz, uzyskamy rozwia-
zahia dla tarczy ortotropowej 2 typu. Przyjmujac w tych ostatnich

E
e =1
A P
otrzymujemy rezultaty dla tarczy izotropowej identyczne z obliczonymi przez
W.. NowACKIEGO, [18].

v
(11.26) Ei=E=FE, a,= —F 96T

L}

s
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12. Polplaszezyzna farczowa

12.1. Pélplaszezyzna o brzegu swobodnym. Rozwazmy obecnie tarcz¢ anizotropowsa
w ksztalcie pdiplaszezyzny, w ktérej w dowolnym punkcie wewngtrznym dziata
jadro sprezystego odksztalcenia (¢5 dG). Przyimijmy, e tarcza zajmuje obszar
¥ = 0, zaé jadro dziala w punkeie (¢, ), 1 > 0. Zakladamy, e brzeg pdlplaszezyzny
jest nieobciazony, zatem warunki brzegowe sa nastgpujace

(12.1.1) 05 (%, 0) 2 0, Toyp (%,0) = 0,

gdzie indeksem P oznaczamy sl_dadowe tensora naprezeft w péiplaszezyznie, powig-
zane z odpowiadajaca im funkcja naprezen F;, zgodnie z (10.9), za pomoca
zalernodci '
_RF, . RF

(1212) . G':p = ayz s Oyp = Fx?, T::yp =

2 0
dx oy’

Ponadto naprezenia musz{ dazy¢ do zera przy |z| = |x-+iy| = oo
Funkeji naprezen Fj bedziemy poszukiwali w postaci sumy

(12.1.3) : Fp=F*1 F,

gdzie F* jest funkcja napreien dla tarczy mieograniczonej, poddanej w punkcie
(£, ) dziataniu jadra (¢} dG) — przedstawia ja wzér (11.9), za§ F; oznacza takie
rozwigzanie réwnania jednorodnego (10.12), zeby byly spelnione warunki brzegowe
(12.1.1). '

Ogdélne rozwiazanie Fy réwnania Jednorodnego (10.12) mozemy przedstawié
w postaci calki Fouriera (por. 3D

12 '
Rt =—Re 31 [ 16,00 10,0 49
=ty

gdzie z,, z, sq zmiennymi zespolonymi, okreSlonymi przez (11.8). Ze wzgledu na
zerowanie si¢ haprezefi w nieskoticzonodci i warunek (11.4) musimy przyjaé Dy (A) =
=0, j=1,2. Tak wigc funkcja naprezen F' ma postaé

-
1 2 :
(12.1.4) Fy(x, p) = ~ Re P f Cy () €%,
i=1 5
Stad
—1 2 7 '
Tl (x, 0) = — Re Z A2C; e g,
i=1
(12.1.5) ¢
o9

1 2
T;yo {x,0) = ~ Re
i=

f A2 F251 Cj em di.
0 .

Rozprawy InZynlerskie — 4
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Przedstawiajac naprezenia oy (x, 0), r:y (x, 0) za pomocy calek Fouriera zgodnie
7 (11.11) i (11.8) otrzymamy

o

2 iAj‘u? 1
oy (x, 0) = — K R =R, #R) ¥ d,
&0 ' ejg(x—fi)z 7 ef(p()e
(12.1.6) . .
3
iA; p5 1 :
a,y{} (JC> 0) K Re Z ( — C;;')Z = ? Re f 1,0* (3) e J‘xdﬂ.a
0
przy czym
(12.1.7)  ¢*(A) = fo'; =, 0) e dx,  p*(1) — f’r;y (x, 0) e dx.

Zadajac aby sumy mapreei o(x, 0)- oho(x, 0), Ty (X, 0) 4 iy (%, 0) byly
tozsamofciowo réwne zeru, dostaniemy dla C; () 1 Cz (4) uklad dwéch réwnan,

po ktérych rozwigzaniu i podstawieniu wymkow do (12.1.4) funkc_;a naprezen F
wyrazi sie nastepujaco:

feu)

1 1 1 : .
219 FfERI_?fﬁPMWMWWMwWMwm%&

Obliczajac ¢* () 1 v* () ze wroréw (12.1.7) i (12.1.6) uzyskamy
2 Y .
g*{y=—K iln Z A:“u, e (D) =K it Z A i
o =1 i=i

a nastepnie postgpujac podobnie jak w p. 11 (por. [31] Tub [3]) i biorac pod uwage
zaleznoéci (11.6), mamy ostatecznie '

(12.1.9) Fi (v, ) = al ZZI‘ZA In(z g)

. o (o, _— _
0% IM* 2!2 T

j=1

gd21e wprowadzono skrétowe oznaczenie

i+8772
(12.1.10) Ay = i
, R . o
Stad za$ naprezenia odpowiadajace funkeji Fy (, y) sa dane za pomoca WZOrow
_K 2 2 2 4 ’
PR NS Vi
Tm—ml A & TP
— K 22 Ais
(12.1.11) oy = ———— Re T

1 — 12 A A G L)

K . 22 s Ags
R_e P
I,wrwuzl2 2 Z (21— &s)?

*
L2
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Sumy odpowiednich skladowych tensora naprezed "(12.1.11) i (11.11) opisuja
stan naprezenia w potplaszczyZnie tarczowej o brzegu swobodnym, poddanej w punk-
cie (£, ) dziatanin jadra sprezystego odksztalcenia (e dG) '

Natomiast sktadowe wektora przemieszczenia dla tego przypadku otrzymamy -
w postaci sum

(12.1.12) Uy =u"tuy, vy =1v"}vg,

gdzie u*,v" sg przedstawione wzorami (11.8), za$ !, v} mosemy wyrazié przez.
funkcje naprezen Fy za pomoca znanych zaleznodei, (por. [9], [3D

. o2 F aF(, aF;
Uy = a4 Y —— dx+dip o 416*5;"_0{)3’_*‘[103

oF, R F; OF;
Vo = d2 7y Tom | oo dy—as— - o Cox+bo

(12.1.13)

(Zw1aczk1 fizyczne (10.1) miedzy odksztatceniami €y syo, Vayo 1 napn;zemamf
G Oyos Tayo Die zawieraja juz odksztalcen poczatkowych, gdyz te zostaly uwzgled-
nione przy obliczaniu czgéci osobliwych przemieszezed u*, v*). Tutaj ay, by, ¢
sg dowolnymi statymi rzeczywistymi, a wyrazy z tymi stalymi opisujg przemieszezenia
ciala jako bryly sztywnej. W szczegdlnoéel mozemy je przyjaé za zera, gdyz nie
maja wplywu na stan napreZenia, '

Zatem u,, v, wyrazaja s1g nast@pujgco

© T —mpP 1—#2?2 Py Tz — G5
(12.1.14)
I( 2 2 A
# "l Js di
vy = —3 P Re Z —
1 — M2 A& @G-y

przy czym p; i g; okreflaja wzory (11.19).

W ten sam sposdb mozna obliezy¢ funkeje naprezen F,” i Fyy** oraz odpowiadajace
im naprezenia i przemieszezenia dla przypadkdw, gdy w punkcie (£, 1) pdlplaszczyzny
dzialaja jadra (e dG) i (vg, dG). Sa one sumami

F;* — F**+Fg*, F;-I:* — F*** +Fgﬁ*$,

. i *3 FE gk *** L L
(12.1.15) Oyp = Oy T+ Opgos Oy T Oy
’ L L] L L ok L ok T
My =My Uy, Uy = ‘g, Li=12,

gdzie wielkofci po prawych stronach bez indeksu zero sa czefciami osobliwymi,
stanowigcymi odpowiednie rozwiazania dla tarczy meogra,mczone_], obliczonymi
w poprzednim paragrafie, natomiast Fy*, Fy** otrzymuje sm ze wzoru (12.1.9),
jezeli podstawi¢ w nim zamiast K; i 4;; w wyrazeniu dla Fy* wielkosci Ky i Ays
52 oraz w wyrazeniu dla Fy** wielkoSci K3 i Ay ;! odpowiednio. Stosujac te
podstawienia we wzorach (12.1.11) oraz (12,1.14) otrzymamy wyrazenia dla 'o‘fj:',,

£ L Lk
Ol Oraz ujy i ujg .
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_~Rozwiazanie dla przypadku, gdy dziala jadro o wszystkich trzech skladowych,
jest superpozycja trzech obliczonych standéw naprezenia i przemieszezenia. Do-
konujgc odpowiednich podstawien i przej$¢ granicznych, oméwionych przy koncu
p. 11, mozemy stad otrzymal rozwiazania dla pélplaszczyzn ortotropowej i izo-
tropowej.

12.2. Pélplaszczyzna o brzega utwierdzonym. Zajmiemy si¢ obecnie wyznaczeniem
paprezen i przemieszezen w pélplaszezyinie tarczowej zajmujacej jak poprzednio
obszar y = 0, ktdrej brzeg y = 0 jest utwierdzony, tzn. przemieszczenia up i vy
spelniajg warunki

(1221 uy (%,0) =0, 2p(x,0) =0,

MozZna by rozwigzanie zagadnienia otrzymaé przy pomocy funkcji przemieszozefi
D, 1 Py, ombwionych w p. 10. Prosciej jednak bedzie skorzystaé z funkeji naprezen.

Zaczniemy od przypadku, gdy w punkeie (£, 1)) pSlptaszezyzny dziala tylko jadro
(¢3 dG). Funkcje naprezefi Fy, przedstawimy jak w p. 12.1 w postaci sumy (12.1.3),
a Fy w postaci (12.1.4). Stad dla czelci regularnych skladowych wektora prze-
mieszezenia uy, 75 zgodnie z (12.1.13) otrzymamy

1 2~
uy = g Re 2 fiZ.C;-(F.} i € di— eqy + ap,
f=1
(12.2.2) ¢

2 o0

] e,
vy = — Rej;; f q; €% dj+ ey x + by,

J

Wartosci brzegowe czefci osobliwych przemieszezefi u®, v* [funkcje te sa dane
przez wzory (11.18)] réwniez przedstawimy za pomoca calek Fouriera

oo oo

1 1 )
(122.3)  w*(x0) =—Re f ke di,  v*(x,0) = —Re f % & dj.

Podstawiajac (12.2.2) i (12.2.3) do warunkdw brzegowych (12.2.1) i biorac pod

uwage, 7e u, = u"-tuy, v, =v"+ovy, otrzymamy

(12.2.4) oy — by = ¢ = 0,

_im (g2 — papav™) _ ipy (g 1 0% — qq 4*)
Ap1p1 g2 — pap2qr)’ 2 Mprpigs— paP2q1)’

Dalej, uwzgledniajac (11.18) mamy

o0 2 _
U = f u* (x, 0) e~ dx = — akK, 2 Ajpipy e,
. i=1
(12.2.6) —e

g 2
¥ = ffa* (%, 0) e iy = — 7k, 2 Aj g qs e,
~1
—o0

(1225 ¢
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Zatem ostatecznie

2 2
(12.2.7) F! =K Re 2 As s ags In (z) — &),
_ j=1 s=1
2 2 5 2 2 i
Prdspsags g1 As pis s
(122.8) o} = K; Re ———, o'=KRe V' >
’ ;fgl: s=21' Zp—5s ‘ ;é{' 3;1’ w1 (25— Cs)

gdzie za pomocy a5 oznaczono wyrazenia

itat (s Ps G2 — papa g, i ds — Jis
(1229)  ay, — JF1WePs 02— p3p275) ay = 2121 &5 — s Po 1)

MP14s — pap2q1 ’ B1P1ds —Ms D2 gy

Czgfei regularne skfadowych tensora naprgzen obliczamy w znany sposéb réz-
niczkujac funkeje naprezen F;. Przyjmuja one postad '

- 2 = 2 22 5 = ‘

_ As s My Qs As prs ays

TR ) Y et m—KiRe 3 MM
f=1 s=

(12.2.10) =

- ZSEsﬂfafs

7 = K; Re : -,
Ty 0 L A & (Zj—Cs)2

- Rozwigzania dla pélptaszezyzny o brzegu utwierdzonym i znajdujace] sie pod
dzialaniem jader sprezystego odksztalcenia (g5 dG) i (42, dG) otizymamy podobnie
przedstawiajac odpowiednie wielkoéei w postaci sum (12.1.15). Koficowe wyraZenia
dla funkeji naprezen Fy* i Fi** sa postaci (12.2.7), z tym 7e zamiast X, i 4, nalezy
podstawi¢ Ky i As pe57% oraz Ky i As it odpowiednio. Z pomocy tychze podstawieri
ze wzorow (12.2.8) oraz (12.2.10) dostaniemy czesci regularne przemieszezed I na~
preZen.
13, Pasmo tarczowe

Rozwazmy jeszcze tarcze anizotropows zajmujaca obszar — co < x < ~+ oo,
0 <y < a, w ktérej punkeie (0, 7) (0 < 7 < a} dziala jadro sprezystego odkszial-
cenia (s3 dG). Oznaczmy przez F* funkcje naprezen zagadnienia i przez o, Oyss Ty
odpowiadajace jej naprezenia. Dla pasma o brzegach wolnych od naprezen mamy
nastgpujace warunki brzegowe:

Oys (6,00 =0, 10, (x,0) =0,

(13.1)
ogs (X a) =0, he(xa) =0, .
natomiast F; musi spelniaé réwnanie (10.12), jezeli po jego prawej stronie podstawimy
&=0. :

Rozwigzanle przedstawimy w postaci sumy

(13.2) | o) =F Ry, .

gdzie Fy jest odpowiednia funkeja - Greena' dia pélpla.smzyzny-ob_liczdna wp. 12.1
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(we wzorach p. 12.1 naleiy podstawié £ = 0) za§ F; wyrazimy za pomocg calki
Fouriera - :

F;‘ = — Re Z‘ f (G5 €9+ Dy (7) ¥51]

Po uwzglqdmenm dwdch plerwszych Warunkow brzegowych (sktadowe tensora
naprezeri pochodzace od funkcji Fyte dwa warunki juz speiniaja) funkcja napr@zen
przyjmie postaé

o T 2 o o N
(13.3) F{ =—Re ) f” Cy [ — p2) 4Y + (pz — ) 7Y
i - T
+ (pag — pay) €7 Y] & d.

Dwa pozostale wspdlezynniki €y (A) 1 'Cp (4) wyznaczymy z dwoch warunkow
(13 [) na brzegu y = a. W tym celu rozlozymy sktadowe tensora naprezen Typ (%, @),

\ Tayp (%, d), Ktore sg sumami skladnikow danych wzorami (11.11) 1 (12.1.11), w calki
Fouriera : o
* % g L L1
Typ (x,a) = Oy (x, )+ T30 (‘x: a) = ; Red ¢ (X) e dA,
(13.4) o e
B R B . 1 )
. T;y;u (x, @) = T:ty (x, a) -+ T;yo (x, @) = ";; Re f 1 (A) & dj,
— 0
gdzie ,
= [ 16 (0t oot ae
(13.5) —=
o= f [ray 05, @) + Thyo (5, )] €,

i podstawrimy sumy odpow1edmch naprezef (13.4) i naprezen otrzymanych przez
zrozmczkowame funkcjl Fy “wedlug (10.9) do dwdch ostatnich toZsamosei (13.1).
Po wyznaczeniu niewiadoimych €y (A1 Cq (A) z uzyskanego w ten sposob ukiadu
réwnafi algebraicznych i obliczeniu funkcji @y (A) 1 vy (1) wedlug wzoréw (13.5)
otrzymamy ostatecznie dla_funk(;_u E wyrazenie

.‘em;

(136) F* (x, y)——Kl Ref /']-W* (A)
o {(.“1 ??1 ‘H”:) {(M — Mﬂf(ﬂz, Hl)—l-(ﬂl — 1) f (s a2 — ) f Gt )1+
Az @) [ — i) f (oas p2)+(pia — ) F (s HzH"(Hl — u) f (o, )+
(g @ d) [y — 2 f (s o)+ (aa — i) f (s )+ iz — ) f (2, 201+
A Ep et [ ) S (s )+ — 1) f (a1, pi2) (ot — a2 (s 21} -
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Tutaj wprowadzono oznaczenia
W (k) = @1 _;62) (uy — 111 {eiﬂ(yﬁm)u - ei»’l.(ﬁﬁﬁs)a] +
+ (1 — p1) (g — ) [ePHectEde ¢ emm+m)a] +
- (Hl — ﬁz) (ﬁl . ,L&z) [e‘a‘ﬂ.(mﬁz)a + eﬂ(ﬁﬁm) u] s

2. 1 2 2
o ids u? eAnia—m + - _ A i}.(,ujw—ﬁsq)
4 j;: 1y e (01 — pi2) (g — p2) j;; P e ’
2 i 2 2
. 1Az 3 ngta—a — Ajys g ™40 0= Fm)
i j;; " (11 — p2) (2 — 1) jg 8; otts T

f(m, n) = eHmvin,

Sktadowe tensora naprezefs oly, 6y, Tayy Obliczymy rézmiczkujac wedtug (10.9)
funkcje napreZen Fy, sktadowe za$ wektora przemieszezenia uf, o] stosujac wzory
w postaci (12.1.13).

W ten sam sposéb otrzymuje si¢ rozwigzania dla przypadkéw, gdy w punkcie
(0, ) pasma dziatajg jadra sprezystego odksztatcenia (£ dG) oraz (32, dG). Oznacza-
jac przez Fy* i F;™ odpowiadajace im funkcje napresefi, dostaniemy

(13.7) F3t =F LR, B3 =L P,

gdzie Fp*, F,°% sa rozwiazaniami dla pétplaszezyzny poddanej dziataniv odpo-
wiednich jader, opisanymi w p. 12.1 (z podstawieniem £ == 0). Natomiast F1* i F/**
s postaci (13.6), gdzie zamiast Ky, 4y, 4js nalezy podstawié w wyrazeniu dla F**
wiclkoSel K, Ay u52, Asspiy > oraz w wyraZeniu dla Fy** wielkosci Ks, 4; uyl,
Ajss p1 odpowiednio.

Przejécia do przypadkéw ciala ortotropowego 1 izotropowego wykonuje sie w spo-
sob opisany w poprzednich punktach. W analogicznych rozwiazaniach dla pasma
izotropowego, wyprowadzonych przez W. NOWACKIEGO, [18], zostala wyodrebniona
inna cze$é osobliwa réwniez typu logarytmicznego. ‘

Zupelnie podobnie, wykorzystujac wyniki p. 12,2, znaleZé mozna rozwigzanie
dla tarczy w ksztalcie pasma o brregach utwierdzonych.

14, Tarcza anizotropowa o skonczonych wymiarach

Rozpatrzymy obecnie tarcze skonczona, zajmujaca dowolny obszar I” plaszczyzny
Oxy jedno- lub wiclospdjny. Niech, jak poprzednio, na pewnym obszarze G C I°
tarczy dane beda odksztalcenia poczatkowe &5 (x, 1), & (x, ¥), Y5y (X, ¥) t6wne zeru
poza obszarem G. Rozwigzanie zagadnienia zgodnie z p. 10 mofna sprowadzié
do wyznaczenia funkcji Greena i obliczenia splotow postaci (10.7) 1 (10.8).

Rozwazmy w celu uproszezenia zapisu przypadek, gdy w punkcie (& 7)) e
dziala jadro (s% dG). Funkcje naprezed Fr(x, y; £ 1) mozemy przedstawié w postaci
sumy

a14.1) Y .y
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gdzie F* jest rozwiazaniem szczegblnym réwnania niejednorodnego (10.12), przed-
stawiajgcym funkeje naprezen w tarczy nieograniczonej obliczona w p. 11 [por.
wzor (11.9)], za$ £, jest takim rozwiazaniem réwnania jednorodnego (10.12), by
naprezenia pochodzgce od sumy (14.1) spelnialy okredlone warunki brzegowe.
Gdy brzeg I’ (Jezeli obszar I"jest wiclospdiny, I’ jest sumg konturdw stanowigcych
brzeg obszaru I') jest wolny od naprezefi, warunki te mozemy napisaé nastepujaco

| (por. [9]):

(142) 5008 (1, X) + 75,y COS (1, §) = O,
' Tayr €08 (1, X) + 03 co8 (m,) =0, mna T,

przy czym n oznacza normalng zewnetrzng, skierowana w prawo przy obchodzeniu
brzegu w kierunku dodatnim.

Jezeli wprowadzimy oznaczenia

2 ™ O2F*
Xn=-—0a}, cos (1, x)—1j, cos (n, y) = — % cos {n, x) + %y cos(m, ),
(14.3) _ -
2 F 02 F*
Yu=—1,,cos (m X x) — o} cos (1, y) = Fw P cos {n, x) — FRall (),

przy czym Xy, Yy sa znanymi juz fonkcjami, to zagadnienie sprowadza si¢ do wyzna-
czenia funkeji F) speiniajacej jednorodne réwnanie (10.12) i warunki brzegowe

T35 €08 (11, X) =+ Toys €08 (1, ) = Xu,

(14.4)
rwz cos(mx) -+ ayz cos(n, y) = Ya,

a wigc do pierwszego podstawowego zagadnienia dla tarczy anizotropowei.
Jezeli brzeg I tarczy jest utwierdzony, to warunki brzegowe majg postad

(14.5) up =0, vn=0 na T,
czyli
(14.6) Uy = —u*, vy=-—v* nal,

‘gdzie u*, 0¥ sg znanymi funkcjami [por. (11.18)], mamy wicc w tym przypadku
do rozwiazania drugie podstawowe zagadnienie.

Tak samo przedstawia sic sprawa rozwiazai dla dowolnej tarczy znajdujacej
si¢ pod dziataniem sprezystych jader (&} dG) i (y3y dG). Wystarczy we wzorach tego
punktu zastapi¢ wiclkosci opatrzone jedna gwiazdka, zgodnie z pl‘ZY_]QtYm_l W tym
rozdziale oznaczeniami, przez wielkodei z dwiema lub trzema gwiazdkami.

W ten sposob pizy rozwiazywaniu zagadniefi dystorsyjnych dla tarcz anizotro-
powych moina wykorzysta¢ znane rozwiazania podstawowych zagadnier plaskich,
ktérym posdwigcono dotychezas pokazng liczbe prac (por. np. [9, 23, 3, 6]). '
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Dotychczasowe rozwazania rozdziatu 11 dotyezyly plaskiego stanu naprezenia.
Dla plaskiego stanu odksztalcenia wyjsciowe réwnania i otrzymane rozwigzania
pozostang w mocy, jezeli wsz¢dzie zamiast wspdlezynnikéw odksztalcenia g
podstawimy zredukowane wspélezynniki Bk, zWiazane z a;, za pomoca, zaleznosci, [91,

43053

ﬁjk:ajkw 3 j’k:1:236-
a33

W tym przypadku zakladamy, ze poczatkowe odksztalcenia &y, &y, Yoy mie zmie-
niaja sie w kierunku prostopadlym- do plaszczyzny Oxy, a w odniesieniu do jader
sprezystego odksztalcenia zamiast jader punktowych mamy jadra liniowe przylozone
wzdhuz prostej x = £, y = 7. Wystgpujaca wtedy dodatkowo skladowa ¢, tensora
naprezeft mozemy wyznaczyé preez znalezions sktadowe o, gy, Tgy lub przez funkcje
naprezen F w postaci

» | ®F  aeF NF
Oz = — i3 (21305 -+ @3 0y + ata3g Tay) = — M35 + B3 sa “36W .

Moipa by tutaj rowniez uwzgledni¢ skfadowg &) odksztalcenia poczatkowego
(por. zakoriczenie nastepnego punkiu).

15. Ustalone dystorsje termiczne

Szezegblny przypadek omdwionego w poprzednich punktach ogélnego zagad-
nienia dystorsyjnego stanowi problem ustalonych dystorsji termicznych. Roz-
wazmy mianowicie tarcze anizotropowa znajdujgca si¢ pod dziataniem ustalonego
pola temperatury, Przyjmijmy, Zé‘ .material tarczy wykazuje anizotropie zaréwno
sprezysta jak i termiczna, przy czym w kazdym punkcie tarczy istnigje plaszezyzna
symetrii sprezystej réwnolegla do plaszezyzny $rodkowe], ktéra wybierzemy za
plaszezyme Oxy ukladu wspélrzednych. Jezeli ograniczamy sie do matych od-
ksztalcefi, to uogdlnione prawo Hooke’a mozna napisaé w postaci, [21], [14]:

Eg = 1] Oxa1y Oy-+di6 Tay+ 01 T,
(15.1) &y = @13 Ou-Fayy Oyt dyg Toytay T,

Yoy = Q16 Oataog Oy-H s Toy+og T,

gdzie aj; oznaczaja wspdlozynniki sprezystego odkszialcenia, oy, oy a5 wspdlezyn-
niki termiczne odksztalcent Liniowych i katowego, za§ T =T (x; ») jest funkcia
rozkladu temperatury. Pozostale réwnania p. 10 a wigc réwnania (10.2)(10.4)
pozostaja bez zmian, Zatem do wyznaczenia naprezen ciepinych wywotanych
ustalonym polem {emperatury T (x, ) mozemy zastosowaé metode omodwiona
W p. 10. Rolg odksztalcen poczatkowych ¢, <3, Vay £1aja tutaj odpowiednio oy T,
a T, ag T. .
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Oznaczmy przez (TdG) jadro termospreZystego odksztalcenia preylozone w punkceie
.(5, ) tarczy. Oznacza to, Ze temperatura jest réwna T na nieskoficzenie malym
obszarze dG tarczy otaczajacym punkt (&, n), a rowna si¢ zeru na zewnatrz tego
obszaru. Scidlej, temperatura jest postaci 78 {(x— &) & (¥ —mn). Pojecie jadra ter-
mosprezystego odksztatcenia wprowadzili J. N. GOODIER, [4], oraz B. Sen, [24}

Podstawiajac we wzorach p. 11 (:2dG) = (o1 TdG), (s5dG) = (op THG),
(yoy dG) = (a5 TdG) oraz dodajac odpowiednie skladowe tensora napreZen i wektora
przemieszezenia, oznaczone tam jedna, dwiema i trzema gwiazdkami, otrzymaniy
nasiepujacy rozklad naprezeh i przemieszczefi w nieograniczonej tarczy poddanej
w punkcie (£, %) dziataniu jadra (7dG):

2 idjusrs i4sry
(152) —KRGZ( —5p ﬁKReZ(z—cg)z
15,
2 idijprg
e 3
lAij i 2 idjgyr
153  u¥*=—KRe » — , o¥=—KRe —_—,
(153) g; zj— G j;; i (21— &p)
gdzie wprowadzono oznaczenia
(T46) ) .
(15.4) K= , m=ogpito—asp, j=12.
wdyy

Podobnie korzystajac z rozwigzaf podanych w p. 12.1 1 12.2 moZemy uzyskaé
naprezenia i przemieszezenia w pélplaszezyZnie tarczowe] o brzegu nicobcigzonym
albo utwierdzonym zupelnie, w ktérej punkcie (£, #) dziata jadro termosprezystego
odksztalcenia (TdG). Tak wice dla pdlplaszezyzny o brzegu wolnym od naprezefi
marny

K 2 ¢ Hzﬁjs;s
G* :U* +'—‘“'—‘—_Re _——j—'_—g
BT — pp 2 g 3321 #3 (25 — Ls)?
K * 2 2 Ajs;s
15.5 oy, = 0y + - Re = e
(15 v =0 T g 2 “ 8;: Ha (25 — Co)?
K Y & st
Toyp = Tay— ——— 7, Re
e =Ty — o ,; &tz — G
* % K R : % Ajs ps¥s
- (1556 H1— M2 =7 i1 M s
. . o . I( 2 Aj's qj;s
Uy =T

g ——— — Re 7 .
? |1y — pia 2 Z & i (z—1L)’
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natomiast stan naprezenia i przemieszczenia w pélplaszezyinie o brzegu utwierdzo-
nym opisuja wielkodci

2 2 42 %
_ As 7 oy ts
o = or 4- KRe s Ayl
“ * J=1 s=1 #S(ijgs)z
. » 2. ’
, As Cljsrs :
r . -
(15.5) Typ = G:U + KRG 2 Z ,us(Zj — G2’
2 2
Ay pry agsTs
1;* —KRG = =
ayp— ; P s (25— Co)??

7

2

u =u" — KRe —_——=
jzg = #s(zd—ﬁs)

2 2

2 Espj Ctj‘s;s

(15.6"
As g s Ts

i=1 s=1 s i)

1)1,-—‘0 -~ K Re

W powyzszych wzorach oy, u®,v” oznaczajg CZQ§CI osobliwe naprezen i przemie-
-szezen, okresSlone za pomoca wzoréw (15.2) i (15.3). -

Wreszcie, biorge pod uwage rezultaty uzyskané w p. 13, mozna by wypisa¢ analo-
giczne rozwigzania dla tarczy w ksztalcle pasma o brzegach swobodnych, jak réw-
niez wykazaé, Ze rozwiazywanie zagadniefi ustalonych dystorsji termicznych dla
tarczy anizotropowej skoficzonej (albo nieskoficzonei), zajmujacej dowolny obszar
jedno- lub wiclospdjny, sprowadza sie podobnie jak w p. 14 do rozwiazywania

. podstawowych zagadnien plaskich teoril sprezystosci cial anizetropowych.

Dokonujac w powyzszych wyrazeniach podstawieds (11.25) i przyimujac a¢g — 0
oraz gy = ify, pz = ifa albo wy = a-+if, g = — a-+if, otrzymamy odpowiednie
rozwigzania dla tarcz wykonanych z materiatu o ortotropii pierwszego albo trzeciego
typu, jezeli osie ukladu wspdhrzednych przyjmiemy réwnolegle do ghdwmych kierun-
kéw sprezystych. Obliczajac za$ granice rozwiazan dla tarczy ortolropowej plerw-
szego typu przy 1 — f, uzyskamy rozwiazania dla tarczy o ortotropii typu drugiego.
Jezel w tych ostatnich zrobimy podstawienia wedlug (11.26) i dodatkowo przyj-
miemy ¢ = ap = &y, dostaniemy rezultaty dla tarczy izotropowej, polirywajace
si¢ ze znanymi w literaturze, (por. [4] oraz [17)).

Podane wyzej rozwigzania dla tarczy poddanej dzialaniu jadra termosprezystego
odksztalcenia stanowia funkcje Greena rozwazanych zagadniefl i pozwalaja droga
calkowania na wyznaczenie naprezen i przemieszezen wywolanych nieciaglym polem
temperatury. Mianowicie niech dany bedzie rozklad temperatury ckreslony funkcja

T(x, ¥) wewnatrz obszarun G,
0 na zewnatrz obszaru G,

(15.7) T = {
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gdzie G jest czgécia obszaru tarczy. Wowezas napreZenia i przemieszezenia w tarczy
beda dane za pomoca wzordw

U5.8) o= [ T&m ol (xy: & m) didy,
[ .

(15.9) uy (x, y) = fG f TEm)uy (x,p; &, n) de dy.

Obliczmy na przyklad naprezenia i przemieszezenia wywolane w nieograniczonej
tarezy anizotropowej przez temperature réwna Tj = const wewnatrz prostokata
o bokach 2a, 2b i §rodku w poczatku ukiadu wspOlrzednych, a réwna zeru na
zewnafrz tego obszaru,

Korzystajac ze wzoréw (15. 8) i (15 2) otrzymamy

dé dy

oz (x, y)E—L—ReZ lAj,ujl‘j ff(zﬁcj);!

— ~—b
skad ostatecznie

U510 o50x,0) = - - Re 2 2 (=1 idy g1y [ Gz — oge) + I (55 — o),

=1

gdzie wjs oznaczaja w1elkosc1 zespolone
(1511) ‘ w.’n"].:a"l"ﬂjb: wjzzahﬁ_lujba j= 1, 2.

Naprezenia oy i vsy oblicza si¢ analogicznie. Mozemy je otrzymaé przyjmuige
we wzorze (15.10) zamiast 4; w wyrazenin na o, wielkosé 4, M52 otaz w wyraZeniu
na Tzy wielko$¢ — 4,7l

Natomiast dla skladowych wektora przemieszezenia, zgodnie ze wzorami (15.9)
i (15.3), mamy wyraZenia

Ty 2y % id; p r
1512)  u(x,y) = Re 3 MV IHT (19 [(zy-taogs) In (zy-+aps) +-
( ) {x, ») — ejZI & » (—1° [(z+wys) In (2 is)

4 (25 — wis) In (2; — wy4s)]

1 tej samej postaci wyrazenie dla v (x, ), w ktérym zamiast p; wystepuje gy uy ~ 1.
Postepujac w sposéb wyjasniony poprzednio otrzymujemy dla przypadku orto-
tropii wzory pokrywajace sie xz wyprowadzonymi inaczej przez W, NOWACKIEGO,
[20], dla nicograniczonej za$§ tarczy izotropowej wzory zgodne z rezultatami
J. N. Goopigra, [4].
Wyznaczmy Jeszceze stan naprezenia i przemieszozenia w polplaszezyZnie tarczowe]
> 0, ktéra wewngirz prostokata o wierzchotkach (ay, by, (ay, bs), (— ay, Ba),
(H a1, by) jest ogrzana do temperatury T5 = const, a ha zewnalrz tego prostokata
temperatura jest #6wna zéru. :
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- Dla pélplaszczyzny o brzegu nieobeiazonym zgodnie z (15.8), (15.9), (15.5) i (1 5.6)
ofrzymamy

2 2

T
(519 e = e 3 3 1% idy s ol —tn
=i =1
1 Hi Afs Ts
wj]{.' )]+ !M]_ lez Z d {ln (Zj—i_wé'k) - In (Z.':‘ - wsk)]}
(15.14)  up (x, y) = —— Re Z 2 pi{— 1)"{ [(z] }—wﬂc) In (Zj“;—ﬁ)jk) —

J=

- . 1 2 Ajs ?'s
w i § ! ok P
-— (2_1 —_ wg-,c) In (Zj — (x)m)] + |[u1 ,1.62]23:;- ﬁs3 [ (Zf—l_wsk) In (ZJ"i‘ws.?c)

~ (z— ) In (zy — & ]},

przy czym

(15.15) Wi = —pi by, ol =atwby, -j k=12

Naprezenia oyp, Toyp maja postaé (15.13), gdzie zamiast A;, Ay nalezy podstawié
W Wyrazeniu na oyp wielko$¢ Ay ui2, Ajs 2, a w wyrazeniu na Tayp wielkode
— Aj pil, — Ays py L. Zas vy (x, ¥) uzyskamy ze wzorn (15.14), jezeli przyjmieny
w nim g; ujt zamiast p;.

Analogiczne rozwigzania dla pélplaszezyzny izotropowej w inny spos6b otrzymat
W. Nowackl (por. [17]). Wzér (15.13) i otrzymane z niego za pomoca powyzszych
podstawiefi wzory dla oyp i 74y W przypadku pélplaszezyzny izotropowej sg zgodne
(jezeli zamieni¢ odpowiednio osie nktadu wspéhrzednych oraz wymiary i polozenie
prostokata, na ktérym zadana jest temperatura) z wynikami W. NOWACKIEGO.

Wreszeie dla pélplaszezyzny o brzegu utwierdzonym mamy

’ TO 2 z . .
(15.13) 04y (3, 3) = Jn Re jg; Z #i(— 1y {idsry [ln (z7 + w;k) —

k=1

A-s J[‘Lj s F's

—In G — )]+ 2 " o s 55 —In Gy — msk)]}

2 2.
Re 37 Moy 1)’“{
i=1

(15.14’) Up (x, ) = [(Zj + cojk) In (z; + cojk) —

As Ujs rs
~— (23— wj) In (7 — W] + 2
§=1

x (o + %) In (25 %) — oy — 522) In (2 — wsm}
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Aby otrzymaé paprezetia oyp, Tayp, nalezy zamienié we wzorze (15.13) A, o5
na Ay ,uj—z, ags pij % oraz — Ay pil, 1, — o5 py! odpowiednio. Funkcig *v@ za§ przed-
stawia wzor postaci (15.14), w kiorym zamiast p; wysigpuie gy py

Rozwazmy jeszcze cialo anizotropowe w kszialcie walca, znaJdquce sie w plaskim
stanie odksztalcenia. Jezeli ustalone pole temperatury nie zmienia si¢ w kierunke
prostopadiym do plaszezyzny Oxy (T jest Tunkcja, tylko x i ), w kazdym punkcie
ciala istnieje plaszezyzna symetyil sprezystej prostopadia do tworzacej walca, ktorg
przgjmujemy za o Oz oraz wspdlozynniki termiczne ey 1 s sa réwne zeru 2, to
uogdlnione prawo Hooke’a bedzie postaci, [21],

£p = @11 Oxtd12 6yta13 Oz tais Tay+ar T

&y = U3 Oxt-Agn Oy+a23 Or-bog Tay 02 T,

(15.16)

& = 3 Oy-tdyz Oyt 33 Optdag Tay+ o3 T=0,
Yay = 16 Ozaa6 Oy+ag 0ot dssTaytos 1.

Jezeli korzystajac z trzeciego z powyzszych réwnafl wyrugujemy o, z pozostalych,
to ofrzymamy

&5 = P11 0o+ P12 Oy P16 Tauter T,
(1517 ey = P2 6aFfrn oytPos eyt T,
Yay = P16 0z P26 0y Pes T:&y'Jl‘Qg T,

gdzie By sa tzw. zredukowanymi wspoélczynnikami odksztatcenia i dane sa wzorami
(14.7), natomiast p; oznaczaja wyrazenia

dj3

or=a——a, J=126.

33
Poniewaz pozostale wyjéciowe réwnania (10.2)-(10.4) pozostaja bez zmian, wszystkie
olrzymane powyiej rozwiazania beda si¢ odnosi¢ do ciata o wymienionych wyzej
wlasnoéciach sprezystych i termiczaych, znajdujacego sig w plaskim stanie odksztal-
cenia, jezeli tylko wszedzie zamiast gy podstawimy fyx oraz g; zamiast oj.

Pozostale skladowe tensora maprezefi sg wiedy

Tz =Ty =10, o027 “a‘“(dn%erszy-i—aasTa:er a3T).
33 : _

W przypadku ortotropii mamy dig = dzs = dag = t5 =0, czyli P15 = Pos =
= g6 ="0 i réwnania (15, 16) i (15.17) przechodza w podane przez W Nowa-
~ CKIEGO, [22]

.. 2 Zerowanie si¢ wspSlczynnikow termicznych ag 1 os jest jednym z mozliwych warunkOw, przy

% ktdrych uktad podstawowych réwnan dla plaskiego stanu odksztalcenia jest formalnie taki sam

LT jak w przypadku plaskiego stanu naprezenia. Chodzi tutaj o spelnienie trzeciego réwnania row-

-__nowag; ‘Zarniast niego mozna zazadac, by wspéiczynmm termiczne i sprezyste odksztateenia spet-
. mialy zaleZznocl aas as — aus 04 =2 0, ass @y — aas a5 = 0.
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Pezome
HEKQOTOPBIE BOIIPOCHL TEOPUH VIIPYI'OCTH AHUIOTPOITHEIX TEI

B mepsoM pasfene paGoTl pACCMATPHBASTCA CTPYRTYDE, pemennit AEbQepeRTMATLALY Ypas-
Hexuif ¢ 9ACTHRIME NPOM3BOAHBIMA SIHOTHYECKOIO THTIR, ¢ JEYMS HE3ABICHMBIME TePeMCETHEIMIA
HIETEEPTOTO TIOPANKA, A FAKKE YCTHOTO MOPHIKE ¢ HOCTOSHHEIME Ko3Mbduumertama, Uro xacaercs
BOOPOCOB TECOPHM YOPYTOCTH, TO YPDABHEHHS YCTBCPTOTO MHOPSIKA ONHCHIBAIOT M3THG TORKOH
AHU30TPONHOR TWIACTAHKE, QYHKINiO HANpKeHnl ¥ QyHKIFIO TepeMemenyl I aH3IOTPOIHEX
T, HaXOAAIMAXCA B IUIOCKOM HANPMEKEHHOM COCTOSHHH HUIH TIIOCKOM NEGOPMHDPORARHOM CO-
CTOSHUH, UPH TPCHIICNOREHHA, ¥TO B KaXHOH TOuxe Te/Ia CYMESCTBYET INTOCKOCTE YHPYTOil CHM-
MeTpEA. SCHO, YTO I KAKAOrO B3 IPEBCICHMEIX CIIYYACE EMEHOTCH paznuaEsie ®OoIPOUITHEHTEL.
Torma kak ¥ YpapHeHya HeeToro THOPSAKA CBOJHTCS YPABHEHHC INs (yHKIHEHN, OIECHIBAKOUINX
Sonece obmme Hanpskennple ¥ AedOPMAPOBAHNLIE COCTOSHES B TCHE, ¢ IPOUSBONBHOE Iipamo-
Jm.ﬂemnoii AHA3OTPOIECH.

Ypaanemm HeTBEPTOrO MOPAAKaA OOCYIKNAIOTCH HA NPWMEpPE YPABHCHMSA HTOBEPXROCTH M3rnba
SHW3OTPOLHOH mnacTHHRH. BEBomATCH 0GB BA PEIICHHS 3TOTG YDABHEHHSA I CAYYACE OfLO0-
CBASHOH H MHOFOCBAZHOM, KoHewHOM Wim GeckoHeusoil OBGNACIH W YCTAHOBIMBASTCA CTEICHE
OFPEAC/EHHOCTH TONOMOPOEEX GyHKmuil CYyMECTBYIOIIAX B PEILCHER. Brramcnenus TPOBOANITHCE
A KOMTIIEKCHBIX IAPAMETPOR BTOPOTO POAA, & KOHEUHBIC DPERYNLTATHI NATOTCA TAKKE I T~
PaMeIpoB NEPBOro pofa. JIONyYeHHEe PeSyNBTATEI PACIPOCTPAHIOTCS A HIUIMIITHYECKHS YDan-
HOHUT OPOM3BOJIGHOIO WETHOr0 LOPAfKa, Jaxpiosaiomeccs B pabors ZOKa3aTeNLcTBa TEOpeM
aprmolca ofobmermen paceyxotenit H. V. MycXeqEBIONIH, KACAIOTTHXCH OUTrapPMOHHYECKOTO
yDABHCHUS.

B uactaoctn, nomyieno, TaxmM o6pa3oM, OCHOBHEIS DEITEHN PACCMATDHBAEMEIX YPaBHEHHH,
KOTOPEIG MOMKHO ACHONB3ONATE AN TOCTPOCHNS QYEKNHH I'pHHa pPaccMATPHBASMEIX YPABHSHMH,

Vicnmonesys pemesus ATd INACTHHKE, 38HAMAIOMEH HABYXCBI3HYIO OGIACTH OTPAHWYSHHYIO
KpyroM H TOUKOif B GECKOHEUHOCTH, COOTBETCTBEHHO HATPYMEHHOH TI0 KORTYDY OTEEPCTHS npo-
BONSL TPRHMHEIN HEPeXOf, OPH PAAMYCE KPYrd CTPEMSIEMCH X HYNQ, IOIYIAeM CHATYIADHOS
peIIcHie s GECROMEYHOM AHEIOTPONNON IIACTMHEM HATPYREHHOH COCPEAOTOUCHEOH CUII0ik,
OpEBefenHol papme B, MoccakoBCKEM; 3aTem JaeTcs perienre Iy INIACTHHKH, HAXOZALeHcs
IOA BIIISTHEEM COCPSHOTOUYCHAOIO MOMEHTA H COCPENOTOYEHHOTO GHMOMEHTA,

Ilopgobusm 06pasodM nosydeHO CHETYIAPHEOS DPEISHWe a8 GECKOHeuHOH AHA30TPONHOM
IUTACTMHEL, TON BIMSNECM COCPENOTOUCHHON CITEl B COCPEAOTOYCHHOIC MOMEHTR, TPHBEICHHOIO
C. T, JexHmmmmn,

Bo rmropom paspmene paGoTsl PRCCMATPHBACTCH INIOCKAs 327344, Kacartomascs HUCTOPCHE
AHA3OTPORHBIX Tel, 33/1a%a COCTOMT B ONPSAENEHVM HANDSXEHHOTO COCTOAHNS E ICpOMEr[eri
B aHE30TPONHOR INIACTHEES, BHMSBATHBK HAYANEHEIME AeQOopMAIHAM, 32aMAHHHME HA HOKOTOPOHR
gacTe obnacty. 310 spnseTcs oSobMeRneM na Coyuail AHU3OTPOHUA IUIOCKOH RUCTOPCHOHHOMR
3afiauH, pemicHnoi B. HopankuM Ijid H30TPONHBIX TEIL,

B NaHHOM CHy4Yae HCHONE3OBAIBCH METOJ dynxmai I'puna, aganTupopanmst B, Hosanium

SIS PELISHAS TAKHX BONPOCoB. @yHiupave I'DHEA SRIAIOTCS B ATOM GIy9ae, BEATHALL (naops-
MEHI, NEPEMEINenus, GYHKIINE HAUPsLKEHW WIH HepeMeIeHTsl), BpEBaHnbe NeicTBIeM yipy-
roro ampa pehopmanue, 3napue dymagm I'pada paer BOIMOXHOCTDb, HyTEM HHTEIDHPOBAHHASI,
TOAYIHTE DEMICHRS Ji# HAYANHHBIX ZedhOPMANAH OPOMZBONBHO PACHONOMCHHBIX Hi 3a1aHHOM
0BracTa.
" Hexommsm OYyHKTOM SBIECTCA ONPEIeNEHHe HalpskeHHd M HnepeMemneHnn B GecKoHeTHON
IIACTHHES, BRISBAHHEIX AAPOM yOpyroit medopMamms, HampsxeHHs OOpEmeIsIOTeS ¢ MOMOIMBIO
byt Dpu, a TepeMenenre ¢ TOMOIIHIO bymxuuit I"anepxrna, IPUYEM PEINCHAE BRDAKACTCH
COOTJBE:TC”IBYK)EEHI\M HMHTCTPanaMi Pypne, KOTOPHIE, B XOHIES KOHIOB, MPeCTABNEHE B 3aMKHYTOM
: BHI{e- Hx MO}I(HO HONYYMTE TAIOKEe A3 COOTBCTCTBYIOIMX CHHIVIAPHBIX PEINEHMH IS ABEA30-
TPOTIREIX "HIIECTMHOK, HAXONATIHXCH NOZ BIMSIHHEM CHJIBI, MOMEHTA, HAH COCPEOTCYEHHOro
; Glrmomeﬂ'ra.
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Ilyzem crmoxeHus TONyYeHHOH paHbIIe CHHTYAPHON 4acTH pemenus ¢ Tax nopobpanmoH
PEryJIAPHON YACTEEO, YTOOE! MX CyMMA YOOBIETBOPIIZA HRHHLIM KPacBRIM YCIIOBHAM,. OTPeems-
FOTCH  janee WalpaXeHHA A NEPEMELUSHHS B HONYIVIOCKOCTH € 3aKpeliieHHRIM Kpaem . |1. cGo-
DOOABM KpaeM, a Takxe B Tofoce, Tlokaszamo TAIOKE, ITO ONPEACISHVES DeMICHHS AT KOHCTHOTO
IHCKA INACTEEE! CBONHETCA K ONPEACHCHIIO PEILCHHS OHOM H3 OCHOBHBIX TUIOCKHX 3amad TEOPHHA
YEPYTOCTH auHH3OTPONHOTO TEMA.

YacTHBIM CIIy9aeM DPaccMaTpEBAEMON UMCTOPCHOHAON 3a1a9 SBISIOTCT CTAaHOHAPHEEIE TEP~
MITIECKHE MHCTOPCHE, KOTOPHM TOCBAIASTCSA TOCTENHAR OyEKT padoTs. Hemomesys nonydcRHEe
PAHBINE PC3YIRYATHL, AANOTC HAODAMECHWA M HOOPEMEIHEHMA B GECKOHCYHOH ITACTHHE i ﬁorry-
TOCKOCTH, BRI3BAHHEIC CTATHOHAPHEIM AUPOM TEPMOYHPYTOH nedopmarmm, Ony MOryT GEITL
| HCHOTIL30BAHEL ANA ONPEENICHHS HAIPSUKEHMI I [CpPeMEINeHRi, BAISBAHHEIX B IDIACTHHE Das~
PEIBHEIM TEMUOCPATYPHEIM NTOJEM, YTO H HILICTPRDYSTCA OBYMS TNPHMEDAMI; KOIJA TeMISPeTyPa
B DeCKOHEION YUIACTHHE W B HOMYIUIOCKOCTH B objacTd TPAMOYTONBHAKA UOCTOSHHA H PARHA
Aynio eee 5Tolf o6macTH. o

Summary
SOME ELASTICITY PROCBLEMS OF ANISOTROPIC BODIES

The first section is devoted to the structure of the solution of partial differential equations of
the elliptic type with two independent variables, of the fourth or any even order and having constant
coeflicients. In the theory of elasticity fourth order equations describe the deflection of a thin aniso-
tropic plate and also stress and displacement functions for anisotropic bodies in plane state of
stress or strain, assuming that there is a symmetry plane of elasticity at every point of the body.
The coefficients of the equation are different in each of the cases considered. For the description
of more general states of stress and strain of a body of any rectilinear anisotropy leads to sixth
-order equations,

The fourth order equations are analysed by means of the example of the deflection surface of
an anisotropic plate. A general form of solution is obtained in cases of simply or multiply con-
nected finite or infinite regions. Also the degree of determinacy of the holomorphic functions oc-
-curring in the solution is determined. The analysis is performed for complex parameters of the second
kind. Final results are also given for parameters of the first kind. The resuls are generalized to an
«eliiptic equation of any even order. The proofs contained in the paper constititte a generalization
of N.1. MUSEHELISHVILI'S considerations concerning the biharmonic equation.

In patticular, basic solutions are arrived at for obtaining Green’s functions for the problems
nder consideration, .

Making use of the solution for a doubly connected plate bounded by a circle and a point at infi-
nity and loaded in an appropriate manner on the contoury, and passing to the limit for the radius
«of the circle tending to zero, a singular solution is obtained for an infinite anisotropic plate loaded
by a concentrated force, previously obtained by J. Mossakowskl and then for a plate loaded by
a concentrated moment and bimoment, :

In a similar manner we obtain a singular solution for an infinite anisotropic plate loaded
by a concentrated force and moment, obtained by S. G. LETCHNITZKY.

The second section is devoted to the plane distortion problem for anisotropic bodies. The
_problem i3 that of finding the state of stress and strain_in an anisotropic plate due to initial
strain in a portion of the region. This is a generalization to the case of anisotropy of the plane
distorfion problem solved by W. Nowacki for isotropic bodies. )

‘The method of Green’s function is used fn the form adapted by W. NowAcxkr for the analysis
of these problems, Green's functions are, in this case, quantities (siresses displacements, stress or
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displacement functions) produced by a nucleus of elastic strain, The knowledge of Green’s function
enables us to obtain, by integration the solution in the case of intial strains distributed in any way
over the region. '

The point of departure is the obtainment of stresses and displacements in an infinite plate pro-
duced by a nucleus of, elastic strain, The stresses are determined by means of the Airy function
and the displacements — by means of Galerkin functions, the solution being expressed in terms
of Fourier integrals which are represented finally in a closed form. They can also be obtained from
appropriate singular solztions for an anisotropic plate loaded by a concentrated force, moment
or bimoment. )

By adding to the singular part of the solution a regular selected in such a manner that their sum
satisfies the given boundary conditions, stresses and displacements are obtained in a semi-infinite
plate with clamped and free edge conditions and in a plate strip. It is also shown that the compu-
tation of the solution for a finite plate reduces to the obtainment of the solution of one of the funda-
mental plane problems of elasticity of an anisotropic body,

A particular case of the above distortion problem are steady-state thermal distortions, to which
the last section of the paper is devoted. Making use of the above results, stresses and strains are
obtained in an infinite plate and semi-infinite plate produced by a steady-state nucleus of thermo-
elastic strain. They can be used for the obtainment of stresses in a plate produced by a disconti-
puous temperature field. This is iltustrated by means of two examples, in which the temperature in
an infinite plate and in a semi-infinite plate is constant in the region of the rectangle and is zero
ouiside this region,
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