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1. Wstep

Zagadnienie zginania Iukéw o przekroju kolowym (rury zakrzywionej) bylo
rozpatrywane najpicrw przez A. BANTLINA, [1]. Autor ten zajmowat si¢ zginaniem
tzw. «kompensatordw lirowych», stwierdzajac Ze przemieszczenia, obliczone na
podstawie réwnania rézniczkowego dla pretow zakrzywionych

1 1 M
(11) 7 _R, —7{* ~ EJ

w przypadku przekrojow pierfcieniowych, sa w pordwnaniu z przemieszezeniame
wyznaczonymi na drodze do$wiadczalnej kilkakrotnie mniejsze.

Pierwszym, ktory uwzglednil zmiane przekroju poprzecznego zginanego huku
(sptaszczenie przekroju), byt T. KARMAN, [9]. Postugujac sig metodg Ritza—Rayleigha
i przyjmujac, Ze skladowa przemieszczenia stycznego moze byé przyjgta w postack
SZeregn

(1.2) ‘ Wi = 2 Cp, sin 2@,

=1

T. KARMAN otrzymal réwnanie rézniczkowe osi odksztalconej uku w postack

(1.3) E—'—R— = KEJ"

Wystepujaca we wzorze (1.3) liczba K < 1 uwzglednia zmniejszenie sztywnosck
tuku w stosunku do rury prostej. Liczbe t¢, zalezna od ilosci wyrazéw szeregu (1.2),
pazywa sic dzisiaj powszechnie liczba Ké&rméana. W poréwnaniu z wynikami
A, Bantlina, wyniki T. Karména odbiegaly juz tylko o 20% od danych do$wiad-~
czalnych.

Nastepne lata przyniosly bardzo duza liczbe publikacji. Obszerny przeglad prac
do lat 1949-1955 moZna znalezé w literaturze, [2, 6, 7, 13].

Obecnie przejdziemy do oméwienia nowszych prac po$wigconych temu zagad-
nieniu, W ostatnich latach badaniami do$wiadczalnymi zajmowali si¢ J. H. ForD
i C. E. TURNER, [5], oraz A. G. KAMERSZTEIN, [24]. Jak wynika z pracy [24] dla
tukéw o duzej krzywizZnie istnieja rozbieznosci migdzy danymi do§wiadczalnymi,
a wynikami np. Clarka—Reissnera, Dalsze wiec prace nad zagadnieniem zginania
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hkdéw o duiej krzywimnie sa niezbedne. Dalsze prace dotyczace tege zagadnienia
poszly w kierunku rozwinigcia metod asymptotycznego catkowania, zagadnien
niejednorodnych {obciazenie ciSnieniem zewnetrznym Iub wewngtrzoym), standw
sprezysto—plastycznych, teorii nieliniowej i pewnych préb obliczen z uwzglednie-
niem pelzania.

W kierunku teorii nieliniowej poszly prace Reissnera i Clarka. Obszerne omo-
wienie wynikéw tych autoréw znajduje sie w artykule Reissnera, [10]. Nalezy wy-
mieni¢ rowniez dalsze prace Reissnera, [11] i [12], dotyczace rozpatrywania tego
zagadnienia w ramach teorii nieliniowej.

Za kontynuacje prac Reissnera mozna uwazaé prace E. L. Akselrada. W pracy
T15] rozpatrzono zagadnienie zginania fuku przy duzych ugigciach dla profilu
-otwartego, w {16] za$§ uzyskano réwnania dla iuwkn o dowolnym przekroju i dla
duzych ugieé. Praca [}7] zajmuje sie przypadkiem zginania tuku o przekroju kolo-
wym w Swietle teorii nieliniowej. Wreszcie w pracy [18] rozpatrzono przypadek
-obcigzen zewnetrznych (ci$nienie).

Luki obeigZone ciSnieniem od wewnatrz byly rdwnie? rozpatrywane przez CLARKA,
1101, oraz przez P. G. Karkg i M. B. Dunna, [R].

Dla przekrojéw zblizonych do koltowego i obcigzonych cinieniem, istnieja roz-
wigzania D.L. Kostowieckicgo w ramach teorii liniowej [25] oraz dla duiych
ugied, [26]. Praypadek utraty statecznodci dla przekrojéw zblizonych do kolowego
zostat rozpatrzony przez KOSTOWIECKIEGO W pracy [27).

Ciekawy sposéb ogdlniejszego podeifcia do omawianego tutaj zagadnienia
(uwzglednienie ogdlnigjszych obcigZen brzegowych) przedstawia K. F. CzerNYCH
w pracy [20].

Dalsze rozwiniecie metod asympiotycznego calkowania moina znaleZé w pracy
8. A, Tumarkina, [30]; stabelaryzowanie pewnych funkcji podstawowych w tej
metodzie znajduje sig w pracy L. N. Nosowej i S. A, Tumarkina, [28].

Za probe analitycznego wyznaczenia naprezen w lukach segmentowych mozna
uwazaC pracg M. I Esirina, [21].

Zginanie tzw. rurck (sprezyn Bourdona), rozpatrywane réwnies przez FrEo-
DOSIEWA, omdwila L. E. ANDREIEWA W pracy [14].

W pracach L. M. Kaczanowa [22] oraz W. S. Turkina [31] zostalo rozpatrzone
zagadnienie zginania sprezysto—plastycznego, a w pracy L. M. Kaczanowa, {23},
rozpatrzono pelzanie tukéw zginanych. _

Istnieja wreszcie zagadnienia bliskie z punktu widzenia teorii powlok zagadnie-
niu Karména: sg to powloki toroidalne otwarte lub zamknicte, ktdre w zastoso-
waniach praktycznych spotyka si¢ np. przy budowie korpuséw turbin wodnych
lub parowych. Zagadnienia te sg przedmiotem osobnej grupy prac, z ktérych naj-
istotniejsze zostaly oméwione przez W. W, Nowozmowa, [29]. Z powyZszym
problemem wigie sie réwniez praca W. N. Bulgakowa, [19].

W niniejszej pracy postawiono sobie za cel wyznaczenie liczby Karmana oraz
podanie wzoréw na napreZenia wystepujace w tukach falistych. Ze wzgledu na bardzo
skomplikowany ksztalt takich hikéw zrezygnowano z dokladnego opisania powierzch-
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pi §rodkowej tuku przyjmujac powierzchnig toroidalna pofaldowana sinusoidal-
nie. W pracy stosuje sie nastgpujace zaloZenia dotyczace samej powierzchni:

1) powierzchnia $rodkowa tuku jest powierzchnia toroidalna o promieniach
r=r1-(Ho+Hy)/4, R = Ry — (Hy— H)/4, gdzie ry i Ry sa promieniami tukéw
gietych bez pofaldowania,

2) pofaldowanie jest sinusoidalne,

3) wszystkie faldy sg jednakowe,

4) wysokosé pofaldowania zmienia si¢ zgodnie z zaleZznoicia (2.8),

5) nie uwzglednia si¢ zmian grubo$ci materiatu (speczenia), powstalych w czasie
wykonywania tuku,

6). zaklada sie, zc istnieje ortotropia konstrukcyjna scharakteryzowana funkcjami
kg i ko

Inne zaloZenia upraszczajace bgda omowione kolejno w miarg rozwigzywania
zagadnienia.

Jest 1zecza oczywista, ze w $wietle przyjetych uproszezen wzory okreélajace
naprezenia majg charakter wylacznie orientacyjny.

Trudno$é uwzglednienia w badaniach teoretycznych skomplikowanej powierzchni
takiego luku wydaje sie byé gléwna przyczyna braku prac na tem temat. Pewne
badania doéwiadczalne byly jednak przeprowadzone przez E. T. CoPEGO
i E. A, WERTA, [3], oraz R. L. DENNISONA, [13]. Tak np. R. L. Dennisox badat dodwiad-
czalnie hiki pofaldowane o $rednicy 150 mm i otrzymat liczb¢ Karmana K = 0,165,
Z badan Copego 1 Werta wynika, ze badane przez nich huki faliste, wykonane z rury
o $rednicy zewnetrznej 147, sa 2-2,5 krotnie mniej sztywne niz analogiczne tuki
gladkie. Przytoczone powyzej liczby nie nalezy uogdlniaé na kazdy tuk falisty, gdyz
sa one stuszne tylko dla tukdéw badanych przez powyzszych autorow.

W zakoficzeniu podkreslamy, ze podane tutaj rozwigzanie jest unogélnieniem
rozwiazania Karmaéna, [9], oraz Clarka i Reissnera, [2], na przypadek zginania huku
ortotropowego (ortotropia konstrukeyjna).

2. Wyznaczenie funkeji ortotropii &y i k2

Podstawowe zaleinoscl miedzy sitami wewnetrznymi a skladowymi stanu odksztal-
cenia —w przypadku gdy material powloki jest ortotropowy (ortotropia kon-
strukeyjna rézna dla rozciagania i zginania) — ustala si¢ za pomoca nastgpujacych
WZOrow:

E..h E,.h
Ny= 11— » (&1+72r 82)s Ny= 1 v (CRRITEN
2.1 1r Yar 1r ¥ar )
E]Z k3 EZZ h3
My () +vyp ), My (a1, %4).

TR =y

W powyiszych rdwnamiach symbol N oznacza sily normalne, symbol M momenty
zginajace (rys. 1a), Symbole £ i x» oznaczaja odksztalcenie podluzne i zmiang krzy-
wizny, E, (E;) modut Younga w kierunku linii wspdlrzednej & = const (¢ = const),

C12(1— vy, 9,)




140 SZUZEPAN BOREOWSKY

71, (#2) jest wspolezynnikiem Poissona w kierunku prostopadlym do linii 6 = const
(p = const). Indeks r,(z} w réwnaniach (2.1) oznacza, iz danaAWielkoéé odnosi sig
do rozciagania (zginania). :

p=R+reos

Rys, 1
Jezeli w rozpatrywanej powloce toroidalnej wytniemy przekrojami 6 i 6-}-df

oraz ¢ i g-t-dp element powierzchniowy (rys. 2) i obciazymy go odpowiednimi
sitamid, to pod wplywem' tych sit element ten zacznie odksztalcaé sig jak element

#

E s V'i'r
Ezr-. lﬁn" (+

Rys. 2

ortotropowy. Odpowiednie funkcje ortotropii beda wynosié vy, »2; Eq, Ea. Jeieli
teraz te dwa elementy (jeden izotropowy ¢ powierzchni falistej, drugi ortotropowy

o5
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o powierzehni gladkiej) obeigzymy uktadem sit jak na rys. 2, to wychodzac z warun-
kéw réwnodei odksztatcen tych elementéw mozemy ustalié zaleznoSci migdzy sta-
lymi v, E a wielko$ciami vy, v3; Ey, Eo. W ten sposdb dochodzimy do pewnych
funkcji charakteryzujacych prace tych dwéch elementdw przy rozciaganin i zginaniu.

W dalszych rozwaZaniach przyjmiemy, Ze powierzchnic érodkowa elementu
pofaldowanego tworzy powierzchnia toroidalna o promieniu r = ry-|-(Hyu+H;)/4
w przekroju 6 = const (rys. 1b). Wzgledem tej powierzehni beda wystepowaly
pofatldowania. :

Jezeli dla wycictych elementéw, ktdre potraktujemy jako male w stosunku do
innych wymiaréw tuku falistego, przyjmiemy, Ze ich §rodkowe powierzchnie sg
elementami plaskimi, to bedziemy mogli zastosowaé dla rozpatrywanego tutaj
zagadnienia wzory podane w pracy [14}:

E E
Ey, = k| E, Eyw =% Eu=Ek, Ep=o-,
22) 2 '
‘ y
P == Yy, = ¥ Vop = Vo, ™ 53
ir 1z ? 2r 2z klkg

Warto tutaj przy sposobnofci nadmienié, Ze tak okredlona ortotropie konstrukeyina
w przypadku powloki walcowei przyjmowal juz wezesniej L. H. DonnerLL, [4]

Rys. 3

Jedli pofaldowanie powierzchni jest sinusoidalne o amplitudzie H (rys. 3), to
dla dowolnego przekroju okreslonego katem ¢ == const (linia ¢ = const) funkcje
%y 1 ko maja postaé, [14],

N I
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Po prostych przeksztalceniach funkcj¢ k2 przedstawimy za pomoca wzoru

I 2
(2.4) ky = (—h~) g1(@) +g2(a),
gdzie |

2 _3
g1l ="_— a?) 2 {K(a)-—E(@+aRE@@— K@},
(2.5)
2 T HIY?
gy_(a)=;|/1—wa2 K (a), a2=—1%ﬁ)—2.

We wzorach (2.3) i (2.5) symbolami K (a) i E (4) oznaczono calki eliptyczne zupelne
pierwszego i drugiego rodzaju. Znaczenie pozostalych symboli podane jest na rys. 4.
Postugujac si¢ tutaj funkcjami ky i &y musimy pamietaé¢ o zaloZeniach, na pod-
stawie ktérych zosta}y one wyprowadzone w pracy [[4] oraz o przyjetej plaskosci
elementa powloki, Ostatnie zaloZenie jest
p=const  rdwnoznaczne przyjeciu powloki walcowej
(0 zmiennej tworzacej, ktdrej przekroj
poprzeczny jest wielobokiem) zamiast wy-
stgpuiacego w  rzeczywistofcl  wycinka
4 powloki toroidalnej.
Funkcje &y i k» okreflone za pomoca
wzordw {2.3); i (2.4) nie nadaja sie w tej

H2

H2

U2 12 postaci do dalszych obliczed i musza byé
- - = zastagpione prostszymi funkcjami. W tym

Rys. 4 celu sporzadzono wykresy funkeji (2.3),

_ : (2.5)11(2.5),, anastepnie otrzymane krzywe

aproksymowano parabolami typu 4 (HfD)2-+B. Aproksymacje przeprowadzono

w taki sposdb, aby odchylenia od krzywej rzeczywistej byly jak najmniejsze (sa

rzedu 5%). Wybrany typ rownania paraboli 4 (HfI)2+B okazuje si¢ w dalszych

obliczeniach bardzo korzystny. Przyblizone wzory okreslajace funkcje ky 1 ky maja
teraz zgodnie z rys, 6 postaé nastgpujaca:

2.6) kym 121,75 (D2, kom 11,75 (HjR)? — (HJD2

Réwnania (2.6) nalezaloby wladciwie ustalac dla kazdego tuku osobno; zwigkszyloby
to oczywiscie dokladno$¢ samej aproksymacji. W niniejszej pracy zrezygnowano
z tego sposobu zadowalajac sie przybliZonymi roéwnaniami, Wystepujace w (2.6)2
wytrazenie 1,75 (H/R2— (HJI)Y2 = 1,75 (H[H)2 [1 — (1/1,75) (/2] moze by¢ ze wzgledu
na to, ze hfl << 1/10 zastapione wyrazem 1,75 (H/R)? i wtedy z (2.6); otrzymamy

.7 kp % 141,75 (HR).
Zatézmy, iz wysoko$é pofatdowania H zmienia si¢ wedlug nast@pu}acej funkcp*

Hu+H, _ He—H;

(28). H=H;—Hycosp, gdzic H; = B 2= 5
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Pozostaje teraz ustalié. funkcje zmiany dlugosei /. Z rysunku 3 otrzymujemy

1+ Acos g

A gdzie A=

F
(2.9) | = lz E.

Podstawiajac teraz (2.9) do (2.3); otrzymamy
(2.10) ki =

przy czym

Powyzej skorzystalimy z podkre§lone] czesci wzoru (2.3}, gdyz jest on wygodnicjszy
przy dalszych przeksztalcentach. Przyjeto rowniez, ze dhugodé pofaldowania s jest
stala (zaloZenie 5 we wstepie). Podstawiajac zad (2.8) do (2.7) mamy

+ Bl

¥z-

—/fv‘__(fw)/

Rys. 5

(2.11) ky = pi — pa cos @-p;3 cos 2g,

gdzie
528( 2 EEER
—1+_8?15 Hy+ H; T — Hsz e TN
B 1,75 (Hw — HZ)Z
D= 8 n .

(2.12)

Ostatecznie wige funkcje k1 1 k2 jako zaleine od zmiennych ¢, A, Hufh i Hz/h'
bgdziemy okreslaé z réwnan (2.10) i (2.11).
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Teraz moZemy obliczyé sztywnodci: rozciagania

Eh
e C} HEh.h:Ehkl, CQHEZr]’I :?,
2.13) 2
Enh  Eh  Ehk
Cpp= = = s
Vap Yip ¥
i zginania _
E, i E E, i3 Ep
e B ¥ 22T A S M
— — 1
‘(2‘14) . 12 "2z 1z "2z

Ehdy

D12 = ‘.Pzle = vIzD2 ~ "i"'i‘]g.

We wzorach (2.14) przyjeto 1 —w, v, = 1. Nie powoduje to istotnego bledu,
a znacznie upraszeza catkowanie rownania rézniczkowego.
Uwzgledniajac w réwnaniach (2.1) zaleznosci (2.13) i (2.14) otrzymujemy
N Ny Ny Ny

& = T € =,

¢ Gy G G’
My =Dy%)+Digrs, My=Dyuy+ D%

2.15)

3. Podstawowe rownania teorii powlok obrotowych ortofropowych

Przy rozpatrywaniu zginania luku falistego bedziemy stosowaé réwnania od-
noszace sig dla stanu kolowo-symetrycznego. Réwnania te zostaly podane przez
E. ReEssNerA i E. MEssNerA dla powlok obrotowych zamknigtych dla stanu
kolowo-symetrycznego. Uogélnit te réwnania na powloki ortotropowe otwarte
E. Ressner, [2]. Podstawowy uktad réwnaif rézniczkowych ma postaé nastgpujaca

oDy V' [e? (Q'Diz)'] e
(aﬁ) [GQDZ p ﬁ—I—Zg——O,

2 5 o
(O’.CZT) I:CL'Q C1+ aCiZ T—Zﬁ—-@k

Wptowadzajac do ukladu (3.1) wielkodci okreSlone réwnaniami (2.13) i (2. 14)
i przy;munc funkcje zespolona ¥ i funkcje zespolona Sprzgzong SF Zmiennej rze-
czywistej @

3.1

3.2) e V12 wyp, GV P —ip
B2 Ei

otrzymamy w wyniku kofcowym jedno rdéwnanie w postacl zespolonej, ktdre
tacznie z warunkami brzegowymi okreflaé bedzie funkcje 7

o ky .\’ 2 /12 ) . “\
33 (9—2 sp) —(%Q——ﬁz'] i) srf_a»(e—)
a apky - h aky

V12

h

I

=
Ii
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We wzorach (3.1)-(3.3) przecinkiem oznaczono pochodnq wzglgdem zmiennej- Q.
Znaczenie symboli ¢ i z wynika wprost z rys. 1. Wartoséci za$§ « i & wynosza

3.4 : a2 =p2422 k=dkR.

‘We wzorze (3.4); Ak=1/R, —1/R oznacza zmiang krzywizny osi powloki toroidalnej.
Bedziemy w dalszym ciagu zakladaé, 7e funkcja % = T () jest ciagla w calym
przedziale 0 < ¢ € 2w, Z ostatmego zaloZenia wynika cigglo$é funkeji qu_
g (Ehz/]/ 12) Re ¥ oraz § = Im &. :
W roéwnaniach (3.1)-(3.3) ¥ oznacza rzeczywista funkcje naprezeti, a § kat zawarty
migdzy stycznymi do powloki przed i po odksztalceniu (rys. 5).
W przypadku powloki toroidalnej o przekroju kotowym przyjmujemy

= R({1+2cos ¢), "= —rsin g.
(.5 e ( Acosg) e ¢
Z = rin ¢, o« =r
18
A
//
pi 4
4 K
Vi b
ky=(258); P ' %
kgt TSH/IE ‘/// 4 gz
_ / "
=—< 10
P
™
—{2.5, 7Q>\ 04
s /2 ‘--..,_‘__.:\ )
g~1-{H/1) / R
// 06
/
A .
/ 4 |
gr=(25) | .4 ‘
g,mﬂE(H/ 1) / a2
-f"—f g
a a1 02 a3 04 a5, / ag

Rys. 6

Rozprawy Inzynierskie - 10
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Do dalszej analizy beda nam potrzebne wzory na wielkoSci wewngtrzne Ny, My
i N;. Wielkoiciete obliczymy z réwnan
3.6) _
-ER2 sin @ R A — Eh-”k N, — EhR? Re &
V12R 14-Acos g ¢ 17 g, Rz 2 ]/ﬁr €1

&

N1:_“

Wzory (3 4)-(3.6) otrzymujemy z teorii Reissnera, zakladajac, ze 1 — vl v 1
oraz uwzgledniajgc stosowane tutaj oznaczenia.

Wstawiajac do réwnania (3.3) wartofci okreslone za pomocg wzorow (2.10),
(2.11), (3.4) 1 (3.5) otrzymamy

(3.7 [(1+Acos ¢) (p1 — pa cos p+p3 cos 2¢) ') —

2 1.
—u® )
[2p0 E (1 cos 2¢) — u¥ i cos q?] ¥ -

»A o~
t — Acos 2] P =— p* ksin g,
) [cos p+A4 cos 2¢] p¥ ksin g
gdzie

12
(3.8) yF = 1/ 2%

4. Caliowanie réwnania (3.7

Ze wzgledu na to, Ze powloka jest zamknigta w przekrojach § = const funkeje
8 i ¥ musza by¢ funkcjami okresowymi o okresie 2z, Taki sam okres musi posiadac
i funkcja ¥, Jak mozna wnioskowaé na podstawie rys. 5, funkcja § jest funkcja
nieparzysta — B (p) = f(—¢) w przedziale —x < ¢ <m wzgledem punktu
AREr,0) 4. wzgl@dem @ = 0. Dodatkowo funkcja f§ powinna by¢ rowna zeru
w punktach ¢ = 0, +n. Funkcja N, jest parzysta [N; (¢) = Ny (— ¢)] wzgledem
@ = 0, gdyz elementy przekroju okreslone katami ¢, — ¢ sa albo rozciagane, albo
$ciskane, Na podstawie wzoru (3.6); moZemy wnioskowaé, ze funkcja ¥ musi by¢
- nieparzystg wzgledem punktu ¢ = 0. Biorge wige pod nwagg to, ze zaréwno funkcja
¥ jak 1 § sa nieparzyste i okresowe, mozemy zespolona funkcje & przyja¢ w postaci
funkcyjnego szeregu Fouriera dla funkecji nieparzystych

@
@.1) "

Bpsinng, gdzie By = Byp -+ 1By

I
e

I
—_

Businng, gdzie By = B — iByy.

MR
{
.Mg

(]
[y

n

Podstawiajac (4.1) do podstawowego réwnania (3.7) otrzymamy na podstawie
przyjetego uprzednio zalozenia o ciaglosci funkcji & uklad » réwnan linfowych
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. 0 n+3 niewiadomych i o wspélczynnikach zespolonych lub rzeczywistych, ktory
w postaci macierzowej moze by¢ przedstawiony nastgpujaco:

Ay A Ay Ay 00 ol| B | [k
Ay Ay Ay Ay A O .. O By 0
@) Ay Ay An Ay A Az 0 B o|=| 0
.................. 0
0 0 0 0o 0 0 co || Bras 0

Jak latwo zauwaZzyé, w ostatnim wierszn wszystkie elementy sa zerami oprdcz
Amdlai=n+3,n+ 2, 5+ 1, n. Zgodnie z (4.1) nalezalo w réwnaniach (4.2)
odrzuci¢ wspdtezynniki By z ujemnymi indeksami. Elementami macierzy prostokatnej
(4.2) sa nastepujace liczhy rzeczywiste lub zespolone:

A2
A = 2+4—.—_1
A, B f[)n PO(I‘}’E')
i A [f( Fn Bust
- — = 7l n i T ’
TE N ST
A2 A2 §n+2

Amni2 = Ao =Lon 0D 00 (11D gy U1 Bnee

Annss = Anyzn=fin(n3).

Wystepujace w (4.3) symbole f5, +.., /3 0znaczaja

1
Jo=2p1— pa, fl—Pzﬁ“l(lh"‘?lh),

“4) 1 1
Lo=p3s oy o T s

Przejdimy teraz do omdwienia wspodlczynnikéw (4.3). Zajmiemy sig w szeze-
golnosci wyrazami podkreslonymi. Wryrazenie A2/pg(1+4) przy zaloZeniu, Ze
0,1 <2 A << 0,3 ma najwicksza warto$¢ rzedun 0,05, gdy tymezasem wielkodci fy #2
lub f1 # (n-+1) osiggaja stosunkowo dosy¢ duZe wartodci. Jezeli wziaé pod uwage
wyrazenie [#A/po (1--A)] Ba.1/Bas1 oraz [v22(po (14-A)] Bn+2/Bn+2= to ze wigledu
na to, ze modut ilorazu liczb sprzgzonych IBn+1/Bn+1| = iBn+2/Bn+2 =1 réwniez
wartodé powyzszego wyrazenia bedzie bardzo mata. Mozemy wige we wzorach (4.3) -
pominaé wyrazy podkreslone. Przyjecie w (4.3) podkreflonych wyrazen jako row-
nych zeru oznacza, ze w zagadnienin ortotropowym moga by¢ rdwniez pominigte
© momenty zginajace M» i odksztalcenia ¢, co z kolei pociaga za soba przyjecie
Dy == Dyp = 1/Cy = 1/Cj; = 0. W obliczeniach tuku falistego nie ma potrzeby
uwzglednia¢ funkeji k;. Odpowiednio wykorzystujge to spostrzeienie,_' m_oié;ny
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podstawowe. réwnanic, ktére opisuje stan naprgzenia i odksztaicema ortotropowego
tuku zginanego, napisa¢ w postaci -

4.5 (9 2 a’ﬁ) ‘/12 = g"kl(;—z

lub dla powierzchni toroidalnej o przekroju kofowym
(4.6) [(1-+A cos @) ko T'1'+ p* i cos ¢ F = — p* k sin g.
Elementy macierzy (4.2) obliczal bedziemy teraz za pomocyg wzorow prostszych:
Ann=Jor?,  Awni1 = Ans1,n =—finln+1)—p*i,
@7 Annsz = Anszn=fon(1+2),
An,ny3 = Aus3,n = fin(n+3).

Rozwaimy waronki brzegowe na brzegach # = 8;. Wobec tego, e powyiej
wykazalismy, iz moment M, mozna przyja¢ w. przyblizeniu jako réwny zeru, na
brzegach 6 = 0 beda wystepowaly jedynie sity N,, zatem wypadkowa z tych sit
musi byé réwna zeru, moment za$ od sit N, musi byé zrownowazony obeigzeniem
zewngtrznym, czyli

szrdqaw—-M—f Re P'dy = 0,

2
M Npr? dh B Re ¥'d
—f 212 cos gdp ]/ﬁfcosqa e ®.
g :

(4.8)

Podstawiajac do (4.8) wyrazenic (4.1); otrzymamy tozsamofciowe spelnienie picrw-
szej rownosci, drogie zasé réwnanie daje

4.9 M=——TReB,.
( ) ]/ 12 e by
Jezeli w (4.9) przyjmiemy

(4.10) Re B| = ukK,

to réwnanmie (4.9) przyjmie posta¢ réwnamia rézniczkowego osi odksztalconej
tuku:

4. — T e et . T e 1 — 3 .
( 11.) R-R R K&’ gdzie J = mrih
Réwnanie : (4.11) jest identyczne z réwnaniem (1.3), stad nastgpujacy wniosek:
wystf;pumca tutaj liczba Karména K ma analogiczne znaczenie jak w zagadnieniu
zginania luku izotropowego.
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Jezeli wiec zamiast wspolczymnikéw B, wprowadzimy nieco- inne, ktdre .zdefi-
nigjemy réwnaniami

o~

Bﬂ’ ﬂ_ gl == lJrib”, jﬂéli n:l
phK | By byg-t by, jeSli n=2,3,..,

4.12)

to korzystajac z konwencji sumacyjnej mozemy uklad (4.2) napisa¢ naste¢pujaco:
(4.13) Ak;’b'l; = ¢y, k=12,..n I=12,..,8 .,¢8+3.

Uktad réwnan (4.13) jest podstawowym uktadem wyjSciowym, z ktdrego wyznaczac
bedziemy liczbe Karména oraz wspdlezynniki szeregu (4.1).

. 5, Wyznaczanie liczby Karména

Rozwiazujac uklad (4.13) musimy uwzglednié fakt, 7e w przypadku zachowania j
wyrazéw w szeregu (4.1); wspStczynniki bjq = bjy2 = b3 = 0; wtedy zamiast
(4.13) otrzymamy

(51) Am EI = Cl, k’ [ = 13 29 '":j'

Jezeli podzielimy réwnanie (5.1) przez ! oraz przyjmiemy

- Br As , ,
(5.1) b= 7 =70 (nie sumowac)
to otrzymamy

1t . I Ck
(5'{.) anb; = %
gdzie ax sa elementami macierzy

—au &12 13 di4 0 0 .. 0

G2 A = @y ap @3 G a3 .0 .. 0

0 0 0 0 0 0 .. ay

przy czym elementami niezerowymi w ostatnim wierszu sq elementy gy dla i = j— 3,
j—2, j—1, j. Przyjmujemy zaloZenie, Ze macierz nic jest osobliwa. Elementy tej
macierzy maja postac
fo ; fp——
axk = Jos ag, k+1 = k11, = — 1 — T i
Qb ki2 = Ahenk = f20 @b k+3 = Gbe3,k = f3u
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“Wreszcie E;" , €1 $3 elementami macierzy jednokolumnowych

(5.4)

Rozwigzujac rownanie (5.1) otrzymamy

(5.5)

e | -2~
br —
he' K
by C=| 0
b _ 0
?KERG?'

W réwnaniu (5.5) przez D oznaczono wyznacznik macierzy 4, a przez Dy minor
wyznacznika D, otrzymany przez skrelenie pierwszej kolumny i pierwszego wiersza.
Rozwijajac w sposdb wyrainy wyznaczniki D i D otrzymamy

Hfl —_
J2

f3

(5.6)

Jo:

#

*
.Zf

oy

.fo

*

—h
J2

T A Al

2.3

fo

0

O fy

= dy—id,,

= dy —id,

Elementy w ostatnim wierszu obu wyznaczaikéw idac od prawej ku lewej maja’
posta fo, — f1 — p*if(j— 1) j, fo, f5. W (5.6) kropkami umicszezonymi posrodku
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wierszy wyznacznikOw zaznhaczono wyrazy symetrycznie polozone wzglgdem glownej
przekatnej. R

Zagadnienie zbieznodci szeregow (4.1} zostaje rozpatrzone dalej. Jezeli wigc bedzie
okreglona iloéé elementéw wyznacznikow (5.6) (liczba ), to moZna obliczy¢ ich
wartoéé, a nastepnie rozbi¢ na cze$é rzeczywista i zespolona. Jezeli tak okreSlone
liczby (dy — idy, dy — idy) podstawimy do (5.5), to otrzymanty

1 dydy+dydyg
{5.7) “2— K= W

Przejdziemy obecnie do rozpatrzenia zbieznodei szeregu (4.1). Dla uproszczenia
zatozymy, 7e H, = 0 (pofaldowanie na stronie zewnetrznej tuku jest bardzo male).
Wiedy po prostych przeksztalceniach otrzymamy

. 1 d1 d3 + d2 d4 . 3,5 (Hw)z
(5.8) e Kp = d32+df , gdzie =3\

1,1

=5
o (/o

10
=4
A=0

\§

= 08

L
da

\ |

N a8

//,///
/

///
ANV

05
\\ \\
ANIAN 04
N N ¥
o1 08 45 g
i

Rys. 7
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Liczby dy, ..., dy otrzymamy obliczajagc warto$é wyznacznikéw (5.6). Wspdlczyn-
niki fy, ..., f3 beda mialy teraz nieco inna postaé:

2
ﬂ,=3-—~22—|—;z 3—24

1 A1
(5.9) fl = T(Su 71) ?% ?(Sw'?l),
1 1 - u
h=g 7k ATk k=

Ostatnie przyblizone réwnodci sq shuszne dla p> 1. Na rys. 7 podano wykres
zaleznodci (5.8). Wykres ten daje orientacje o szybko$ci zbiezno$ci szeregu. Dla
# <1 szereg jest wolnozbiezny, natomiast dla @ > 1, a zwlaszeza dla g > 1 zhies-
nos¢ jest dosyé dobra i wystarczy uwzglednié dwa lub trzy wyrazy szeregu. Na rys. 7
wykresy zakoficzono dla wartosei g = 1.

6. Wyznaczenie wielkofel wewnetrznych

Podstawiajac do réwnan (3.6) zaleznogci (4.1), (4.11) i (4.12) otrzymamy wzory
okreflajace naprezenie pohidnikowe O Oy 1 tOWnOleznikowe o,,. PoniewaZ po-
mijamy naprezenia styczne (sila Q jest bardzo mala), to napre¢zenia oy, + oy, oy,
nalezy traktowaé jako naprezenia gtowne. Odpowiednie réwnania przedstawiajg
si¢ nastepuigco:

Ny sin @ 1 o
Oy =5 =—Ade——Re by, sin nyp,
)/ 14+Adcos ?g;
6M; i L
{6.1) Ty = _h?1"=-l/3‘7@1 — P2 C0s @-+p3 cos 2¢) - Im 2 nby cOs nY,
==l i
N, A ) Mr
Gop = 7 = Re nby cosnp, pdzie o= -

. =1

Obliczymy jeszcze wartoci naprezen (6.1) dla kata ¢ = n:

% =V3aPi+p2+p)Im D' (— Dr by,
(6.2) , . it
=0 Re M n(—1)n5,.

=1

Liczby wzrostu naprezed (w stosunku do rury prostej) potudnikowych i réwnoles-
nikowych zdefiniujemy odpowiednio

daf

(6.3) n 2L max ny 2 max
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7. Przyklad liczbowy

Analize stanu naprezef oraz wyznaczenie liczby Karmana zilustrujemy na pr
kladzie tuku posiadajacego nastgpujace wymiary:

o R = 150 men, 1y = 180, k=8 Hy=24, H=I6
R =1148 , - r=190, p*=13,62, ' A= 0,166.
Podstawiajac H;,,-/h i Hz/h- do réwnan (2.12) otrzymamy

(7.2) P 1222, pam 4,375, p;,'go',zz._

Z réwnafi (4.4) po podétawieniu (7.2) otrzymujemy

(7.3) Ffor 2371, fi= 233, Ja= fi= 0.

Przyjmujac w (5.1) j = 4 otrzymujemy

23,71 ,
—2,33.2—13,62¢  2371.22 . .
(7.4) . x
, 0 —2,33.6—13,62i 23,71-32 .
’ 0 0 —233-12—13,627 23,71 -42
o~ — gﬁzﬁﬁ
by K
5, 0
X - - 13
By 0
Ba| |0
skad
B [ 1diby | ] 14005290
7.5 by bogtiby, | 0,0416 + 0,1462
' Bs byt ibs, — 0,0070 + 0,0066 i
by | | bagtiby | | —0,0010 40,0006
oraz
(7.6) K = 0,0784.

Ze wzoru (71.5) wynika, Ze szeregi wielkosci wewnetrznych sa dosy¢ szybko zbieine,
wystarczy wige przyjaé tylko dwa wyrazy. Na podstawie réwnan (6.1) mozna juz
sporzadzi¢ wykresy naprezen. Wykresy te podano na rys. 8. Z wykresdw tych wynika,
7e liczba wzrostu naprezen poludoikowych (réwnoleznikowych) wynosi 7q'=7
(np = 1,1). Liczba Karmana wynosi K= 0,078. Analogiczne wielkoéci dla Tuku
gladkiego obliczone za pomoca wzoréw asymptotycznych Clarka—Relssnera
wynosza: my =44, ny = 1,94, K =0,172.
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Rys. 8

Tak wigc tuki faliste posiadaja znacznie mniejsza sztywno&é EJK oraz znacznie
wigksza liczbg wzrostu naprezen pohudnikowych. Natomiast liczba wzrostu na-
Pprezent rownoleinikowych jest mmniejsza. Bardzo male sa rdéwnieZ naprezenia oy,
Mozna je zatem pominaé w obliczeniach,

8. Whioski kolicowe

1. W zagadnieniu zginania tukéw falistych mozna pominaé momenty zginajace
M, 1 odksztalcenia ¢;. Jest to réwnoznaczne z tym, Ze nie ma potrzeby uwzgledniaé
funkeji ortotropii k;. Odpowiednio uproszczome réwnanie okrellone jest zalez-
noscia -(4.5). Réwnanie to mozna traktowaé jako réwnanie ‘WyjéciOWe ninigjszego
zagadnienia,

2. Wystepujaca tutaj liczba Kérména K ma analogiczne znaczenic jak w zagad-
Tienin zginania luku izotropowego. Réwnanie rézniczkowe osi odksztalconej tuku
Jest takie samo jak w przypadku zagadnienia izotropowego. Wniosek ten wyplywa
wprost z wniosku pierwszego,

~3. Podstawowe zaleznodci, z ktérych obliczamy liczbe Karmana K oraz wspol-
»czynnikj b szeregdbw naprezen stanowi uklad réwnah liniowych (5.1) lub (5.1)"".
4, Wysokosci pofaldowania H,, H, oraz frednia gruboéé h nalezy pomierzyé
. na:loku wykonanym. Nalezy pamietaé, 7e wspdtczynniki pl, e D3 S zaleine od
o rlcwadratow wyrazdw Hylh i Ho/h.
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5, Otrzymane tutaj wyniki-moZna by uczyni¢ dokladniejszymi uwzgledniajac
dokladniejsza postaé funkcji k», to za$ z kolei wymaga §cislejszego okrelenia po-
wierzchni pofaldowania. Do takiego okreslenia moZna dojé¢ po wykonaniu serii
pomiaréw na lukach rzeczywistych. Jest jednak rzecza dyskusyjna, czy sciflejszy
opis powierzchni bedzie mogt byé uwzgledniony w obliczeniach, a jezeli nawet
tak, to czy da on istotng poprawg wynikow, jezeli staC bedziemy na grunCIe orto-
tropii konstrukcyjnej.

6. Dla wyznaczenia naprezen oraz liczby Kérména nalezy przyjqc pewna skor-
czona hCZbQ wyrazdéw szeregu (4.1). Pewng orientacig odnoénie do przyjecia iloei
wyrazow daje rys. 7.

7. Wspolezynniki wzrostu naprezen po}udmkowych i rownoleznikowych w przy-
toczonym przykiadzie wynosily #y = 7, ny = 1,1. Liczba Kéarména jest okoto dwu-
krotnie mniejsza od analogicznej liczby dla tuku gladkiego.

8. Stosowanie metody asymptotycznego calkowania jest ze wrzgleddéw czysto
obliczeniowych bardzo uciazliwe. Wystepujaca w tej metodzie podstawowa funkcja,
bedaca pierwszym wyrazem szeregn asymptotycznego jest okreSlona catka, [301:

‘ 2

1]
3 . - -
@) ﬂo(@)—i(—“f]/ . |50 9] d@)a,
‘ 2 Y (144 sin @) (p; — py sin @ — py cos 2D)

gdzie @ = /2 — @, ktéra wymaga opracowania odpowiedniej tablicy. Funkcja
(7.1) zaleina jest od parametrow Hefh, Hp/h 1 A. Ta duza ilo§é parametréw, ito
w dodatku zaleznych od siebie w sposéb trudny do ustalenia teoretycznego, bardzo
utrudnia podanie w tablicy wartoSci tej catki. Okrelenie funkeji (7.1) staje si¢
jednak mozliwe dla kazdego tuku indywidualnie, tj. dla przypadku, gdy okreslone
sa parametry Hyfh, Hyfh i A Jednak i w tym przypadku nalezy rozpatrze¢ zagad-
nienie zbieznoéci szeregu asymptotycznego.
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PeswomMme

W3THE BOJHOOBPA3HBIX TPYE C KPVI'OBOIL OCHI)

Pabora s#BIgeTCH mommITKON AHATMTHYECKOTO ompepenexns koapdmuuenta rudrocta Kapmanma:
H BENHIMH HANDSKCHHHE, CYMECTBYIOEL B MarHbasmoli BoNHOOOpasHOH kpuboi Tpybe (puc. 1).

3aza4a PACCMATPHBACTCH C TOUKM 3PSHET TEOPHY OPTOTPONHEIX 00ONOWEK (KOHCTPYKIMOHHAL
OPTOTPOIMA), TIPH YeM B KAYECTRE WCXOIHOTO YPABHEHMS npuMenserca obobmentoe ypapreHve
2. Peticcuepa [10]. Oyuxmm opToTpOnME k1 W K NPAHMMAROTCA OPH IPSHOCHAH, 4710 CHAY-
COHTANMLEAS OBEPXHOCTS OBPA3YST CHRYCOHMIATLHEIE CKITANKH, COTIACHO dopMynaM IpUBe IEHARIM
B pabote [14]. Cepenuunas mopepxEccT aPEA PAacCMATPHBACTCH Kak IOBCPXHOCTH TOPOHIA,
Beoxs pax YTpOImeHul, OXORMATeNbHbe GopMBE Dyaxnum &y ks ONPEAETAIOTCS YPABHCHHAMU (2.6
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# (2.7). JoxasmsaeTcd, 9To k1 HE BIMACT CYIECTBEHHO Ha AHAMHIHPORAHHOS ABNCHHAS 1 e MOKHO
He YUMTHBATE B PACHCTAX; TAKUM 00pazoM oxonyYatTeibHAR (OPMa YNDOMEHHOTC YPAREERMS
BRIpakacTea GopMynoit (4.5). VnTterpupopasye 3T0T0 YPABHERUS TIPRBOLAT X CHCTEME MHEHHBIX
ypaBReRHH ~(4.2), 1O KOTOPHIM MOXKHO ONpefenutTh xoaddrmment rubxocrn KapMama u koad-
duraeHTH by panoE pRyTpenyux o (6.1), HexoTOpuIl B3I Ha CXO/MMOCTE PAFOR B CIAyUae
xorma H; = 0, maer puc. 7.

B 3axnioYeHNe NPHBONUTCH IACAOBOH IpHMED, HIMIOCTPEPYIOUTH CIocod PACcueTa TAKHX ApOK.
Kopeurle AHarpaMMp! HATPSKCHUH HaroTcsd Ha puc. 8.

Summary
BENDING OF CORRUGATED PIPE BENDS

This is a fentative determination of the flexibility factor and the stresses in a corrngated pipe
bend (Fig. 1). o !

The problem is considered from the viewpoint of the theory of orthoiropic shells (structural
orthotropy). The fundamental equation is the generalized equation of E. Reissner, [10]. The ortho-
tropy functions k1 and %, are assumed by assuming a sinusoidally corrugated middle surface accord-
ng to the equations given in [[4]. The middle surface of the bend is treated as a toroidal one. After
. ia number of simplifications the functions k1, k» are determined by the final equations (2.6} (2.7).
It is shown that the function k; has no essential influence on the phenomenon and may be disre-
garded so that the simplified equation has the final form (4.5). The integration of this equation leads
to a set of linear Fgs. (4.2) from which the flexibility factor can be obtained as well as the
coefficients b, of the series of internal forces (6.1). A certain view of the convergence of these series
may be H, gained by means of Fig. 7 in the case where H; =— 0.

In conclusion a numerical example is given to illusirate the way of compuiation of such arcs.
The end diagrams of stresses are those of Fig. 8.
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