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‘WYBOCZENIE PRETOW PROSTYCH O ZMIENNYCH SZTYWNOSCIACH ZGINANIA

ZBIGNIEW MAZURKIEWICZ (WARSZAWA)

1. Wstép

Zagadnienfe stateczno$ci spreystej pretdw prostych o Zmiennych sztywnosciach
zginania mozna juZ obecnie zaliczyé do tych klasycznych probleméw mechaniki,
ktore zostaly obszernie opracowane i opisane w literaturze technicznej.

Jak wiadomo, obliczenie sit krytycznych dla pretéw o zmiennych przekrojach
poprzecznych sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiednich warto§ei wlasnych
jednorodnych réwnan rézniczkowych o zmiennych wspdlczynnikach. Rozwigzania
Sciste takich réwnan rézaniczkowych mozna tylko w pewnych szezegblnych przy-
padkach wyrazié w postaci zamknigtych wzoréw za pomoca znanych funkcji,
Rdézne tego rodzaju rozwigzania sa m.in. podane w monografiach F. Breicha [1],
A.N. DINNIRA [2], J. NALESZKIEWICZA [3], A.R. RZANiCYNA [4] oraz w pracy
[5] ¥, SzELAGOWSKIEGO. W pracy [6] podano rozwiazanie zagadnienia wyboczenia
sprezystego ustrojow ramowych, zloZonych z pretéw o zmiennych przekrojach
poprzecznych kwadratowych lub kolowych. .

W wielu przypadkach znane metody sprowadzaja zagadnienie do rozwigzania
nieskoficzonych ukladéw jednorodnych algebraicznych réwnatt liniowych. Roz-
wiazania takie otrzymujemy np. przy zastosowaniu metody RiTzA, TREFFTZA,
GALERKINA oraz za pomocg metody réwnan catkowych FrepmOLMA drugiego
rodzaju.

Ostatnia z wymienionych metod zostala zastosowana w pracy [7] przez W. NowAac-
KIEGO do rozwiazania réznych zagadnief z zakresie statecznodei spreZystej pretow
o stalych przekrojach poprzecznych i rusztéw plaskich, a nastepnie w pracy [8]
przez autora tej pracy do rozwiazania zagadnienia wyboczenia i drgan preta prostego
o dowolnie zmiennej sztywnofci zginania, swobodnie podpartego w obu koticach.

W pracy ninigjszej stanowiacej udoskonalenie pracy [9] podano rozwiazanie
zagadnienia wyboczenia sprezystego preta prostego o dowolnej zmiennoei sztyw-
nosci zginania dla réznych warunkéw brzegowych. Rozwazano. prety podparte
swobodnie, utwicrdzone calkowicie i utwierdzone sprezyscie. Rozwigzanie przy
zastosowaniu metody ortogonalizacyjnej Galerkina doprowadzono do nieskoniczo-
nego ukladu algebraicznych jednorodnych réwnan liniowych, w ktérych wielko$-
ciami niewiadomymi sa wspélezynniki FOURIERA. Przyréwnanie do zera wyznacznika
podstawowego otrzymanego ukladu réwnan stanowi warunek dla obliczenia sily
krytycznej. Ze wzgledu na fakt, Ze sumy wszystkich szeregéw wystepujacych w otrzy-
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manym ukladzie réwnan udalo sie wyrazi¢ w postaci calek, podane rozwigzanie
moze mie¢ due znaczenie praktyczne.
2. Wyboczenie preta sprefyscie utwierdzonego w obu koricach

‘Rozwazmy pret prosty o zmiennej sztywnodci zginania R (x) = E (x) I (x) $ciska-
ny osiowo stala sity 1 utwierdzony spreiyScie na obu koficach (rys. 1).

P ' J’Vﬁ
P A B.ﬂp——-—l’i

Rys. 1

~ Réwnanie rézniczkowe odksztalconej przy wyboczeniu osi takiego preta ma
postac

dﬁ'v(x)+le(x)+MA(l——x)—f—M;Bxﬁ
az IR (x) -

“(2.'1)

gdzie M, i My oznaczaja momenty brzegoWe a pozostale oznaczenia wyjasniono
na rys. 1.

Zakladamy, ze funkcja R{x) spelia warunki regularnoéci, gwarantujace do-
puszczalno§¢ przeksztalcen, wykonanych w przedstawionym rozwiazaniu, oraz
wyrazamy rownanie osi odksztalconej rozwazonego preta w postaci nastgpujacego
smusowago szetegu Fouriera:

2.2 7 (x) = Z Dy SIN Ao, X,
. |
gdzie
T
oy

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, Ze nie tylko w przypadku preta swobodnie pod-
partego, lecz réwniez w przypadku preta utwierdzonego na jednym.lub na obu
koficach mozna wyznaczyé poprawnie wielkoé sily krytycznej, wyrazajac réwnanie
osi odksztalconej za pomoca, szeregu (2.2) pomimo tego, Ze nie spetnia on warunku
brzegowego w utwierdzonym koficu preta.

‘Podstawiajac szereg (2.2) do réwnania réiniczkowego (2.1) otrzymujemy

o ' o0 sinamx  My(—x) Mgx
2.3 2 1si =Pl ¥ '
@Y YondIsinany =Pl Y on—p o R@®  RG)

m=1"" m=1

. Stosujae metodg ortogonalizacyjng GALERKINA, mnoZymy obie strony réwnania
. _(_2.3)_ Pprzez sin oy x oraz catkujemy Wzgl_gdem W gl_‘anicach x =0, x =1 W wyniku
otrzymujemy nastgpujacy nieskoficzony ukiad algebraicznych réwnan liniowych:
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2 ® '
(2.4) Vg — "ﬁf?(‘” 2 O Qi -+ Mg i - MBci), i=1,2,3,..
t m=1 a

gdzie
z - . l I3
f 8in oy x sin Gy X (I — x)sin a; x
im —

R & b= R()
2.5) * " . '

x sin aixd
n [,
2

W przypadku preta sprezyécie utwierdzonego w obu koncach musza byé spel-
nione warunki . ‘

dv (x) ‘ [ b 2 (x)]
[ | = |52 =0

gdzie &, i P oznaczaja odpowiednio katy obrotéw przekrojéw podporowych
preta, wywolane odpowiednio momentami M, = 1, Mz =1,

Xy

(2.6)

Rownania (2.6) po wykorzystaniu szeregu (2.2) przyjmuja postaé

o

@7 Doman=—0,My D on(— D™ an = — 8, M.
m—1

m=1

Podstawiajac prawa strone rownania (2.4) - po odpowiedniej zmianie indekséw —
do réwnafi (2.7), otrzymwjemy nastgpujacy uklad réwnan:

2 (Pl D omSim+ My Su + MBSM) = — &, 2 M,
m=1

(2.8) -
2(1)1 ZﬂmS2m + M, S5y + MBSZZ) = — Py 12 My,
. m=1
gdzie
O T o b ~ CE
Sim = , Si= —, Si= ,
kZ:; ag E=1 I-:Z:; ax
2.9 - -
(— 1Y% axm (— Dby (— Dy
Szm = ’ Say = ] S22 = h———
g A :c;: g 4 ;GZ:’: ay

Zmientajac w szeregach (2.9) koleino$¢ sumowania 1 catkowania oraz wykorzy-
stujge znane sumy szeregow (por. np. [10D):

3

[ . l—— oo _1.'6 .
2.10) 2 sin op X _ x’ 2 (— D¥sin og x _
=1

X
=1 A 2 ar 2
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znajdujemy sumy szeregdw (2. 9) W postam nastagpujqcych calek:
i

(7 — x)sin agm x f 1 X 8N am X
2 f R (x) T Rw P Sme= 2 f R(x) &,

2
i 1 (l—x)zd S g 1 --x(l——x)d
(2‘ ) S].l - 2 R (x) Xy 12 — 2 f R (JL) X,
0 .
1 o
Sor 1 x(l—_—x)ax_._. S
2 zf R(x) 2 R(x)
H]
- Rozwiazujgc uklad réwnan (2.8) wzglgdem momentdw My, Mp znajdujemy:
o Pl
(2.12) M= Z on Uimy My = mzﬂ; Om Usmy
gdzie o

2 n
(2:13) Uim = S2m S12 — Sim (Szz + %91;'5) s Usn=S1mS21 — Som (511+?9A 2) ,

R 12 .
= (511 -I-'T?A?) (Szz +?5‘B?)“‘ S12.51 .

W przypadku preta utwierdzonego catkowicie na koncu 4 tub na koncu B na.lezy
przyja¢ we wzorach (2.13) odpowiednio #, = 0 lub 9, = 0.

Uwzgledniajac wyraZenia (2.12) przedstaWme ukiad rownan (2.4) w nastepujacej
postaci:

2r 2 b
v i (aim + L

(214) m = l 3 I \ D

" o
U1m+U2m): i:1:2s3:’
Rozwiazanie zagadmema doprowadzono zatem do nleskonczonego u.kladu
(2.14) algebraicznych, jednorodnych réwnan liniowych. :
Przyrownujac do zera wyznacznik podstawowy ukladu réwnan (2.14) otrzymujeny
réwnanie o

(2.15) det [Dlag 8y — 2P (Daim -+ by Uy + ¢; Uam)] = 0,

gdzie Sim oznacza symbol Kroneckera. :

Najmmiejszy pierwiastek rdéwnania (2 15) daje sile krytycznac P,rc,- w przypadku
sprqzystego prostego preta o zmiennej sztywno$ci zginania, utwierdzonego spre-
#yécie w .obu koncach i _éciskanego osiowo stalag silg.

3. Inne przypadki

Przypadek 1. Rozwazmy pret swobodme podparty na koncach (rys. 2) w tym
przypadku M, = MB =0i uklad réwnai (2. 4) upraszcza sig do postaci

(3.1) va (lam i —2Pam) — 0 i=1,2,3:..

m=1
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. Z przyréwnania do zera wyznacznika podstawowego ukiadu réwnaf (3.1) zna_]-
dujemy réwnanie

(3.2) det (la2, 3im — 2Pam) == 0,

~ ktérego najmniejszy pierwiastek daje site krytycznéc.

P A 8 P x
l_ ‘ t __J
w
Rys, 2

Rozwigzanie powyZsze umozliwia réwniez wyznaczenie sily krytycznej w przy-
padku preta o jednym koricu utwierdzonym i drugim koricu swobodnym. Nalezy
wtedy rozwazyé pret swobodnie podparty na obu koticach (dwa -razy diuZszy)
o odpowiednio dobranej sztywnofci zginania, zmiennej. symetrycznie wzgledem
$rodka dhlugosci preta. :

W przypadku preta o stalej sztywnoSci zginania Ry zachodzi zwigzek

I

(3‘3) dim = 2R, Sim

i rownanie (3.2) daje dla m = 1 znana warto$¢ sily krytycznej

w2 .R(}
(3-4) P Tr — T

- Przypadek 2. Rozwazmy pret calkowicie utwierdzony na podporze 4 i swobodnie
podparty na podporze B (rys. 3). : .

Rys. 3

W tym przypadku &, = 0 oraz My =0 i vklad réwnan (2.4) przyjmuje postad

L -
(3.5) U= gl Pl Zwm Gim+Mybi),  i=1,2,3, ..
=1
Podstawiajac wyrazenie (3. 5) do plerwszego z Warunkow 2.7 (przy 6, =0),
znajdujemy
Pl

3.6 ‘ - ¥ .
F . ) _ : My So Z‘i’m Stim

m=1
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- Uwzgledniajac wyrazenie (3.6) doprowadzamy uklad réwnan (3.5) do naste-
pujacej postaci

2P 2

(3.7) Ty = E? 1%11'01% Cim,» .i=1273, ..,
gdzie
b‘Slm
(38) Cim = gm = ?:S' .
11

Przyréwnanie do zera wyznacznika podstawowego ukiadu réwnan (3.7) daje
réwnanie
(3.9 )  det (Jak, Sim — 2PCip) = 0,

ktdrego najmniejszy pierwiastek wyznacza sile krytyczna. .

Przypadek 3. Rozwazmy wyboczenie preta caltkowicie utwierdzonego w obu
koncach (9, = &5 = 0), jesli sztywnosé zginania zmienia si¢ symetrycznie wzgledem
§rodka dhugosci preta (rys. 4).

y

P A B%d__ﬂ_u_’,‘,_
[/ |

L L

Rys. 4

Ze wzglgdu na symetryczng postaé wyboczenia preta wskazniki sumowania
i, k, m przyimuja tylko wartofei nieparzyste i zachodzi warunck
(3.10) M, = Mj.

W celu wykazania, Ze w tym przypadku wyraZenia (2.12) spelniaja réwnanie (3.10)
wykorzystujemy latwy do sprawdzenia zwiazek:

) !

: z

- (I— x)sinagx x sin oz x
3.11 ey = (= DF | T
@10 rR@ o7 D fR(z—x)dx

0

Poniewaz z warunku symetrii R (x) = R/ — x), zatem na podstawie zwigzku
(3.11) dla k =1, 3, 5, ... znajdujemy '

(3.12) by = cp.
Uwzgledniajac réwnoéé (3.12) w szeregach (2.9) otrzymujemy zwigzki:
(3.13) Sip= — 82, Sp=-—>5%1, Sa=—S%m

Wykorzystanie zwigzk6w (3.13) w wyraZeniach (2.13) prowadzi do warunku (3.10).
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Uwzgledniajac zwiazek (3.10) doprowadzamy uklad réwnad (2.14) do postaci:

2P >
(3.14) Vi = 73_ Um Gim’ = 1337 5: (L)
Y ma135, :
gdzie
i §
(3.15) Gim = @im — Em,
[ 0 f P I .
sin oy X _
(3.16) fi; = byt = lf——%dx, S=8n+82= = —d—x—-
Ry B=13,5, y OF 4) R’

0 0

Przyréwnujge do zera wyznacznik podstawowy ukladu réwnan (3.14) znajdujemy
roéwnanie:
(3.17) det (/o] dim — 2PGim) =0, i,m=1,3,5,..,
ktérego najmniejszy pierwiastek daje site krytyczna w przypadku preta utwierdzo-
nego w obu konicach o symetrycznic zmiennej sztywnosci zginania.

Przypadek 4. Rozwazmy wyboczenie preta o stalej sztywnoéei zginania Ry = Eg Iy
calkowicie utwierdzonego na obu koncach.
W tym przypadku na podstawie wzoréw (2.5), (2.9) i (3.16) znajdujemy

! 2!
(3.18) @n=gp=dm  fi=g @ dla i=135,..,
< I w1
3.19) LT A MRy, k2

Wykorzysi;uja;c wy}aZenia (3.18) oraz majac na uwadze, e w tym przypadku
M, = My otrzymujemy na podstawic réwnania (2.4) zwiazek

4M, 22 .
(3.20) v = m dla i=13,5,..,,
gdzie
P2
(3.21) 2=
72 Rg

Podstawiajac wyrazenia (3.18) i (3.19) do wzoru (3.15) znajdujeray

I 25
(3.22) . Gim = ERT;. (ﬁim — m) dla i—=1,3, St e

Uwzgledniajac wzory (3.16), (3.18) oraz drugi ze wzoréw (3.19) doprowadzamy
uklad. réwnan (3.14) do nastepujacego réwnania:
. - .
(3.23) > ——5 =0

M=1,3,5, ver
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wykorzystaniu znanej sumy’ szeregu

T d ( 1. a)
(3.24) Z w22 22 \sin :'r,ﬁ. g
m=1,35, .. '
otrzymujemy
(3.29) . cosmd=1.

Warunek (3.25) po wykorzystanin wzoru (3.21) daje dla A =2 znang wielko$¢
sity. krytycznej: '

R ‘ o Am Ry
(3.26) . . Py = T .
4, Przyklady

Przyklad 1. Obliczmy sile krytyezna w przypadku preta swobodnie podpa,rtego
w obu koncach _]eéh sztywno$¢ na zginanie zmienia sig wedhug funkcji

@.1) c R(x) = Ryz(x),
gdzie ' ' '
12
@2 A e y———
Qraz 7
. 7 .R()
4.3) s=4(1—k), k=-,
Rs

przy czym Ry oznacza sztywnosé zgmama w punkeie podparma preta, a Rs sztywnoscé
zginania w §rodku dlugodci preta.
. Latwo zauwazyé, ze w zaleznodci od przyjetego stosunku k funkcja (4.1)-(4.2)
umozliwia nadanie rozwazanemu pretowi ksztattu wypuklego Iub wklestego o syme-
trycznej zmianie sziywnosci zginania wzglegdem érodka diugodci preta.

W rozwazanym przypadku silg krytyczna wyznaczymy na podstawie warunku
(3.2) po obliczeniu wartodci wspolezynnika Qi )

Podstawiajac funkcje (4.1)(4.2) do pierwszego ze wzoréw (2.5) oraz wykonujac
catkowanie otrzymujemy

¢

(4.4 I (1 s s ) dla
4) . Gig = IRy | 6 2277) - g 'z-—m
oraz '

. 25t im [(— DH™ 4 1] _
4.5 Ii —_ - - . ; v
4.5 bim =R (i — o2 dla. i#m

Ogramcza]qc w plerwszym przyblizeniu ukIad rownait (3.1) do Jednego réwnania
oraz wykorzystujac wzor (4.4), znajdu]emy

(4.6) Pir ® = Vi
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gdzie wspdlezynanik
i 62 ’ 3m2
@.7 Y1 =

6m2 — s(m2+3) 78 (112k) — 6(1 — k)

zalezy od stosunku k = Ry/R;s 1 j)fzy k=1 jest 1 = L.

Uwzgledniajae w nastepnym przyblizeniu w uktadzie réwnan (3.1) dwa réwnania,
odpowiadajgce symetrycznej postaci wyboczenia -.rozwazanego preta (z, m =
=1,3,5,..), napiszemy warunek. (3.2) w postaci réwnania

(4.8 4p2 (a13 a31 — ayy az3) + 2P1 (a} @33 -+ &5 ayy) — lajol = - 0.

- Muiejszy pierwiastek rownania (4.8) po wykorzystanin wzoréw (4.4) i (4.5) daje
nastepujacy wzdér na wielko§é sily krytycznej:

l 72 _RQ
{4.9) . Py = Y

gdzie wspolczynnik

9 4 (54 +95) — V25642 + 656152
(4.10) P2 AN T 66 A 1952 °

A =372(6 —s) — 10s.

Na podstawie wyprowadzonych wzorow (4.7) i (4.10) obliczono dla kilku sto-
sunkdw & wartosci wspolczynmkow 1 194 oraz zestawiono je w tablicy 1, wykazujac
w ten sposdb w rozwazanym przypadku dobra zbiesnos$é wynikow, otrzymanych
w dwaoch kolejnych przybhzemaoh

Tabhca_l.-Wartoéci wspolezynuikéw v; iy

_ k=025 | k=050 k=100] k=200 k =400
1. 2,8734 | 1,7688 | 1,0000 | 0,5350 | 02772 .
" 2,8341 | 1,7566 | 1,0000 | 05314 | 02766

Z pordwnania obliczonych wartodci wspodlezynnikdéw 4y 1 35 wynika, ze tylko
przy k = 0,25 réinica tych wartoéel przekracza nieznacznie 1%, a w pozostalych
przypadkach jest jeszcze mniejsza.

Przyklad 2. Obliczmy sifg krytyczng w przypadku preta catkowicie utwierdzonego
na obu koncach o sztywnoéci na zginanie zmiennej wedlug funkeji (4.1)-(4.2).

Rozwaimy symetryczng postaé wybocienia preta (A, m=1,3,5,..)

Site krytyczna wyznaczymy z réwmnania (3.17) po obliczeniu warto$ci wspét-
czynnlka Gum.

Poniewaz sktadnik @y, wyraZa si¢ za pomoca wzordw (4.4), (4. 5) a wiec pozostaje
do obliczenia warto$é wspolczynnika f; oraz catki Sym 1 S. :

Podstawiajac funkcje (4.1)<(4.2) do pierwszego ze wzordw (2.11) oraz do wzordw
(3.16) i wykonwjac catkowicie, otrzymujemy
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2 (1 25 ) 212 (1 2.5')
Sim = 2memRy mm? ]’ fi= 7Ry n2i2}’

4.11)

gdzie {,m=1,3,5,.

Podstawiajac do wzoru (3.15) wyrazenia (4.4), (4.3} i (4.11) przedstawiamy wspél-
czyonik Kim = Gim Rpfl w nastepujacej postaci:

. i (6 — ) (67212 — a2 i%s — 35) — 288 (a2 2 — 252 e
“= 1276 16 (6 — 3) at=m

X At it mA s (6 — 5) — 6 (12 — m2)? (w2 i2 — 25) (m2 m2 — 25) o
im = 70 3 md (12 — m2)2 (6 — ) a I 7% m.

(4.12)

Ograniczajac w pierwszym przyblizenin uklad réwnad (3.14) do jednego réw-
nania oraz wykorzystujac wzor (4.12);, znajdujemy

w2 R
(4.13) . Pyr = ““72-(1%1,
gdzie
6215 (6 — )

(414) T (6 9 (622 — mP s — 35) — 288 (2 — 25)2

Wzor (4.14) daje wartofci znacznie roZnigce sic od wynikéw Scistych, np. dla
‘preta o stalej sztywnodci zginania Ry, tj. przy s =0 % = 5,2790.

Uwzgledniajgc w nastepnym przyblizeniv w ukladzie réwnan (3.14) dwa réw-
nania, odpowiadajace symetrycznej postaci wyboczenia rozwaZanego preta (i, m =
= 13,5, ...), otrzymujemy na podstawie warunku (3.17) réwnanie

(4.15)  4P2(Gy3 Gy; — Gyy Ga3) +2PI (@2 Gz +- a2 Gp) — 2 a2 a2 = 0.

Mniejszy pierwiastek réwnania (4.15) daje nastgpujacy wzdr na wielkodé sily
krytycznej:
m2 Ro

4.16) Prr & —5— s,

-

gdzie po wykorzystaniu oznaczenia Kim = Gim Ro/!

@17 iy K11+ Ka3 — VOKy — K332 +36K]y

4 (K11 K33 — K)

E]

a wspolezynnild Ky, K3 i K33 wyrazaja sic za pomocg wzordw:

Kiy = 324 [74 (6 — 5) (6a2 — 72 5 — 3s) — 288 (w2 — 25)2] W1,
(4.18) K3 =27[27n4 5 (6 — 5) — 128 (2 — 25) (9n2 — 25)] W1,
K33 =4 [2704 (6 — 5) (1872 — 3m2 8 — 5) — 32 (972 — 25)2] W1,
W = 3888 25 (6 — ).
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Drugie przyblizenic daje. w przypadku preta o zmiennej sztywnofei zginania
s # 0 wyniki znacznie roinigce si¢ od wynikéw.otrzymanych w pierwszym prazy-
bliZzeniu (tablica 2).

Wyznaczymy zatem jeszcze Wlelkosc sity krytycznej w trzecim przyblizeniu.

Warunek (3.17) wyboczenia rozwazanego preta doprowadza w tym przypadku
po wykorzystaniu wzoréw (4.12) do nastepujacego réwnania:

4.19) FP3 —LP24+NP — Q =0,
gdzie |

P = 81° (K1) Ka3 K5 — K2y Kss — Kis K33 — K%Ky -+ 2Ky3 K5 Ky5),
L= am Ry 14 (25K, K33+ 9Ky 1 Kss+ Kag K55 — 25K3; — 9K% — K2),
N = 274 R212 (225 Ky + 25K33 + 9Ks),

Q= 22576 R,

(4.20)

Na podstawie wzoréw (4.12) znajdziemy

K5 = 500 [62574 5 (6 — 5) — 3456 (n2 — 25) (2502 — 25)] Z-1,
421) K= 125116875745 (6 — 5) — 512 (972 — 25) (2522 — 25)1 Z 1,

K5 = 48 [62574 (6 — ) (150m2 — 2572 5 — 35) — 288 (2572 — 25)2] Z-1,
(4.22) Z =9.106 76 (6 — 5).

Najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania (4.19) daje wielko$¢ sily krytycznej,
ktéra mozna wyrazié za pomocg Wzoru:

' : ﬂizRg
(4.23) | P — 03,

gdzie warto$é wspdlezynnika x; mozna latwo obliczyé dla réiznych wartosci k

(por. (4.3)).
Na podstawie wzordw (4.13), (4.16) i (4.23) obliczono dla kilku stosunkow k

wartofcl wspolczynnikdw #x; (i = 1, 2, 3) oraz zestawiono te wartosci w tablicy 2,
wykazujac dobra zbiezno§é wynikdw uzyskanych w drugim i w trzecim przyblizeniu
(o2 1 23).

Tablica 2. Wartosci wspolczynnikdéw ), 2, xa

k=100 | £=200 | &=400
%1 5,2790 3,6364 2,3475

w4072 2,5509 1,4985
w3 | 40165 2,5389 1,4904

Na podstawie wz_iftqé,ci wspblezynnika »3 dla k = 1,00 (tj. dla preta o statym prze-
kroju poprzecznym) moZna przypuszezaé, ze wartoSci #y dla k= 2,00, 4,00 sa
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obliczone z wystarczajaca dokladnodcia dla praktyki. Obliczone wartofci wspol-
czynnikow x;y dla k& = 2,00, 4,00 umozliwiaja wicc z dostatecznym przyblizeniem
wyznaczenie ze wzoru (4.32) sit krytycznych w rozwazonych przypadkach pretéw
wklgslych o zmiennych sztywnosciach zginania.

Wydaje sig, Ze przedstawione w tej pracy rozwiazanie moze mieé duze zastoso-
wanie w praktyce, poniewaz umozliwia z dostatecznym przyblizeniem wyznaczenie
sit krytycznych w pretach o zmiennych sztywnosciach Zginania oraz dla réinych
warunkéw brzegowych. W pewnych przypadkach moze tylko powodowaé trudnosci
Sciste obliczenie calek, ktére jednak mozna wyznaczyé za pomocy metod przy-
blizonych.
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PczwomMe

TIPOMOIBHEL] W3THE TIPAMBIX CTEPKHENR
C TIEPEMEHHOM JKECTKOCTBIO HA W3THE

Haetes pemenue 3a7a4H, XacAIOMWSHCH TIPOJONBHOTO H3THGR YUPYIOro UPsMoro CTEPIKHA
€ IPOH3BONBHON W3MEHHOCTEID JKECTKOCTH Ha WiHC H ¢ DanmiuHBIMM KpacBBIME YCIIOBBEAME,
TOABEPKEHAOTO HeHCTBHIO DOCTOSHHON O0CEROH CHIIBL Paccmarpusarores: cTepxey crobogHEO
ONEPTEIC, TOMHOCTHO 3AHIEMIICHHLIS M YUPYIO 3aleMieHHpLE, Hcrionssys 0pTorOHANM3HPORAE-
=it meton anepeana TIOJIYHCHEOS POINCHAE CBOMETCH K DECKOHCTHOH CHCTEMS anreGpamdecknx
OMHOPOAHLIX JIMAGHANX YpapHenui, B XOTOPBIX HCH3BECTHLIMH BeJHYHHAME ABIAIOTCH Koaddna-
uueETH Pypre, TIpupaswenuwe K HYII0 OCHOBHOTO HETEPMHHANTA, MOJIYYeHRON CHCTEMED ypap-
HeHMH ABIMETCS YCHOBHEM FUIL ONPeJISHCHAES KPHIMeckol CANEL. TIpHHyMas BO BHAMAEHE TO,
IO CYMMEL BCEX PANOB, CYIICCIBYIONMX B LONYYCHHOH CACTEME YDABHECHME MOXKHO OLINO B
Da3HIE B BHIEG HHTSFPANOB, MPENIOKEHHOES PENICHAC MOXET MMETE OOIBMoe NMPaKTRYECKOS BHAa-
uyenue. IlpEsomsres KOHKPCTHRIS IPHMEPH! ONPEHSHCHAS KPHTHYCCKHX CHi B CIIYYae CTEPXHSH

C TEPEMCHHON JKECTKOCTREO M3¥Ga, CBOGONHO OUEPTHX M TONHOCIHO 3ATIEMITEHHBIX  0GOmVm
KOHLAMH,
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Summary
BUCKLING OF STRAIGHT BARS OF VARIABLE FLEXURAL RIGIDITY

The paper is devoted to the solution of the elastic buckling problem of straight bars with flexyral
rigidity varying in an arbitrary manner, supported with various boundary conditions and subjected
to the action of a constant axial force. Simply supported and rigidly or elastically clamped bars
are considered. The solution (using the Galerkin orthogonalization method) is reduced to an infinite
set of homogeneous linear algebraic eguations with the Fourler coefficients as unknowns. Setting
the principal determinant of this set of equations equal to zero we obtain the condition for cal-
culating the critical force. In view of the fact that the sum of any series in the set of equations thus
obtained can be expressed in the form of an integral the solution obtained may be of considerable
practical importance, The paper contains some concrete examples of computing the critical force
for bars of variable flexural rigidity, simply supported or rigidly clamped at both ends.
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