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ZEOZONE SFEROIDY POD DZIAEANIEM OBCIAZEN SKUPIONYCH
S.C. DAS i R, SUBRAMANIAN (MADRAS)

Oznaczenia
- x, 7,z wspdlrzedne kartezjanskie,
u, v, w wspblrzedne eolipsoidalne okreilone za pomocy wzoréw (1),
hy, B, By wspOlczynniki dystorsji,
U, V, W skladowe przemieszczenia,
Oy, Op, Gy Normalne skladowe naprezenia,
4y g stale Lamégo,
G modut fcinania (Kirchhoffa),
»  wspolczynnik Poissona,
a = @+2mf(itp),
Ay, A, By, By stale,
Ty Tow Ty  Styczne skladowe napreZenia.

Wstep. M. A. SADOWSKY i E. STERNBERG [1] przedyskutowali rozwigzania dla
zagadnien pustek sferoidalaych poddanych jednoosiowemu napieciu prostopadiemu
do osi pustki, A. H. NEUBER [2] rozwazyl podobne zagadnienie dla obciazen réw-
noleglych do osi 8. C. Das otrzymal koncentracjg napreZefh wokdl malego sferoi-
dalnego wiracenia na osi skrecanego walca [3] oraz napreZenia w skrecanych zlozo-
nych kulach i sferoidach [4]. J. Goreckr [5] studiowal rozklad napreged w przy-
padku kuli poddanej sitom $ciskajacym wzdluZ srednicy, uwzglqdma]acc przy tym
istnienie kulistej pustki lub wiracenia.

Niniejsza praca stanowi studium wplywn niejednorodnosci strukturalnej W po-
staci sferoidalnej pustki lub podobnego sztywnego wiracenia na rozklad naprezen
w sferoidzie poddanej sitom $ciskajacym wzdhuz wspolnej osi obrotu,

1. Sferoidy wydluzone, Przyjmujac  wspélny $rodek sferoid jako poczatek
vktadu wspdirzednych oraz wspélna o obrotu zgodng z osig x-6w, wprowadzamy
nastepujace wspdlrzedne:

— ¢h u cos o,
1)) y == sh usino cos w,
z = sh #sinvsin w,
gdzie u = const przedstawia sferoide wydlui:dnq;"ZeWﬁgtrzna powierzchnia zostala
zdefiniowana jako # = w#;, & powierzchnia podziatu migdzy dwoma materiatami
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jako u = wy. Sily dzialaja wzdluz osi x, tj. osi obrotu. Trzy wspdlezynniki dystorsji
sa nastepujace: '

{2) ‘ hy = by = h = {(ch2u — cos?0)1)2, h, =shusinw,

2. Rownania réwnowagi., Rozwiazania, Niech U, V¥, W oznaczaja przemieszczenia
w obranym ukladzie wspélrzednych. Przyjmujemy W =0, oraz U, V' niezaleZne
od w, poniewaZ zagadnicnie jest osiowosymetryczne i nie rozwazamy skrecania.
Przestrzenna dy]atac_‘ja A Jest okreslona nastepujaco:

A DR
() | A= i |5 Gl U T (hhw V):]

a skiadowe obrotu .

@ 2wy = 2wy = 0, 2wu‘, = [ﬁ (Vh) '—w‘(Uh)] :

Jedno z réwnafi réwnowagi jest spehione tqisanioéciowo, 'lqat'omiast pozostate
dwa przyjmuja- postad

A Y R
A+ 2p) by FYE 24 “5; (hwww). =0,
©) o4 " i} - -

Jako rozwiazanie przydatne w naszym zagadnieniu bierzemy

(6) R - 4GU = h 20: Pa (u) Py (cos o),

("7) o ’ :‘}‘—20: )———(cosw)

PIZY czym py ()1 gn (u) sq okreslone w sposéb naste;pu_]acy

y _ , n nd1

(8)‘ Pﬂ(”) = — xn+ (Za — 1)Shu T Yu—t + 3 Jee

o i o ‘ n  , ntl ]
. - Hchu[m—lyﬂ.ﬂ;+2n+3yn+1 ’
(2a — 1) ‘ (n+1“+2;1) |
gn () = -—xﬂ—i-——n———ch UYp | T nt3) o chu Y,y

gdzie .

Xn = A, Py (ch #)+A4; Qn (ch u),

©)

yn = By, Pu (ch t)-+By, On (ch 12);

Pyi Q'n sq funkejami Legendre’a n-tego stopnia, odpowiednio pierwszego i drugiego
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rodzaju, kreski oznaczaja rézniczkowanie wzgledem u, a Agn, A,, By i B, sa statymi.
Wowezas naprefenia sa nastgpujace: '

S
Tuu = F Zfﬂ () Py (cos o),
(10), - R
. ‘ dPﬂ, (COS ‘U)
O'u'v h4 Zgn u

Funkcje f% () 1 gy (1) sa okrelone w sposdb nastepujacy:
n(—1) " nn—1D{E—2)

D @ = G T -3 "2 @n = Dm—3) T
— , n(n+1) @D w2
— 8x,, + chirshux, -+ Gn—1)@n+3) +(2n+3)(2n+5) w2
r+D@E-+2D(n+3) (n«*1)(nf2)(n_~.3)chwx

Grdents T @)@ — )
m— 1D —2shu
(2n — 1}(2n—3)(2n — 5)

nin—1Dm—2chu 5 nchu [ n(n-1
Cn—Dn—3Cn—5 73" G-’ 1{en-DEat-3

(n—1)2{7—2a—n(3-—a)}]
Cn—1D2n—23) +

X a1 - o) — 4+2alya_ 3 [ — a(n+ 2]y,

—-d(a— l—l—n(2—a))—|—sh2u+

sh u

, [ 5 nch? (m— 124 —2a — an)
T et o %) ]

nchu . (n—1)2 (n+Dchu
TR - 1[ 6+(2n—1)(2n—3)] “@nt3) Jnet”

x[a 3-2a4n(2 h O
B-20tnQ-a}tshiut o 1

(n+2)2{64a—z—n(3-ﬂa)}] (n-+1yshu |,
(@n+3) @2n+5) @n-t3) Tt

n+22ca ] (n+1)chu ,., (n4-2)2

@t @n+5) @n+3) y"’“{ 6+(2n-r3)(2n—|-5) *

r+D@ED LD D@ —1)

+ (2n+3) Gt Cn oh #ynes

(D e+ (113) o 4o @D )ty
i3 Crt5entn s ”yﬂ” @t HCn L5 @nt ot Yass

[aé -+ chZ u—
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oraz
(n— 1)( —3) o )
(12) En (u) (n 1) (];n ) Xy — 2+ShuCh UXp —
, , . @+,
B [‘3 + @2rn—1) (2n+3)]x'"’+ @n+3)@u|5) B2 +
n—1Dm~-2)(n—3)(1+a)yshu

Va3t

(2n—1)(2n—3)(2n —5)
n—D@m—2)(n—-3—a)chu shu

I

on—D@n—3@n—5 Tr T a1 et

i . R e
x [- @n—1D(2n+3) +nch2u— & {a(m— D4n}+

(ﬂ—1){n2(1+a)'—~2n(2+a)+3}] chu l .
| @n—1)Q@nr~—3) +(' Ty 1{le—mn)

-}

o (n—l){(nﬂ1)(n——3)+a(n——2)}]+
@2n—1D@2r+3) @n—1)@2n—3) §

n sh u-
‘2n-+3) Vut1

@y (n+2){(nlrz><n+4)+a(n+1)(n+3)}]+
o @nEdNEe—D (2n+3) 2n--5)

chu [ . ~ 7 (n+1)
(na-3) 7nt1 =¥+l - e — 1)

@+ {n+2) — a(n+3)}] (n+2) (n+43) (n+4) (1 |- o) shu B
@n13)nL5) On )t @t O
. n+2)n+-3H@m+-4+a)chu

@nt3) @it ) @it O

[— 8 f(n-1- 1) + o (n 42} + (ﬁ‘—l— 1) ch? u —

gdzie

5 — o2 2n2+2n—1
s o) @n -1’
(13)
- : _ 2n2 20— 3 ; i
' B 6’ =ch2y — a = (A -+ 2uw)/(hi + w).

@n-+3)@2n— 1)’

PoniewaZz obliczenia naprezefi obejmuja duzo algebraicznych | przekszialcen,
a ostateczne wyraZenia sa do§é dlugie, podajemy explicite tylko dwa z nich. Pozo-
stale wyrazenla sq podobnego typu. Nalezy pamigtac, ze w powymzych réwnaniach
state 'z ujemnymi wskaznikami przyjmujemy za zeto. Ce e
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3. Interpretaja zagadnienia. WprowadZmy stan napreZenia sprezyScie réwnowazny
dzialaniu na wydluzona sferoide # = u dwoch sit P sklerowanych wzdtuz osi
obrotu ‘

(14) R =limed (), 1o=10)=0,
-0 .
gdzie
- P (4 Dcos?o
0y — L T/ T
(15 oy () _ mshZuy

Zdefiniowany w ten sposdb stan napreZenia jest zgodny z zasada Saint Venanta
w jej peinej postaci oraz tworzy granicg ciagu przyblizonych standéw napreZen
[6% (D), 2, (D), spelnlajqcych zasadf; sprezystej réwnowaznoéei jedynie w sposéb
calkowy. Otrzymujemy .

— I+1 = ‘
16) 5 (l) = mehra, [21 i + 2 (4n—+1) ,2n Pm (cos w)] 5, () =0,
gdzie : , .
_ (l—§— 1y2 (2[ — .2 —2n —E—Z)
W T QL) @43 . QI 2n D),
E X V V :
p
%
p
P ‘ .
Rys. 1 Rys. 2

Przecliodzac formalme do granicy przy [ = co powyZsze rdwnania redukujemy
do postaci

an o = thu Z (4n+1)P2,,(cosra) 8, = 0,

ktora moina przepisaé Jako _

(18) o = 2h4 2 (A1) Py (cos), 74, =0,
Psh?. u1

przyczym _ o ‘ Gy — ‘_‘ s"n
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Szereg 2 (4n -+ 1 Pm (cos @) jest zbleZny W sensie Abela—Polssona dia v #0,m,

natomiast rozblezny dla v =0, i jego granica dazy do oo. Na te_] podstawie
otrzymujemy ostatecznie [por. (5)]

ol = 0, v % 0,7,
19
) cr%=——oc, v =0,

4, Wanmki brzegowe Rozquame zagadnienia przedstawionego na wstegpie
sprowadza si¢ do okreslema stanu naprezenia o = [U, ¥V, oy, v, G, Tuw] spet
niajacego warunki brzegowa [18] pa powierzchni # ==y, przy czym na u = u
napreZenia znikaja [0y = Tue = 0] W przypadku pustki, w przypadku zas sztyw—
nego wirgcenia znikaja odpowiednie przemieszczenia [U = ¥V = 0]

Wymagany w naszym zagadnieniu rozktad naprezei ¢’ powinien byé taki, aZeby
przyjmowal wartofci ¢ na # == u; i nie wywolywal zadnych naprezen lub prze-
mieszczeh na ¥ — uy, odpowiednio dla przypadku pustki lub wirgcenia sztywnego.
Stad warunki brzegowe spelnione, jezeli

4n +1
[fzn (u)]u=u1 = 2 sy [g21: (u)]uzu1r= 0:

(20) ‘
[fzn (u)]uzuo = 0: : [8'211 (u)]u=uo =0
dla przypadku pustki Wequtrznej i

C dntt \
Von@uce, =505 [22n @luyu, =0

Q1) |
[P2m @y, = 00 [G2y (]y—y, = O]

dla przypadku sztywnego wtracenia.

Rownania te tworza nieskoriczony uklad jednoczesnych réwnan liniowych.
Z powodu zlozonosci wspélezynnikéw nie jest mozliwe przejscie do analitycznego
rozwigzania tych réwnan. Kazda interesujgca konfiguracja musi byé traktowana
oddzielnie, a wymagana liczba stalych An; 4, Bn i B), wyliczona w sposéb nume-
ryczny. Naprezenia o obliczamy w nastepstwie znajomosci odpowiednich statych,

© 5. Sferoidy splaszezone. Przyjmujac wspdlny &rodek sferoid jako poczatek uktadu
wspolrzednych oraz wspdlng of obrotu zgodng z osiag x-6w wprowadzamy nastg-
Pujace wspdhrzedne:

x = sh ucosw,
(22) y = ch usinv cos w,

z=chusino s’in'w',

‘gdzie # = const przedstawia sferoidg splaszczong. Zewngtrzna powierzchnia zostala
zdefintowana Jako u =1y, a powicrzchnia podzialu migdzy dwoma materiafami
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jako u = ug Slly dzmlajq wzdhuz osi x, tj osi obrotu. Trzy wspdlczynniki dystorsji
84 okreslone, w §posob nastepujacy: ,

(23) o hu = h,, = h = (sh2 # -+ cos2 v)1/2, = ch u sinv.

Niech U V W oznacza}q przemleszczema w zalozonym ukladzie wspéezednych.
Przyjmujemy, 2e W =0 oraz, Ze U, V' sg niezalezne od w, poniewa zagadnienie
jest 0810wosymetryczne i.nie pojawia sig skn;came Przestrzenna dylatacja jest dana
za pomoca réwnania (3), a skladowe obrotu za pomocg réwnania (4). Réwnania
ré}VﬁpWagi sa réwniez okrelone réwnaniami (5) z tym, Ze nalezy pamietaé, Ze
i hy sa okreflone za pomoca réwnania (22) a nie (2). Jako rozwigzanie przydatne
w naszym zagadnieniu bierzemy

1 2 .
4GU = z Fn (1) Py (cos ),
24 i 1 &

4GU = _I: Z Sn (u) d Pﬂ, (cosv),

i
przy czym Fn (u) 18y (1) sa okreslone nastgpujaco:
n+t+1 ]
ont3 Tert]T
n . BT
_Sh“[zr;mly”f1+ 2n+3}”'“]

@) ,,-r,,;(u) — X+ (2a - 1) chu[—%yﬂ__‘ +

oraz

‘ (20 — ) (n+1420)
(26) s () = — xptya- lshu( I) yn%lshuw
W powyzszych wyrazeniach ‘
Xn = 4, Py (ishu)+ A, Qn(ishuw),
Yn =B, Pn(zshu)-{—B O (i sh u),

gdzw Pr i Qn sa funkcjami Legendre’a n-tego stopnia, odpowiednio pierwszego
I drugiego rodzaju. Kreski oznaczajg rozniczkowanie wzgledem u. Ay, An, Bn i Ba
sg stalymi.

(27)

Naprezenia sg nast@pujqce:

(28) Oun = 73 2 By (1) Py (cosv), oOyp= 7 Z kn (u) Pﬂ, (cos ),

gdzie hy, (u) i ks (u) 53 dane przez
: o — 1D —2) Cnm—-1)
@) h = G en—3) 2 T G an 3

. nm—1) 5"
n— 1) @n4-3) " P

rr
Xp—2a +

+-shuchux, —
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@—DE+E+) - @EDE+D
Tt )@t 2T @nr3)@nts) e

m—Dmn—2)(n ~3)shu

I on - D@En - 3)@n - 5)
s m—D{n —2)chu

T D —3) 2n - 5)
n(n—D@m—2)shu nshu

=D @n—3)@2n—3) Yaat Vns @n—1) *
nip—1)

T n—1(@2n+3)
(n—1)2{2a—7+n(3#a)}] , chu

@rn—1)@n—23) Yn-1"2n —1)

(}1—1)2{2(1_4_"3@}]_ N nshu[ (-1 ]

@n—1)@n—3) TVt gy ) iD=yl

. 4+ Dshu V nE1)

+y?-b+1"_"_. (2n‘-|—3),‘ [6{3~2a+n-(2»—a)}+ch2u“ n— 1) 2nt 3) +

(n+2)2{a%6-ﬂ'n(3——a)}] . {n+1Dchu
(2n-1-3) 2n +5) Yo+t T 00 1 3)

. a@+2p ] ., (n-{—l)shu[ (n+ 292 ] _
Y EE ) BRI R ) (@n+3)(n -+ 5)

W+D@+3@+$@+®Uﬁ®jl
Qi3 @nt5@nLT Shttnts—

LN EEE) )@ Ery)
@nt3) @nts) Gt T a3 @nrs) @at )T

[n(1 — @) +2a — 4]+

[2a — 4 — 3n] —

_|_

X[ch2u~6{a_- 14+n2 — o)}

+

[— and +nsh? u +

[~ 3ad +sh2y —

oraz
— @+ m+3)

(30 ko (1) = Gn—1) (@ —3) Xy +3-Fshuchux,

+ [ . ] (n+2)(n+9H
L) W U SIS R VIS S

m—Dmr—-2E—-3@—D .
Pt Gr D —Han—35)  #T

, m—1Dm—-2C+a—n chu

Xpigt

P as gy Ty =3 =5 BT gy
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71

X[P &’ {I’!+(H*- 1)a}—[—nsh2u+m+

(n——1){&;1(11—2)#(7141)(n—3)}} . shu [ -
n—1 (2n~3) +y,, Yon—1) (@ —n) 3%
. n. (nf1)—{a(nuz)+(n—3)(n—n}]
Qn— D{2n+3) 2n—1D(2n—3) *
+yﬂ,+1 (20113) [6 {a(n+2) (n+l)}+(n+1)sh2u—|—
1 @+ n n+2){n |—4)(n+2)+a(n—i—1)(n+3)}] +
@2n — 1) (2n+3) : (2n+43) (2n--5)
shu (n+1)

G g +

C (542) {a (n+3)—(n+2)}] (n+2) (143) () (e — 1)
' @n+3) (2n45) Yu3 O ¥ 00 13) (an5) @a+T)
' y, DO kAt
P gshu (2n+3)(2n—|—5)(2n+7)

[ Sttt gD

przy czym

a1 : s 2 2n2 +2n — 1 5 12 2n2+2n— 3
@D = T e R I Y

Pozostale napreZenia sq podobnego typu. Nalezy pamigtal, Ze w powyZszych réw-
naniach stale z ujemnymi wskaZnikami przyjmuje si¢ za Zzero.

Wprbwadzimy stan napreZenia sprezyécie réwnowazny dzialaniu na splaszezong
sferoide u — 4y dwdch sil P skierowanych wzdluz osi obrotu

(32) 0% = lim 62, h, o= 1:3,, H=0o,
Jro0
gdzie
— P+ 1Dcos®o
0 _
(33) 'G'u, (l) . 7T Ch2 Hl .

Uwaga wyrazona po zaleznosci (15) stosuje sig 1 w tym przypadku. Otrzymujemy

I4-1 o0 ] -

—P .
+- Z @ 1) 0130 Pa (05D |, = 0,

0
(34 Yu =g ch2 g [2! + 1

gdzie o
F+DAC—2) .. @ —2n+2)
QU= T oI ) @IL3) . @ F 21y
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i rédwnania (17) przybieraja postaé

o o_ 7 5 0 _
(35) 0= e, ZD] (4n -+ 1) P,, (COS“ZVJ), 2, =0,
gdzie N
— P(ch2u;)
(36) Oy =

oo

Uwagi odnodnie szeregu Z (4n 1 1) P,,, (cose) pozostaja bez zmiany.

[i]

W)
l 40
‘ s9—= ——1 //
8
§ /]
G| 2
3 /
PN /
| N
RINAN A~/ -
0? N 20° 1300 450 0% 7 600 | T lag? 007 v

A1 A |- A
E ' L7
g -2

]

-40

Rys. 3. Wykres 6, w przypadku pustki wewngtrzne

Warunki brzegowe beda spelnione, jezeli

-

) o dn+41. _ , _
(37) . [ 2% (u)}uzu;_ — 2 sy {C2n (u)]u:ul = 0:
i [kZﬂ, (u)]u=uo =0, ' l-kzn (l.f)]u=uu = _0,
dla przypadku pustki wewnetrznej i
C dnt1 ' N
(38) [0 (u)]u:ul = “;2—“ 05, - [kay (u)]u:u1 =0,
[rZﬂ, (u)}uzuu == 03 _ ‘[SZn (u)]u=‘ua =0

dla przypadku sztywnego wtracenia.
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' Réwnania te znowu tworzg nieskonczony ukiad jednoczesnych réwnan linio-
. wych i kaida interesujzca konfiguracja musi by¢ traktowana oddzielnie.

6. Wyniki numeryczne i ilustracia graficzna. . Obliczenia numeryczne zostaly prze-
' prowadzone w przypadku sferoidy wydluzonej. Zewnetrzng powierzchni¢ u =y
. przyjeto jako chuy =3, a powierzchnie podzialu u = 4y jako chuy = 2.
Wspolczynnik Poissona zatozono rowny 0,3, Obliczenia wykonywano zachowujac
picé wyrazéw w kazdym wyrazeniu. JednakZe zbiezno$é wynikow nie zostata prze-
dyskutowana, Koncowe wykresy dla o, na wewngtrznej powierzchni w przypadku
pustki zamieszczono na rys. 3, a wykresy dla oy, 0y 1 Tuy Wyrazone w jednostkach o
na powierzchni podziatu w przypadku sztywnego wtracenia pokazano na rys. 41 5.
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PecamoMe

CITOMCHBIE COEPOMJIBL [IOABEPKEHULIE HEVUCTBUIO
COCPELOTOYEHHLIX HATPY30K

. OUpexeAIOTCa HANPAKCHES B CepOMHaX COCTOMIIMK H3 IBYX PAFIHBIX YOPYIMX MaTepHa-

OB, TONBEPACHABIX CENAM CKATHA, ASHCTBYIONMM BAOAL O0mell OCW BpallgHus, Pemerse mo-
AYYEHO B BEOE PAZoB. IIpHBOIATCHA TAKKE WHCIOBBE DAIYIBTATHL -

Summaty
COMPOSITE SPHERQIDS UNDER CONCENTRATED LOADS
Stresses in composite spheroids of twe different isotropic elastic materfals, under compressive
forces acting along the common axis of revolution have been obtained. The solution is in series

- form. Numerical results are provided.

; DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INDIAN INSTITUTE OF TECHNOLOGY, MADRAS

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 2 lipca 1964 r.






