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1. Analogia spreZzysta w zastosowaniu do probleméw nieliniowego pelzania
wykorzystana zostala przez Horra [1]. Idea tej analogii polega na tym, %e naprezec
nia w materiale pelzajacym w zakresie stanu ustalonego wyznaczamy opierajgc
sig na rozwigzaniu dla naprezen w materiale o nieliniowej charakterystyce spre-
Zystej. Zastosowanie analogii wmoZliwia identyczna formalnie budowa praw okreéla-
jacych nieliniowodé fizykalng w obu przypadkach 1, mianowicie dla pelzania

(1.1) ' é = @C fexid
oraz dla nieliniowej sprezystosci
g = @3 an,

W powyZszych wzorach @,, D, i n sa statymi materiatowymi, ¢ i o s3 odpowiednio
odksztalceniem i naprezeniem, kropka zad oznacza roZniczkowanie wzglgdem czasu.
Prosta zamiana predkosei . odksztaleenia na odksztalcenie lub odwrotnie oraz
zamiana odpowiednich statych pozwala na przejécie od rozwigzan jednego zagad-
nienia od rozwigzan drugiego. Analogia rozciaga sie rOwniez na warunki brzegowe,
w ktoérych warunki dla predkodcei przemieszezefi, odpowiadajace problemowi pel-
zania, réwnowaine sa odpowiednim warunkom przemieszezeniowym ‘dla mnieli-
niowej spregystodel, :

Mozliwosé wykorzystania analogii Hoffa dla plyt i membran byla przedmiotem
analizy Opqvista [2]. Dochodzi on do wniosku, e jest to moiliwe tylko w tym
przypadku, gdy rozwazany problem miefci si¢ w zakresie teorii geometrycznie
liniowej, tzn. gdy przemieszczenia sa male. Poniewa? analogia Hoffa dotyczy fizycz-
nej strony zagadnienia, ODQVIST nie znajduje’ mozliwosci stosowania analogii
sprezyste] w zakresie teorii geometrycznej nieliniowej, tzn. dla duzych przemieszczen.

Wykazemy, ze analogia sprezysta moZe byé Wykorzystaila rodwniez w przypadku
‘geometrycznej nieliniowosci, a ¢ za tym idzie, Z¢ a ona ogdlniejszy charakter,
anizeli analogia Hoffa, Istota rzeczy polega tutaj na wykorzystaniu rozwigzan
dla naprezen w zakresie nieliniowej geometrycznie i fizykalnie teorii membran
kolowych przy rozwazaniu analogicznego problemun w zakresie pelzania ustalonego.
To, e analogia sprezysta da sie w tym przypadku zastosowal, wynika z faktu,

1 Dla stanu pelzania jednoosiowego,
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ze w réwnaniu nieliniowym problemu pelzania mozZna rozdzieli¢ zmienne. Otrzy-
mujemy w wyniku dwa niezalezne réwnania, z ktérych jedno jest formalnie iden-
tyczne z réwnaniem dla membrany kolowej o nieliniowej geometrycznie i nieli-
niowej fizykalnie charakterystyce sprezystejl. Rozwigzanie tego ostatniego zagad-
nienia bez analogii podane zostalo przez Odqvista, [3, 4 1 7). W pracy naszej pod-
stawowe réwnania wyprowadzimy inna metods.

2. Rozwazamy duze ugigcia membrany kolowej z materialn pelzajacego wedhig
prawa ogdlnego

2.0 &y = D 515,

w ktérym 2; oznacza skladowe predkosei odksztalcef, si skladowe dewiatora

naprezenia oraz @, wspolczynnik cicklodci, ktory jest funkcja stanu napreZenia.
Zgodnie z prawem dla ustalonego pelzania @, jest funkcja potegowa, intensyw-

nos$ci naprezen oy

3

(2.2) @g = ?BO’?_I,
gdzic Bi n sq stalymi. Przyjmujemy, ze # jest liczba catkowita, wicksza od jednosci.

Zakladamy, ze membrana jest utwierdzona na brzegu r — R (R oznacza promicht
membrany) i obciaZona stalym obcigZeniem o intensywnosci p. PoniewaZ problem
jest osiowo-symetryczny, predkosci odksztalcedi, odpowiednio w kierunku pro-
mieniowym i ocbwodowym, maja postad

du  dw o dw .

dr d dr’ T,
gdzie u, w sa odpowiednio przemieszczeniami w kierunku promieniowym i po-
przecznym (ugiecie). Z warunku niefcifliwodcl ofrodka pelzajacego otrzymujerny
poprzeczng predkosé odksztalcenia:

2.3 & ==

>

@4) b= e by,
Z drugiej strony réwnanie fizyczne (2.1) daje predkosci odksztalcefi w postaci
(2.5) ér = @cSr, éap - @{;Sw,

lub tez, jeSli wprowadzimy skladowe tensora naprgZenia, w formie

K

. 1 . 1
(2.6) =7 D20y —0,), &,= 3 D, (20, — o).
Rownania réwnowagi membrany kolowej sprowadzaja si¢ do nastgpujacego
ukladu:
d dw or
2.7 —_ G = o
@7 . (ro) —0,=0, or 7 o

gdzie & jest grubofcia membrany.

1 Ogélnic biorge charakterystyka moze dotyczyé stanu natychmiastowego,
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Wprowadzajac bezwymiarowe wielkosci
20 weg em(g) el o= 4(3)
. w = - =t—, Z = — —_—f—
( e e7\R ¢c s \n )

otrzymamy przy wykorzystaniu réwnania (2.7)

0 c z (2 .z ) . dz
@9 =t T ol T T @
2 rownanie (2.7); przyjmie postaé

dw e
(2.10) T

Intensywno§¢ napreZefi wyrazona przez napreZenia mozna napisaé w formie
.11 ‘ o} = o — oy 6, + 0% = C20,
gdzie wprowadzono oznaczenie
z\? z
(2.12) Q=31—| —6—z 1422
e 4
Wtedy @, wedlug wzoru (2.2) wyniesie
' 3
(2.13) &, = ?BC“—l o=,

Podstawiajac (2.9) oraz (2.13) do wzordéw na predkosei odksztaleen (2.6), otrzy-
mujemy \

. 1 N

£ = 5 BCr Q¥ (3% — zz'),
.14 ! z
&, = — BCr Q¥0-D (42' —3 —).
¥ 2 0

Warunek nierozdzielnosci

d . . 1 dw dw
(2.15) o) — ==
przeksztatcamy za pomoca (2.8) do postaci
dé¢+1, .. p dwaw
(2'16) 2_&9— Q (Squu_ Er) - C d@ de H

a nastepnie wprowadzajac predkodci odksztatcefi (2.14) oraz zalezno§¢ (2.10),
otrzymujemy ostatecznie

3
4
.17 [z [8.!2’2”—|—(n — D (42' -3 ;—)] 0=2yc2 (3)

Z .
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‘Tutaj oznaczono przez £’ pochodng wzgledem p oraz

P
Bc'n-i—l .

Réwnanie (2.17) mozna otrzymaé z réwnan Odqvista wyprowadzonych inng
metodg w pracy [7] [por. wzory (19)].

Réwnanie (2.17) tacznie z warunkami brzegowymi i poczatkowymi ujmuje problem
pelzania membrany kolowej, a rozwiazanie jego okrela stan naprezenia w mem-
branie. Réwnanie (2.10) pozwala z kolei na wyznaczenie funkcji ugiccia.

Warunki brzegowe sa nastepujace (¢ jest dowolne):

1) na brzegn membrany, tzn. dla g = 1,

(2.18) Yo =

(2.19) #(1)=0 Iub [42' —3 i] =0

2 dy—1

2) na brzegu membrany
{2.20) w(l) =0; _
3) w érodku membrany, tzn. dla g = 0, naprefenia powinny byé sobie rdwne:

z
(2.21) [0 — 0o =0 Tub [ — ﬁ] = 0.
@ p=0

Warunki poczatkowe przyjmuja postaé (o jest dowolne):
1) naprezenia

z Zgy
[o7)g = 0 lub ? = E— )
{2.22) - =0

zZ

2) ugigcie poczatkowe
(2.22% W], g = We-

Poczgtkowy stan naprezenia i przemieszczenia (dla f = 0) jest dany i okreflony
Za pomocg wielkodei zg 1 w, ktére zaleza od sprezystych wlasno$ei materiatu w chwili
-obciazenia (wlasnoéci tych dla ¢ > 0 nie uwzgiedniamy).

WykaZemy teraz, %e rozwiazanie problemu pelzania membrany moze byé hatwo
znalezione, jezeli znane jest odpowiednie rozwiazanie problemu nieliniowego geo-
metrycznie i fizykalnie w zakresie sprezystym (natychmiastowym).

Przyjmujemy rozwiazanie réwnania 217 w postaci

(2.23) z(p, ) =z (g) ¢ (2).

Podstawxajac te funkcje do réwnania stwierdzimy, Ze rozdzielenic zmiennych jest
mozhwe,’ Otrzymujemy W ten sposéb réwnanie

YJoeres fum s

1{zv] .
(2.24) ;{;(?) {S.Qz +n— DD ( 4z'—3 .

gdzie 2=0(),a 1>0 jest staly, ktora nalezy Wyznaczyé.
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Analogiczne do przypadku réwnania (2.24) réwnanie problemu sprezystego
znajdujemy zastepujac w wyrazeniach (2.6) wielkosci &, &,1 @, odpowiednio
Przez g, @, 0faz _

. 3
2.25) @y =5 40",

gdzie A 1 m oznaczaja stale (m jest liczbg calkowita wiekszg od 1). Otlzymujemy
w ten sposab

iz_{cmg‘%@‘” D (3— — 2z )
(2.26) g
1 z
8y = 5 ACH Q™D (42; —3 ?*)
Podstawiajgc powyisze odksztaicenia do réwnania nierozdziclnodcei
@27) PRSI A G I (i"f)z
, - T de 0 7? 2 Cldg

oraz wykorzystujac réwnanie (2.10) znajdziemy po prostych przeksztalceniach

1 Z* 2 st I3 ’ 4 Z* 1 3
S\g) 8% =D, 4z*-3?) Q= .,
{2.28) ' '
) P
Q* =0 (Z*)’ Y= ACm+1"

Rownanie powyZsze jest réwnaniem dla membrany sprezyste.
Na podstawie (2.24) otrzymujemy dwa réwpania niezalezne ze wzgledu na zmienne
0it:

1 {zV] N N VI
(229) - S.QZ”—I—(?I — 1) o4z — 3 — | 0¥ - 1,
iye\e o
@ ,
(2.30) 2cpﬂ+3 = — i

Pordwnujac réwnania (2.28) 1 (2.29), dostrzegamy behlq analogi¢ formalng. JeZeli
zatem znane jest rozwiazanie réwnania (2.28)

2.31) z' = fly, m, 0),

to rozwiazanie pierwszego z rownan dla problemu pelzama (2 29) otrzymamy
w postaci :

(2.32) S z=f (e, 1, 0).

Drugie z ‘réwn_aﬁ problemu peiz'é'nia (2.30) 'd'ajc_a '

(2-33) | ¥ (t) - [1+%3(p83+2(n+2) t]ll(?a+2) ’ :

Rozprawy Inzynierskie — 7
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gdzie @g jest wartoscia ¢ w chwili # = 0. Pelne rozwiazanie moze byé zatem przed-
stawione zgodnie z (2.23) w postaci .

(2’34) s ‘P (t)fm?’c, ?’I, 9):

w ktoérym czas odgrywa rolg parametru.
Zgodnie z warunkami poczatkowymi (2.22)

(2.35) [z},_o = 25
a zatem zgodnié z (2.34) mamy
(2.36) 7o = @of (Aye, 1, 0).

Jezeli stan napreZenia i przemieszezenia poczatkowy membrany okreSlony jest
jej nieliniowo-sprezysty reakcm (dla -t = 0), to wowczas stan ten Wyznacza (2.31),
czyli

(237) Z* = Zy :f(’)’, m, Q)‘

Poniewaz stan poczatkowy jest funkcja statych sprgiystos'ci; przeto W rozwigzaniu
(2.32) nalezy przyjaé odpowiednio y i m za Ay, I n. Wynika stad réwnoéé

(2.38) ‘ g =7 =1z

e .
Dila t > 0 pomijamy wplyw wlasnosci sprezystych membrany. Rozwiqzénie (2.38)
musi w tym przypadku spelniaé réwnoczesnie réwnania (2.28) i (2.29). Porédwnujac
lewe strony obu réwnaf przy podstawienin (2.38), otrzymujemy warunek dla 4,
ktéry powinien by¢ spelniony dla dowolnego 0 <o <1 (2 =0 (Zo))
802y 0-1-(n — 1) 24(Azy 0 — 3z0)
822y o-(m— 1) 2y(4zy0 — 3z)
W szezegblnym przypadkn m = n, tzn. wtedy, gdy nieliniowo$é sprezysta i nie-
liniowo$§¢ pelzania okredla identyczny wykladnik potegowy;, mamy

) B

{2.40) A= "

oraz ¢y = 1. Dla tej ostatniej wartodci 4 pelne rozquame ma postad [Wedhlg
wzoTl (2 23)]

(2.41) z = ¢ (1) zp (o),
gdzie .

(242 @)= [

.QL(”' M) = const

B
(239) A= — cnom

1

B 1 n-4-2y 2 Zp (Q) =f(’)"! R, Q)'
1+ ?(n—i-Z) il t]

Jak wynika z powyZszego rozwigzania, stan napreZzenia w membranie W chwili
poczatkowej ¢ = 0 okresla funkeja 1 jako rozwiazanie problemu spreZystego. Przy
t — 00 naprefenia zmlerzam do zera, a predko$¢ ich spadku okrefla stosunek
stalych 4 i B.
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Przechodzac z kolei do wyznaczenia przemieszczenia w przyjmujemy rozwig-
zanie réwnania (2.10) w postaci

(2.43) w = wy () v (&).
Rozdzielajac zmienne otrzymujemy tutaj dwa réwnania:

dwy ¢
(2.44) de - o
' 1
(2.45) _ (O = PIoK

z ktérych ostatnie okregla zwigzek pomigdzy funkcjami czasu. Wynika stad charakter
rozwigzania dla przemieszezenia w w zaleZnoéci od czasu, W chwili poczatkowej
¢ = 0 funkcje ugigcia okresla wy, ktére moze byé w szezegdlnym przypadku ugie-
ciem nieliniowo-sprezystym. Dla ¢ -> co ugiecie W wzrasta nieograniczenie.

JeZeli wezmiemy pod uwage przypadek (2.40), to na podstawic (2.43) oraz (2.44)
i (2.45) otrzymamy

dw 1 o
@49 & T o0 Foumey
a stad przez calkowanie : o
B 1 B JWrtD R odo o
(247 w:—-[_l—l—?(n—;-Z)jt] [!m—D]..

W powyzszym rozwiazanin D oznacza ugigele poczatkowe w Srodku membrany
{o = 0). 1 jest liczba staly (niezalezng od czasu), ktéra wyznaczamy z warunkéw
brzegowych. 7 ‘

Stala A wyznaczamy w ogélnym przypadku warunkéw poczatkowych dlé mate-
rialu pelzajacego wykorzystujac warunki brzegowe. JeZeli stan membrany okre§lony
jest dla ¢ =0 warunkami (2.22) i (2.22"), to wéwczas warunek brzegowy (2.19)
pozwala na napisanie réwnania ‘

3
(248) ’ fl (;{y(-‘: n, 1) - Tf(ﬂ'yc’ H, 1) - 03‘.
z ktorego wyznaczy¢ mozna wielko$é A,

3. Na podstawie wynik6w przedstawionych w p- _2 mozna stwierdzié, ze analogia
sprezysta znajduje zastosowanic.réwniez w przypadku, gdy oprécz nieliniowosci
fizykalnej, zwigzanej ze- sprezystoécia i pelzaniem;  zachodzi koniecznogé uwzgled-
nienia nieliniowoéci geometrycznej, tzn. gdy rozwazamy duZe ugiecia. Przyklad
zastosowania analogii ‘pokazano w zakresic teorii duzych ugieé pelzajacych mem-
bran kolowych; nie ogranicza to jednak rozliwose] jej wykorzystania w szezegdl-
nych przypadkach innych rodzajéw konstrukeji powierzchnjowych, np. w zakresie
teorii geometrycznie nicliniowej ptyt i powlok pelzajacych w stanie membrano-
wym. Jak mozna stwierdzi¢ opierajac si¢ na podanych powyzej wynikach analo-
gia pozwala na proste znalezienie fizycznie uzasadnionego i dopuszczalnego roz-
wigzania dla zakresu pelzania.
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PesmoMe

O [OPFUMEHMMOCTH VIIPYTOHN AHAJIOLTIN B TEOMETPHYECKH HENWHEMHON
OBNACTYL TEOPUU JIOJ3YYECTH KPYTIOBBIX MEMEBEPAH '

Vipyryio aHajoruo, B NPEMEHCHIH X BOHPOCAM HEMUHEHAROH HON3YYECTH B OBIACTH FEo-
METPHICCKOH TIMHCHHOCTH, IPEAIOKAR Todd. Mccneuys OBacTs TEOMETPHYECKH HEIBHCHEBIX
pOrpocoB nomsywecTH, OFKBUCT BEICKA3AMl MHCHME, YIC YOPYIad AHATIOTYS HE MOXeT MMETE OPi=
MeHEHHS K STHM Tpo6IeMaM, MEKTy IpOTAM Takme X MeMOpanaM.

AsTop mOXazaa cyIEECTBOBAHHC YOpyrol aEanormy INf FEOMETPHYCCKH HEITMHEHHOK TOI-
sysell MeMOPAHBL KpyroBoro KonTypa. BO3MOKHOCTE WCnonb30BAEMS AHAJNOTHW BHITCKAcT H3
TQTO, ¥TO B -YPaBHEHEAX MeMOPAHET CYIIECTEYET BOIMONMTOCTS pasieIeRna TepeMeHTEY (TABeHI0H
¥ BPCMCHHOR), YpapHeHusa ,ﬁnﬂ apyx (ysxmmii BpeMend MOXHO Herkd WHTErPMPOBATH, TOTAA
KAK, YPABBCHHAA I ACKOMBIX $yEELEH, 3aBHCAILMX OT IHHEHNON TepeMeHHOM, SBmoTea Jop-
'MANLHO HSHTHTHEMEA KaK AT yUPYTOi 3amguu.

Summaty

APPLICABILITY OF THE ELASTIC ANALOGUE TO THE GEONETRICALLY
NONLINEAR CREEP -THEOR.Y“OF CIRCULAR MEMBRANES

For problems of nonlinear creep with linear gepmelric relations, an clastic analogue has been
given by Hoff.In a study of geometrically nonlinear creep problems Odgvist expressed an opinion
that clastic analogue tannot find applitation to such problems, for membranes in particular,

The present anthor shows the existence of an elastic analogue for a geometrically nonlinear cir-
cular membrane undergoing creep. The possibility of application of this analogue follows from the
fact that the geomettical and time variables tan be separated in the membrane equations, 'The
equations expressing the two functions of time can easily be integrated. Those for the functions
of the geomietrical variable are. formally the same as in the elastic problem.

. Praca zosfqla'zlaéona w Redakeji dnia 2 lipea 1964 .






