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DYNAMIKA MAS SKUPIONYCH, PORUSZAJACYCH SIE PO BELCE LEZACEJ
NA SPREZYSTYM PODEOZU

HENRYK FRACKIEWICZ (WARSZAWA)

1. Réwnania rnchu

Rozwazmy belke, po ktdrej poruszaja sig¢ w réwnych odstgpach L z szybkoscia
V= const sily AQy,. Sity AQ, okreflaja oddziatywanie ruchomych mas skupionych
na belke spreiysty. Wprowadszmy szereg ruchomych ukladéw wspdirzednych W,
£, 1, poruszajacych sie z predkoscia 7 = const wzgledem nieruchomego ukiadu
W, X, t. W poczatkach ukladéw ruchomych znajduja sig sity AQ». Ruchome uklady
wspéhzednych oznaczono kolejnymi numerami (r — 1), n, (n++1)... (rys. 2).
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Dowolny, przekrdj belkd okredlié mozna w czasie ¢ przez podanie numeru » ukiadu
ruchomego oraz jego odeigte] & w tym wlkiadzie. Przekroje przechodzace przez
poczatki uktadéw ruchomych w czasie ¢ dziela belkg na szereg réwnych odcinkow,
o diugosci L, zwanych dalej segmentami. Segmenty oznaczaé bedziemy tymi samymi
numerami, co zwigzane z nimi uklady wspdlrzednych. Kolejne wychylenia przekrojéw
segmentdw W czasie ¢ wynosza W, a ich katy obrotu 8, Dzialaja w nich ponadio
sity tnace Q 1 momenty gnace M. Wielkosel te opisywaé bedziemy w ruchomych
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ukladach wspéhrzednych i dlatego pomigdzy dwoma kolejnymi segmentami #
i (n+1) musza byé spelnione nastgpujace réwnania cigglosei:

(1 0 Wn,g:L = W'(na-l), £§=0> M%,EﬂL - M(‘m +1), &=0s
' bnecr = Omyny, =00 Qus—r. = Ciagn, emoT40n.

Roéwnania powyisze wyrazaja fakt, Ze ugiecie W, kat ugiccia 6 i moment gnacy M
pie ulegaja zmianie przy przejciu z jednego segmentu na drugi, natomiast sifa thaca 0
zwicksza sig AQy, (rys. 3). Skok sily tnacej jest spowodowany oczywiscie oddziaty-
waniem na belke spreiysta a-tej masy rtuchomej,

*5”&#%;‘ =t

Muvg-s L

Gnin,g=o ey g,

Dalsze rozwazania sprowadzaja sie do rozwiazania ukladu réwnad (1.1). W tym
celu nalezy jednak wyrazié wszystkie wyrazy tych réwnan w postaci okreélonych
funkeji. Funkcje te beda zawieraly pewne stale swobodne, ktére nalezy okredlié
z rownan (1.1). Stale te powinny umozliwi¢ spelnienie tych réwnafn. W p. L1,
rozwazymy swobodne drgania belki na sprezystym podiozu i wyprowadzimy funkcje
W, 0, MiQ.W p. 2 rozpatrzymy nieswobodne drgania mas skupionych i wyprowa-
dzimy wyraZenic AQ,. W p. 3 zajmiemy si¢ rozwigzaniem ukladu réwnan (1.1).

1. Swobodne drgania belki na sprezystym podloin

1.1. Drgania belki w ukladzie nfernchomym x, r. Rozpatrujac rownowage dynamiczng
sit dziafajacych na element belki lezacej na spreZystym podiozu dochodzimy do
Znanego réwnania rdiniczkowego

(1.2) AW W 0
b owd T PW a0,
gdzie

k m
1.3 ) — —
(-3 P=%r 17 wr

Przy czym k oznacza wspdlezynnik sprezystodei podloza belki, m jednostkowa
masg belki oraz EI sztywno$é gietng belki.

Kat ugigcia, moment gnacy i sila tnaca wyrazaja sie wzorami
AW BW

oz @B

oW
(1.4) =-—, M=EI
ox
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Réwnanie (1.2) oraz wzory (1.3) okreflaja przemieszézenia i sily wewﬁ@t'r‘zné

w belce jako funkcje odcietej X i czasu ¢ (w ukladzie nieruchomym x; 7).~ 500

Drgania belki w ukladzie ruchomym &, 1. Wspblrzedne & uktadu ruohdmego zWia‘- -
zane sg ze wspblrzednymi ukladu nieruchomego nastgpujacyg zaleznofciy

(1.5) &y =X — Vi = Xy,

gdzie & 5, jest to odcigta przekroju w ukfadzie ruchomym #, a Xy odcigta poczatku
n-tego ukladu ruchomego w chwili £ = 0.
W tym nowym ukladzie wspdlrzednych réwnanie (1.2) przyjmie postaé

MW —I— Nw e W - 2w 0
Kat wugiecia, moment gngey i sifa tnaca sa nastgpujace:
0 ow M=El i El—— i
(1'7) - af ’ - 652 5 Q 653 -

Jakkolwick rownanie (1.6) i wzory (1.7) moga stanowié podstawg do dalszych
rozwazan, to jednak wygodniej przedstawi¢ je w nowym, bezwymiarowym uvkiadzie
¢, 1, okreflonym za pomocy zwigzkOow

(1.8) L=y pé r:}/‘Z—r.

Drgania belki w ukladzie £, v. W nowym uldadzie réwnanie (1.6) i wzory (1.7)
przyjnujg postac

OW BT oW Lo
i U~ U —+ W=,
(1.9)
oW 2w »W
#4 —_‘_‘_4
gdzie
2
(1.10) v/
r

nazywaé bedziemy uogdlniona predkodcia ukfadu ruchomego.
Odcigtej & = L odpowiada w nowym ukladzie odcigta

(.11 1=1pL

okreflajaca uwogdlniong dhigo$é segmentu.
Rozwiqzanie réwnania (1.9);. Zakladajac ugiecie belki w postaci

W, 1) = AH+™
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-otrzymamy po podstawieniu do réwnania (1.9); nastepujace réwnanie charakte-
rystyczne:

(1.12) . A U2 — 2U20+H(1 402y = 0.

Cztery pierwiastki réwnania charakterystycznego A (j=1,2,3,4) sa oczywifcie
funkcjami wspéiczynnikéw tego réwnania, a wiec unogélnionej predkosci U oraz
uogdlnionej czegstosei 2. O ile predkoié U jest wielkodcig znang (gdyz mozZna ja
obliczy¢ ze wzoru (1.10), to czgstosé 2 jest na razie niewiadoma i nalezy ja traktowaé
jako swobodny parametr, ktéry okreélimy dopiero po rozwigzaniu ukladu réwnan
ciaglodei (1.1). W tym sensie réwnanie charakterystyczne nalezy uwazaé jako réw-
nanie jednoparametrowe, a jego pierwiastki % jako funkcje parametru £,

Pierwiastki 4; 1 czestosé Q okreslajg z doktadnoscia do czterech stalych A, zaréwno
ugiecie belki W, kat ugiecia 6 jak i moment gnacy M oraz site tnaca O w belce.
Poniewaz postugujemy si¢ n-tym ukladem ruchomym ¢, 7, nalezy do stalych 4;
dodaé indeks n. Zgodnie z powyZszym i wzorami (1.9), moZemy napisaé

T4 4
(1.13) Wy e = 2 M djy e, M=V p2EI 2 27645 Ay €7,
J=1 : je=1
4 o 4
(1.14) On,e =P 2 Jie" g e, Q =V p3EI 2’ 2P 4y 0,
i=t §=1

WyraziliSmy zatem wielkodei W, 6, M iQ w postaci okre€lonych funkgji, ktére
mozna podstawi¢ do réwnan ciaglodei (1.1). Funkcje powyzsze zawierajy swobodne
stale A, oraz niewiadomg czestosé Q. Stale Ay zmieniajg sie przy przejéeiu z jed-
nego segmentu na nastgpny. Zostana one wyznaczone 7 rdwnan (1.1). Istotna trud-
nos¢ polega jednak na tym, Ze pierwiastki 4; sg bardzo ztozonymi funkcjami £,
czyli funkcjami wielkosci, ktdrej na razie nie znamy, gdy# nalezy Jja dopiero obliczyé
z r6éwnan ciaglodci (1.1). Azeby unikngé ztozonych wzoréw i ulatwié obliczenia,
postapimy w sposéb nastepujacy: pierwiastki 23 oraz czgsto$é £2 okredlimy jako
funkecje pewnego parametru 7, ktéry wprowadzimy do naszych rozwazaf jako
parametr pomocniczy. Postugujac sie tym parametrem, wyrazimy stosunkowo
prosto réwniez funkcje (1.13). Sam parametr 7n bedzie mozna okreflié z réwnan
ciagtosei (1.1). E

1.2, Wyznaczenie pierwiastlow 4; i czestosei £ jako funkeji 1. Wiadomo z algebry, e
pomigdzy pierwiastkami 4; réwnania charakterystycznego ( 1.12) a jego wspdl-
czynnikami istnicja nastepujace zwigzki:

Jtdpt-2a+ 2, =0,
Ar Ao 23 M40y +2) (As+Hg) = U2,
A1l (At Ag) A3 Ay (A +4p) = 20,
A Andsdy == 1402,

(L.15)




DYNAMIKA MAS SKUPIONYCH 401

Wprowadzimy oznaczenia
2.1 11.2 - d, ﬂ.l—f—ﬂz =,
(1.16)
A3hy =0, Istiyg=d.
Podstawienie (1.16) do (1.15) pozwala stwierdzié, e wielkosci a, b, ¢ 1d musza
spelnia¢ nastgpujace zwiazki:

L 4atb)(ab—1)

d=—¢ ¢ @ib?—4
1n (a-+-8) (a — by2
. (a a—
RS 2 e b
U (@ by —4 18, ab — 1.
WprowadZmy dwa nowe parametry % i § za pomoca zaleinodeci
(1.18) a=—n—90 b=—n}d

Podstawiajac wyrazenia (1.18) do wzoréw (1.17) mozemy wyrazié wszystkie wielkosci
jako funkcje parametru x:

c:il/2vy—l—U2, 7 d=—iVnt+u2,
(1.19) v2i1 )
R 2 —p2 52
> (?7 7l, 2=y 8 1.

Pierwiastki 4; okreslié moina [na podstawic (1.16)] jako pierwiastki dwéch na-
stepujacych réwnan kwadratowych:

2 — iVt U224 — (g8) = 0,

(1.20) o
R iV2p+U24 —(p— §) = 0;
skad :
M=ir+a Ag=ir— a,
(1.21) ! 2=
13 =iy — ﬁ, 3.4 —— f‘l«'—i—ﬁ,
gdzie

1 — P |
(122) v= V2t 02, a:—z—l/zn—Uz-Hié, ‘8=El/217ﬁU2—45.

Wzory (1.21), (1.22) i (1.19) pozwalaja obliczyé pierwiastki 4; oraz czestosé £ jako
funkcje uogdlnionej predkodei U oraz swobodnego parametru 7. Nadajac para-
metrowi % réine wartodci mozna zanalizowaé zalesmodé migdzy pierwiastkami A;
a czgstodcig L2,

1.3, Analiza plerwiastkéw %) i czestodel 2. Analize pierwiastkdw 4 i czestodel 2 prze-
prowadzimy w ukladzie 62, 5. W tym celu wykre§lmy rodziny funkcji U2 = const
i £22 = const wedhug zaleznoéci

- 2y

- U2 = p— 02 = const, £22 =42 §2 — | = const.
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Pierwsza rodzing nazwiemy krzywymi stalej predkosci, a druga krzywymi stalej
czestodei, 7 rysunku 4 widal, ze krzywe te mogg sig przecinaé w trzech réznych
punktach, ktérych wspéhrzedne wyznaczajg trzy pary wartoscl s i 2 (s=1,2,73).
Kazdej z par wartofei % 1 62 odpowiadaja jednak takie same wartoscl U2 1 £22,

&

Rys. 4

a wiec kazda z tych par wyznacza takie same wartofci pierwiastkéw 4; [zgodnie
z rownaniem (1.12)]. Wystarcza zatem okre$lié jeden punkt przecigeia krzywe]
predkosci z dana krzywa czestoscl 1 wyznaczyé odpowiadajaca temu punktowi parg
ng i 67. Najwygodniejszymi punktami przecigeia sa punkty lezace w prawej pél-
plaszezyZnie (vys. 4), czyli punkty o odeietych #; = 0. Z rysunku 4 wida¢ ponadto,
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ze 'dla wartosci % okreslonych nieréwnofcia 0 < 5 € 1 zachodza 'p.rzeéigcié._: sig:
krzywych U2 = const z rodzing krzywych 22 = const < 0, przy czym 823 0.
Obszar ten odpowiada zatem drganiom harmonicznym. Natomiast dla wartosci .??.
okreslonych nieréwnoscia 1 < % < co zachodza przeciecia krzywych U2 — const
z grupa krzywych £22 = const = 0, przy czym 62 < 0. Obszar ten okredla wiec
ruch aperiodyczny ukiadu. Z powyiZszych rozwazan wynika jasno, ze dla prze-
$ledzenia drgafn harmonicznych uktadu wystarczy zbada¢ punkty przeciecia krzy-
wych zawarte w polnieskoficzonym pasmie okreslonym nieréwnodciami 0 < » < 1
oraz 0 < 2 < oo. Pasmo to nazwiemy obszarem drgaf harmonicznych. Zjawisko
dywergencji okre§la warunek £22 = 0, co odpowiada parametrom 82 =01 5 = 1.
Z rysunku 4 widaé jednak, ze predkodé U2 jest wiedy nieokreSlona. W obszarze

du?

20

15

44

05

drgann harmonicznych pierwiastki A; moga przybieraé rézne wartodei w zaleznosci
od wielkoéci parametréw % i 6 (lub 1 U). Ze wzordw (1.21) i (1.22) wynika, e
wspdlezynnik » jest liczba rzeczywista w calym obszarze drgad harmonicznych.
Wielkos$ci e i f moga by¢ jednak zardéwno rzeczywiste jak 1 urojone. W zaleznosei -
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od tego czy a i f sa urojone, czy rzeczywiste, obszar drgaf harmonicznych moZna
podzielié na trzy podobszary (rys. 5). Krzywymi granicznymi tych podobszaréw
beda krzywe okreélone za pomocg réwnan

2n—U2+46=0, 62 =11,

(1.23)
—U2—46=0, =g

W podobszarze I a i f sa rzeczywiste, w 1I a rzeczywiste, a § urojone, w obszarze
III ¢ i § sa urojone.

Podzial obszaru drgafi harmonicznych na oméwione wyzej podobszary posiada
istotne znaczenie fizyczne, Wielkodci « i § okreélaja dekrement tHhumienia fal w zalez-
noéci od wspéhrzednej £, Thamienie to jest pelne (o 1 f sa rzeczywiste) tylko w pod-
obszarze 1. W podobszarze 11 dwie fale okreslone przez A3 i A4 zatracaja zdolno$é
thumienia si¢ przy wzroscie wspotrzednej {, natomiast fale okreslone pierwiastkami
Ay i Ay posiadaja zdolnoéé tlumienia przy wzroscie £.

Podobszar 11 mo#na zatem nazwaé podobszarem o niepelnym thimieniv, Pod-
obszar 11T charakteryzuje sie tym, ze Zadna z fal nie posiada zdolnosci thumienia
sie ze wzrostem wspoOhrzednej . Podobszar ten nazwiemy podobszarem pozba-
wionym tlumienia.

Z rysunku 5 widal, ze krzywe U < ]/f przechodza przez podobszary I i 1L,
Dla predkosci tych fale moga mieé zatem albo pelne tlumienie (podobszar I}, albo
niepetne thumienie (podobszar II). Krzywa U®* = ]/ 2 lezy catkowicie w pod-
obszarze 1. Punkt % = 1 jest dla tej predkosei punktem osobliwym, gdyz a =
= f# = 0. Krzywe predkosci U > /2 przechodza przez podobszary 1T i III. Dla
predkoéci tych fale posiadajg badZ niepelne tlumienie (podobszar 1I), badZ nie
posiadaja catkowicie thumienia (podobszar III),

Z dalszych rozwazafi przekonamy sig o znaczenin powyiszych wnioskow.
Reasumujac powyzsze mozna stwierdzié, ze wyprowadzone wzory pozwalajg okreslié
© zardwno czestosé drgan £, jak i wartodci pierwiastkéw 4y jako funkcje predkosdei U
i swobodnego parametru 7.

2. Drzialanie ruchomych mas skupionych na podloie sprezyste

W rozdziale tym rozpatrzmy drgania mas skupionych, poruszajacych si¢ wraz
z ruchomym ukiadem wspdlrzednych &, 7. Pozwoli to okresli¢ site AQy, z jaka
dziala n-ta masa na podloZe sprefyste.

Na rysunku 1 przedstawiono dwa najprostsze uklady mas poruszajacych sig
w odstepach L po podiozu sprezystym. W rozdziale niniejszym wyznaczymy sily
AQy dla tych dwéch rodzajéw mas skupionych. Zaproponowana tutaj metoda
pozwala jednak na rozwiazanie innych bardziej zlozonych zagadnien.

21, Uklad mas pojedynezyeh. Napiszmy réwnanie ruchu n-tej masy skupionej,
na ktéra drziala sita AQ, (rys. 6a):

AWy

(2
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r—]/f—t
q

i podstawiajac Wy ze wzordw (1.13} dla £ =1 otrzymamy

Wprowadzajac czas uogolniony

, 4 :
@0 AQy = M+ 22 [ 2 elﬂAm] e,
§=1
gdzie
(2.2) ' = sm%.

Okreslilismy zatem sile AQ, za pomoca funkeji podobnych do tych, ktérymi wy-
raZaja si¢ ugigcie W, kat ugiecia 0, moment gnacy M i sila tnaca Q. Pozwoli to
na napisanie ukladu réwnan ciaglosci (1.1) w wyraznej postaci, niezbednej dla ich
rozwigzania,

2.2, Ukiad mas podwéinych. Napiszmy réwnania ruchu n-tej masy podwdine ze
spreZyna, na ktéra dziala sita AQ, (rys, 6b):

a2z, i
(2.3) d2Wy
93?11“"&7*13(%— Wy) — AQy = 0.
a ‘ b g,
ek
C<Lh
Whet , -<PWn,£=z
' >
ﬁGL_) wo (j }Wf
AQH‘ ' . Agn
Rys. &

Przyimujac Z, = BW,, wprowadzajac czas uogdlniony

s/
q
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oraz podstawiajac W, ze wzoréw (1.13) dla { = I, otrzymamy

R :
2 T
e 100 i+ gt ) 3]
gdzie
2.5 am‘;:sml%, 931;:%%.

Wspélczynnik proporcjonalnoéei B okre§lony jest za pomocg wzoru

R

2.6) B = Ryt

gdzie R oznacza stala sprezyny laczacej masy My i Py.

Wzor (2.4) okresla site AQ,, z jaka n-ta masa podwdjna dziata na podloze sprezyste.
Posiada on budowe analogiczna do budowy wzoréw (1.9) i pozwala napisaé uklad
réwnaf ciaglodel (1.1) w wyragnej postaci, niezbgdnej dla ich rozwiazania.

Poréwnujac wzory (2.2) i (2.4) widzimy, ze moZemy im nada¢ jedng postac

4

(2.7) AQy = 4022 2 &1 Ajn e,
=1
przy czym wspolczynnik y ma postaé:jdla ukladu mas pojedynczych
x = W%,
dla ukladu mas podwdjnych
s R,
Pt e

3, Rozwigzanie wkladu réwnah ciggloSci

3.1. Réwnanie charakterystyczne. W p. 1 okredliliSmy wyraina postaé funkcji (1.13),
ktére okre§laja przemieszczenie W, kat ugigeia 0, moment gnacy M oraz
sife tnaca @ w ruchomym wogdlnionym ukfadzie wspotrzednych £, 7. W p. 2
okredlona zostata funkcja AQ, (2.7). Podstawiajac powyzsze funkcje do ukiadu
réwnan cigglodci (1.1) otrzymamy po uproszczeniach

4 4
DM Ay Agasn] = 0, D) B [ Agn — Asarn] =0,
f= _ =1
@1y’ A 4
2 Ay [ Agn — Ajns ] = 0, 2 A (€M A — Ay s ] = 1* Z ! Ay,
i=1 F=1 i=1
gdzie

e _——Qz

(3.2)
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W powyzszym ukladzie réwnan ciaglosci, mamy cztery niewiddome Ag, cztery_ SRR

niewiadome Ay 1y, bedace funkcjami #. W réwnaniach tych wystepuja ponadto o
pierwiastki 4; oraz niewiadoma czesto$¢ drgan £2, ktdére na podstawie rozwazaf
p- | moina wyrazié przez predkos¢ U oraz swobodny parametr 7. Pozostate wielkoéci
zaleZa od znanych parametrdw konstrukeyjnych ukladu.

Rozwigzania ukladu réwnaf ciaglosci (3.1} poszukiwaé bedziemy w- postaci

(3'3) Ajn == '}}n Aj.
Podstawiajge (3.3) do uklado réwnan (3.1) otrzymamy

4 .
[ —y1dp =0, DI BM —y1d=0,
=1

4

4
A Mt —y] 45 =0, Z BVt -yl dy — g Z g — 0.
=1 =1

A

—

34 -

O

i

i

Przeksztalcimy otrzymany vklad réwnan cigglodei za pomocs nastepujgcych pod-
stawien:

1 eijl
(3.5) Ay = W__?}_Bi, W=y
do postaci
4 4
2 B; =0, D BB =
=1 =1
(3.6) -1 !
D hBi=0, N (- x*u)B=0.
=1 R =

Powyzszy uklad rownan cigglosci jest ukladem jednorodnym wzgledem niewia-
domych B; (j=1,2, 3, 4). Uklad posiada rozwiazania niczerowe, gdy nastepujacy
jego wyznacznik charakterystyczny jest réwny zeru:

1 1 1 1
A i A i

(3.7) . . . =
22 2 P 2

M—gtm Byt B atm B xtog
Sktadowe A;, g, %, (j=1,2,3,4) wyznacznika (3.7) sa funkcjami poszukiwanej
czgstofci £2. Rozwigzanie réwnania otrzymapego po rozwinieciu wyznacznika
pozwoli okresli¢ czgstodé L2 (za posrednictwem uogblnionego parametru #). Roz-
wijajac wyznacznik i stosujac odpowiednie przeksztalcenia doprowadzamy rownanie
(3.7) do dogodnej dla dalszych obliczen postaci

(3.8) ' Fen = — X
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Funkcja F, posiada postac
2a [(a+pP2+42] [(o — fR2-+42]

39 = shal g
pd? — a2+ chal — cos (»/--0) Falhitor _"82)
sh 81 A [ sin (v/4-p) ~ sin(l— o) ]
*eh fl—cos gy P ek BT cos it g) | chal—cos(vl— o))"

Funkcja ¥, jest okreslona w sposéb nastepujacy: dla ukladu mas pojedynczych
L .o

I m
(3.10) Ty = — M2 = — e 02

i‘fp.’:EI

1 e ! (Em* + il )Qz
(311 : Yoo = T mmEr \U T R OG22
Wprowadzony we wzorze (3.9) parametr p okrefla warto$é wlasng y:

‘ i
(3.12) : ' p= -E—In'y.

dla ukladu mas podwdjnych

Wszystkie pozostale parametry okreflone sa za pomoca wzordw wyprowadzonych
w poprzednich punktach. Réwnanie charakterystyczne (3.8) zawiera dwie nie-
wiadome wielkodci 5 i . Celem naszych rozwaZzan jest obliczenie wielkoSci para-
metru % z réwnania (3.8), dlatego parametr ¢ musimy wyznaczyé na innej drodze.

3.2, Wyzmaczenie parametrn ¢. Rozwigzania ukladu réwnan cigglofei (3.1) poszu-
kiwaliémy w postaci

(3.13) Ajn =ym 45, j=1,2,3,4,

nie precyzujac na razie wartosci wlasnej . Wielkos¢ ta weszla nastepnie do rdwnania
charakierystycznego (3.8) za pofrednictwem parametru o (3.12).

 Rozpatrujac rdézne uklady mas skupionych, poruszajacych sig po spresystym
podlozu, podzielmy je na dwie grupy w zaleznofci od ilodci poruszajacych sig mas:

1) uldady, w ktdrych ilo§¢ poruszajacych sig mas jest nieskoficzenie wielka,

2) uktady, w ktorych ilo§é poruszajacych sie mas jest skonczona.
Rozpatrzmy oddzielnie kazda z tych grup ukiadow.

Uklady o nieskoriczonej ilofci mas. Funkcje okredlajace sily wewnegtrzne i prze-
mieszczenia (1,13) i (2.7) zaleza od stalych Aja. Nalezy oczekiwaé, #e wiclkodci te
sa ograniczone dla dowolnej wartofci numern n,- Wynika stad warunck, ze
stale powinny byé réwniez ograniczone przy dowolnie duzym n (n — 00),

Warunek ten moze byé spelniony [zgodnie z (3.3}] tylko wtedy, gdy modut wartoéci
wlasnej 4 jest rédwny 1. Wartoscia wlasna ¢ moze by¢ zatem kazda z liczh, ktdrej
‘modut jest réwny 1. Z algebry wiadomo, Ze zblorem takich liczb sa plerwiastki
réwnania podziatr kota

(3.14) _ Y —1=0,
gdzie 5 oznacza dowolng liczbg naturalng.
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Pierwiastki réwnania (3.14) sa nastepujgce:

g 27 2= S
(3.15) . yp=¢ % :cos?k+ismTk, k=1,2,3,..,s

Z pordwnania wyraZzef (3.15) i (3.12) wynika, ze

27
(3.16) op = -S_k_

Otrzymamy w rezultacie powyZszych rozwazaf zbibr wartodci wlasnych vy 1 od-
powiadajacych im wartodci oz, posiadajacych prosta interpretacje fizyczng i geo-
metryczna. Interpretacja ta oparta jest na analizie wzory

2wk . 2mk
(3.17) Agin = Argyy = Az | cos TH-}— I'SIHT nl,

gdzie j=1,2,3,4; k=1,2,...,5 oraz — co << 51 <~ co (liczby naturalne). Ze
wzoru (3.17) widaé, Ze stale 43, zmieniaja sie jako funkcje numeru segmentu »
tak jak fale (oczywidcie w sposéb nieciagly). Poniewaz ugiecie belki spreZystej jest
funkcjg # [wzér (1.13)], zatem przyjecie danej wartosci whasnej 5 narzuca pewng
posta¢ drgan. Postaé ta posiada charakter dyskretny, gdyz jest funkcja liczby na-
turalnej n. Numer » segmentu. odgrywa role wspdirzednej, liczba s rolg «dhugodci
fati», a liczba k& — numeru «fali» (numer harmonicznej). Dla k = 1, otrzymamy
falg podstawowa o dlugosci 5 — segmentéw. Dia k — 2 otrzymamy fale o dhugoscei
5/2 — segmentéw itd. W zastosowaniach praktycznych najbardziej interesujace
83 fale najkrétsea i najdhuzsza,

Fala najdluzsza odpowiada s = oo, czyliy = 1, g = 0. Fala najkrétsza odpowiada
kis =1/2, czyli y = — 1, p =z, Kazda z powyzszych «fal» okresla oczywiscie
nie jedna posta¢ whasng drgad, a pewien nieskoniczony zbidr postaci whasnych
drgan. Powyzsze zilustrujemy na przykladzie «fab» odpowiadajgcychy = liy = —1.

Zbidr postaci drgan odpowiadajacych y = 1, ¢ =0. Ze wzoru (3.17) widaé, ze
dla y =1 ‘stale 4;, sa jednakowe we wszystkich segmentach, Wynika stad od
razu, ze funkcje opisujace linig ugigeia belki sprezystej beda dla wszystkich seg-
mentéw jednakowe.

Zbiorem postaci wlasnych drgas odpowiadajacych ¢ = 1 bedg zatem takie postacie
drgani belki, ktére spelniaja powyiszy warunek. Poniewaz kazdy z segmenidw
posiada nieskoficzenie wiele stopni swobody, postaci takich. (w obrebie danego
segmenty) bedzie nieskoficzenie wiele. Na rysunku 7a przedstawiono pogladowo
dwie postacie drgan odpowiadajacych p =1,

Nadmieniamy, ze np. w kolejnictwie ten typ drgan wlasnych okrefla sie nazwa
«podskakiwania», a odpowiadajace tym postaciom czestosei wlasne drgan «czesto.
Sciami podskakiwaniay. «Fala» tych postaci jest oczywidcie nieskoriczenie dinga,

Postacie drgan odpowiadajacych y = — 1, o =m. Ze wzoru (3.17) widaé, Ze dla
¥ = — 1 state 4;, posiadajg jednakowe wartodci bezwzgledne we wszysikich segmen-
tach. Znaki statych sa dodatnie w segmentach parzystych I ujemne w segmentach

Rozprawy Inzynierskie — 12
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nieparzystych. Wnioskujemy stad, Ze i ugiecia belki sprezystej posiadaja identyczne
ksztalty w kazdym z segmentéw, natomiast zwroty ugieé zmieniajg si¢ od segmentu
do segmentu.

Postaciami wlasnych drgan, odpowiadajacych y = —1, beda zatem postacie
spelniajace powyiZszy warunek. Uklad ich bedzie oczywidcie nieskorficzony, Na
rysunku 7b przedstawiono pogladowo dwie postacie drgafi odpowiadajgcych

#, g n n+l 2 - Potogenie
~ T A ST ST~ rownowagt
P AN A - = ) s

T postaé drgaft dia 3=1
o——— I postaé drgan dia =1

b
i A ! ) - Pofozenie |
i G PN e e e \.\ rowngwagi
I postac drgart dia y=—1 '
~———— Il posta¢ drgad dia g=-1
Rys. 7
y — — 1. W kolejnictwie drgania o takiej postaci nazywaja si¢ «galopowaniem»,

a odpowiadajace im czestoci drgan «czestofciami galopowanian. «Fala» tych
postaci jest oczywiscie najkrétsza, gdyz posiada dlugoéé dwoch segmentow.

W dalszych rozwazaniach szczegblowo rozpatrywane zostang te wlasnie postacie
drgan, ktére odpowiadaja v = 1 1 y = — 1. Grupy ukladéw o skoriczone] liczbie
mas szczegdlowo roipatrywaé nie bedziemy i ograniczymy si¢ jedynie do kilku
uwag dotyczacych metody okreslania (dla tych ukladow) wartoéci wiasoych .

Ukdady o skoticzonej ilosci mas. W przypadku gdy ilosé poruszajgcych sie mas
sprezystych jest skoficzona, warunek o ograniczonofci stalych Aj, nie pozwala
na wyznaczenic wartodci wilasnych y. Wartodci wlasne nalezy wtedy wyznaczyé
z dodatkowych warunkéw, mianowicie warunkow brzegowych. Beda to oczywiscie
warunki, kt6re musi spetnia¢ pierwsza i ostatnia masa w poruszajacym sig szeregu.
Z rozwazafi przeprowadzonych przez autora wynika, ze warunki te sa dostateczne
dla utozenia dodatkowego rownania, ktére wraz z rOwnaniem (3.8) tworzy uklad
pozwalajacy wyznaczyé efektywne wartodcl 1 i o (albo 5 i ). Analiza vktadow
o skoficzonej iloéci mas bedzie przedmiotem oddzielnej pracy. W dalszej czedcl
piniejszej pracy rozpatrzony zostanie jedynie uklad z. pojedynczg masa, do ktorego
tatwo przejéé z ukladéw o nieskoficzonej iloSci mas przez podstawienie /- co
(gdzie ! jest uogblniong odleglodcia migdzy poszczegdlnymi masami). Rozpatrzmy
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réwniez przypadek graniczny mas roztozonych w sposéb ciagly przez przejéme do
granicy [ —dl. L

Obecnie przystapimy do analizy drgan ukladéw meskor’aczonych, oparte] na
rozwigzaniach réwnania charakterystycznego (3.8) dla wartosci whasnych p =1,
(e=0)orazy =— 1, (g = 7).

4. Analiza drgan ukladéw nieskoficzonych

Rozwiazanie rdwnania charakterystycznego (3.8) jest mozliwe Wquczuie na drodze
wykreslnej. W tym celu obliczamy wartodei funkeji £, — 27, 1 .Q(ﬂ) dla szeregu
parametrdw 7 w zakresie od # =1 do 5 = 0. Nastepunie przyporzadkowujemy
Wartosclom £22 warto$el funkeji S/ 1 —y* oraz wykrelamy przebieg funkgji ‘:-F(m)

X(m) Punkty przecigeia tych krzywych wyznaczaja poszukiwane czestosci
drga.n whasnych ukladow £2.
~ 4.1. Oméwienie wykresdw. “Fion i — y(gny. Na rysunku 8 przedstawiono wykres
funkcjii ey I — yign dla nastgpujacych danych:

U=0, I=5 y1=1, ypy=—1, =674, M,=3,37

x¥
\ 1%
|
2,
2
. I! X . 150
J ‘
4y | )
{ I asymptola .,
i L _ : & 126
!
if 11
i 1 L "] : 1 ; a
Qz i / A d
T A y Podohszar T 4-25
& &é\ -5
Uwaga : kzywa F,.. 4 posiada
T asympiotg w odlegtesei - =71 178

Rys. 8

(pojedynczy ukiad mas rachomych rys. 1a). Z wykresu mozna ocenié wplyw wielkosci
mas skupionych na czgstosé drgaf. Widaé réwniez, Ze dla danej wartodci y istnieje
szereg czgstosel drgaf, ktorych postacie réznig sie migdzy soba deformacja segmentu,
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' Na rysunkach 9 i 10 przedstawiono wykres funkeji Fiani — xfm) dla nastepujg-
cych danych: _
U0, 1=20, yp1=1, p=-—1 Th=6T4 &p=337

- ’T
dlay; =1 X
\ | I asymplota 5
IT asymplota : K
A 85
%,
i
et
&g 8 125
1
z i i
b 1
08 2
Podobszar 1
1-25
4-50
; =75
7
dla yp=—1 o .l
I asymplota I I asymplola s
|
|
b 150
I T, :
! [ ¥
I S
i 235, 12,5
| . J !
o L ) L
@2 / T 7 e T o
: e Podobszar I
1-25
+{-50
4 ._7;5
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dla Iy =5

Padobszar I

Rys. 11

dla Ip =20 g

80

_Q! —2:5

[ asymptota

Pt T

V asymplola I WV asymplota I asymplote ,! \M

| s
Rys. 12

4
e
i
H
i

(uklad mas ruchomych — pojedynczy, rys. la). Z wykresdw mozna ocenié wplyw
wielko$ci mas skupionych na czestodei drgaf. Poréwnujac powyzsze wykresy z rys. 8
mozZna oceni¢ wplyw rozstawienia mas 1 na czestodci drgan wlasnych ukladu.
Zwraca uwage zageszczenie asymptot oraz czgstodel drgah w czefci wykresu od-
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powiadajacej podobszarowi 11 pasma drgann harmonicznych. Przy omawianiu
rys. 5 zwracali§my uwagg, Ze w podobszarze tym 2 spoérdd pierwiastkow 4; (od
kt6rych zalezy postaé drgan), nie posiadajg thumienia ze wzrostem wspohzednej £,

Na rysunkach 11 i 12 przedstawiono wykresy funkeji Feami — x:‘m) dla nast¢pu-
jacych danych:

1 "~ e —
U:'z‘l/2= Lh=5 §L=2, wn=1 TW=0674, =337

(uklad mas ruchomych -- pojedynczy, rys. 1a). Pordwnujac powyzsze wykresy
z 1ys. 8, 9, 10 moina oceni¢ wplyw roznych parametréw, a szczegblnie predkodel
wogolnionej U na czestodei drgan wlasnych ukladu. Zwraca uwage dalsze zageszcze-
nie‘asymptot oraz czestosei drgan w czesel wykresu odpowiadajacej podobszarowi IT
pasma drgafi harmonicznych. Zaggszczenie to wzrasta wyraznie ze wzrostem Ui
Wzrost predkosci powoduje zmniejszenie sig czgéci wykresu odpowiadajacej pod-
obszarowi I, co jest zgodne z interpretacja rys. 5.

Konstrunjac powyzsze wykresy poslugiwalismy sie uogolnionymi parametrami
U, £2, 119, nadajac im wartoéci liczbowe. Obecnie rozpatrzmy konkretny przyklad
liczbowy, ktéry pozwoli nam ocenié¢ wielko§é tych parametréw w odniesieniu do
znanych parametréw technicznych. _

Przyklad. Po nieskoficzenie dlugiej szynie kolejowej lezacej na sprezystym toro-
wisku poruszaja sie w odstgpach I pojedyncze masy skupione IN. Przyjmujemy
danc nastepujace: sztywnodé gigtna szyny EI = 3,6-10% kG/cm2, zredukowana
masa jednostkowa szyny i torowiska m = 3,12.103 kG sek.2/em?, wspélezyn-
nik sprezystofci torowiska k= 7-102 kGjem?2, szybko$¢ mas skupionych
V = 1,297-104 cm/sek., wielkoé¢ pojedynczej masy skupionej It = 1 kG sek.2/em,
oraz odlegto$é micdzy masami skupionymi L = 952 cm.

Wspblezynniki p i g wynoszg odpowiednio

sek.?

k g 0,866 - 10-12
p—“ﬁ—l,95-10 EE&Z’ q—EI* , . omé

Uogdlniona predkosé U i wogéiniona odleglosé miedzy masami [

YR ~
— LN_ = 5 %2.
U V]/p SV2  I=Ljp=20

Uogblniona masa skupiona

%

m* ? 2,25 IGSkG W = = 6,74
: :m—tﬁgﬁ‘ ’ * cm’ t== VEEI — Wy i

Dla obliczonych powyie] parameiréw z wykresu rys. 12 odezytujemy kwadraty
czestosel drgaf wlasnych odpowiadajgce y = 1. Widmo pierwszych drgan jest
nastepujace:. ‘ ' . - .

Q= 0,208 (B2=—0423 B=72-0530, =077
S =047T0, 0 2, =0,6505,  0y=0728i,  £24=0878i




DYNAMIKA MAS SKUPIONYCII

Sa to czestodei drgan wrgledem uogdlnionego czasu 7. Crzgstodel w drgan wzglgdéﬁi' o
czasu t wynosza odpowiednio

Qr:Q}/ir, mmol/i,
q q :
: 1 1 1

1
wl“—=226's'"e—k“., w2=308¥1€, 603:345&—', w4:416géi€_

4.2. Przypadki gramicene. Analiza drgafi mas skupionych, poruszajacych sig
w réwnych skoficzonych odleglodciach po sprezystym podiozu, jest bardzo zioZzona
i wymaga wielu oblicze. Powodem tego jest cigglo-dyskretny charakter otrzy-
manych rozwigzaft. Nalezy oczekiwaé znacznego uproszezenia otrzymanych funkcji
w dwoch przypadkach granicznych: 1) gdy odleglo$¢ 7 migdzy masami skupionymi
dazy do nieskofczonoéei i2) gdy odleglo$¢ I dazy do zera. Rozwazmy powyZzsze
przypadki.

Przypadek 1 — co. Przypadek ten mozna wtozsamiaé z toczeniem sig pojedynczej
masy skupionej (lub pojedynczego ukiadu mas) po belce.
~ Podstawiajac /= oo w rtéwnanie charakterystyczne otrzymamy jego postad
szczegdlng

: Ay2 + (o -+ )2 dv2 4 (a + p)2
(41) 2aﬁ—~—*a——|——?—: — x:i:, g‘("):zaﬁ T
Otrzymane réwnanie charakteryzuje si¢ tym, Ze nie wystgpuje w nim parametr o.
Analiza tego réwnania jest znacznie latwiejsza. Na rysunku 13 pokazano wykres
funkeji Fegey | — Zgn dla kilku wariantéw parametréw U i IR w przypadku masy
pojedynczej. Wykresy funkeji S oz $a jednoznaczne tylko w granicach podobszaru L
W podobszarach TF i T funkcje’ “fiay 58 nieskoficzenie wicloznaczne i przechodza
przez kazdy punkt plaszezyzny gy, £22. Wynika to z analizy funkcji ‘:?(n) (wz6r(3.9))
dla przejécia granicznego /> co. W podobszarach II i III przegigeie funkcji g
i — i 7achodzi dla kazdej wartofci £2 < 2, czyli kazda czgstosé Q2 < 02
jest czestoécia drgan wlasnych ukiadu. Zatem dla I = oo podobszary I i II mozna
nazwaé podobszarami rezonansowymi.

Na rysunku 13 nie pokazano wykresu funkcji g dla U= ]/ 2, poniewaz
funkcja ta w podobszarze I sprowadza si¢ do punktu lezacego w poczatku ukiadu.
Dla tej predkosci zatem wszystkie czestoSci £22 < 0 sa czestofciami wlasnymi.
Wynika to z faktu, ze dla U = /2 funkcja Fgs W calodci lezy w podobszarze I1.
Analiza drgan ukladu podwdjnego (dla / = o) zostala przedstawiona na rys. 14.
Funkeje s sa oczywiscie takie same jak na rys. 13, natomiast wykres funkcji
~Yias jest linig kirzywa, co wynika ze wzorn (3.11). Z rysunka widaé, Ze W zalez-
noéci od predkosei U krzywe Fige i _%fm) moga si¢ przecinaé w granicach pod-
obszaru T w jednym albo w dwdch punktach. Asymptota pionowa kizywej _%?m)
moze réwniez sig znajdowaé albo w podobszarze 1, albo w podobszarze IL W tym
przypadku zachodzi mozliwoé AQ - cc.




L4161

0¥
a8
Podohszar I dig U=0
Podobszar I
diaq =05
% o
S ‘9&,7 Podohszar T
>< 2, di U=1
-3 i
Wazes &5
/ \ ! 0
52 2 . . . 45 . . . . .
Rys. 13
X F
Asymplota ukosna
Punkeil — o2 , ‘ 7
\ . ' 30
Ny, Asymplaia pionowa
Funkcji —xfa?)
T
-X
0
Podobszar I B o
dla U=05| | Gy
20
vd 7
Podotszar { dia U=0 < Podobemr T
' .
\ ™. dla U=1
// 10 -
PQEFﬂ 5.‘.2!:05 535-1
—‘-?2 -0 05 \ g
Rys. 14
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Fakt, ze dla / = oo kazda czgsto$¢ lezaca w podobszarze 11 jest czqsltoécia drgan
ukladu, mozna w sposéb prosty wyjasnié. Na rysunku 15 pokazano projedynczy
uklad mas wraz z dwoma odcinkami nieskoniczonej belki sprezystej. Dla ukladn

: &=0 =0 ,

W=(3, et 529A25‘+ 5, el 8, e:uﬁ) o7 Ws=(As LA ) o2k, Agaily Ay 9342) o®t
-& !AQ :
) &} |

M M

L ) ! ( |

S M S T 3 SN SN S S 20 S 2 B B 3,
Qﬁ) QI'Z) T

Ap=dria, Ag=iv-a,  Agw-iv-B, Dy=-iv+d

W podobszarze I: By=By=A;=Ay=0
W podobszarzeIl: By=A4=0

n

Rys, 15

tego mozemy napisaé cztery réwnania ciagtoici w punkcie ¢ — 0. Do dyspozycji
mamy osiem funkcji z o§mioma stalymi, W podobszarze | cztery stale musza byé
tozsamodciowo réwne zeru, poniewaz wartodci « i 8 sg rzeczywiste. Pozostaja nam
zatem cztery stale, kidre mogg spelnié cztery réwnania ciaglodei tylko dla okreélo-
nych wartosci £2. W podobszarze T1 § staje si¢ urojone. Dlatego do dyspozycji
mamy az szesé stalych. Jest zatem oczywiste, Ze przy szesciu statych mozna speié
cztery réwnania ciagloéci dla dowolnej wartosci 2, czyli crestosé drgan ukladu
moze by¢ dowolna. Wniosek taki jest réwniez zgodny z analizg przeprowadzona
dla skoniczonych wartosci /. Z rysunku 8-12 mozna byto zaobserwowad zageszezenie
sig asymptot ze wzrostem 1. Dla 7 — oo odleglodé migdzy asymptotami powinna -
dazyé do zera.

Na zakonczenie nalezy dodaé,'rie réwnanie charakterystyczne {4.1) moze shuzyé
do przyblizonych obliczen czestoéei drgaf, gdy odlegtoé¢ miedzy masami jest do-
statecznie duza (/ > 10). '

Przypadek 1 —0. Jezeli odleglodci pomiedzy masami zmniejszaja si¢ przy jed-
noczesnym proporcjonalnym zmniejszeniu si¢ samych mas, to przechodzae do gra-
nicy mozemy napisad

4.2) I—=dl, x*=ry82dl, k=ip/dl,
gdzie dla ukladu mas pojedynczych

1
= Gy %
Xo ]4/-}?3 EI SR F
a dla ukladu mas podwdjnych

1 s )
. e
0= e (9 gz

*, *i i s to jednostkowe masy ruchome a r jest wspdlczynnikiem sprezystoéci
mas ruchomych.



418 HENRYK FRACKIEWICZ

Podstawiajac (4.2) do réwnania charakterystycznego (3.8) otrzymamy po od-
powiednich przeksztalceniach nowe réwnanie. charakterystyczoe

(4.3) | ki U2 — 20K+ 14+(1450) 22 = 0.

Analize powyiszego réwnania przeprowadzimy dla ukladu mas po;edynczych
roztozonych w sposdb ciagly. Wtedy :

%0 # Yo (£22).

Szybko$é dywergencji okreslimy z warunku £2 = 0. Po podstawieniu 2= 0 do
(4.3) otrzymamy.
KLruzk241 =0,

1
o= (L1

Minimalna szybko$é dywergencji odpowiada k2= —1 i wynosi Umin = }/2’7:.
Szybkosé flatteru obliczymy z warunku granicznego dla urojonych czgstosci drgan
Q* = i), Wyznaczajagc z réwnania (4.3) czestosé Q% otrzymamy wzor

stad

4.5 o, = ﬂ + ]/ i e (kA U2k2+1) :
S B 7 (L+30?
Warunek graniczny daje wyrazenie na szybko$é flatteru
(4.5) g2 — — R (12+ )
. X0
Minimalna szybkogé flattery odpowiada k2 = — 1 1 wynosi

4~ -
Umpm = l/ X0 ]/

Widaé wice, ze szybkos§é, przy ktérej wystapi zjawisko dywergencji, jest zatem
mnicjsza od szybkogci, przy ktérej wystgpuje zjawisko flattern.

Tymi rozwazaniami konczymy analize ziawisk dynamicznych wystepujacych
podezas poruszania sie uktadu mas skupionych po belce na sprezystym podioZu.
W rozwaZaniach tych ograniczyliémy sig do badania widm ezestodci wilasnych,
odpowiadajacych réznym postaciom drgah ukfadu. Podstawiajac otrzymane czestosel
wiasne £ do ukladu réwnan ciagtosei (3.4) mozna okresli¢ stale A; odpowiadajace
tym czestofciom, a nastgpnie przemieszezenia oraz sity wewnglrzne w ukladzie.

Ramy niniejszej pracy nie pozwalajac jednak na wykonanie tych ztoZonych obliczen.
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Peswwme

JHHAMHWKA COCPENOTOUEHHBLIX MACC IBHXVIIMXCA TIC BAJIKE,
JIEJKATIEHR HA VIIPYTOM OCHOBAHWI

PaccMarpuBaroIcs BepTHKRIBHBE KONEOARMA DAIMHEIX CACTEM COCPSAOTOUCHHBIN MAce
CLICTPONEPEABUTATIONAXCH 1O Oaxe, JCkaNied Ha YHOPYTOM OcHOBAHFK (puc. 1). Brmomarcs
YPABHCHES JBMKCHENA H (POPMYIHPYIOTCH KPECBEIE YCIOBHMSA. DTH YPARHCHMS NAXOT BOZMOKEOCTL
OLICHUTL BAMAHHE PA3ULIX TEXHAYECKHX TAPAMETPOR HA YACTOTY cOGCTReHHBIX KomebaHmit. Ompe-
JeTigeTcs TawKe 06RacTE TapMORYeckEx koxeGanuii. Pabora wimocTpupyeTes paaoM JEATpaMM,
H3TOTOBICEHEIX B Ge3pasMepHBIX KOOPAMHATHEIX CHCTeMaX. T[oNyveHHRIE De3yIbTATH MOTYT
Ha#TH DPAMEHCHNE B JKGHC3QKODMKHOM fIETE,

Summary

DYNAMIC BEHAVIOUR OF CONCENTRATED MASSES MOVING ALONG A BEAM
RESTING ON AN ELASTIC FOUNDATION

The present paper is concerned with the problem of vertical vibration of various sets of con-
centrated masses moving fast along a beam resting on an elastic foundation (Fig. 1), The equations
of motion are derived and the boundary conditions stated. The solutions obtained enable us to
estimate the influence of various parameters on the frequencies of natural vibration. The region
of harmonic vibration is' determined. The paper is illustrated by a number of diagrams in dimen-
sionless coordinates. The results may find application in railway engineering.

Praca zostala zlozona w Redakefi dnia 13 czerwea 1964 v,





