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Wstep
W pracy [1] podano spos6b obliczania czgstosci drgan wlasnych belki przy jednym
nieliniowym warunku brzegowym. W niniejszym opracowaniu przedstawiono
sposob obliczania czgsto$ci drgah swobodnych w przypadku ogélniejszym, mia-
nowicie gdy dwa spo$réd czterech warunkow brzegowych spreZystego zamocowania
konicéw belki za*:vierajq wyrazy nieliniowe. Jak wynika z pracy, metoda ta moze
mie¢ zastosowanie réwniez w przypadku wigkszej liczby warunkéw nieliniowych.

1. Rozwigzanie ogdlne zagadnienia
Réwnanie rézniczkowe drgan swobodnych belki o stalym przekroju ma w ujeciu
liniowym postaé :

LD EI— Fm - 0

gdzie E oznacza modul Younga, J moment bezwladnoéci pola przekroju, m mase
jednostki dlugosci, u(x, ) przemieszczenie poprzeczne punktu linii $rodkowej
belki o wspdlrzedne] x w chwili ¢ \

Réwnanin rozniczkowemu (1.1) przyporzadkujemy nastgpujace warunki brze-
gowe, z ktdrych dwa sa nieliniows: ‘

EJitss (0, ) — hy 1z (0, ) — 0,

Eugzz 0, -1 u (0, ) = 0,
EJuzs (L, 0)+hy ue (1, ) +eyy [ua (1, HF =0,
Euaza (1, 1) — cytu(l, 1) — ey [u (f, ) = 0.

(1.2)

Warunki poczatkowe niech majg postaé ogdlna

(1.3) _ u(x,0) =@ (x), ux 0 =p(x.

W powyiszych wyraZeniach przyjeliSmy nastepujace oznaczenia: ug == ou/ox,
Uze = 02 UjOX? Ugaw = 03 ufOx3, ur = Oufdt; | oznacza dlugosé belki, ¢ bezwymia-
rowy maly parametr, ¥y oraz y, stale wspblozynniki, iy, s, 01 1 ¢ wspolczynmkl
sprezystego zamocowania.
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Rozdzielajac zmienne w réwnaniu (1.1) napiszemy rozwiazanie w postaci

(1.4 Ulx, ) =Xx)T(0),

gdzie X (x) jest funkcia tylko potoZenia x, T (¥) tylko czasu £ Po wstawieniu (1.4)
do réwnania (1.1) i podzieleniu catoéci przez X7 otrzymujemy dwa réwnania roz-
niczkowe:

(1.5) X@ 4 xX=0 T+2T=0,
przy. czym migdzy o i A zachodzi zwigzek

' . MEJ
(1.6) W2 =

Rozwigzanie ogdlne réwnania (1.5); dla dowolnej wartodei A jako parametru ma
postaé

an X(x, A) = C, sin Ax+ Cy cos Ax+Cy sh Ax-}-Cy ch Ax,

W'prz_ypadlcu liniowych warunkow brzegowych (s = 0) stale Cs, C3i Cy wyrazimy
za pomocg stalej C;, przy czym dla istnienia rozwigzan niezerowych parametr A
powinien spelniaé réwnanie charakterystyczne '

P1erw1astk1 réwnania (1.8) 2 = A, (n = 1, 2, ...) 1 zwiazek (1 6) daja ciag czqstoscn
drgan wlasnych

o 23 ET
(1.9) o _l/ ﬂ
/13

W przypadku stabo nieliniowych warunkéw brzegowych (s % 0) czgstosci katowe
malo beda sig rézni¢ od wartosci podanych w (1.9). Oznaczmy przez X (x, 2)
funkcje (1.7} spelniajaca réwnanie (1.5) i warunki brzegowe (1.2);, (1.2); i (1.4)
przy y2 = 0. Na podstawie powyzszych frzech warunkéw wyrazimy stale C,, Cs
i C4 wystgpujace w rozwiazaniu (1.7) przez staly C;. Mamy wigc

(1.10) X1 (x, ) = Cyy f(x, A,

gdzie €y przedstawia inaczej napisana stala C;. Niech nastepnie X, (x, 4} oznacza
funkcje (1.7) spelniajaca réwnanie (1.5); i warunki brzegowe (1.2); (1.2)2, i (1.2);
przy vi = 0. Znowu na podstawie powyzszych trzech warunkdw wyrazimy stale
Ca, Gy i €y wystgpujace w rozwigzaniu (1.7) przez stalg C;. Obecnie mamy

(11D X (x, ) = Ciafa (5, D),
gdzie Cy, przedstawia nowa stata. Na podstawie (1.5); i (1.6) stwierdzamy, Ze funkcja
1y Ux, 1) = T1fi (v, D+Hf (x, D] |

spetnia réwnanie (1.1) i warunki brzegowe (1.2); oraz (1.2); przy kazdej wartosci A
takiej, ze zachodzi zwigzek (1.6), gdzie w jest czestoscia katows funkcji T'(2).
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W przypadku & = 0 funkeja (1.12) dla 4 = 1, spelnia wszystkie warunki brzegowe
(1.2) 1 réwnanie (1.1}, przy czym ze wzgledu pa to, Ze -

(1.13) A A = f (xR,
ma ona postaé
(1.14) u(x, ) = 21 (x, }‘m) Ty (2).

Przechodzac do przybllzoncgo rozwiazania zagadmema nieliniowego funkc;e
J1(x, 2) oraz f;(x, A) przedstawimy w postaci szeregu Taylora w otoczeniu obra-
nego jednego z pierwiastkéw A, réwnania charakterystycznego (1.8). W ten sposdb
ograniczymy si¢ do obliczenia czestodci drgan wlasnych zagadnienia nieliniowego,
odpowiadajacej temu wiadnie pierwiastkowi (dalej przyjmiemy »n = 1), Pomijamy
wplyw na obliczong czgstosé drgan pozosta{ych harmonicznych. W wyniku rozloze-
nia w szereg mamy

2
fr (o 2y =11 (x, 2a) + [fi] A=)y [d{;] 4 =22+,
(1.15) . g
Sa (e Ay = fo (%, An) + l d;] O~ )ty [ d};] R

przy czym ma miejsce zwiazek (1.13). Niech
(1.16) A= ﬂn+8ﬁ1ﬁ,—|—82 ﬁzn"‘--- 3

gdzie B, f2u, przedstawiajq stale, kiére mamy wyznaczyé. Jedli rozwinigcie (1.16)
uwzglednimy w (1.15) i te ostatnie wyrazenia uporzadkujemy wedhig rosnacych
poteg parametru, to otrzymamy

1 (6 A) = o (%, An)Fors (v, An) e4p21 (x, An) 2.,

(1.17)

fZ (x: '2') = Po2 (x’ }Ln)+9912 (x, Aﬂ) €+Q922 (x: J‘ﬂ) 82+"' s
przy czym
(1.18) o1 (%, An) = o (x, An) = S (x, Aa).

W celu uwidocznienia wplywu poszezegélnych nieliniowodci na czestoéé drgah
wlasnych wprowadzimy nastepujace zaleznosci funkcyjne:

, el 0,
(1.19) 5= 8 () :{ 1, Jeslf 1 #0,
: 0, jesli yi=0;
oraz _
. 0,
(1.20) 0 = 8 (p) = { L Jeflh 72 o
. . 0, jesli .y»=0.

Przy powyzszych oznaczeniach suma wystepujaca w (1.12) przyjmie postaé
(1.21) fi(x, H+h (x, ) = 01 f1 (e, D+ o (x, ) =
=.(PU (xs 2%)_!_971 (x, Aﬂ) 8+992 (—x: Z’ﬂ) £2+“'3
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gdzie wprowadzono oznaczenia

@ (X, An) = 81.J1 (%, An)+02.f2 (x, An),
(1.22) @1 (¢, An) = By P11 (%, An) 402 @12 (%, An,
@ (%, An) = 81 @1 (%, An)-+-02 @22 (x, An).

Przez. wprowadzenie funkeji (1.25) z otrzymanego wyniku ogolnego moina bedzie
otrzymaé przypadki szczegéine dla poszezegdlnych nieliniowosci oddzielnie.

Zagadnienie przedstawione réwnaniem (1.1) przy warunkach brzegowych (1.2)
jest réwnowazne zagadnieniu wariacyjnemu zwigzanemu z zasada Hamiltona,
Energia potencjalna rozwazanego ukladu wynosi

_ 1 y
(1.23) U=+ f EJ (tt50)2 dx* 7 e Q0P + 5 e [ (0, HP +

I | 1
-5y B (D e T (5 9%+ 3 (O - syl L,

energia kinetyczna za$§ wyraza sic za pomoca wzorn

(1.24 E= % f m [ug (x, )2 dx.

Roéwnanie rozmczkowa dla funkcji T'(9) zagadmema melmlowego otrzymamy
z zasady
. t’
(1.25) . f (E — U) dt = extremum
. £,
i ma ono postaé

126 (dW) aw_
| dt ary] dry

gdzie W = E — U przedstawia potencjal kinetyczny, T = T(t) za$ jest szukang
funkcjg czasu, ktdrag nalezy przyjaé zamiast T (f) we wzorze (1.12). Tak przyjeta
postaé rozwigzania (1.12) wstawiamy do wyrazen (1.23) 1 (1.24) przy uwzglgdnieniu
rozwinigeia (1.21). Wyrazenie (1.26) daje réwnanie rdézniczkowe nieliniowe dla
szukanej funkcji czasu 7' (). Po wykonaniu potrzebnych obliczen roéwnanie to
napiszemy w postaci

(.27 T (E, +E et Eye2t )+ T (Up+ Ure+ Uy a2 + W)
+THU e+ Uze2 4.0 =0,

gdzie E;, U; i Uy (i==1,2,..) zaleza od f;, wystepujacych w rozwinigciu (1.16)
oraz wspélezynnikow nieliniowosci y; i y;. Wystepujg tam réwniez funkcje (1.19)
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1 (1.20). Latwo sprawdzié, ze dla ¢ =0 mamy z (1.27) révemanie (1.5), (T} =
przy czym s

U, MEF
(1.28) o - =2 = wh= L

EO m

Dla przypadku nieliniowego (e 7 0) przedstawimy czestodé drgas wlasnych w po-
staci szeregu wedlug potgg malego parametru:

(1.29) | ® = w0y -6 dpton.,

gdzie nalezy obliczyé ay, ag,.... Stale te wyznaczymy z warunkéw okresowodci
poszukiwanego rozwigzania, Przyjmuja;c stusznoéé zwiazku (1.6) réwniez w przy-
padku nieliniowym z przedstawionych rozwinie¢ (1.16) i (1.29) otrzymujemy zalez-
noéci wynikajgce z przyréwnania wyrazen stojacych przy tych samych potegach
parametru s:

EJ
wa == — 34

(130) 2600 ay — 4/13 ﬁln,
a1~|~2w{; sy — 413 ﬁzn—i—Glz ins

Pierwsza réwno$¢ w zwiazkach (1.30) jest inaczej napisanym wyrazeniem (1.6) przy
uwzglednicniv (1.28). Z pozostalych zwigzkéw latwo wyrazimy iy, za pomoca ay,
mianowicie (ograniczamy sig do &2);

Wp
=
ﬁl'n’ 22":;; 1s

1 3 w%) o
Y N | I SIS
Pan (4:@ g A1) +2a§, %2,

(1.31)

Powyisze wyrazenie na fy, nalezy wstawi¢ do E;, U; i Uy réwnania (1.27), przez
co zwigzki te zaleze¢ beda od szukanych wspdlczynnikéw a;. Rozwigzania row-
napia (1.27) szukaé bedziemy w postaci rozwinigcia w szereg

(1.32) L T = Go+a1 6+ 824nns

gdzie ¢; (=0, 1,2,...,) sa nieznanymi funkcjami czasu.
Po wstawieniu (1.32) do (1.27), zastosowaniu transformacji zmiennej niezaleznej
postaci

(133 G ot =1

Rozprawy Inzynlerskie — 8
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wprowadzeniu rozwinigeia (1.29) i przyréwnaniu do zera wspblezynnikéw przy
tych samych potggach parametru ¢ manyy nastepujacy ukiad réwnan rézniczkowych:
do+g0=0,

. . El " U1 Ul
q1tq1=— 20)0&1(] ‘|‘on qo— U?o——qo, ,

- E E E2
1.3 grtgp=— (20)00!2-1—‘11) +2wo g + on Go—

Ey 2E1 ‘Uz v . U1 U2
—260005130“‘%50 g4 U‘Io UOQI 3UQoql Uq"’

W pierwszym réwnaniu ukladu (1.34) wykorzystano zaleznoés (1. 28) Rozwigza-
niem pierwszego rownania ukladu (1.34) jest funkcja

(1.35) o (z) = Ay cos 7By sin 7,

gdzie A4y oraz By sa stalymi, ktore nalezy obliczyé z warunkéw poczatkowych.
Warunki poczgtkowe (1.3) przyjmiemy w postaci

(1.36) u(x,0)= p(x), wu(x,0) = 0

Znajac ugiecie belki w punkcie o wspolezednej xg, to u (xo, 0) = ¢ (xp), z postaci
rozwigzania (1.12) zna;dz:emy

‘ @ (xg) = T3 (0) [ (o, /"&)-Ffz (xo, nl
lub na podstawie (1.21)
(A3 g (x0) = Ty (0) [po Coor )+ 01050 An) 8- 72 (g, Am) 2.1
Z rozwinigcia (1.32) mamy
Ty (0) = qo (01 (0) e-+42 (0) &2+-... .
Jeli przyjmiemy o L ‘_ . ,
(1.38) - =4, @@®=0, i= 1,2 ..,
to stala A spelnia na plodst'awie (1.37) zwigzek

o (xp)

1.39 = .
(1.39) 0 Gooy A 91 G An) 62 Gy ) 534

Drugi warunek poczatkowy {1.36) bedzie spelniony, jedli. przyjmiemy. -
(1.40) S qj(O)——O j=10,1, 2.

Nalezy zauwaiyé, ze funkcje @1, @2, @3, ... Zaleza od parametréw ﬂm; ktore
z kolei sa funkcjami ;. Wyznaczone z warlinkéw okresowosci o; dadzg na pod-

i
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stawie (1.31) B, ktOre nalezy wstawié do (1.39) zachowujac w mianowniku tyle
skiadnikow, z jakim przyblizeniem rozwigzaliémy zagadnienie. Poniewaz a; zalezed
beda od A w odpowiedniej potedze, otrzymamy w ten sposéb réwnanie aIgebralczne
dla wyznaczenia teje stalej A.

Dla rozwigzania (1.35) z warunkéw poczatkowych (1 44) oraz (1.40) mamy
(g = 4)

(1.41) . ‘ qo (T) = 4 cos (7).

Po wstawieniu (1.41) do drugiego réwnania ukladu (1.34) otrzymujemy réwnanie
rézniczkowe

(142) - ' c}'l%wa:‘acos 7+ b cos 37,

gdzic'a oraz b przedstawiaja wspdlczynniki zalezne od A, z ktérych pierwszy zalezy
dodatkowo od ay i fijs. Te dwa parametry zwigzane sg pierwsza z zaleznosel (1.31).
7 warunku istnienia rozwigzania® okresowego mamy

(1.43)  Ta=0,

skad obliczymy parametr a;, wyraZajac uprzednie §1, przez a;. Wobec tego ogdlne
rozwiazanie réwnania {1.42) przedstawimy w postaci

(1.44) ¢ () = A .cos 7By sin-r—i—Ccos 3T,

gdzie 4; oraz B sg nowymi stalymi, za§ C jest amplituda drgan wymuszonych
odpowiadajacych wyrazowi b cos 3. Stale 4 oraz B; wyznaczymy z odpowiednich
warunk6éw poczgtkowych (1.38) i (1.40). Nastepnie, wstawiajac tak otrzymane
rozwigzanie oraz rozwigzanie (1.41) do trzeciego réwnania ukladw (1.34), znowu
doprowadzimy do rownania rozmczkowago ruchu, w ktorym wystapi wyraz za-
wicrajacy cos 7. Z warunku zerowania si¢ odpowiedniego wspétezynnika obliczymy
oz przy wykorzystaniu drugiej _zaléinoéci (1.31) i stalych obliczonych poprzednio.

Postepujac w ten sposéb dalej mozemy otrzymad rozwigzanie z Zzadana dokiad-
noscig. Czesto§¢ drgaf whasnych obliczymy ze wzoru (1.29). Ostateczng wartodé
stale] 4 wyrazimy ze zwiazku (1.39), jako réwnania algebraicznego, nieliniowego
odpowiedniego stopnia.

2. Przykiad w ujeciu ogdlnym

Rozpatrzmy dla przykladli drgania wlasne belki o statym polu przekroju, przécf—
stawionej na rys. 1, Drgania wlasne belki opisane sa réwnaniem (1.1) przy nieli-
niowych nastgpujacych warunkach brzegowych.

i;(O ) =0,
U (0,0) =0,

EJuzs (, O-Fhus (1, O)+-eyy [us (l HPF =0,
' Eluges (0,9 — cu(l, ) — ey [u(l, 53 = 0

2.1)

i warunkach poczagtkowych (1.3).
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_ Rozwigzanie ogdlne réwnania (1.1} ma postaé (1.4) 1 powinno spelniaé warunki
(2.1). W przypadku liniowym (¢ = 0) dostajemy

C+Cy =0, - '

— Gy R24+Cy 22 =0,

EJ(— C; A2sin Al4-C; A2 sh ADY-h (Cy Acos A+Cy Ach A) =0,

EJ(— € M cos M+C3 43 ch M) — ¢ (Cy sin U+ Cysh Af) = 0.

2.2)

; Z réwpaf (2.2) 1 (2.2), otrzymujemy
el o, o 0y =0, 2 (2.2); 1 (2.2)4 po Wyru-

¥ gowaniu stalej C3iz warunku Cy #0
L-,___'? dostajemy réwnanie charakterystyczne
\%ém&u{ kytg QDA kpth (A) — 23
' @Y TR aD T Tt At @)
gdzie
o ST §

Funkcja (1.15) spelniajaca warunki brzegowe (2.2}, (2.2); i (2.2)4 ma postaé
4 Fi G, 2) = sin (3x)-+g11 sh (A,

Podobnie funkcja (1.11) spelniajaca warunki brzegoWe {2.2)1, (2.2)7 i (2.2)3 ma
postaé '

@3 2. (e, 1) = sin (A0)+g12 sh (49,
‘gdzie
(2.6) A3 cos (ﬁD+k1 sin (A ‘ _ Asin (M) — ks cos (A1)

U= Beh () — ke sh )7 27 ash O)+hpch (D)
Po rozwinigciu funkcji t2.4) i (2.5) w szereg Taylora w otoczeniu A, otrzymujemy
@7 fi G, A = f1 (%, A)+[x cos (An X)+g21 8h (An x)-+xg11 ch (Aa )] (@ — An)+...
oraz . L . o
238) f2 Ex, ) = fo (%, An)+1x cos (A x)}+g22 8h (An X)+xg12 ¢h (B2 D] (A — An) t-eoss
pdzie ' e .
a1 = dey/dh == [2k; 143 cos'Al ch A+ k2 I (ch Al'sin A — cos Al'sh Af) —
— 3f; A2 (cos A ch Al4-sin Alsh ALy A
— 287 (sin M ch A+-sh Al cos ANDY/[A3 ch (A} — ky sh (AD],
222 = dg15/dA = [k (sin Al ch Al-cos Ash AD) + -
' ?HLZ [(cos Alsh A — ch Al sin AD--2ks Al cos Al ch Al
k2 I (sin M ch Al--sh Al cos ADV(A sh Al-Hky ch AD2,

(2.9)
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Uwzgledmaja:c {1.16)- (2 21) otrzymujemy

oo = 61 [sin (As x) g1 sh (Ay x)]--62 [sin (A, x)—}—g;g sh (ln x)],
(2.10) @1 = 81 f1a [x cos (A X)+ga1 sh (A X)+g11 % ch (An )]+

+6; Bin [x cos (A X)+go2 sh (An x)+go1 x sh (As X)),
gdzie &1 # 0 1 8y # 0 pozwalajy uwzglednié Wpiyw poszezegdlnych nieliniowodci.
Energia potencjalna rozwaZanego ukladu okre§lona za pomoca wzoru (1.23) po
uwzglqdmemu (1.12) i (1.21) daje
1

(2.11) U= T2(Uph Ui et Uz 2. ) + T4(U, e+ UL e2+..),

gdzié
i
Uy = E‘If ‘P%m dx+h97§,,,—|—mp§,
0

I .
212 . U, = ZEJf Pozz Plaz dx—+2hpos @1a--2090 91,
]

Ut = (1 gl Fr2 ¢ 1td.

Wielkosci z gwiazdka zwigzane sa z wyrazami nieliniowymi, a ‘@ge = dggfox itd.
U, i Uj nie wystepuja, gdyz uwzgledniamy tylko pierwsze przyblizenie. Energia
kinetyczna rozwazanego ukladu okre§lona jest za pomoca wzoru (1.24}; po uwzgled-
nieniu (1.12) i (1.21) znajdziemy

1,
(2].3) E: E‘Tz (E[)"f'“El 8+E2 82—|—...),
gdzie
! 1
(2.14) Ey= [ mafdx, EBy=2 [ mgop dxitd.
0 0

Korzystajac z (2.10) oraz wyliczajac pierwsza i druga pochodna tych funkeji wzgledem
zmiennej x, otrzymujemy po scafkowaniu (2.12);:

1 1
(2.15) U, = EJ7;, 8 [2 I— YN sin 24,1 2g11 —— (ch Anlsind, I —
¢13

1 1 1
—sh Ay leos An D} ( shiulchi, 1— El)] |- 2EJAY 8, 6y [_2“; —

1 1
— - sin 2 I — (gy1+g12) 75~ (ch Ap Isin Ap I — sh Ay I cos A, D+

Siﬁ A'n l -

1 1 1 i
+zgu gm(msh lnlchﬁnl—al)] + EIi & [—51— em
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1 1 I
— 2g112j' (chﬂnlsmin —sh}.ﬁ,lcos Aﬂ,l)—l—gu( shi, lchlﬂl-a—l)]—l*

—I—M1 (An cos Ay 14211 Auch Ay 2420 61 07 [72 cos? Ay I}
F(g11+812) A2 08 Ay Tch An b gy g12 43 ch2 Ag 1]-Hhe (A cOS A I+
Lg1a An ch Ay D282 (sin Ay I-g17 sh A, D2

+2¢8 8, (sin Ay [-g1y sh A D24+63 (éin. A I+g125h Au 1)2,

1 1
@2.15)  Ey=m I( ] — ——sin 2y )+ 2g11 7 (ch An I sindn 7 —
[e. d.} - 4115 23%, ' o

} 1 1 1
—Shlnlcoslnl)-i-gf]( shAplchi,l— )]+2m6162[51_

22

1 1 _
— i sin 24, IH+-(gr1+g812) (ET) (ch Ay Isin Ay T — sh Ay [ cos Ay D
2

i 1 1
+g11812 (571— shdgichi,l _”*“1)] +m52[ I— msm 2%y H—

1
+ 2g12 e (ch Ap{sin A, —sh Aylcos i) +g22( sh Anlchdyl—= I)]

Wyrazed (2.12), i (2.14), nie podano. Wystc:,pujac w nich podobne funkcje trygono-
metryczno-hiperboliczne tych samych parametréow Ay [, Nowymi wielkosciami sg
g21, £22 1 f1a. W p. 3 wypisano je dla konkretnych wartosci okreflajacych obrany
model belki.

Postepujac dalej wedtyg wskazan p. 1 otrzymu_]emy wspdlczynniki réwnania
(1.42):

E
(2.16) a:A(zwoal—l+ W o — A2
Up

Wykorzystujae zwiazek (1.31) Bia = wo a/243 oraz warunek istnienia okresowej
funkcji ¢, (7), co jest réwnowaine a = 0, otrzymujemy roéwnanie,  ktdrego moZzemy
obliczyé ~a;.

Wspdlczynniki roszaczama (1.44) sa nastepujace:
2.17) 4 LY% B—0, C IU?A3
@17 1= 3—27()!1 ) 1 =0, = .
Zatem pierwsze przyblizenie szeregn (1.32)
(2.18) Ty (1) = A cos v-+(4; cos T+c cos 37) ¢,
a (1.29) daje

(2.19) ® = wghedy.
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3. Przyklad Hiczhowy. Waioski .

PrzeprowadZmy obliczenia szczegélowe dla belki o diugosci /=2 m o prze-
kroju prostokatnym, szerokosci b = 10 cm oraz wysokosci £ = 0,5 cm. Belka jest
wykonana ze stali weglowej o cigzarze wlasciwym 78,5 kG/dem?3 i module spre-
zystosci £ = 2,1.10% kGjem. Przyjmujemy wspotczynniki sprezystego podpatcia
¢ = 196,25 kG/m oraz h = 4906,2 kGm. Przy takich zaloZeniach masa belki m =
=0,04 kGsek.2/m?, sztywnos$¢ na zginanie EJ =121, 87 kGm?2, wartoéei wspol—
czynnikéw za$ okreflonych w p. 1 wynosza ky = 3,0547 m3 i ky = 226,37 m

Réwnanie charakterystyczne (2.3) moZna po- prostych przeksztalcemach przed—
stawié w. postam

kika -
T"""ﬂ?! th Al — 2k2/12

Gy . W=

1k2

2k th () — 7
Réwnanie fo rozwigzane metoda wykresino-analityczng i znaleziono pierwsze dwa
pierwiastki: 4 R <
(3.2) | A = 1,608 [m~], 7, = 2,538 [m~1],
Wstawiajac do wzoréw (2.6);, (2.6), (2.9); i (2.9)2 Au = 4y dostajemy
(3.3 g1 = gz = 1,93:1072, gy = 0,3814 [m], go» = 0,1713 [m].
Dla tych wartoéci znajdziemy kolejne:
Up = EJ (53 4,7440; 8, 9,484 4,74)+-1 (6 1,4-16; 0, 2,863 1,4) 10~4+
o | o be(B 08348, 8, 1,66+ 0,83) [kGm],
. EJB (219,108 036,928 17,82)+ 28, (— 30,122 —
3.9 — 8y 87 0121482 0,004)+-2¢8; (6% 4,32-+-61 85 2,33 — 62 1,99) [kGm)],
CUY =y (814624 1,4- 1078y (611024 0,69 [kGm),
Ey — m (82 1,84+ 65 3,681 85 1,84) [kGm sek.2],
Ey = mfy (02 5,47-F8; 6, 2,85 +'622,61) [kGm sek.2].

Tak napisane wyrazy energii potenéjalnej i kinetycznej pozwalaja ocenié liczbowo
wplyw nieliniowoéci na ich warto$ci [por. (1.19) i (1.20)]. W przypadku obu sprezyn
nieliniowych, 8y = 8, = 1, znajdziemy:

(3.5)  Up=1071 [kGm], Uy = X109 [kGm],  UF =y;-22,4x107%+
| +y9:11,04 {kGm],
Ey = 0,295 [kGm sek.?], E; = f1X0,228 [kGm sek.2].
Z (1.28) obliczymy ey = 60,3 [1/sek.].
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Wstawiajac do (1.12) otrzymane wartosci mamy

(3.6) L =125,
a wykorzystujac ten zwiazek w (2.16) (¢ = 0) mamy
(3.7 a1 = 3,9%10-2 (y1>{22 4310734y, 11,04) 42 [1/sek.].

Zasadnicza czqstosé drga.n wlasnych wyrazi sig na podstawie (2.19) za pomocy
wzoru .

3.8) w1 =603+ e42X3,9% 1072 (p; X 22,4 107849, X 11,04) [1/sek.].
y

Z powyzszego widaé, ze w przypadku charakterystyki o duzej sztywnodci czedci
lintowej wplyw wyrazu nieliniowego (y; # 0) jest bardzo maly. W przypadku malej
sztywnosci czgdci liniowej (72 ;é 0) wplyw wyrazu nieliniowego jest istotny,

Ze zwigzkéw (3.4) fatwo otrzymamy czqstosc podstawowac drgan wiasnych dla
przypadkéw oddzielnych nieliniowodci. Przyjmu;qc bowiem d§; = 0 mamy

Uy =2672 [kGm], U= px352,1[kGm), Uj =y,0,69 [kGm],
3.9
3:9) Ey = 0,0736 [kGm sek:2], E; = $;x0,104 [kGm’sck.2];

wy 1 (3.6) pozostaje bez zmiany.
Na podstawie zwiazku (2.16) mamy

(3.10) oy = 2,89 A2 95X 10~3 [1/sek.]
oraz na podstawie (2.28) jest
3.11) wy = 60,3 + £42 2,895 10~ 3 9, [Ifsek.].

Wzér powyzszy podaje czgstosé drgan wiasnych przy uwzglednieniv nieliniowosci
w sprezystym podparciu.
Z tych samych zwigzkéw (3.4)-(3.8) otrzymujemy dla d; = 0

Up=2672 [kGm], U= p;x916 [kGm], U} = 1,4x10"%, [kGm],
512 Ey = 00736 [kGmsek2], E; = £%0,2188 [kGm sek.?].
Na podstawie zwigzku (2.16) znajdziemy
(3.13) - ay = 1,22 107" 42y, [1/sek.].
Podobnie jak poprzednio na podstawie (2.19) otrzyniamy
(3.19 wy = 60,3 + ex 1,22 107 429 [1/sek.].

Powyiszy zwigzek podaje czesto§é drgan wlasnych przy uwzglednieniu nielinio-
wosci w spreZystym utwierdzeniw. Jak widaé z (3.8) i (3.14) obydwiec charakterystyki
nieliniowe dzialaja w sposéb sprzezony.

Ze wzorn (3.8) nie moZna otrzymaé jako przypadkéw  szezegdlnych (np. dla
¥1 =0 lub p;=0) zwigzkéw (3.11) lub (3.14).

Jak w zagadnieniach nieliniowych, nie ma tu micjsca zasada superpozycii.
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Peszmowme

CBOBOJHBIE KOJNEBAHWUSA BAJIKH
IIPH CHABO-HEJIWHEVHEIX KPAEBBIX YCIIOBHAX

B pabote paerca cumocof ompemenenuss wacToT CBOBONHEIX KomeGaumi B Gomes obmem
Ciydae, a MMCHHO, KOT/[2 JB2 H3 MCTHPOX YCIOBHH YIPYIOrO SAIMEMIEHIS KOHUOB GATKH 3aKIE0-
UA0T HeMMHSHHEE wieHEl. Kak 3710 BEITeXaeT w3 paboTHL, IpejmaraeMbit METOJ{ MOXKET HaliTH
UPAMCHCHME TakKe B ciaydae GONBIIOrO YACHA HENWHEHHEIX YCIOBHIL,

Summary

NATURAL VIBRATION OF A BEAM WITH WEAKLY
NONLINEAR BOUNDARY CONDITIONS

This paper gives a method for computing the natural frequency of a beam with one nontineal
boundary condition. The present paper brings a description of a computation method of the naturar
frequency in the more general case, in which two of the four boundary conditions (of elastic clamping

at both ends) contain nonlinear terms. It is found that the same method may be applied in the case
of more nonlinear conditions,
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