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Z TEORII' ODKSZTAL.CEN WIELOKROTNYCH SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH
OSRODKA STOCHASTYCZNIE NIEJEDNORODNEGO (BETONU)

. CZESLAW EIMER (WARSZAWA) l _

1. Konstrukcje spotykane w dzisiejszym budownictwie sa z treguly narajone
na kolejne cykle obcigzenia i odcigzenia. Jedli cykle te przebiegaja dostatecznie
szybko, moZemy abstrahowaé od zjawisk reologicznych i wyeliminowaé z rozwazafi
wplyw predkosct przyrostu odksztalces; w szczegblnodcei bywa tak np. w praypadku
obcigzen dynamicznych, tj. gdy tempo zmian okrelaja prawa bezwiadnosci. Jedli,
z drugiej strony, szybko$¢ ta nie jest nadmierna, staramy si¢ wéwczas ujaé proces
jako sekwencje stanéw termodynamicznie zrownowazonych o wzajemnie jedno-
znacznej zaleznodci naprezenia od odksztateenia przy danym kierunku ruchu (. dla
galezi obcigZenia lub odcigzenia), co np. w teorii plastycznoéci prowadzi do
teorii zwanych deformacyjnymi. Poniewaz kazdy z poprzednich cykli wprowa-
dza w ogélnoéci zmiany nieodwracalne,

W szczegblnosci odksztalcenia plastycz- ¢4
ne, zatem réwnanie krzywej o (&) zalezy i
od zasiggu tychze cykli, ma wiec ogél-
nie postaé . 3

o= ol(e; 015 ey aﬁ)
Tub
o= 0 (8] &y, ..., &n),

gdzie oy, 03,... oraz gy, e, ... oznaczaja
ekstremalne napr¢zenia Tub odksztalcenia
w kolejnych cyklach, tzn. takie, przy kté- o g4 €3 &
. rych nastepuje zmiana kierunku odksztal- Rys. |
cenia (czyli znaku &, por. rys. I). 7

Nieskoniczona w ogélnosci liczba réwnan powysszego typu dla kolejnych galezi
kezywej o (¢) moze byé okreslona jedynic przez ustalenie modetu oérodka, uwzgled-
niajacego whasnoéei poszezegblnych ziaren i proporcje (iloci) poszezegélnych
typow ziaren. Jak stad wynika, model taki ma charakter statystyczny. W najprostszym
przypadku uwzglednienia tylko dwu podstawowych wlasnodei ziaren: idealne;j
sprezystoSci 1 idealnej plastycznodci elementem modely bedzie ukiad szeregowy
sprqiyny 1 suwaka tarciowego (cialo idealnie sprezysto-plastyczne), a modelem
dla zagadnief jednowymiarowych zespét bardzo wielu. takich elementéw (odpo-
wiadajgcych poszezegllnym ziarnom) ustawionych réwnolegle obok siebié pomiedzy
sztywnymi plaszczyznami, co odpowiada zatoZeniu plaskich przekrojéw.

2

'3
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Poniewaz zaloZenie plaskich przekrojow odnosi si¢ z samej swej istoty do makro-
ukladu (zlozonego z wielu mikro-elementédw), 4. ma charakter fenomenologiczny,
sluszniejsze byloby méwié o zalozeniach jednowymiarowosci zagadnienia i jedno-
rodnoéci mikro-odksztalcenn przy roéwnoczesngl niejednorodnodci przypadkowej
mikro-napreZen. Oznacza to daleko idace uproszezenie problemu, gdyz w rzeczy-
wisto$ci zaréwno pole mikro-naprezen jak i pole mikro-odksztalcert majg charakter
pdl przypadkowych przestrzennych i poprawne rozwiazanie zagadnichi jedno-
wymiarowych, o ktére nam tutaj chodzi (zwlaszeza z dziedziny Zelbetnictwa, ustroje-
belkowe, ramowe itd), polegaloby na odpowiednim usrednieniu «jednokierun-
kowym» wynikéw ieorii ogdlnej. JednakZe préby podejécia w ten sposdb do za-
gadnieni inZynierskich nie rokowalyby, zdaniem autora, powodzenia, przynajmniej
na cbecnym etapie rozwoju teorii i metod obliczeniowych, ze wzgledu na bardzo
skomplikowany charakter zagadnienia, ani te nie dawalyby gwarancji wigkszej
dokladnosci ze wzgledu na koniecznoéé poczynienia na samym wsigpie szeregu
zalozent upraszczajacych dotyczacych struktury geomelrycznej i topologicznej
(«mikrostruktury») oérodka, warunkéw plastycznosci i praw plynigcia dla poszeze-
golnych typéw ziaren, mikro- i makroanizotropowodci itd. Bardziej celowe z punktu
widzenia zastosowafi praktycinych wydaje sie okredlenie wystgpujacych we wzorach
parametréw bezpoérednio z badan dodwiadczalnych przy réwnoczesnym maksy-
malnym wuproszczeniu teori. '

Z punktu widzenia naukowego teoria «jednowymiarowa» wystarcza do wykaza-
nia, ze zachowanie si¢ materialu wykazujacego wylgcznie wlasnoéci idealnej sprezy-
stodci i idealnej plastycznodei (w kazdym punkcie) jest znacznie bogatsze i bardzie]
zlozone niz to sugeruje popularny wykres o (¢) zlozony z dwu prostych (dla ciala
doskonale spresysto-plastycznego), w szezegdlnodcl, Ze wystgpuje zjawisko wzmoc-
nienia i pojawiajg sie petle histerezy przy cyklach odcigzenia i obciaZenia, a wigc
o(Q) | . tym  samym ziawisko tlumicnia
drgan (por. p. 4).

Przyimiemy, e poszczegblne ele-
menty w modelu jednowymiarowym
maja takie same moduly spreZysto-
éci (sprezyny), natomiast réZzne gra-
nice plastycznodci @ (okredlajace
graniczny opdr tarcia w spoczynku
suwaka). Jest to rdwnoznaczne
z przyjeciem zalozenia jednorodnod-
ci w zakresie sprezystym, co w przy-
padku zagadnienia jednowymiaro-
wego nie stanowi istotnego ograniczenia. Warto§é Q uwazamy za zmienny przy-
padkowa o znanej dystrybuancie @ (Q) i gestosci prawdopodobienstwa ¢ (Q)
(rys. 2)1. Zakladamy, ze dla poszczegdlnego ziarna granice plastycznosel pray $ci-

1'W rachunku prawdopodobiefistwa wielkosci przypadkowe zwykie oznacza sie duzymi literami,
dane — malymi, z czego tu rezygnujemy gwoh nie komplikowania utartych oznaczeni, ktérych sens
wynika jasno z kontekstu.
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skaniu i rozcigganiu maja t¢ sama wartos¢ bezwzgledna, przy czym - trak-
tujemy jako wiclko$¢ arytmetyczng, wobec czego rozkiad o (Q) jest jednostronay,
tj. p(Q) =0 dla Q < 0. ZaloZenie to staje si¢ zrozumiale w §wietle mechanizmu
uplastycznienia, zwigzanego np. z ruchem dyslokacji i poslizgami plastyczaymi
krystalitéw, w ktérych okreSlony kierunek ruchu nie jest uprzywilejowany. w sto-
sunku do przeciwnego. W swietle tych uwag réZne wartoéel granic «technicznych»
Q¢ 1 Oy przy Sciskaniu i rozciaganiu np. dla betonu sa wynikiem nakladania sig
zjawisk o odmiennym mechanizimie, zwigzanych z narastaniem mikrodefektow
- {mikrorys), jak to potwierdzajg badania doswiadczalne [3]. Ograniczajac rozwaza-
nia do obszaru dostatecznie oddalonego od napreZen niszczacych, fciskajgcych
i rozciagajacych, mozemy abstrahowaé od tych zjawisk, Modele omdwionego typu
byly preyjmowane 'w zagadnieniach tlumienja drgan [1, 6 i 8], jednalcze bez blizszej
analizy kolejnych cykli o dowolnych granicach obciazenia. Probg uwzglednienia
mikrorys metodami statystyki matematycznej w zagadnieniu tréjwymiarowym
podjat J. Murzewsk1 [5]; w teorii plastycznodci znane sa oparte na rozwaZaniach
typu statystycznego teoric Batdorfa-Budianskyego, Lina i Besselinga. Model ogdl-
niejszy od przyjgtego w niniejszej pracy-(o charakterze reologicznym) w przypadku
odksztalcen jednokierunkowych zostat podany przez autora {2).

2. W dalszym ciagu wskaZnikami nieparzystymi bedziemy oznaczali odksztat-
cenia maksymalne, parzystymi — minimalne (rys. 1). Stosownie do tego cykl (2%,
2k-1-1) oznacza obciggenie, cykl (2k — 1, 2k) odciazenie. Wskaznik 0 oznacza
punkt wyjéciowy, przy czym przyimujemy op = 0, op = 0; cykl «zerowy», tj. galaz
(0, 1) oznacza pierwotng krzywa obciazenia. Znaki naprezen przyjmujemy w ten
sposob, aby naprefenia w cyklu zerowym byly dodatnie, co pozwala zachowaé
powyzsza konwencje wskaZnikow parzystych i nieparzystych.

Napiszmy najpierw réwnanie . gatezi zerowej. Uwzgledniajac e ¢ = Ee dopokl
Ee < Qoraz, ze ¢ =@, gdy Fe 2 Q, otrzymujemy

QD) o=o(9)= [ Eep(Q)dQ -+ [0p(Q) dQ = Es [1 — @ (E)] + 1 (Ee)
Bz Eex(Q

gdzie n(Q) oznacza moment (pierwszego stopnia) pola zakreskowanego mna rys. 2
wzgledem poczatku ukltadu (iloczyn pola przez ramie jego $rodka cigzkodci).
W powyZszym réwnaniu pierwsza calka z prawej strony okrefla czgdé naprezenia
przenoszong przez elementy, ktére nie osiagnely jeszcze granicy plastycznodci,
druga — przez clementy, ktdre ja juz osiagnely. Catki te mozna interpretowaé
jako odnoszace sig odpowiednio do czgéci przekroju pozostajacego w stanie spre-
Zystym i w stanie plastycznym przy danym obciazeni.

Rozwazmy obecnie ogolnie n-ta galas krzywej o (8) o odksztalceniu «poczatko-
Wym» 5. Aby okresli¢ napreenie przenoszone przez poszczegélny element, musimy
znaé poloZenie prostej odkszialcenia sprezystego, po ktdrej posuwamy si¢ w cyklu »,
zalezne od lokalnej wartosci Q. Mozliwe sg tu trzy przypadki: (a) wszystkie po-
przednie ekstremalne odksztalcenia miescily si¢ w obszarze sprezystym leg| << Q,
i=12..,n (rys 3a); (b) odksztalcenie ef, gdzie k jest liczba parzystq, miescito
sig w obszarze plastycznym, tj. odpowiadalo naprezeniu — Q, podczas gdy wszystkie
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odksztalcenia dalsze, ggiq, ..., én W obszarze sprezystym 2 (s, & -+ 2Q/E); innymi
stowy, poloZenie prostej «sprezystej» jest okreslone przez punkt «dolay» (eg, — Q)
(rys. 3b}; (c) odksztalcenie &y, gdzie & jest liczby nieparzystq, miescilo sie w obszarze
plastycznym, a wigc odpowiadalo naprezenin - 0, natomiast odkszialcenia
Ek+1,---»€n W oObszarze spreZystym (e, sx — 2Q/E); poloZenie prostej okredla.
punkt «gdray» (g, Q) (rys. 3c).

i} | b c

G
+J ———— o
3 : e
1
I 1 3
£ En 2
a & £ £ 0 Ep &y &3 e

n
3 Qe ~

e

Rys. 3

Jesli n-ta galgz byla np. galezia obcigsenia (» parzyste), to napreienia w roz-
wazanym elemencie podczas tego cyklu wyniosa: w przypadku (a) ¢ = Ee dla
Ee < Q, 6 =0 dla Ee > Q; w przypadku (b) 0 = — Q-+ E (s — &5) dla & < g5+
+20/E, (E(c —ep))2 <Q), 0 =0 dla &> sp+20Q/E; w przypadku () o =
= — E(ey — e)dlas < g, ¢ = Qdla e > g Przypadek o &z w obszarze plastycz~
Nym, &k+1, ..., & W SpreZystych oznaczymy ogélnie przez (k, n).

Powyisze naprezenia czastkowe nalezy catkowaé wedlug wartofei @ mozliwych:
dla danego przypadku, a nastepnie sumowaé dla kolejnych przypadkéw. Przy
ustalonych wartoéciach &y, ..., &, rozmieszczenie odksztalcen g; w obszarach spre-
Zystych badZ plastycznych jest okreflone calkowicie - wartodcia Q, wobee czegd
danemu przypadkowi {(k, n) musza odpowiadaé wartodci @ zawarte w okreflonych:
granicach

ey gt <0 <ob,

gdzie g} i O} oznaczaja odpowiednio minimalna i maksymalng dla tegoz przypadku
wartod¢ Q [oczywiscie warto§é «poczatkowa» gp dla przypadku (k, ) jest jedno-
czeSnie warto$cia «kofcowa» Oy dla pewnego innego przypadku (r,m)]. Przy
odksztalceniach wylacznie sprezystych [przypadek (a)] oznaczymy warto$¢ dolng
przez gf, co oznacza, ze odksztalcenia wystepuja w réznicach typu & — g4 1 naprese-

2 Nawiasy okragle utywane sg w dalszym ciagu na oznaczenie obszaru odkszialcefi bads wspéh-
rzednych punktu (e, 0), badz wreszcie przypadkn odksztalcenia (por nizej), co W odno$nym kon-
tekécie nie budzi nieporozumies.
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nia zaczynaja rosngé poczawszy od sp; mamy tutaj g® — max |es| oraz OF = oco.
Dia pewnego przypadku (r, n) mamy oczywiscie ¢¥ = 0.

Zgodnic z nieréwnodcig (2.2) prawdopodobienistwo pojawienia si¢ przypadku
(k, n) wynosi 4
(2.3) pi =D Q%) — @ (g§).

Rozwazmy przypadek (k, n), gdzie k i n sa parzyste (galaz obcigzenia), scharak-
teryzowany nierdwnoscia (2.2). JeSli gy < E (e — 8)/2 < 10)4 (dIa k # 0), to granice
calek po Q b@dac okre$lone wartosciami E (e — £)/2 oraz ¢ badz 0%, jedli za§
E(s — e1)/2 < g} lub E(e — )2 > Q% — wartosciami qy i Op. Réwnanie palezi n
bedzie wige miato w ogdlnoéei réine postacie na kolgjnych odcinkach oddzielonych
«dolnymi» i «gérnymi» wartodciami3 g:

“oh = oxt24R/E, Ve = v+ 20)[E,
co odzwierciedla wplyw zmian nicodwracalnych wprowadzonych w poprzednich
cyklach. Analogiczne warto$ci dla k nieparzystego i galezi odcigzenia wyniosa.
Bt — g — 20u(E, Y&l = e — 2q%E.

Stosujac zapis w formie ogdlnej, aby uniknaé wypisywania réwnaf dla poszcze-
gélnych odcinkéw, otrzymaniy:
dla galezi obcigzenia (n parzyste)

@4 a:a(a;gb.,.,sﬂ)-[ J Eep(@)dQ+ erp(Q)dQ]
Ee<Q Ee >
e, 0<Q qO<Q
+ ) { | otEE—aNe@de+ [ pr(Q)dQ}+
k=2,4,.. \Ele—~ep)[2<Q : E(e—sx){2>0Q
4 << 0y 7, <Q<0}
n—I1 '
+ { [ 10 E@—9le@d+ | QcP(Q)dQ}:.
B b3, . q;<Q<Q: q;<Q<Q’;

dla galezi odciazenia (n niei}arzyste)

:[ [ Eep@do | Qm(Q)dQ]+
FEs

(2.5 S—0 e —
ap<g dy<0
n—1
+ ¥ { [0 EGr—alp@do— | Qqa(Q)dQ}_+
k=1, 3, .. |Etep—g){2<0 : Lo —a}2>0
4 <Q<Q] Q0=
+ { J -0 tEC—elp@do—~ [ 0p(0) dQ} .
k==2,4, .. a" <Q<Q” q:<Q<Q:
eep <tk

W przypadka k = 0 nie nalesy mnozyé przez 2 drugiego skladnika.
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W powyzszych: wzorach sumowaé naleZy tylko po tych wskaZnikach k, ktore sa
mozliwe w danym przypadku, tj. przy okreSlonym ukladzie wartosci e; (por. niej
p. 3). Nierownosci okreSlajace granice catkowania musza byé spelnione lacznie.
‘Wynika stad, ze np. dla galezi obciaZenia nalezy odcigé wszelkie & dla & nie-
parzystych oraz %%, Ugf dla k parzystych; te odcigte oddzielaja poszczegblne

odcinki krzywej o odmiennej postaci réwnan. Catki typu

n
Qk

[ 9@ dg = b — P @R) = ris

o,
[ 0@ d0 =n(@D) — 1@

Ty

q

sa oczywicie stalymi. Natomiast catki typu np.

n
9

E(ek — 6) 0 (Q) dQ = E (s — &) [B (@) — @ (B (ex — 9)/2)]
‘ E(er—e)f2 . SR
sa funkcjami e, tj. wywierajg istotny wplyw na przebieg krzywej.

3. Do pelnego rozwigzania zagadnienia w przypadku ogdlnym (dowolnych ;)
potrzebne jest ustalenie dogodnej metody okreslania wartosci qy i QF. Otéz jesli
pewne odksztalcenie znajduje si¢ w obszarze «plastycznym», to o tym, ktére nastepne
z kolei znajdzie sic w tymze obszarze, decyduje to, czy okrelona (maksymalna)
réinica e — &y, gdzie 7 jest pewna liczba nieparzysta, r parzysta, jost mnigjsza lub
wigksza od wartosci 2Q/E (przy r # 0). JeSli r =0, to nalezy bra¢ 2(e — €o);
nie mogy takze, jak widad, decydowac réinice o wartosci ujemnej.

Utwérzmy wszelkie mozliwe réznice i uporzadkujmy je wedhig rosnacych wartosei
(dodatnich). Np. dla n = 5 korzystamy z poniiszego schematu

1 3 .5
2 4
Roégnice te tworzymy dla takich &, azeby jederi wskaznik byl parzysty, drugi
nieparzysty, przy czym 0 uwaZzamy za parzyste badZ nieparzyste. Np. w powyiszy
schemacie, je§li pominiemy réZnice o wartosci ujemnej, otrzymanmy
2 (g1 — eo) = 2&1, 2e3, 285, &1 — B2, £ — £4, E3 — £2, E3 — 84, &5 — 2, 85 — &4-

Po uporzadkowaniu i oznaczeniu g — & = (£, 1], 2 (81 — &) = [i, 0] (na pierwszym
migjscu wystepuje zawsze wskaznik nieparzysty, na drugim parzysty) bedzie np.
(rys. 4):
przypadek (k,n): (5,5 GHT@HTGS G5 (3 (G (5T05
réamica [f, 7]: 1,21 (541 [3410 11,0 [52] [3.2] [501 [30]
Wartoéé 20/E moze lezeé w kazdym z przedzialéw utworzonych przez sasiednie
réknice, co oznaczymy kreska pionowa, np. [3,4] < 20Q/E < [1,0]
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W celu okre$lenia mozliwych przypadkéw (k, ) posuwamy sig po kolejnych
wskaznikach, poczawszy od zera, przyjmujzgc kolejne mozliwe polozenia 20/E
i okreflamy k, tj. wskaznik «ostat-
niego» odksztalcenia w. obszarze
plastycznym. Aby ustali¢, czy pewne &
£m lezy w obszarze plastycznym
(«dolnym» dla m parzystego, «gor-
nym» dla nieparzystego) rozwaza-
my kolejno odksztalcenia &4,
&m—n, ... 1 bierzemy pod uwage
pierwsze 7 kolei, ktére lezy w obsza- G

rze plastycznym, np. & lub ery pIZY- . b % / el

oy

czym uwazamy gy zawsze za «pla-

styczne» (gdyz poshugujemy sig pod- i
wdjng rbznicg) 1 stosujemy naste-.
pujace dwie reguly: e
1) Niech m i odnoény wskaznik A% 593
i lub r nie beda réwnocze$nie pa-
rzyste lub nieparzyste; wowcezas gdy Rys. 4
téznica [m, r] (dla m nieparzystego) :
badz {i, m] (dla m parzystego) lezy powyZej (fj. na prawo od) przyjetej war-
tosci 20/E, to &g jest «plastycznen, jeSli za§ poniZej — «sprezysten,

2) Niech m oraz i lub r beda réwnoczesnie parzyste lub nieparzyste; wowczas
jesli e > & (dla m nieparzystego) badz em < & (dla m parzystego) to &m Jest
«plastycznc» W przemwnym l‘aZlC — «spr@zyste»

Oznaczmy krotko przez p poloienic w obszarze plastycznym przez s W spre-
#ystym. Stosujac te reguly mamy WIQC w powyzszym schemacie (dla przyjetej wielkosci
20Q/E lezacej miedzy [3,4] a [1,0]), & p (bo {1,0] jest na prawo od kreski), &, s (bo
[1,2] na lewo od kreski), 3 p, €15, s, 8, czyli przypadek (k,n) = (3,5). Gdyby kreska
byla miedzy [1,0] a [5,2], micliby$my & s, £, s (poniewaz roznica [0,2] jako ujemna
jest zawsze na lewo od kreski, gdyZz Q must by¢é dodatnie), &3 p, 24 8, &55, a wige
znowu przypadek (3,5). Dla kreski miedzy [3,2] a [5,0] byloby e s, &35 s3p (bo
[3,0] jest «pierwszym» odksztalceniem na prawo od kreski), &4 5, £5 5, tj. przypadek
(3,5) itd. Wypisujac miedzy roéznicami numery przypadkéw widzimy, ze sa mozliwe
cztery: (0,5), tj. sprezysty, (3,5), 4,5, (5,5). Granice przypadkéw oraz granice
odksztalcen oddzielajacych odeinki krzywej sa nastepujace:

05 = oo, ey = gy — 00 = — 00,

= 0} = E[3,0/2 = Ee;, Ugd =gy — &3 = — &3,
7= 0i=E(e — ea)/2, R @S — g3 — 28y == — &3,

= Qg = E (g5 — £3)/2, ' gﬁ'g = g3 — (85 — &4) = &4,
g5 =0, %6y = &5 — (&5 — 84) = 4

7,5 _
g; = &5 — 0 == &5,
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PoniewaZ chodzi o galaz odciazenia, nalefy uwzglednié tylko "s};, 953 dla k nie-
parzystych. Granice te mozna od razu odczytaé z zestawienia réznic uporzztdkowa-
nych wedtug wielkosci, np. dla (3,5) 1 réznicy [3,4] widaé, ze pozostaje e, itd.
Podzial kizywej (galgzi 5) na poszczegélne odeinki (z uwzglednieniem w mysél
réwnania (2,5) odksztalcen parzystych &2, £4) pokazany jest na rys. 4b. Np. na od-
cinku g4 <C & < &5 réwnanie krzywej ma postaé [wzdr (2.5)]

Es, E(e;—eyf2
a—fEsqa(Q)dQ+ | 1e— E(aa—e)qo(Q>dQ~f Q9 (Q) dQ +
Ee, Eles—e)2
Eles—e))2 . E(ey,—2)f2
+ f.[Q*E(Bs—E)]w(Q)‘dQ+ | [-0+EG— el p(0) do =
Bleg—e)f2 E{e;—8,)f2

— [l — @ (Eep)] Be — [ (Ees) — & (B ey — eq)fDIE (3 — 6)4n (Bes)
— (B ey — e9/2) + 1 (B o5 — ef2) — 2 (E (es — 2) —

— 1O (Ees — 6[2) — D(E (o5 £)/2)) Ees — )--ID (E (63 — 6)/2) —
P (es e Ee — e — 1 (E s — el + 7 (s — ef2);

wyrazenie to mozna uproécié, co tutaj pomijamy.

4. W zastosowaniach praktycznych wzory upraszczaja sie znacznie, a opisana
procedura prowadzi z reguly szybko do celu. Przede wszystkim zauwazmy, Ze
cykle obcigzenia i odcigzenia tworza petle zamkniete, tj. po przekroczeniu ekstre-
malnego odksztalcenia powracamy do krzywej wyjéciowej {por. np. petle 1-2 i 4-5
na rys. 4b). Wida¢ to od razu z réwnan (2.4) i (2.5), gdyz np. dla galezi obcigZenia
dla Ee > ¢§ = max & mamy

= [ Eep(@do+ thP(Q)dQ+ Z [ or@do+
Ee<Q Es>(Q ‘ k=2,4,.. <Q<Qk
q0<Q q0<Q

-1

+ 2 | or@do-= fEsqa(Q)dQ+f 09 (0) do

k=1.3, qk<Q<Qk

poniewaz catki pod znakaml sum wyczerpuja przedziat catkowania od 0 do ¢,
otrzymaliémy wigc rownanie galezi zerowej. Wida¢ to réwniez bezposrednio z ry;
- sunkéw w rodzaju rys. 3, gdyz przy osiagnieciu odkszialcenia max £y mamy zawsze
te same napr¢zenia w poszezegdlnych clementach, tj. ten sam stan wyjéciowy bez
wzgledu na przebieg poprzednich odksztakeen ponizZej tej wartosci, Zgodnie z tym
mozliwe s3 tylko przypadki odnoszace sie do gatezi wyjsciowej [np. w powyzszym
przykiadzie (0,5) i (3,5) dla gakezi 3] oraz odksztakcen dalszych [(4,5) 1 (5,5)], nie
za$§ np. (2,5) (rys. 4b).

Zanalizujmy blizej cykl zamknigty, tj. plzeblegajqcy migdzy stalymi odksztalce-
niami i naprezeniami skrajnymi; gdy sg ome ustalone, wszystkie dalsze palezie
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odpowiednio obciaZzenia i odcigzenia sg identyczne. Jak widaé, bez zmniejszenia
ogolnodci wynikéw, wystarczy rozwazyé cykl 1-2-1, dla ktérego mamy np. (rys. 5):

gataz 1 (odciazenie) (1,1 (101 o,

’

[+2
gatay: 2 (obcizenic) 32 ) (1D (02 7|
W mysl (2.4) i (2.5 otrzymujemy nastgpujace
rdéwnania:
dla galezi 1 (odciazenie) 2f
o] Ee,
@) o= [Ep@d2+ [ [0-E@-—
Es, Efs—8)f2 -
. 0 [ £y £+
Ele,—e)f2
—alp@d— | Q¢ @ de, Rys. s
dla galezi 2 (obcigZenie)
E(e,—e2)f2
@2 o= f Eeg(@dQ+ [ [ OHE(e — el 9 (Q) dQ +
E(e—eg)f2
Ele—an)f2 Ee,
+ f Op(@do+ [ lo— E(Sz-ﬁ)]w(Q)dQ
Efe,—&)2

Podstawiajac odpowiednio ¢ = & 1 & = & do granic catkowania i funkcji pod-
catkowych sprawdzamy, Ze punkty skrajne obu galezi pokrywaja sie. Wstawiajac
te wartodei kolejno do (4.1) 1 odejmujge stronami otrzymamy

Ao = 01 — 03 = 21 (E (&1 — /) + E (e — e2) [| — D (E (&1 — )/2)];

oznaczajac s = e — ep otrzymamy wzdr na $red-
ni modut odksztalcenia w cyklu zamknietym

As 2n (EAE[2)
i P
+ E[l — @ (EAe/2)].

@43 E =

Jak widaé, modut E' maleje wraz z amplituda.

Prace zuzyts w cykln na pokonanie sit tarcia
wewngirznego, réwna polu zawartemu miedzy ga-
fgziami 1-2 oraz 2-1, obliczymy sumujgc prace
czastkowe tych elementéw, ktore daja cykle zam-
knigte, tj. o @ << E (g — &)/2 (rys. 6):

Elgy—s]2

4
@8 L= [ 2011 e) - 20/E1p(Q)dQ = 2en (BAef2) — -y (Edel2),

0
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i

[¢]
gdzie y(Q) = f 02 p(0)dQ oznacza moment drugiego stopnia odpowiedniego pola
. i} . . . .

na wykresie (0} Stad wspdlczynnik strat energii, réwny w przyblizeniu (przy
niewielkich stratach}) podwdjnemu dekrementowi logarytmicznemu thumienia
drgan, wynosi

L 4EAen (Ede)2) — 8y (EAef2)

YT IR T 2EAen (EAef2) + E2 (A2 [| — O(EAef2)]

(4.5)

Jest to formula przyblizona, ktéra mozna stosowaé przy niezbyt wielkim thumieniu.
Na plan pierwszy wysuwa sig wielokrotnie do$wiadczalnie sprawdzona zaleznosé
thumienia’ od amplitudy As. Jedli jednak wkraczaja w spos6b istotny nowe mecha-
nizmy zjawisk, zwigzane z tworzeniem si¢ mikrorys, to moZe nastapi¢ zmniejszanie
sig, a potem ponowny warost thumienia (innymi stowy, wystepuje pewne minimum
ttumienia). Taki przebieg zjawisk potwierdzaja badania do$wiadezalne R. KowAL-
czyka {4]. ‘

5. Znajomos¢ rownan krzywych cbeigzenia 1 odciazenia jest konieczna w wielu
zagadnieniach, jak np. drgaf tlumionych, samonaprezen, teorii przegubdw plastycz-
nych, odksztalcen przy wielokrotnych obcigZeniach itd. Na tym miejscu nie bedziemy
analizowali poszczegdlnych problemdéw, natomiast podamy pewne ogdlne zalecenia
dla obliczen liczbowych. ' I

‘0téz jako funkeje ¢ (Q) dogodnie jest przyjaé rozktad gamma, speiniajacy postulat
asymetrycznosci, okredlony tylko dla @ > 0:

ne

(5.1) ?(Q) = F’im) &0 o=,

gdzie B 1 m sa stalymi parametrami, przy czym ograniczymy si¢ do m naturalnych,
co nie stanowi istotnego zawezenia mozliwoéci .w zastosowantach praktycznych,
a znacznie upraszceza obliczeniaz. Mamy, jak wiadomo, (por. np. [2]),

" (BOY

3!

(52 Q) =1—e 0
k=0

oraz

53 Q) = =&

ﬁ(:; ﬁ_Q)l r) | rz [ | gm0 Z”’? (ﬂQ)k] ’

= kK

poniewaz

4 ' : m g
(n‘?i, Z)' == f ¥ i dy — m) (i _ e——t ﬁ) .
[+ s Ao

Wartoé¢ przecigtna @ dla rozkladu gamma wynosi

m

(5.4) =




7 TEORII ODKSZTARCEN WIELOKROTNYCH ‘SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH 12'7_

a odchylenie standardowe, charakteryzujace dyspersje O,
5.5) _ym_ 2
(5. Ho. 5 ]/;1 -

Jak wida¢, dla materialdw o ostro zarysowanej granicy p}astyéznoéci (np. dla
stali miekkiej, ocmiécie bez uwzglednienia zjawisk wzmocnienia) nalezy przyjmowad
wysokie wartosci m, natomiast dla takich materialéw jak beton, gdzie odksztalcenia
plastyczne rozpoczynaja sie niemal od. poczatku obcigZenia, wystarcza wartodel

e

Rys. 7

niskie, np, m = 2 lub m = 3. Na rysunku 7 podaliémy wykresy galezi pierwszego
obciagZenia i pierwéz_ego odcigZenia obliczone dla m = 2. Réwnanie galezi obciaZe-
nia pierwotnego ma W tym przypadku, zgodnie z (2.1), postaé nastepujaca:

6 — Fe e~ (] | fFs) + —E [1 — g hEs (1 + BEe + % (ﬁEe)Z)] =

3 2 _
— Fee™? (13-0) + Q[l — (1 +0+ 26‘2)]y
gdzie oznaczono : ‘ :

. 2E87 B
=23 —ZESE"*]BES.

Analogicznie -otrzymujemy dla galezi odciazenia [wzdr (4.1)].
o = Bs [1 — B (Be))l -+ 7 (Bey) — 2 (E (1 — 92) — E (e — o) [ (Hey) —
— D (E (e — &)f2)] = Bee™ (1 +-0) + Q11 — & (1 + 6, + 369] —
—20[1 — e 1+ 94+ 392)] — 6 [ (1 +9) — e (1 +00)],
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gdzie

Ele1— ¢ E{ey — &

9 (i@ ):ﬁ(; ), by — By,
za$ o1 jest naprezeniem odpowiadajacym e; (tj. punktowi «zwrotnemu» na wykresie)
na galezi obciaZenia, Na rysunku 7 przyjeto dla betonu $redniej jakosci 0=
= 150 kGfem2, E = 200 000 kG/cm?, o) = 100 kGfem?2. Przyklad dotyczy oczy-
wiscie betonu $ciskanego, przy ktérym w pierwszym przyblizeniu mozna ograniczyé
si¢ do modelu sprezysto-plastycznego z pominigciem zjawisk wywolanych mikro-
Tysami.

6. Wspommnimy na koniec o mozliwosci bardzo proste] aproksymacii krzywych
o () liniami famanymi, co odpowiada zastapieniu rozkladdéw rzeczywistych ¢ (Q)
rozkfadami kilkopunktowymi. Jest to réwnowazne przyjeciu jako modelu ukladu
pretéw (réwnoleglych) o tych samych wlasnosciach sprezystych a réznych granicach
plastycznosci. Krzywe obcigzenia dla takich modeli byly rozwazane w literaturze [71;
rozwxazame zwlaszeza w przypadku rozkladu dwupunktowego, jest bardzo proste.

p@) a Niech np. w przypadku betonu $rednia gra-~
nica plastycznosci kruszywa wynost Qg, za-

' prawy (., natomiast przecigtne stosunki

pzi ka czefel pola przekroju zajetych odpowiednio

przez kruszywo i przez zaprawe do pola cal-

kowitego wynosza py i p., gdzie pp-t+p, = 1.
b Mozemy tu zastosowaé rozklad dwupunk-

*04 towy o wartosciach zmiennej niezaleznej Qr
) S I i 0, i odpowiednich prawdopodobienstwach
4 prips Krzywa np. obciaZenia pierwotnego
P bedzic posiadata dwa punkty zalamania
5 (rys, 8). Na odcinku 0 << & << Q,/F réwna-
nie krzywej zgodnie z (2.1) przyjmie postad
g Qz Qﬁc q
e ¢ o = Fe;
: T - na odcinku Gy /FE << & << OQ%/E,
3 ey~ '
¢ = Ee (1 — po)+ 0z pz = px Ee+p, Qz;
G- .
: na odcinku & > Qi/E
o = pz Qz+pr Qr = const.
% G ;
E E Warto§¢ ¢ w drugim punkcie zalamania

Rys. 8 obliczymy podstawiajac o = p, Q. + pr O
do drugiego z wymienionych rdwnan,

Jak wiadomo, w praktycznych obliczeniach belek zbrojonych wykres naprezeh
W strefie Sciskanej [jednokiadny do wykresu o (£)] aproksymujemy wykresem
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tréjkatriym, prostokatnym lub trapezowym. Wykres na rys, 8c stanowi lepsza
ap;'oksymacjg od powyizszych wykﬁbs_é_iy, poprzez uzaleZznienie od proporeiji 1"} wlas-
nosci zaprawy i kruszywa. Teoria daje moznosé dowolnego poprawienia aproksy-
macji przez zastosowanie wykresu tamanego o odpowicdniej liczbie odcinkdw,
przy tym dla dowolnej gal¢zi obcigzenia lub odciazenia. . .
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Peswome

13 TEOPUU MHOTOKPATHBIX VITPYT,-OILTACTHHECKIX IE®OPMA LU,
CTOXACTHYECKW HEOJHOPOHOMN CPEB] (BETOHA)

B pabore paseusaerca Teopus XPMBBIX HATDYIKM H PA3CPYILH, TPH HPOHIBOILHOM aponecce
HATPY3OK M PASTPY30K, UPENHONATAN TIPH 3TOM OAHOBPEMCHHOE CYUIECTBOBAHME YIPYFAX W iac
THICCKEX Nehopvamii. Teopus OCHOBBIRaCTCH HAa CTATHCTHYECKOH Mozenw, COCTOMmER =3
HACANBHO YIPYTO-TUIACTHICCKER  JIEMENTOR, C TICPEMERHAIM, COTTIACHO 3a/AHHOMY pacopexe-
JICHAK BEPOATHOCTEH, MPefienoM NRACTHYHOCTH Q. MaroTcs ypaBHewms TPOH3BOJIBEROR BeTEH
HArpysKE UM pasTpysrH, dopma KoTopoil sapmcnT or Dacrpesenchus B MoXeT OnITh HpHMeReRa
K OPOM3BONBHOH (opMe SKCOepHMEHTANLHOH Amarpamer.  Ilpusogares dopmymra i oTHO-
CHYCHBHBIX HOTePS: JHEPIHH B UHKTE,  BLI3BAHHDLIX BHYTPEHHHEM TDPEHEEM (uponopimEorasio,
B NpUONENEeHHH, K JiorapHEOMINeCKOMY ACKPeMEATY 34TYXaHms KONeGamii) m HOKa3BIBACSTECHA,

THL. Brmopsvcs xomkperunie bopaymr, OpHHMMAR PACHPESHCICHAT TAMME T TOYEUHEIE; B 3TOM
TOCTeRHEM calyuac (GopMy KpHBOE MOWHO NPOCTO CBSSATE € INACTHISCKHMIA CBOHCTBAMA Dife-
MEHTOB Cpehl (wamp. uemenTHOro PacIBOpa y 3AO0NHATENA B Geroue).

Summary

A THEORY OF MULTIPLE ELASTIC-PLASTIC STRAIN
OF A STOCHASTICALLY NON-HOMOGENEOUS BODY (CONCRETE)

This paper contains a description of a theory of load curves for any loading or unloading process
and simultaneous occurrence of elastic and plastic strain. The theory is based on a statistical model

composed of perfect elastic-plastic elements, the yield limit Q being variable according to

Rozprawy Inzynierskie — 9
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a prescribed probability distribution. Equations are obtained -for any loading or unloading
branch the form of which depends on the distribution of Q and can be adapied for any experi-
‘mental diagram. An equation is givem for the relative energy loss in a cycle due to internak
‘friction (and approximately proportional to the logarithmic decrement of vibration), it being shown
that it depends on the amplitude of vibration. Particular equations are obtained by assuming gamma
or multipoint distribution. In the latter case the form of the curve can easily be related with the
plastic properties of the medium (e. g. mortar and cement pasie).

ZAKEAD MECHANIKI OSRODEGW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKY PAN
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