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LEPKOSPREZYSTY PRET KOEOWY NA PODEOZU
O DWUKIERUNKOWEJ CHARAKTERYSTYCE LEPKOSPREZYSTEJ

BOGDAN SKALMIERSKI, ANDRZEF TYLIKOWSKI (GLIWICE)

W pracy rozpatrzono problem przemieszezefl kolowego preta lepkosprezystego,
spoczywajacego na ortotropowym podtozy lepkosprezystym, pod wplywem zewnetrz-
nego obciaZenia stycznego. Zagadnienie rozwigzano stosujac analogig sprezysto-
lepkosprezysta oraz transformacje Laplace’a i skonczona transformacje Fouriera.
Problem potraktowano zaréwno z punktu widzenia guasi-statyki jak i dynamiki.
Rozpatrzono dokladnie przypadek majacy szerokie zastosowanie techniczne, mia-
nowicie obcigzenie w postaci skupionej sily wedrujacej. Do obliczed przyjeto model
reologiczny Voigta. Wykonano obliczenia numeryczne dla przypadku quasi-statycz-
nego, na podstawie ktorych sporzadzono wykresy ilustrujace ugieeia preta. Na za-
koficzenie oméwiono przypadek obclazenia dowolnego opierajac si¢ na zasadzie
superpozycii, tzn. rozk%adajac obciaZenie zewngtrzne na skladowa promieniowa
i styczng.

1, Rozwigzanic zagadnienia zginania preta kolowego obcigZonego silami stycznymi
Punktem wyiscia rozwaian sg réwnania rozniczkowe zginanego preta [2]

4 (d2 Vip D), W@, r))_ 2 (ds'W(cp, D &V (g, r))

wh R2 g2 dop R4 d(P?, dg? +p*(p,0) =
' EL (AW (p,t) BV {(p, )\ AE[dV(p,1)
e [ 20 4w 4a o=,

gdzie E oznacza modut sprezysiodei materiatu preta, 4 pole przekroju poprzecznego,
I moment bezwladnosci przekroju poprzecznego, R promief krzywizny pierwotnej
osi preta, W ougigeie promieniowe mierzone na zewnatrz od osi pierwotnej preta
oraz V odkszialcenie podiuzne mierzone w kierunku dodatnim.

Traktujac problem jako quasi-statyczny obciazenie okrﬁslamy w nastgpujacy
sposéb:

* — )
(12) q (99: t) kl W((Pa t)9

¥, ty=p(g, )~k Vg, 1).

We wzorze powyzszym p (p, ) jest zewnetrznym obéiqzeniem stycznym, a ki 1 k2
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sq stalymi sprezystymi podioza, na ktérym spoczywa pret, odpowiednio w kierunku
promieniowym i stycznym.

Wstawmy (1.2) do (1.1); po rozwiazaniu tych réwnaf wzglgdem funkeji prze-
mieszezenia W (p, £) i V (p, 1) otrzymujemy
R* dp(p,) R dp(p.0)

QwW(W,f):ETq)_ﬁEE—EqT,

R dip(p,b). R4( k1R2

(1.3)
+ = )p (.0,

gdzie
4 Qp=——-|2
P

{ n ky (_R4 4 _RZ)] d? kg R4 (1 i Ky R2) .
M A AVEY T AE |
Wykdnuja;c transformacje Laplace’a oraz korzystajac z analogii sprqﬁysto—lepkospr@-

Zzystej uzyskamy transformowane réwnania dla preta lepkosprezystego na podiozu
lepkosprezystym

RE dplp,s) R dplp,s)

(1.5) OV @)= "t T AEG P
I R dip(ps) RS fr (5) B2\ _
Ly (S) V((P: S) = AE(S) d(}94 m IE(S)( + WZE‘—(S)_)I’(?); S),
gdzie
s () R2\ d4
20 =g+ = e Ve
1 () ({{‘f )] 2k (s)R4( k1 (5) R2
+[1 oAV R Y 10 )
Wprowadzajac oznaczenia
_ ka(s) R4 . () (R R
d0=1-"0 b0=15 35 (7 il
.k (S)R4( iy (S)RZ)
<®=""7F AE (5)

nadamy operatorowi £, (s) postaé

do
2,06 = ~I- a (s) + b (s) —!— ¢(5).

Obecnie wykonamy na réwnaniach (1.5) skoficzona transformacj¢ Fouriera [3].
W przypadku gdy konice preta zamocowane sg przegubowo z mozliwoscia jedynie
stycznego przesunigeia, wyrazy dodatkowe skoficzonej transformacji Fouriera zni-
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kaja, a uklad réwnafh rézniczkowych sprowadza sig do ukladu rownan algebralc
nych: '

E@ [—ui+a () pa—b6) pate (]S W (9. 9] = —

R4 R
( pnt yn) Clp (g, 9],

E@©) [—pital) uh—b6) patec@IC IV (g, 9] = —

R2 R4 k1(s) R2 _
[A iyt — 7 (1 +WZ£(3) )]C[p (@, 91,

gdzie S [f(¢)] i C[f () sa odpowiednio skoficzonymi sinusowymi i kosinusowymi
transformatami funkcji f (), pn jest wartoscia wlasng rozpatrywanego zagadnienia
rowna mv/(pO:

(1.6)

R, R _
o\ g ) €15 (9

y SW @ N =" —a® mits 0 mi—e @l
(1.7) R2 R4 Tcl (s) R2 -
) [A g — ( +m“)]c [p (@, 5]
ClVipol=

E (@) [y, — a () py -5 (5) piy — e (8)]
Wykonujac odwrotna transformacje Fouriera otrzymujemy
R2 RY  nmep
W — sm“;;“C L2 (@ 9]

1]

W (p,s) = 7 2 g () [,uﬂ,—a(S) Hatb @) pg—c®]’

=0

(1.8) R R k1 {(5) R2 nugp
| g, <200
=% — ——— — 0—
A D e T8 TSI YRR 16y, -1
gdzie

1
= {E,]eslz n=20,
1, jesli n>0.
Pozostajg teraz do Wyznaczenia funkcje Wip, )1 Vg, ). W tym celu wykonu-

jemy na réwnaniach (1.8) odwrotna transformacj¢ Laplace’a wykorzystujac twier-
dzenie o splocie. Wprowadzajgc oznaczenia:

R? RS
fn (I e+ 7)
E () [uf — a (s) pip+b () py — e ()1
R2 R4 k1 () R2)
Tt T ( AE ()
E (s) [, — a () pia+D () p, — ¢ (D))’

G () = L1
1.9)

Hﬂ, (t) = .Q.Hl
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otrzymuiemy nastepujacy wym'k po dokonaniu wspommnianej transformaty:
¢

f Ga (t— 1) CLp (g, D] e,
0

2 2 HITY
Wi(p, )= — An 8in
v o ,,,;0' T e,

(1.10) ,
2 - nep
Vig: 9 = 7 Zincos fﬂn (t—)Clp(p,Ddr,
04 0
gdzie " ¢
bl
B
(1.11) Clp (q:,r)]=fp(u,1)cos du.
Podstawiajac (1.11} do (1.10) otrzymujemy
¢ il N
nawu
W((p, I)— Z An sm IG% (t—1) Dfp (u, 7) cos_?o du § dv,
(1.12) o N
V (e, t)——— v}tncos an(tﬁr) {p(u r)co‘;id dr.
(pﬂ #=0 & gp(] J

Przyjmujac we wzorach (1.12) p, = 7 mamy przypadek pélpierécienia. Rozwigzanie
dla pélpiericienia bedzie zarazem rozwiazaniem dla calego pierScienia pod warun-
kiem, ze funkcja obcigZeit stycznych p (g, f) jest parzysta wzgledem ¢. W celu
uwolnienia si¢ od tego zalozenia dla pierscienia zamknietego obcigzamy go sila
P =1 w punkcie ¢ = m. ObciaZenie to przedstawimy za pomoca dystrybucji Diraca

1 ..
{1.13) 7, 1) = ﬁd (u—m) 6 (7).

Obliczone w ten sposéb przemieszczenia oznaczamy Wi pW;

W — Z An (— 1) sin np Gn (t)
(1.14) P

(o]

1
0 b S e

=

o

Przenoszac punkt przytozenia sity
P z polofenia ¢ = x do punkin
okreslonego wspolrzedna o (rys. 1)
Oraz ZWaZywszy ze

cos n(ntop—y) =
= (—1)"cosn(p—v),

L csinn(@te —y) =
Rys, 1 . | 2(— l)nSiﬂn(@aﬂp),
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sy ik

na podstawie W® i V" wyznaczamy funkcje wplywu:

1 o0
Wy, T, 1) = ;ﬁé I sing (p — ) G (2 — ),

(1.15) -
V(p, 70, 0) —ﬂRgg n 008 7(p — ) Hy (t — 7).

Majac wyznaczone funkcje wplywn mozna okrefli¢ odksztalcenia preta pod wply-
wem dowolnego obcigZenia zewngtrznego na podstawie nastepujacych formut
caltkowych:

t Inm
1 & .
W=7 Y [ [ 206 a—DsnnG-ndpar,
n=0
(1.16) °
1 oC
¥ (o, t)='x—-21nffp(vp,r)Hn(t—r)cosn(cp—w)dwdr.
=0 ¢ o

2. Przypadek El (s)=a0y E (s, 1;2 (s)=uy E (s)

Przy takich zalogeniach, na podstawie (1.9) otrzymujemy

G 7)
— 2 N
. tmnAn_"'I E_I{E{)}
"0="50, B0
(2.1)
R2 . R4( " alRZ)
P I S .e—l{E" }
n sl p—— 3
gdzie EO Qlﬂo E(S)
: [25) R2 R4 R2 ay R4 a1 R2
sznﬁ—(Z_ 4 )n“-{- [1—5—&1(7'{‘2 2+ I 1+ 1)

Zgodnie z [1] dla modelu Voigta przy uwzglgdnieniu warunku niefci§liwosei mamy

E, _ 1

E@  1+ds”
Wykonujge odwrotna transformacje otrzymamy

: ( R2 R4)
RN, S
. mn + 7 »
nO="F 70, ¢
2.2)
R2 4+R4( n o R2)
H(I_A" T\t o
n () = 570, et

Rozprawy InZzynierskie — 9
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Wstawiajac (2.2) do (1.16) uzyskujemy-ogdlne rozwigzanie dla modelu -Voigta:

. R2 R '
N (—n 2 ) -
1 A -
W(q),r)anoﬂﬂgl;Zn ffp(w,r)e smn(cp ) dy dr
2.3 : - :
( ) R2 R4 al Rz
— + t—1

l, o0 A 2
V{‘p’t);ﬁmginm : ffp(w,r)e %

xeosn(g—y) dpdr.

Q 3, Praypadek wedrajacei sily stycznej
N P

' Rozpatrzmy przypadek, gdy sila wedruje z predkofcig v
" po obwodzié kola beddcego oma‘ preta {rys. 2} Zagadnie-
nie w tym przypadku sprowadza sic do obliczenia catek

we wzorach (2.3), gdy

=]

Rys. 2 (3.1) Py, =pdly—on), o=

Wstawiajac (3.1) do (2.3) otrzymujemy

(R2 R4)
B, ST B
6 w An i An—l— 7 fejz

= i — d
Wip, 0 WRFo % 24 o sin 7 (p — w7) dv,
- 0
(3.2) -
. R2 R4  R2 :
- oo ﬂ. - R + ‘i‘ ¢ t—z
Vip, H)= EL 2 4 A e_zcosn( — wt)de
DU GRE A Qm | pomeE
0
Wykonujac calkowanie uzyskujemy wynik dla tego szczegdlnego przypadku obcig~
Zemia:
(33) W(p, 1) = ——x
) P 7Fy R ( R2 R4)
i I S,
An# ik + 7

o
>
2

n=0 oz
6-—{2 —
w2

R (Rt R R w R
w1 |+ |meb = 14 A)

1 1 _t
Ko gj — —wh)—e *X
- 1 [ﬂ.wn sin n (@ wt)+cos rf;(qo wt)—e 1
on+ — : _
x —_
Awn , ( petL ngp--cos nq;)} ,




LEPKOSPREZYSTY PRET KOEOWY. ... . . 659

% 7 . e Ty
Peymr} ] T odg RZ R4 RZ Us R4 [43} R2
mo—{2— = n4—i- 1+a1 TRl ksl (R B
X-——I— mcosn(qu—wt).—s1nn(<p—w()l—e. L X _
Awn+ on G Y o X(—l—— N . )]
. o S 5 ﬂwncgans—"smr_zgv .

4, Zégé’dﬁi%riie dynamiczne -
Zagadnienie dynamiczne preta lepkosprezystego moing rozwigzaé w: Sposodb;

analogiczny. W rownamach (1. 2) nalezy uwzglqdmc sktadniki reprezentujace sily
bezwiadnosci P

. B Wi
g (g, t)—.—~kl W(t;o,f) -4 ﬁﬁ(rp—)

@D o 2V (p, 1)

P (‘P,f)wp(% 1) —ks V(Q’J)* e

gdzie ¢ oznacza gqstosc materl&iu pr@ta !

Bedziemy rozpatrywac jedynie wplyw sit bezwladneéci na drgania promieniowe.:
Pomijamy zatem wplyw dynamicznych sit podiéznych, tak jak to zreszta czyni sie
powszechnie w teorii drgafi. Blad popeliany w ten sposéb jest znikomy, gdyz
energia drgafh podiuznych jest mata w, stosunku do energii drgad, poprzecznych..

Podstawiajac (4.1) do (1.1) rozwtqzu_]emy uk}ad ze wzgledu na W (g, 1):

R4 3
“2) ewg = LD RS
IE  dyp - - AE  dp?
gdzie

T Im ah B
We wzorze powyzszym £, jest okresloné réwniniem (1 4)

[g 4 (R4 Gei-+hp) RS N R4]

o A
1 )dtpz A LT

20 —
Wykonujac transformacjg Laplace’a na réwnaniu uwzgledniajacym sily bezwlad-
nosci w_ czasie ruchu preta oraz stosujac analogie sprqzysto&epkosprgzystac przy
zalozeniu zerowych warunkow, poczqtkowych : :

W(f,v,O)w | W @ 0) =0,
znajdziemy ¢ o0 7 . T SRS
R4 dp(fP,S) Rz dBp(p, sy " o
IE(s) - CAE(s)  dep>

(4.3) QEOW(p,s) =
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Wykonujac nastepnie skoficzona transformacj¢ Fouriera przy tych samych warun-
kach brzegowych jak w‘prZypadku réwnan (1.5) otrzymujemy

R4 R2 1
4.4 Lu (S (9.5 =Clp(p, ) [ gt — yi Mn] 26

gdzie o2 Rﬁ . ©
8 6) = B @)+ é()z‘ r 22,

D1a(5) = p§ — a () py+b (5) pin, — ¢ (),

0 RrRC(RE R Fe1 () RS

L2,,(5) = Ap [I‘”;H_ (T+Z) 2y k() +ha () G—I——]

P AIE (STMR iy

Po wykonaniv odwrotnej transformacji Fouriera otrzymujemy wzdr: L

R4 R
o0 A }uﬂ_l— Iuﬂ-) 'S)]
__ 2 I 5
(4.5) Wpo=— AP RS
0u=0 E() Q1)+ (S 4Ly, (5) 52
Wprowadzajac
R4 R
T
(4.6) Ry ()= L1 TN G
E(S) Qlﬂ IE( ) TEra S +'QZﬂ
wykonujemy odwrotna transformacje Laplace’a
£
2 . HRp
4.7 W (p, ) = ;—ﬁn sin=_—~ Ru(t—0) Clp(p, 7)] dr.
] 0

Wynik (4.7) pod wzglgdem budowy w sensie matematycznym jest identyczny z (1.10)
z ta réznica, Ze na miejscu Gy (f — t) pojawilo si¢ wyraZenie Ry (f — 7). Za pomoca
funkcji Ry (¢) zostal uwzgledniony wplyw sit bezwladnodci na ruch preta lepkospre-
zystego. W zwigzku z tym np. dla zamknigtego preta kolowego moina mnapisac
nastgpujace réwnanie ruchu

t 2
| R— -
(4.8) W, ) = g 2 An f fp (p, T) Ry (t — ©) sin n(p — y) drdy.
ned ¢ 9

Réwnanie powy?zsze podobnie jak w przypadku zagadnienia quasi-statycznego mozna
. dostosowaé do roinych modeli Teologicznych podloza i preta. Dostosowanie to
polega na odpowiednim doborze ky (), ko (5) i E (5) we wzorze (4.6).

Zalozywszy, e Jy (s) = a1 E(s), ko (s) = ay E (s} oraz przyjmujac do obliczen
model Voigta, tzn.

E(s) = Ey (1-+45)
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wzor (4.6) sp}owadzamy do postaci

) 1424 .
4.9) Ry (D) = Pn 2 { ay S+ Pl 824y S0y }
gdzie -
R4 R2 Ap? RS
P”:_I—n,_l_-;ns’ a = IE, »
oy == A'Q:Zna Ayy == QZW+EO a2 ’an ’
Agn=21Ey L4y, Asn = Ep D1

We wzorach powyzszych

R (R4 R2

al-i—ag
Q,, = Ao z‘n“—l— T‘F—Z 6

R4
ar Btr

)nZ-I—

Przed wykonaniem odwrotnej transformacji Laplace’a mnalezy zanalizowaé
wielomian

4.10) T(s) = a, s*+ay, $*--ayy, Sy, s-+dg, -
Nalezy przy tym rozpatrzeé¢ trzy przypadki:

L T(s) = a; (s — 510) (8 — 520) (5 — 53} (5 — 54),

2. T(s) = ay (s — 810) (8 — 82) ($2F5@0n+920),

3. T(s) = ay (24591, +10) (824502, +P20)-

W kazdym z trzech powyzszych przypadkéw nalezy dokonaé rozkladu wymiernej
funkcji operatorowej wystepujacej we wzorze (4.9) na ulamki proste.

W przypadku gdy wielomian ma cztery miejsca zerowe, znajdziemy

i Amn
@10 Ru(t) =Py £ {mg S_Sm}‘
gdzie
y [+ Asmn
e ar IT (Sma — Sin)”
i$=m
Po wykonaniu odwrotnej transformacji mamy
4

(@.12) Ru())=Pu ) Aune™t.

' m=1

Gdy wielomian ma tylko dwa pierwiastki rzeczywiste, znajdziemy

Bm + B_Zn _ BSHS+B4R}
S— Sy S S  SHSPatya)’

4.13) R (1) = Py £7) {
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gdzie R
B ! 1+AS1” - ' B __-. 1+/1»§'2ﬂ
gy (Sput-Pon St Vo) (in ‘7.52“);, 2 g (S @i Sa T Van) (San — St
I Bm Blﬂ,) ’
B, =— —B. —B . o . B, =— + ( + = ,
3n 1n 20 7 : 3 4% | " g, S]_n_-s_'zﬂ, Sin 2 Pon
czyli ‘
@.14) Ry (t)=Pu {B,, 4By, " 1B, x
S—i—iozl o B4n_.Bsn 99;’
L1 % et

L5 o 7]

Poniewaz w rozpatrywanym przypadku .

2
iy = ".”Zn_( 5 ) >0,

przeto transformata odwrotna ma pos'tac’:' '

o Fin

(415) R, (I) "—Pn[ ne S1nt+B eSQnt+B e 2 COS ¥y -+

1 -2y
+ (B4ﬂ Bm%) —e * sing,, t] .
Na koniec rozpatrzmy przypadek, gdy w1elom1an T(s) nie posiada rzeczymstych

miejsc zerowych:

1 Crp 5+Con S
4.16 R f — P: B_l [ - 3
( ) " ( ) ﬂ -_ Sz"'l“_(pl-'n S+":U1n S2+(P2n S+’5”2n
gdzie '
Dy Dy, .11
Cop = _ﬂ, Con = D—n’ Cia Can Can ;};2: a = Pin Can 5
1 Pin 1
ay Yoy Yo - Pin P2 4 ¥an.
Dy, = s Dm = ’
i(,«t_?fzza) Yin, T 1(;{2921)
@ Yo Pin Pon Yom. 1n 2n a o
Wi
P17 P 1— o
.Dn — , n .
o Pin
Pin = Yon : Pin — Vo,
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Po wykonaniu odwrotnej transformacji otrzymujemy wyraZenie ' VR
. P |
: : ey Con=Cn ow,
(417)  Ra()=Pn\Cipe > cosyyi+ T@ 2 singg 4
“ ) Pon ‘
ﬁ'ﬁ_zzgﬁ . C4n n C:m_‘?— _Pan,
+Cape ICOSinJF T C 2 sin yg, £] .

5. Przypadek «wedrujacej» sily stycznej

Zagadnienie sprowadza sig do obliczenia catki w réwnaniu (4.8), gdy

i

6 e =Row—om,

Wip, ) =%2 R'ﬂ,fRn ({_ ) siﬂn(tp — 1) dr.
5

=0

Podstéwiajqc do (5.1) kolejno (4.11), (4.15) 1 (4.17) otrzymujemy rozwiazanie inte-
resujacego nas problemu. .
W przypadku pierwszym rdwnarie opisujace przemieszczenie preta ma postad

. © 4 '
: . Po . R
=0 m=1 .

% Fﬂ in n{p — wt)+cosn( w;f) e“;'"”” (Sm%n Sin HE--Cos i )]
, : wh ¢ A L wn "0 71

Przyjmijmy teraz oznaczenia nastgpujqce:
ﬁZm—l,n = Ymn 0@, 7}2m~1,n=x:mnt_mp:

Pmn
Eym—1,m — — Xmm — O, azm—l,n = — Ymathw, “mn — 2

dla m=1,2.

W drugim przypadku przemieszczenia sa okreslone za pomocg wzordw:

Py 2 Bmnon [Smn ..
(5.3) Wip,t) = ﬁig An Pn{Z e [isin ni{p — o)+

P
o S | WH
Smn B3”' €3n
cos n (p — wf) — &t (——sinn cos.n )] Tt s,
+ (p ) wh ‘(p+ _ ¢ 2 LG+t
. _ "
x(:_”' sin # (g — wt) — cos n{p — wi) — ¢ ¢ (Eﬁ $in fi, — cos ﬁa"’)) g
n

n
3 ( Ry : .
n 2. . . —want
— sin n(wt — @) —cos n(wf — @) — € b
#ont03 \ Oy

_'_
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X (@ sin cos ))] + Bun — Bun i [ O (@ cos n {wf — @)
éan Van Van 2%21?, "%n'l'agn 53n 4
— sin 1 {wt ) — e rant (@ COS Y4, — Sin )) gy

X P4
% (ﬂ cos 1 (p — wi) — sin n {p — wi) e ¢ (—2@ cos 3, — sin ﬁm))]}.
£3n Ean

W ostatnim za§ przypadku otrzymujemy wzér

o0

P[) 2 Eam—
Go)  Wen=72 3P ), {cm_l,n [WJLW— x
w m=1

2 2
r %t E2m—1,n

Xmn _ i Hmn
X sinn(p — wi)cosnp — wf) — e " [———X
Bzm—l,n EZm—I, )

62m—1, n Hmn .
5 sin n (wf — @) —

X 8in By 1, — €O8 ﬁzm—1,n)) + = T2

Kon T O2m—1,0 \V2m—1,n

Hmn

—cos n(wt — ) — e_”’"‘”t(a SIN Yoy, n — COS ?’2m»~1,n))] -+

2m—1,n

C —C, . % o1 4 ®
4 emn 2m—1, % mn[ 2m—1,n ( ne cos n (wf — @) —

2 2 )
Amn Yo 21,0 \om—1,m

mn

— sinn (wt — ¢) — e*"w_m* ( COS Yo, 1,4 — SiN ?’2m—1,n))] —

62m—~1,'n,

Eam—1,n Xmn . -
— 3 S cos 1 (¢ — wt) — sin 1 (p— wt) — e~ *™tx
oyt Eam—_1,n Lom—1,n

Xmn .
X (_’ cos ﬁz'm—l,n — Sin ﬁzm—l, n))] .

£2m-1,n

6, Przyklady

Obliczenia wykonano dla przypadku quasi-statycznego. Zalozono, 72 a; =
=ay = [{R4, Przyjeto rédwniez, ze przekrdj preta jest kolowy, ktérego promien
r spelnia-warunek r/R = §. Wdwczas wielkoéci bezwymiarowe przyjete do obliczest
okreslone sa przez nastgpujgce wzory:

amEy R
ﬁw (ﬂ, @, @, t) = P W(‘P: t) =
1 & Ann (02 824+-4) 1
—_ X
e T S ) e
P nb—12 —4—n+24n‘+1 1 W 2o

1 ) 1
bt l— sin 7 (p — wi)+-cos n(p — wf) — e ¥? (m sin rg--cos HQJ)] s

Awn




0.8

061

04

LEPKOSPREZYSTY PRET KOLOWY

ﬁ'u(l @, Py t) o W(‘Pa t)_

P
_1 Z‘x’: o (82 14 4-41-62)

2T e oo 5
n i nt-4- n n24- 1+Z Awn+—~

Awn
1 , | L ,
b mcosn(gp—wt)—smn((p—coz)He (mcosmp—s;nmp) .

W przyktadzie obliczono wartosci 8,1 8, dla 2 = 1 sek., @ = 1 1/sek,. 6 = 0,1,
i kgtéw ¢ od 0 do 2= co 0.1 @. Wyniki zamieszezono w tablicy 1.

Pod wplywem sily wedrujacej punkt osi, wokét ktérego odbywaja sie oscylacje
wzdhizne, przesuwa si¢ o pewien kgt w kierunku poruszania sig sily, natomiast
oscylacje poprzeczne odbywaja si¢ wokot punktu na osi preta (rys. 3). Z wykresdw

w =1 Ysek
A = 13sek

p =0 ¢

e

a 20 3T aa EEIT

Rys. 3

odksztalconej osi preta (rys. 4 1 5) wnioskujemsy, ze maksimum przemieszczent stycz-
nych porusza sig za punkiem przyltoZenia sily stycznej, natomiast maksymalne ugiccie
promieniowe wyprzedza punkt przylozenia sily. Dzieje si¢ tak z wyjatkiem okresu
poczatkowego tj. w przedziale 0, 0,4 = sek,

7. Przypadek obciaZenia dowolnego

Rozpatrywane zagadnienie jest liniowe, zatem wolno skorzystaé¢ z zasady super-
pozycji. W zwigzku z tym wolno obciaZenie roztoZyé na cze$¢ promieniowa i stycz-
ng osobno rozpatrujac oba przypadki. Przypadek obcigZenia promieniowego zostal
oméwiony w {3]. Pominigto tam jednak w obliczeniach wplyw reakcji stycznych
podioza,

tlsek]
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1¥sek
1sek
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+ Tablica 1..-

tm 0,2 s 04 06
Plm Pu By B é By : B I Bo
0,1 —0,0093 10,4750 < —0,1686 0,6702 —0,3199-, 0,6447
0,2 0,0771 04641 | —0,0529 . 0,7059 ~—0.2380 -+ 0,7337
03 0,1505" 0,4273 . CO0M2 0,7030 —0,1257 0,7918
0,4 0,2023 - 0,3707 0,1850-.. 0,6618 0,0046.. - |-~ 0,8114
0,5 0,2278 - 0,3023 02724 . 0,5886 0,1351 0,7890
0,6 0,2285 02298 . | . 0,3242 .. 0,4933 0,2501 0,7272
0,7 0,2078 0,1607 0,3387 . 0,3880 0,3316 0,6343
0,8. 0,1704 .. 0,1009 - 0,3194 0,2837 0,3727 0,5221
S 09 0,1216 - 0,0548 - 0,2726 0,1900 0,3733 0,4036
1,0 0,0657 . 0,0253 0,2055 0,1144 0,3381 0,2909
1,1 0,0063 - 0,0139 0,1250 0,0623 10,2744 0,1939
1,2 —0,0535 . . 0,0214 0,0372 0,0367 0,1903 " 0,1205
1,3 —0,1104 0,0472 | —0,0526 0,0391 0,0936 0,0757
1,4 —0,1610 0,0901: -~ | —0,1394 0,0694 —0,0086. 0,0623
1,5 —0,2011 - 0,1473 —0,2177 0,1253 —0,1099 0,0811
1,6 -—0,2257. . 0,2149 —0,2814 0,2046 —0,2036 0,1306
1,7 —0,2299 . 0,2871 —0,3237 0,3005 —-0,3411 0,3063
1,8 —0,2098 0,3571" —0,3377 . 0,4054 —0,3411 . 0,3063
1,9 —0,1637 - 04168 - | --0,3172 0,5095 —0,3704 -1 04191
2,0 00,0941 0,4583 —0,2600 0,6016 —0,3644 0,5358
h tfr i 5
0,8 1,0 | 1,2 |
Plr i f
0. | —0,3718 04912 | —0,3087 0,3093 | —0,1584 - 0,1794
0,2 -—0,3527 0,6063 . | --0,3492 0,4235 —0,2398 0,2420
0,3 —0,2970 . 0,7096 —0,3595 0,5258 + | —0,3022 - 0,3278
04 | —0,2073 0,7900 —0,3363 0,6363 —0,3404 0,4295
0,5 —0,0911 0,8377 —0,2785 0,7341 —0,3497 0,5389
0,6 0,0393 0,8463 —0,1888 0,8086 —0,3265 0,6462
0,7 0,1676 0,8136 —0,0743 0,8508 10,2695 "0,7410
0,8 0,2760 - 0,7426 0,0531 0,8545 —0,1814 0,8129
0,9 0,3500 0,6426 0,1775. 0,8179 —0,0690 0,8531
1,0 0,3827 - 0,5259 0,2813 0,7446 90,0560 0,8556
1,1 0,3742 0,4057 0,3506 0,6437 0,1777 0,3185
1,2 0,3300 0,2941 0,3784 0,5277 0,2790 0,7456
1,3 0,2577 0,2011 0,3653 0,4096 0,3458 0,6458
L4 0,1658 0,1341 0,3170" 0,3014 0,3714. 0,5315
1,5 0,0630 0,0981 0,2414 0,2130 0,3566 0,4159
1,6 —0,0429 0,0950 0,1475 0,1516 0,3072 0,3107
1,7 —0,1447 . 0,1247 0,0444 0,1214 0,2314. 0,2254
1,8 —0,2355 0,1848 —0,0599 10,1239 0,1390 - 0,1670
1,9 —0,3080 0,2708.. | —0,1580 | -0,1584 0,0373. - 0,1394
2,0 —0,3554 0,3759 —0,2431 - 02219 | —0,0640 . 0,1437
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c.d, Tablicy 1

f 1,4 1,6 1,8
plm . Bu By Bu . l Bo  Bw | By
0,1 0,0371 0,1503 02275 |- 0,2409 0,3493 0,4308
02 | —0062 | 0,154 0,1373 0,1833 0,3017 0,3276
0,3 —0,1549 |- 0,1888 £ 0,0390 0,1556 0,2285 0,2437
04 | -02351 02505 | —0,0597 0,1590 0,1385 0,1857
05 | —0,2970 03347 | —o01521 0,1925 0,0405 0,1576
0,6 | —0,3352 04348 | —0,2323 02534 | —00582 0,1605
07 | —0,3449 0,5426 | —0,2944 03367 | —0,1508 0,1936
08 | -03226 0,6486 | —0,3331 04360 - | —0,2312 0,2540
0.9 | - 02667 07423 | —03434 0,5433 | —0,2936 0,3371
Lo | —0,179 08135 | —0,3217 0,6489 | - 0,3326 0,4362
1,1 —0,0689 08534 | —0,2667 07424 | —0,3434 0,5434
12 0,0547 08560 | —0,1806 08138 | —0,3220 0,6490
13 0,1752 0,819 | —0,0702 0,8540 | —0,2674 0,7427
1,4 0,2753 0,7476 0,0528 08571 | —0,i816 0,8144
1,5 0,3411 0,6492 0,1727 08214 | —0,0716 0,8550
1.6 0,3662 0,5365 02725 | 0,7503 0,0513 0,8586
1,7 03513 .| 0,225 0,3383 - 0,6527 0,1712 0,8233
1.8 0,3024 0,3189 03636 | 0,5400 0,2711 0,7526
1,9 0,2277 0,2351 03493 | 0,277 0,3372 0,6554
2.0 0,1363 01776 | 03012 |  0,3246 0,3630 0,5439
i 2,0 2,2 2,4
/7
0,1 0,3372 0,6571 0,1706 0,8256 | —0,0727 0,8572
0.2 0,3633 0,5435 0,2709 0,7551 0,0503 0.8611
03 0,3499 0,4323 03375 | 06579 0,1708 0,8260
0,4 0,3024 0,3289 0,3637 0,5462 0,2711 0,7555
0,5 0,2203 0,2448 0,3502 0,4328 0,3377 0,6582
0,6 0,1394 0,1865 0,3029 0,3293 0,3639 0,5464
0,7 0,0412 0,1581 0,2297 0,2451 0,3504 0,4330
08 | --0,0576 0,1608 . 0,1397 0,1867 0,3030 0,3294
09 | —0,1503 0,1938 0,0414 0,1582 0,2298 0,2451
10 | —0.2309 02541 | —00575 |  0,1609 0,1398 0,1867
1,1 —0,2036 03371 | —0,1503 0,1938 0,0414 0,1582
1.2 —0,3328 04363 | —0,2310 02541 | —0,0575 0,1609
13 | —0,3438 05435 | —0,2938. 03372 | —0,1504 0,1938
14 | —0,3226 06493 | —0,3331 04365 | —0,2312 0,2542
15 | —0,2681 07433 | —0,3441 0,5438 | —0,2940 0,3373
1,6 | —o0,1824 08151 | —03231 0,6497 | —0,3333 0,4367
1,7 | —00724 08560 | —0,2685 0,7438 . | —0,3444 0,5441
1,8 0,0506 0,8508 | —0,1828 08158 | —0,3233 0,6501
1,9 0,1706 08247 | —00727. | 08568 | —0,2686 0,7442
2,0 0,2708 0,7542 00504 | 08607 | —0,1829 | 08163
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tfm 2,6 2.8
plm B Ba i | By B
0,1 —0,2687 0,7445 —0,3445 0,5444 —0,2942 0,3377
0,2 —0,1829 0,8165 —0,3233 0,6505 —0,3335 0,4371
0,3 —0,0726 0,8575 —0,2686 0,7446 —0,3444 0,5445
0,4 0,0506 - -0,8613 —0,1828 0,8166 —0,3233 0,6505
a5 0,1709 0,8262 —0,0725 0,8676 —0,2686 0,7447
0,6 0,2712 0,7556 0,0506 0,8614 —0,1828 0,8166
0,7 0,3378 0,6583 0,1709 0,8262 —0,0725 0,8576
0,8 0,3640 0,5464 0,2713 0,7556 0,0506 0,8614
09 0,3505 0,4330 0,3377 0,6583 0,1710 0,8262
1,0 0,3031 0,3295 0,3640 0,5465 0,2713 0,7556
11 0,2299 0,2451 0,3505 0,4330 0,3379 0,6583
12 0,1397 0,1868 0,3031 0,3295 (,3640 0,5465
1,3 0,0413 0,1583 0,2298 0,2451 0,3505 0,4330
14 —0,0576 0,1609 0,1397 0,1868 0,3030 0,3285
1,5 —0,1506 0,1939 0,0413 0,1583 0,2298 0,2452
1,6 —0,2313 0,2543 —0,0577 0,1610 0,1397 0,1868
1,7 —0,2941 0,3375 —0,1506 0,1940 0,0413 0,1583
1.8 —0,3335 0,4369 —0,2314 0,2545 —0,0577 0,1610
1,9 —0,3445 0,5443 —0,2942 0,3376 —0,1506 0,1941
2,0 —0,3233 0,6503 —0,3335 0,4370 —0,2314 0,2545
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BASKO-VIIPYTHI KPYTOBOM CTEPKEHD ITOKOMMMANCS HA OCHOBAHMN

C IBVHAIIPABJIEHHO BA3ZKO-VIIPYIOW XAPAKTEPUCTHKOM

B pabote obcyxpactcsa BOXPOC BA3KO-YOPYTOTO KPYTGROTO CTEDKHS, TOKOAINETOCs Ha OCHO-

BAHHIO ¢ JIBYHAOPABNEHHOH BA3KO-yIPYrod xapaxteprcTnxoi. (OCHOBAHAS PeaTHPYeT HA DPaIuaiib-
‘HEfe ¥ KACATeNBHHIO mepeMemcrms (b XApaKTeprCTHYECKAC HOCTOSHHLE). BOmpoc paceMarpu-
TBAETCH B HBYX ACUCKTAX, KAXK XBAIH-CTATAUCCKMA ¥ JMHAMEYSCKHE T.6. ¢ YIeTOM CHI HHSDIHEE.
Hexonuum TyAEKTOM OITE anddepenEanbybe PABHOBECHA M3THOATCHLEOTO CTepIKHs

E(tﬁ W g, 1)

AE
R

dw (g, 1)

( 42 Vg, 1)

dy?

dyp

)_

a2Vip1

. R4

dp?

dp?

) + pHp, 1) =0,
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El (d4 Wp.n &V, r)) . AE, (dV((p, ) LW t)) T ¥, 1)

R dgt o dg R\ dp,

e Wom V—{ JedopMaim [JCTcp)KHH, q I'{‘rpm Harpyam; COOTBETCTBEHHO 1 pa;malib',ﬁom H K-

CATeINBHOM Ha'npamem C3VNETATEL TIONYIeHbl HA OCHOBS yupyro-malcoynpyrou AHANOTHM.
Hoﬂyquo d)yﬁmmo T'puma._3amaus, KOTOpas JacT BOZMOXHOCTS BHHHCJIHTL uepeMemem

TIPM - NPOH3BONBHBIX . Harpyslcax Ha. OCHOBEHMHE (opMyI |

' I 2n :
W(t}?, f) == 2 1ﬂf f p(fp,rr) G,, (t~-r)smn(r;o w)dep dr,_-
] .
1 t2:s 7
: V(v;g, £) = 2 a,,f f p(l,u ‘F)H;;(f—’ﬂ)COSH(!P v,u)dwdr

‘MO

Omem;ﬁo pacha'rpmaerca TIONHBIA CTEp)KGHI: no;:(eep;xe}rﬂmﬁ HATPY3KC PANHAIBHAIR H Ka-
CATENBHEIX CHJI, CTPANCTBYIOIIMK IO -OKPYMHOCTH. CO CKOPOCTRIO V., Tarcoe COCTOSIHHE HAIDYIKH
peamusyeTcs B paGoTe BCAKOrG poma UPHBOMHHIX KOIEC. . .

Hnst IonpoBHEIR oBCYRICHHIE TPUHATO MOJIGHE- (DOHI'T& He y‘ﬂl’l‘blBaﬁTCH BITHAHUC pal!,H&HLH()ﬁ
HATPY3XKE H2 TPOXONLHEIE JJ,BdJOpMaHHH '

R2 . R4
Ann —un2+\——).
R U4 I .
o= NN - _ x
nEu o aaR2y R¢ -R2 ap RE{ . @R
ne0pb L {2 — - )rz4+ T+a =+ =} |n2+ 1+
: 4] I 4 I A:
. 1 Bl I } R B R :
e LI s'mn((pi—umt)+cosn(tpfcﬂt)w€ A\——siangtcosnpl|,
.1 Lo ST Aeome -
Aon + —2 s : 1
L g [RZ N a;R?-)]——
nj— H — —
: P = A I A
V(‘Ps f) = — 2 x
afy R Lok O F . fRYORZ QxR a k2
n=0p6. {2 = 2 Ipd Lo 1 (1= 2 + 1+
A I 4 I A
. 1 1 e L O L
¢ R | S gos n (p —wf ) sin (- wf)— e T AL cos mp —sinng | |.
1 Liwn oo s T N .
Awn + — - k R
= Awn [ BT

Summary

VISCO-ELASTIC ROUND BAR ON A FOUNDATION
WITH VISCOELASTIC PROPERTIES IN TWO DIRECTIONS o

The foundation considered is assumed L& respond 1o Tadidl ‘and tangential displacement (two
characteristic constants). Fhe problem is considered in two aspects: quasi-static and dynamic

in which inertia forces are taken into cons;dera‘tion ’I‘he pomt of departure are the equ1hbr1um
equations of a bar- subject to- bending - : : '

AE[dz V((p,t) dW(tp,t)) ‘ EI(dJ W((p,r) dz V((p,t)) *( - 0
R\ dg2 | dp . R dp3 .o deh ] ”

_Hﬁwwmﬁwmﬂ ﬁwmm
7R4'-' - R2 i

*
= 0
d‘P4 ‘-\‘ . d(Ps + W((P: i)) + q (‘P, t)
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where W and V are the displacements of the bar and g and p — the loads in the radial and tangentialb
direction, respectively. The results are obtained on the ground of the elastic-viscoelastic analogy,

Green’s function of the problem is obtained enabling the obtainment of the displacements for
any loads by means of the equafions

1 ! 2x
W(rp,f)ﬁﬁ 2 lnf f p0p,7) Gt — 1) sinn {p — ) dy dr,

£ 2::
Vip, )= 2 Aﬁf f P Op, ) Hy (t— 7) cosn (p — ) dy dr.
n—O 0
As a separate problem is considered a full bar loaded by radial and tangential forces travelling:
along the periphery with velocity ¥. Such a state of load is encountered in the operation of driving
wheels of any kind. The Voigt model is assumed for detailed analysis. The influence of the radial
load on the longitudinal strain is rejected.

We. 0 Py = I
= x
P G’IE()R n;:) s (2 asz) iy [1 v (R4+R2):| 2 i (IER ( 1 CHRZ)
= — 12— |n a; |—
" 4 "7 4 4

Awn + P
R2 R4 R
h o “[Z”“*—(”*ﬂ
Yen=5r 2 R R' R BR[| R
”:‘)nﬁ—(Z— T) M [l—l-a;(T"%T{;)] + 7 ( + 4 )
X L—l——— [——— cosn(p —owt)—sinn(p —wt) —e (— cos np —sin mp)]
Aon + —

Awn
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Pracq zostala zlozona w Redakcji dnia 19 lutego 1966 r.





