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1, Wstep

Badanie stateczno$ci ukladéw sprezystych poddanych dzialaniu obcigzenia nie-
konserwatywnego jest od kitku juz lat przedmiotem zainteresowania wielu autordw;
jako pierwszych nalezy wymienié W. J. REuTA [12]i B. J. Nikorat [10]. B. J. NIKOLAT
wykazal, ze stosowanie statycznego kryterium statecznoéei w tych problemach pro-
wadzi do wynikéw blednych i wprowadzil po raz plerwszy tak zwane kinetyczne
kryterium statecznosci. Polega ono na obliczaniu sily krytycznej, ktorej odpowiada
zamiana ustalonych drgan ukfadu na drgania nicustalone. Wiele uwagi poéwiecono
obliczaniu obeigzen krytyeznych w przypadku §ledzacego dziatania sity, tzn. gdy
kierunck sily jest zawsze styczny do osi odksztatconego preta na swobodnym konicu,
Wymieni¢ tu nalezy prace M. Bicka [1], K. S. Deneki, M. J. LEONOWA [31,
A. ProUGERA |11], H. ZiEGLERA [16] i G. JU DZANIELIDZE [4]. Obszerny przeglad
prac wydanych do roku 1959, dotyczacych rozwoju nickonserwatywnych probléméw
teorii stateczno$ci pretéw, zawiera praca L. M. Zoriri M. JA. LEONOWA [17], a wiele
konkretnych zagadnien przytoczom}; w ksigzce W. W. Bororma [2].

W dalszym ciggu kinetycznym kryterium statecznoéci zajeli sie szczegdtowo
Z. KorpAs i M. Zyczkowskr [7], ktérzy dokonali analizy dokladnosci metody
energetycznej, stosowanej przy uwzglednieniu tego kryterium w przypadku obeig-
Zenia preta jednostronnie utwierdzonego sita $ledzaca, dziatajaca na koficu swobod-
nym. W pracy [8] ¢i sami autorzy zbadali zalezno$¢ sily krytycznej od tzw. wspbl-
czynnika fledzenia, ktéry zdefiniowano jako stosunek kata zawartego migdzy kie-
runkiem sity (po wyboczeniu preta), a nieodksztalcona osia preta do kata nachylenia
stycznej na swobodnym konicu. Analizg problemu przeprowadzono tu w sposdb
Scisly badajac drgania ukfadu o nieskonfczonej liczbie stopni swobody oraz metods
energetyczna.

Dalszy rozwéj tego zagadnienia zmierza w kierunku lepszego zblizenia teoretycz-
nego modelu do warunkéw rzeczywistych, a wige do uwzglednienia szeregu czynni-
kow takich jak tarcie, ciénienie boczne i inne.

L. M.Zor1si M. JA. LeoNow [19] na prostym przykladzie «podwdjnego wahadla»
obcigZonego sita §ledzaca wykazali, Ze juz male tarcie moZe istotnie zmieniaé obszar
statecznosei uktadéw nickonserwatywnych, a w pracy [18] ci sami autorzy badali
wplyw tarcia dla preta wspornikowego z dwoma masami skupionymi odleglymi
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od siebie, umieszczonymi na koficu swobodnym. Podjeto rowniez prébe (Z. KorDAs
[9]) rozwigzania problemu statecznoéei preta jednostronnie utwierdzonego, znajdu-
jacego sig w réwnolegltym strumieniu plynu przy jednoczesnym uwzglgdnieniu cisnien
bocznych 1 sity czolowei.

Wszystkie wymienione powyzej prace zajmowaly si¢ stateczno$cia ulkladéw
niekonserwatywnych o stalej sztywnosci (grubosei) i jednorodnych. Obecnie przepro-
wadzimy analize statecznoéci pretdow obcigzonych sila éledzaca, o zmiennej w pe-
wien sposdb sztywnosci lub niejednorodnych, albo o zmiennej sztywnoécl i nigjedno-
rodnych. Wobec duzych tradnodci w rozwigzaniv réwnania Scistego tego problemu
postuzymy si¢ tu metoda «malego parametru», wykorzystujac rozwiazanie Scisle
dla preta pryzmatycznego podane w pracy [8].

Metoda malego parametru, powszechnie stosowana w wielu dzialach fizyki
i mechaniki, znalazla réwniez zastosowanie przy badaniu statecznosdci konserwa-
tywnych ukladdw sprezystych o zmiennej sztywnodci, w szczegolnosci przy statecz-
nosci pretéw w pracach {15, 6, 5] oraz plyt [13]. Pomimo istnienia szeregu rozwig-
zafl cistych dla pretdéw (np. [20]) metoda ta moze réwniez 1 tu oddac pewne ustugi
w przypadkach niewielkich zmian sziywnoéci lub niewielkich nigjednorodnodci.
W nickonserwatywnych zagadnieniach statecznodci preta pozwoli nam na okreéle-
nie wplywu malej zmiany sztywnosci lub niejednorodno$ci na sile krytyczng oraz
czestosé drgan ukiadu w chwili utraty statecznosci.

W odréznieniu od rozwigzan podanych dla pretdw obcigZonych sita eulerowska,
gdzie rozwijano na szereg malego parametru tylke funkcje uvgigeia i site Sciskajaca,
w naszym przypadku trzeba bedzie rozwijaé na szereg jeszeze czesto§é drgan uktadu,
co znacznie skomplikuje stosowanie tej, prostej w innych przypadkach, metody.

2, Sformulowanie zagadnienia

A
Vi : : A _
W dalszym ciggu bedziemy badali spreiysty pret
utwierdzony o dlugoéci [, §ciskany silta Sledzaca, dzialajgea
na swobodny koniec (rys. 1). Zalozymy, ¢ moment bez-
wladnosci przekroju preta, modul Younga i gestodé ma-
< teriatu sa funkcjami zmienngj x. Do rozwazail prryjmie-
my klasyczne rownanie malych drgaf poprzecznych preta
z uwzglednieniem dzialania sity podiuznej:

W@l EEGJT@ WP m (x) % =0,

Z
Rys. 1 gdzie E(x)J (x) jest to zmienna sztywnosé preta, P sita
§ciskajaca, m (x) masa na jednostke dhugosci, w ugigcie
zalezne od polozenia i czasu.
‘Do réwnania (2.1) dolgczymy warunki brzegowe, uwzgledniajace $ledzacy cha-
rakter sity P:

w©,H=0, w'(H=0,
w (0,8 =0, w'(f=0

(2.2)
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W celu uproszezenia zapisu wprowadzimy bezwymiarowa zmienna niezalezna
z = x/l oraz przyjmiemy nastepujacy sposob zmiany sztywnosci:

(2:3) E(2) 7 (2) = EyJy g (2),

gdzie Ey i Jy oznaczaja kolejno modul Younga i moment bezwladnodei przekroju
utwierdzonego (z=0), g (z) — na razie nieokreflona dowolna funkcja, przy czym
g (=1

Korzystajac z zaleinoéei m (z) = A (2) ¢ (2), w ktdrej 4 (2) jest zmiennym polem
powierzchni przekroju, o (z) zmienng gestodcia, oraz (2.3) i zakladajgc rozwigzanie
rownania (2.1) w postaci

2.4 w(z, t) = f(z) &'

otrzymujemy réwnanie rozniczkowe zwyczajne

P2 w4

O SR AR AV ICYICT

oraz warunki brzegowe
(2.6) fO=0 f@O=0 [f'1)=0 [f"()=0.
Powierzchnia przekroju poprzecznego preta A (z) jest zalezna od sposobu zmiany
sztywnosci i dla réinych kierunkéw drgad jest inng funkcja momentu bezwladnosci
a ?Teie]i przyjmiemy, e modut Younga, moment bezwhladnodci i gesto$é zmieniajg
sig nastgpujaco:
2.7 E@y=Ee@, J@O=Jyp@ o=@,
gdzie |

Ey=EQ), Jo=J0} oo=¢(0),
to powierzchnia przekroju A (z) w trzech najwazniejszych przypadkach pokazanych
na rys. 2 zmienia si¢ wedlug wzordw

A(D) = Ay (z) w przypadkn a
2.8) - A (z) = Ao Y/ v(z) w przypadku b

A(2) = Ao}/ 9(z) w przypadku c; Ay = A (0).
Wprowadzajac nowe oznaczenia na bezwymiarowy sile éciskajacq oraz bezwymiaro-’
wy kwadrat czestodet:
PR _ Apgol®

2. =———, a=
29 Eody’ " EoJy

w2

i wstawiajac je lgcznie z (2.7) i (2.8) do réwnania (2.5) otrzymujemy ol

(2.10) (pf Y B — oy’ gf =0,

Rozprawy InZyhierskie — 5
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gdzie
l 1 w przypadku a,
v= 1 1/3 w przypadku b,
1/2 w przypadku c.

Roéwnanie (2.10) uwzglednia zaréwno zmiane sztywnosci preta, jak i niejednorod-
nos¢ modutu Younga oraz niejednorodnoéé wynikajaca ze zmiany gestoéci materiahy,
przy czym zalozono, Z¢ niejednorodno$é moduly Younga jest niezaleina od nie-
jednorodnoéci gestosci.
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Do dalszych rozwazaf przyjmiemy nieco mniej ogdlne réwnanie od (2.10),
mianowicie réwnanie:

(2.11) (&f"Y'+Bf" — ag’f =0,
w ktorym, jak widaé z (2.3) i (2.10),

(2.12) g= gy oraz g*=1vy"y,

gdzie » oznacza pewng stalg dowolna. To ograniczenic nie przeszkodzi jednak
w uwzglednieniu réwnoczeénie lub kolejno zmiennosci E, J oraz g- Tworzge odpo-
wiednie kombinacje funkcji ¢, v, y oraz stalej », i biorae pod uwage rowname (2. 12)
mozemy uzyskal szereg przypadkéw szczegdlnych.

Przyjmujac np. Ze gestodé materialy preta jest stala, musimy zalozyé y = 1;
wowczas przy danej z géry funkcji g (z) zmienno$é sztywnosel i modulu Younga
podana jest wzorami

E V—?t

(2-13) : ,lp:gv,' (p__g s

gdzie » oznacza staly dowolng oraz » — 1, 1/3, 1/2.
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Gdy % = », otrzymujemy pret jedhorodny o zmiennej sztywnosci J = Jy g (2).
Natomiast jezeli przyjmiemy, Ze pret jest pryzmatyczny, trm, 9 =1, to z (2.12)
wynika

(2.14) p=g x=g",
gdzie » jest dowolna stala; tzn. e mamy pret o zmiennym module Younga E =
= Ey g (2) i zmiennej gestodel p = gy g"

Gdy y =1 stata » = 0 i otrzymujemy pret pryzmatyczny o zmiennym tylko
module Younga.

Na koniec tych rozwazan nalezy podaé funkcje g (z), ktéra ze wzgledu na stoso-
wang metod¢ malego parametrn nie moze si¢ réznié zbyt wiele od jednosci.
Zalozymy, Ze

(2.15) _ g @ = — e,

gdzie n jest dowolng stala, a parametr & jest maly (s < 1). Jego znaczenie fizyczne
moZna okresli¢ wzorem

e
sxl—]/J—; (=7 Q)

dla preta pryzmatycznego & = 0, a dla preta, ktérego moment bezwladnosci na kofi-
cu swobodnym jest réwny zeru, £ = 1.

3. Rozwigzanie ogdlne. Zwinzek sily sciskajace] z czestolcin drgan

Przejdziemy teraz do efektywnego rozwiazania réwnania (2.11) metoda malego
parametra przy danej funkeji g (z) w postaci (2.15). Wplyw sily éciskajacej na czestosé
uwzglednimy za poérednictwem funkeji odwrotnej, tzn. f = p (), ze wegledu na
przyjete dalej kinetyczne kryterium statecznosci (4.2), wygodniejsze w obliczeniach
od warunku [0a/0f],_ ... = co. Wobec tego wyrazimy funkcje ugiecia f(z),
funkcje g(z) oraz beawymiarowa site krytyczna B za pomocs szeregdw malego
parametru:

J=fotfie+f2 84 ..,
g= ﬁo_(a)Jrﬁl (o) e+f2 (a) 24 ...,

(3.1 : :
g=({0—e)"=1—nzetin(m — 1) 222+ ...,

E}

g8 = (1 — ezy™ = 1 — wunze+ Yun (o — 1) 22 &2+ ...

We wzorach (3.1) sita éciskajaca pozostaje jeszeze jako funkcja czestodei ¢ 1 zadaniem
naszym jest poczatkowo znalezienie zwiazkéw fio (@), 1 (), B (v), itd.; dopiero
sita krytyczna bedzie okreslona przez szereg: :

(3.2 Brrst = By + Br e - fret+ ...,

w ktérym wspélezynniki 83, 7, f; itd. nic sq juz funkcjami czgstosei, lecz zaleza
tylko od parametréw n i x. Obliczenie tych wspolczynnikéw jest gléwnym celem
pracy.
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Po podstawieniu szeregdw (3.1) do rdéwnania (2.11) i przyréwnaniu wspolczynni-
kéw przy wszystkich potegach e do zera otrzymujemy ciag réwnafi tozniczkowych
liniowych, zwyczajnych, o stalych wspoélczynnikach na funkcje fy, f1, /f itd.:

f¥Bofs — afo =0,
(3.3) S4By — afi = nzfy +2mfy" — B Sy — annzfo,
S +Bo s —afy=nzf {1 2nf" — B fy — amnzfi —fn(n— D2 LY —
—al—Dfy traomim— D20 —2{n—Dzfy — B Sy,

Do réwnan (3.3) nalezy dolaczyCé warunki brzegowe wynikajace z (2.6):

(3.4) HO=H0O=f(D=;"D=0 j=0L2...

Catka ogdlna pierwszego z rdwnan (3.3), edpowiadajaca pretowi pryzmatycznemn
i jednorodnemu, moze byé napisana w formie

(3.5 Jo(2) = Ay shky z-+ 4, ch ky z-+ Ay sin kz 21+ A4 cos kp z,

1 1o,
%:——ﬁo+]/mﬁo+a, kg—?ﬁn'f‘]/fﬁg—i‘ﬂ,

Bo=k:— K3, a=kiki

gdzie

(3.6)

Stale catkowania 4; (i = 1, ..., 4) wyznaczamy korzystajac z warunkow brzegowych
(3.4). Przyréwnujac do zera wyznacznik gléwny otrzymanegoe ukladu réwnafi jedno-
rodnych na stale A; uzyskujemy przestepne rownanie okredlajace zwigzek miedzy
Bo 1 czgstoscia a (F (fy, a) = 0 [8]):

(3.7 Fky, ko) = k- k3--key key (k2 — 13) sh kg sin kp+2k7 k3 ch ky cos &y — 0.

Z uktadu tych réwnan wyznaczamy stosunki stalych Ado/d|, dafd1, Aafdy, (4,
pozostaje dowolna). Caltka ogélna drugiego z réwnan (3.3) ma postac

(B.8)  fi(2) =(B22+Crz-+Dy) shky z++(By 2+ Caz-1- Dy) ch ky z +
- (B_?, Z2+C3 Z—I—D3) sin k2 Z+(B4ZZ+C4 Z+D4) COos k'zZ,
gdzie

(39 By=AC—
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Aq
ki+k3’

(’IkA3 EA4) -
Ci= A 2A1ﬁ1+ AR A4

l

2

1 1
B= Inkl (k —ukd), C= ?nkz (k3 — 2k?),
3.9
@9 _ [kf (3k3 — k) ny i3 (fa+- Skf)]
B EYGEN) 4@ |

{kg (Bi3 — k3. I (K 5Kk5 }
E=nlied e I
Dy, Dy, Dy i Dy sa to dowolne stale catkowania.

Wykorzysianie warank6w brzegowych (3.4) do funkeji f; (2) i proste wyelimino-
wanie stalych Dy i Dy prowadzi do ukladne dwoéch réwnari liniowych niejednorodnych
na stale Dy i Dy:

ky (ky sh ky+kp sin ky) D+ (k3 ch k) 4-k5 cos ko) Dy = Wy,

10 Jey (K2 ch Jey-1k2 008 fip) Dy - (k3 sh ky— & sin key) Dy = W,
gdzie
Wy = — {B [(2-+k?) sh ky-+4ky ch ki]+-B, [(2+kD ch ky+4ky sh k] +
+B3 [(2 — k3) sin kp+4ks cos k] By [(2 — 3y cos ky — 4 ky sin ko]
+ € [2k; ch ky-+k3 sh ky}+Co [k sin k2K sh kK3 ch k] -+
4 C3 [2ky cos Ky — K3 sin kol++Cy [—ka sin ky — k3 cos K]}
(3.11)

Wy — — By [k (6-+K2) chkey4-6Kk3 sh key 4B, [y (64-52) shkey 642 ch ki ] -+
By [y (6 — K3) cos ky — 6k2 sin fep]-+-By [— Ky (6 — k2) sin &y —
— 6k2 cos kal+Cy [3k% sh ky+k] ch ky]4+Cy [k5 cos ka-Fkish ki +
+ 342 ch &y ]H-C3 [— 3K3 sin ky — k3 cos kol Ca [ 23 cos ky-+-kj sin k1)

Wyznacznikiem gléwnym ukladu réwnad (3.10) jest funkcja F(ky, ko) i jak wynika
z (3.7), jest ona téwna zeru; zatem uklad (3.10) nie jest sprzeczny tylko wtedy, gdy
Wy kyshkitkesink, Ich ki + kZcos ks

Wy Kichky+kicosky, kishk, - kSsinks

(3.12)

Z otrzymanego w ten sposob warunku (3.12) wyliczamy poszukiwany wspdlczynnik
B funkcji kq, ko, By, 1 1%, a wige ostatecznie tylko jako funkcje ¢zestodel a, n i ».

Catke ogdlng trzeciego réwnania (3.3) znajdziemy przyjmujac z géry funkcje
/> (z) w postaci (3.13). Nieznane state My, ..., My¢ wyznaczymy z ukladu 16 réwnan
liniowych, uzyskanych po wstawieniu funkcji (3.13) (3.5) i (3.8) do réwnania (3.3)
i poréwnaniu wspdlczynnikéw przy tych samych funkcjach niezaleznych. Uklad
ten mozna rozwiazaé bardzo latwo obliczajac z czterech pierwszych réwnan stale
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My, My, M5 i Mg, ktére po wstawieniu do nastgpnych czterech réwnan pozwalajg
WYIICZYé M3, M7, MH, M15 itd.

Dowaolne state catkowania Ny, ..., Ny nalezy wyznaczyé, korzystajac z warunkow
brzegowych (3.4):

(G13)  f2(2) = (N1 +My z+ My 224+ M 234+ My 249 sh kg z-1-{(Np-+ Ms z-+ Mg 22

(3.14)

+ My 23+ My z%) oh ky z-H(N3+ My z-+-Myg 224+ My 23 +
+ My z4%) sin ky 2+ (Ny+M1z 24+ Mg 22+ M5 234 Mg 2%) cos ks z,
8ky (k3-1-K3) My = nk} (k3 — #k3) B,
8ky (ki-1k3) My = nk (i} — k3) By,
— 8k (k7 1-3) Mz = nk3 (k2 — k) By,
8ky (ki+k3) Mg = nk} (k3 — wk?) Bs,
6y (k3-Hk3) M3+-12 (5k3-+k3) Mg == 108, nk3+Con (k* — a) —
— By kG B1 ~ Yn(n— D) kf Ap+-Yoon Gen — 1) A,
6ky (ki +k3) Mo4-12 (5k3-1-k3) My = 10B, nk3-+- Cy n (k% — ooé) —
| — By By — dn(n— 1)k Ay -+ oo Gan — 1) Ay,
~- 6ky (fi-+k2) M1y — 12 (Sk3+-k3) M1g — — 10By nk3 -+ |
+ Can (ki — w)+By k281 — dn(n — 1)kt Ayt Jann (en — 1) Ay,
6loy (kT+k3) M1s — 12 (SK3+k2) Myy = 10Bynk3+ Cyn(kt — ax) +
+ B kipy — tn(n — 1) k§Az+Laxn (pm — 1) 4,
4y (K3-+h3) Mo+6 (5k3-1-k3) M7+96ky My = 248, nk> +
+ 6Cynk} — 4B1 k1 1 — Cokdfy — 2n(n — 1) I 4y,
4kcy (kK3+K3) Mg+6 (Sk3-Hk3) My 96k My = 24B; nic? |-
. + 6Cynk} — 4By ki By — Crk3 By — 2n(m — 1) k} Ay,
— dhcy (K3+K3) Mg — 6 (Slky+K3) Mys+96ky My = — 24Bynik3 —
— 6Cynk] — 4B3key f1-+-Cyk2B1+2n (n — 1) K3 45,
dly (ki+-k3) Myg — 6 (SK5+K3) Myy — 96ky Mg == — 24B;nk? +
+ 6Cynky+4Byky 1+ Ca k3 ) — 2n (n — 1) k3 Ay,
2ky (K3-+k3) M-+ 24Mg+-24ky M3+-2 (5K2+-K2) Mg = 12B, nky -

+ 6Cynki — 2By — 2C kB — n(n — 1) kK2 Ay — K28y As,
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ey (K2-HK3) Ms+24My~+28kg My+2 (SK3-+-K3) My = 12Bynky +
+ 6Cink; — 2B1 1 — 2Co k1B —n(n — D I3 Ay — i385 44,
— Dby (21-K2) M9+24M16+24k2 My — 2 (5k3 — k3 My = 12Bynk, —
e 6C kY — 2By — 2Cs ko Bt (n — 1) K2 A KB Ag
2ep (IF+-k3) M3 + 24M 1y — 24ky M5 - 2 (Sk2-+-k3) Mg = — 12B4nk, —
— 6Cynk; — 2By 14+-2C, ky f1+-nfn — 1) k3 A3+k3 s A3,

I znowu wykorzystanie warunkéw brzegowych (3.4) do funkcji f; (z) prowadzi
do ukladu dwéch réwnan liniowych niejednorodnych na stale Ny i Na:

(3.15)

gdzie

(3.16)

ky (kg sh by +ko sin ko) N]_—l—(k% ch k1+k§ €08 ko} Ny = Wi,
ky (k5 ch ky-1- &3 cos k2) Ny +(ky sh kg — k3 sin kp) Ny = W,

Wy = —{M; [2kq ch ky+k} sh ky]+ My [(2+k3) sh ke +-4ky ch k] -

-+ M3 [(6 -+ K3y sh ky - 6k ch k] + M4 [(12+ k3) sh ky + 8ky ch kq] +
+ M [k sin ka-1-2ky sh ky e} ch ky]+Me [(2-4-k3) ch keq+-4k; sh k] -
+ M7 [(6 - K3) ch ky - 6ky sh ky] + Mg [(12 + k) ch kg + 8Ky sh k] +
+ Mg [(2k cos ky — k3 sin k] + Myg [2 — k) sin ky + 4k, cos kol +
+ My [(6— I3 sinkep+ 6y cos k)4 My, [(12— Kk2) sin ko 8k, cos ky] +
+ M3 [—ky sin ky — k2 cos kal+Myy [(2 — k3) cos ky — 4k, sin ko] +
+ M5 [(6— k3) cos ky — 6lp sin kp]+Mi61(12 — k) cos ky — 8kysinky]),

Wy = — {M [3k] sh ky+k} ch ky] + My [ky (6-+13) ch ky+6k? sh kq] +

+ M3 [3 (24 3k sh kg kg (184 &7) oh Ky] 4 My [12 2443 sh /ey -+
+ k1 (36 ++ k3) ch kq] - M [k3 cos ko + 3k2 ch ky--K3 sh kq] -+

+ Mgk (6 + k) shky - 63 ch ky] + M7 [3(2+ 3k3) ch kg +

+ ke (184D shky] + Myl 12 (24-K7) ch ky+-ky (36-+K3) sh kq] +

+ Mg [ — 3kisinky — k3 cos k] -+ Mg [kz (6 — k3 cos ky —

— 6k sin ky] + My [3 (2 — 3kD) sin ky + Ky (18 — £2) cos k] +-

+ M3[12 2—k2) sin ky+ka(36—K2) cos ka4 Mi[— 242 cos ky -+

-+ k3 sin ky] + Myal—ky (6—K3) sinky — 63 cos ko] -+ Mys[3 (2 —
—3k3) cos fop — kp (18 — k) sin k] + Myg[12 (2 — k2) cos ky —

~— ko (36 - k3) sin ka]}.
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Z tych samych powoddéw, co uktad réwnan (3. 10) réwnania (3.15) nie sg sprzecz-
ne tylko wtedy, gdy ;
W, kl sh kl +k2 sin kz N k% ch kl + k% Cos kz

Wy Kichky+hkicosky, Idshky— kisinky’

(3.17)

Z rownania (3.17) liniowego ze wzgledu na f; mozna wyznaczyé wspdlezynnik fy
w funkeji ky, k2, fg, f1, 1 1 %, a wiec ostatecznie tylko czestodci o, n i .
W niniejszej pracy ograniczymy sie tylko do obliczenia trzech wspélczynmikéw
Bo (@) (3.7), p1 («) (3.12) oraz B, (@) (3.17), poniewaZ obliczenie np. f3 (¢) wymaga-
toby wyznaczenia juz 24 stalych w funkcji f3 () 1 staloby sie zbyt uciazliwe.
Dotychezas uzyskaliémy szereg (3 pierwsze wyrazy),

(3.18) B () = Bo (@)+P¢ (we+Pa (o) 2+...,

ktéry podaje zwigzek migdzy bezwymiarowa sila éciskajaca f i bezwymiarowq
czgstoscia o. W szeregu tym fo (a) jest podane w formie uwiklanej (3.7), a B (a)
i f5 () moga by¢ podane w formie wyraznej z réownan (3.12) i (3.17).

Obecnie przejdziemy do sformulowania kryterium pozwalajacego obliczyé site
krytyczna i odpowiadajaca jej czesto§é drgan oraz do wyznaczenia wspSlczynnikéw
w szeregu (3.2).

4. Kinetyczne kryterium statecznofci. Sila i czestodé krytyczna

Postaramy si¢ obliczyé taka wielko$é sity $ciskajgcej (sita krytyczna), przy ktérej
ustalone drgania preta przechodza w drgania nieustalone o rosnacej do nieskoficzo-
noéci amplitudzie. Tak wige zamiast rozwiazania periodycznego typu €™ nalezy
uzyskaé funkcje typu #*¢, Jak wiadomo, taki typ funkcji czasu otrzymujemy wiedy,
gdy najmniejsza czestoéé drgan preta zrowna sie z czestoscia wyzsza, W przypadku
pretoéw pryzmatycznych wystarczy zalozyé, 7e pierwiastek réwnania (3.7), okredla-
Jjacy czesto$é drgafi preta, jest pierwiastkiem podwdjnym, czyli ze [8]

0Fjdw = 0.
W naszym przypadku warunkiem osiagnigeia sity krytycznej jest zerowanie sig
pierwszej pochodnej sity wzgledem czgstosci przy zroéwnaniu sie czestofei najmniej-
szej z sgsiednia wyzsza [1].
Jezeli szereg (3.18) napiszemy ogélnie
CHY , B = B (o, 8),
to warunek pozwalajgcy obliczyé sile krytyczng i odpowiadajaca jej czestoéé jest
nastgpujacy:
(42) . [6ﬁ/aa]s=const = 0.

Bezwymiarowy kwadrat czgstodci o (wartos¢ ustalona odpowiadajaca sile krytycznej)
bedziemy w dalszym ciggu zaktadali w postaci szeregn malego parametru:

(4.3) ) a = dapt+a; s+a £2+...,
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w ktérym ay jest czestodcia drgan preta pryzmatycznego i jednorodnego, aj, a»
itd. poprawki wynikajace ze zmiany sztywnoéci lub niejednorodnosei. Stosujac wa-
runek (4.2) do szeregu (3.18) otrzymujemy

dfiz

s, d| d
{i} = ﬁ + — P e+ —.9 +..
s=const

(4.4) o dat da

W réwnaniu (4.4) wszystkie pierwsze pochodne wzgledem « sa jeszeze funkcjami
parametru & [poniewaz czgstos a jest rozwinigta na szereg (4.3)] i dlatego musza
byé wyrazone réwniez przez odpowiednie szeregi malego parametrn e.

Rozwijamy tu funkcie dfip/de, dfy/du itd. na szeregi Taylora w otoczeniu punkiu
a=ay (a wiec dla & = 0):

di d, d {d
(45) m(}li_ﬂ == li%] + [da ("&%9‘)] (cqs+a2 62—|—...) +

dl
{ daz( ﬁ")] (a1 64 ap 24 Yo t...

czyli
dfo  1dfo d?fg 2By L [d38,
o 3 R TR (o I e R R
Podobnie
-] ] 2
4O “CEL,* i |, ), " 2
Wsiawiajac szeregi (4.5) oraz dalsze do rdéwnania (4.4) otrzymujemy rdéwnanie
R A R T R (I
@7 [ELJF P73 Il i Rt R s T s s
d?fy d3fy :
+ [“d;z‘Laz + I[d—]} “te=0

z ktérego po przyréwnaniu do zera wspolezynnikdw przy wszystkich potggach e
dostajemy wzory na obliczenie kolejnych parametréw ag, ay, o, itd.
Ograniczymy sig tn do podania kilku pierwszych:

diy |%}
[l

da2 |,
dﬁz] .[dzﬁl] 1[d3ﬁo] s
[ da ), a2 ), 2 s ),

2T dzﬁ"]
{a’m2 o

i
Eﬁ?’{)] a%} g2+,

(4.8)
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Wyznaczyliémy w ten sposdb (ograniczajac sie do dwdch wyrazéw szeregu) poszuki-
wang czgsto§¢ drgaf preta niepryzmatycznego, przy ktorej nastepuje utrata sta-
tecznosci.

Zupeie podobnic rozwijajac na szeregi Taylora w punkcie @ — oy wspblezyn-
niki przy wszystkich potegach ¢ we wzorze (3.18) 1 uwzgledniajac (4.3) otrzymujemy

d | 1142

Bo (@) = Bo(ag) + [ i?] 018+ {[ if]%az =+ ?[Wio]aoa%} e+ ..,
d, 1] d?

st [ [ [ 2] o

Po podstawieniu wzoréw (4.9) do réwnania (3.18) sile $ciskajaca wyrazimy przez
szereg

4.9)

B q 9
(*.10) ﬁ=ﬁo<ao)+{ﬁ1(ao>+[ f] a1}8+{ﬁz(ao)+[f; ] “ “F[d?] t
I [d28, d L (4%
+?[Zx?] al}a +{ﬁs (ﬂ0)+[ i ]a + [dil] “2 +_7[@l]aua?+

dBo a2y L d3y
+ [E:L]aa, + [T'az ]moal o +— ¢ ——ajied -,

Poréwnujac szeregi (4.10) i (3.2) oraz uwzgledniajac wzory (4.8), znajdujemy wyrazy
w szeregu (3.2), okreslajacym silg krytyczna:
[l
@1 fr=folan),  BY =il P = Palag) — Li&—“"— o
2 [d28,
[,

Poniewaz funkcje B4 (¢) mamy podang tylko w postaci uwiktanej (3.7) F {8, 2) = 0,
wigC ostatecznie wzory pozwalajace obliczyé trzy wyrazy szeregu (3.2) i dwa wyrazy

szeregu (4.3) sa nastepujace:
Ll
sl
de }, )’

F(Bo ag) =0, f7=pi(a), f; = pa(ay) + [aZF]

@az
op
l:aﬁﬂ ]
%o

(4.12)

.

{EF] 0
dal, M7 lazF]

da?
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3. Ogdlne obliczenia numeryezne

Podstawa do obliczei beda dane zamieszezone w pracy Z. Korpas i M. Zvcz-
KOWSKIEGO [8], stanowigce rozwigzanie uktadu réwnan (4.12); i (4.12)4, a podajace
sife krytyczng 1 czesto$¢ krytyczng drgan dla preta pryzmatycznego i jednorodnego.
Autorzy podaja wartodci:

k1o = 2,20665,  kyy = 4,99201,

przy czym kig = ks (ap), koo = kz (ag).

Obliczenie pierwszej poprawki do sily krytycznej §] nie nastrecza duzych trud-
nofci; w réwnaniu (3.12) podstawiamy Wi (kig, kae) 1 W (k1g, kag), a stad wyzna-
czamy f7 = 1 (ag):

(5.1 B} = — n (9,45354 — 0,57208x).

Wicksze trudnosci pojawiaja sig juz przy obliczeniu pierwszej poprawki do czestosci
krytycznej, gdzie nalezy znaleZt [df/de],,.

Z réwnania (3.11) nalezy obliczy¢ By (ky, k2) i nastgpnie pochodna [dp,/dul,,;
prowadzi to jednak do zbyt skomplikowanych rachunkéw. Dlatego przeprowadzimy
obliczenia w sposéb przyblizony. Zauwazmy najpierw, 7o rozwiklana (formalnie)
z réwnania (3.12) funkcja f; {¢) ma postaé

(5.2) B1 = B [Py k1, k), K, k3,

gdzie parametry ky = ky (@), ko = ky () (3.6) sa zalezne i spelniaja réwnanie (3.7).
W ten sposob fiy jest tylko funkeja o lub jednego z parametréw k&, albo k> 1 pierwsza
pochodng po a mozna obliczyé ze wzoru

dpy  dpy di
G  Td T da
Korzystajac ze wzordw (3.6) otrzymujemy
dey, 1 d (k%) d{khH @ (k3 dpy d (k% !
da 2 da’ de 0By da’ da  KAHEE

(5.4)

a wobec warunku (4.8)
[ﬁ] __ 1 [ﬁ] :[ ! @]
da g 2k (k3K Ly ), | 2k10 (R204+-K2)) dky by

Jezeli za zmienng niezalezng przyjmiemy parametr k,, to mozenty te samg pochodng
(5.5) wyrazi¢ wzorem

(5-5)

s {dﬁi] 1 dﬁl]
GO da oy~ |2 By 142 s by,
Z pordwnania wzoréw (5.5) 1 {5.6) wynika, Ze

[ dky kea
D d:]—:—



Do obliczen numerycznych przyjeto niewielki przyrost parametru &y, Aky = 0,00335;
ze wzoru (5.7) (lub (3.7)) obliczono odpowiadajacy przyrost parametru ky, Ak, =
= 0,00148, a nastgpnie z réwnania (3.12) wyznaczono warto$¢ funkcji 81 (kqy, kpq)
dla wartosci 17 = 2,21000 i 4 = 4,99349.

Obliczajac odpowiednie pochodne ze wzoréw

[ﬁ] _ Br (k) — Bu (v, koo)
Ko

Ldic kg —k ’
(5.8) 1 11 10
[jffi] _ Butkyy, k) — frkerg, Ko
ey g, ka1 — kag
i wstawiajac je do réwnan (5.5) i (5.6) otrzymujerny
iy
(5.9 | = n(—0,03111+0,07470x).

“p
W celu podania poprawki a; musimy, korzystajac ze Wzor6w (3.6) i (3.7), obliczyé
[0FaBola, 1 102 Fjoa2], :

JF aF Ok 1 aF 6k2

5.10 OF _OF O, OF Ok
(10 B0 s 30 | ks 3o

Po tatwych przeksztafceniach dostajemy wzor

o gl e A )
G0 G, = att | Mo, ~ o) T e T Ve T,

w ktorym druga czeéé jest dla o = ap réwna zeru. Wynika to z warunku (4.8):

5.12) [&FJ [ 1 ( oF ' oF )] _ o
2 da ey Iy (21H) V2 3k, TR, :
Réwnoczednie ze wzoru (5.12) otrzymujemy zwiazek dla o = aq
513 or kz oF

( ) ) 6k2 kl akl :

ktéry podstawiony do réwnania (5.11) upraszeza znacznie ten wzér:

19 ' [6F}“ [1 6F]
‘ ol L2k 8k dy, 5,

Po wykonaniu obliczest numerycznych znajdziemy [6F/9fo],, = 130,384. Podobnie
obliczymy drugg pochodna:

2F 1 92F g2
(5.15) F e s (2T {kl ko (K1+K3) [k2 P + 2k ky Aer 9%,
+ 2 ZF] {k (5k2—|—k2) —-— -i— k3 (5k21-k%) 6—F]}
Py 2 2T |




STATECZNOSC PRETOW SCISKANYCH 605

ktorej warto¢ liczbowa wynosi [02F(fou?], = 0,06005. Korzystajac z tych da-
nych liczhowych mozemy podaé pierwsza poprawke do czgstodei krytycznej:
(5.16) a; = 1 (—67,549-+162,195).
Mamy w ten sposOb wszystkie dane z wyjatkiem f» (og) wielkoéci potrzebne do
obliczenia drugiej poprawki do sily krytycznej B;.

Z ukladu 16 réwnan liniowych (3.14) wyznaczamy kolejno stale My, ..., M5 jako

funkcie parametréw n i » przy ustalonych parametrach ky = kg i ky = kg, po
czym podstawiamy je do wzorn (3.15) 1 z liniowego réwnania na S (3.17) obliczamy

B2 (20):

(517 f4 (ap) = n (—2,608714-0,51430x)+n2 (3,17358 — 0,22646x - 0,39868x72).
W konicu korzystajac z danych (5.17), (5.14), (5.15), (5.9) i ze wzora (4.12); mamy:
(5.18) B3 = n (—2,608740,5143%)-}-n2 (4,2243 — 5,2723x-+5,6592x2).

Otrzymane wyniki pozwalajg na wyrazenie sily krytycznej w postaci szeregu mate-
go parametru zawierajacego trzy wyrazy oraz kwadratu czestodci w postact szeregu
zawierajacego dwa wyrazy:

(5.19) Py — PO {1 — [ (04715 — 0,0285%)] & -
2 1 (—0,130140,02576) 412 (0,2107 — 0,2629%+0,2822:2)] e2-+...},

(5.20) 0y = (002 {14[n (— 0,5566+1,3366x)] s+...},
gdzie

' EyJo
(5.21) Pf(‘r’;t 12 s [0, P = 121,34387 ols’

6. Przyklady liczhowe

Jako pierwszy przyklad oméwimy pret o stalej gestosdei 1 statym module Younga,
a tylko zmiennym przekroju (sztywnosci) 1 to w taki sposéb, aby otrzymad prety
liniowo zbiezne. W kazdym z trzech przypadkéw podanych na rys. 2 parameiry n
i % charakteryzujace taki pret sa inne:

1) przypadek a

ne=1, ==,
6.1 Py = PO (1 — 0,443064-0,125662--...),
Oyt = [wﬁgt}z (1+40,7800s+...);

2) przypadek b

1
=3 x= 3
(6.2) Py = ng,t (1 — 1,38605-1,026082}-...),

w]:.:ryt (0) ]2 (1 —0,1111e+..); - ;
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3) przypadek ¢

4 1
n=4 w=—,

(6.3) . Py =P, (1 — 1,828854-1,928042...),
wl%ryt = [ajl(((;}-)ytjz (1+0,44686+.)

Jako drugi przyklad przyjmiemy pret pryzmatyczny o stalej gestodci gg, lecz
zmiennym module Younga '

(6.4) E=Ey(l — ez

Stala s jest tutaj réwna zeru, a odpowiednie wzory na sile krytyczna i czestosé sa
nastepujace:

(6.5) P = PO {1l — 0,4715n5+-(— 0,13012-+-0,210712) £2+...],
Oy = [0 12 (1 — 0,5566n2+-..).

Wreszcie nalezy zauwazyé, ze wzory (6.1) sq stuszne réwniez dla preta pryzmatycz-
nego o liniowo zmiennym module Younga E = E, (1 — &2) i liniowo zmiennej
gestosci ¢ = gg (1 — ez).

Analiza wynikéw pozwala stwierdzi¢, ze sila krytyczna zawsze maleje przy zmniej-
szaniu sztywnosci preta, natomiast czestosé drgafl przy utracie statecznosci preta
moze rosnaé lub male¢ ze zmniejszaniem si¢ sztywnoécei, zaleznie od sposobu wybo-
czenia i sposobu zmiany sztywnosci; jednak dla pretéw wszechstronnie liniowo
zbieznych i jednorodnych czgstos¢ drgaf roénie; jest to zgodne z zachowaniem sig
czgstosci drgaf wlasnych preta nieobciazonego [14].

7. Uwagi koncowe

Uzyskane w niniejszej pracy rozwiazania podajace site krytyczng i czestosé kry-
tyczng dla pretdw niepryzmatycznych i niejednorodnych obcigzonych sita ¢ledzacy
pozwalajg na pewna ogdna orientacje w kierunku zmiany tych wielkoéci w stosunku
do pretdéw pryzmatycznych. Zastosowana metoda malego parametru nie daje roz-
wigzaf dokladnych w calym przedziale zmiennogéi parametru &, tzn. w przedziale
(0, 1) i podane rozwigzania maja do$¢ dobra dokladnosé (do 5% bledu) zapewne
tylko dla & nalezacych do przedziatu (0; 0,25) w przypadku wzoru (6.3) i w nieco
wigkszych prrzedzialach w innych podanych-przyktadach. Ocena bledu jest tu mozli-
wa tylko na podstawie wielkoéci pierwszego opuszczonego wyrazu szeregu (szereg
jest maprzemienny). '

Niemniej jednak rozwiazania podane w pracy ujmuja dos¢ szeroka klase pretow
niepryzmatycznych jednorodnych lub pryzmatycznych niejednorodnych, przy czym
moZemy uwzgledni¢ zaréwno nigjednorodnodé modutu Younga jak i niejednorod-
nosé gestosei materiatu. L \

Na zakonczenic pragne wyrazié swoja gleboks wdziccznodé prof. dr M. Zvcz-
KOWSKIEMU za pomoc i wskazdwki tidzielane i w czasie wykonywania tej pracy.
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PezmomMme

YCTOMYMBOCTE HEKOTOPBEIX HEITPU3MATUYECKWX W HEO{HOPOAHLIX
CTEPKHEN, CIKUMAEMBIX CIEISAIMEN CAJON

OCHOBBIBAACH HA MIBECTHOM NH())EPCHNEANLHOM YPaRHCHEN KoieGammil cTepwkHd, 3arpy-
HCHROTO CRKAMAIOWEH CHIIOH, MCCHEZyeTCH ero YCTOMUMBOCTE B CIIYIae, KOTMa CHMMATOWas Cuia
HBIMICTCSA HEKOHCEPBATHBHON CacHmwel crirol, & OFROCTOPOHES 3AIIEMICHHEIE CTEPIKCHD SBIHETCN
HEONHOPOMHEIM B HENPUIMATHICCKHM, IS BRITUCICHAS KPRTAYCCKOM CHIN M COOTBETCTBYIOIIEH
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YRCTOTRL, HCNOTB3OBATICS KMHCTHUECKHE XpHTepuil yCTONwMBOCTH, KOTOpPHIE B HamleMm ciyuac
GPUBOMKT X YCIOBHEO, ¥TO HEPBas NPOUIBOKHAS CHTEL Y0 OTHOLGHHIO K Y2CTOTE PABHACTCA HYJIO.

3apawa pemacrcd METOAOM MANOTO Napamerpa, pasdaras 3 pagtl (3.1) dysxmmo wpormba
M CEAMAIONIYIO CHITY (3ABHCHMOR OF 4acToTsi). B TpeTsell wacTm paboTet marores ofmue BEpa-
JKEHHA ANA TPeX wieHOB pAga (3.1), oupefensoniero CEMAIGEYEO CHELY B 3ABHCHMMOCTH OT 4ac-
TOTHI Xonebanmit cTepxea, B weTBepTol YacTH, OCTe YI6Ta KMHEMATUISCKOrO KPHTEPUs YCToH-
YHBOCTH M IIOCHE PAINOKECHMA, YCTAHOBNEHHOH, COOTBSTICTBYromSH KPETHICCKOH CHAE, TACTOTEH
kOneOanAl — B pAI MANOro NAPAMETPA, NOIYICHO GOPMYIEE NE BLIPAMEHWS DAXOB, ompee-
TSTONTMX. KPMTAMECKYEO CHNY M WACTOTY KoNeOaHmii.

B nampueiinmx 4acTax paGOTEl HPHBOAWTCH HOCKONBKQ YHMCHOBHIX IPHMEPOB iIi CTepRHeH
C TCPEMEHHEBIM TIONEPEYHEM CeUEHHEM, NepeMeHHsM MomydeM HOara u ¢ mepemMennoit nor-
HOCTEIO,

Summary

THE STABILITY OF CERTAIN NON-PRISMATIC
AND NONHOMOGENEQUS BARS COMPRESSED BY A TANGENTIAL FORCE
{(by a force preserving its position in relation to the bar)

On the basis of the familiar differential equation of vibration of a bar loaded by a compressive
force, its stability is investigated if the compressive force is a non-conservalive force preserving
its position in relation to the bar and the bar, which is clamped at one end, is non-prismatic and
nonhomogeneous. To calculate the critical force and the corresponding frequency the kinetic
criterion of stability is used which leads, in our case, to the condition of the first derivative of the
force with respect to the frequency becoming zero.

The problem is solved by means of the perturbation method by expanding in power series 3B.n
the deflection function and the compressive force (depending on the frequency). In the third part
of the paper general expressions are given for three terms of the series (3.1) which expressing a relation
between the compressive force and the vibration frequency of the bar. Tn the fourth part, taking
into consideration the kinetic criterion of stability and expanding the steady frequency corresponding
to the critical force, in a series of the small parameter, equations are obtained for the terms of the
series expressing the critical force and the series expressing the frequency of vibration,
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