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WEWNETRZNE MOMENTY W CIALACH STAEYCH
I KONTINUUM ZE STRUKTURA WEWNETRZNA ()

B. MORANDI (RZYM)

W latach 1951-1958 francuscy i hinduscy fizycy opublikowali kilka prac doty-
czacych dynamiki siatek krystalicznych. Zwrdcily one uwage uczonych na mozliwosé
istnienia w cialach stalych clementarnych wewngtrznych momentéw i zwigzanym
Z tym niedostatkiem opisu, jaki daje klasyczna teoria sprezystosci. Ta ostatnia
zaklada, ze momenty wewngtrzne sg réwne zeru, co z kolei zwiazane jest z zalozeniem,
ze wypadkowa sil i moment sit na kazdej wewnetrznej powierzchni ciata sa rezultatem
samego tylko, rozlozonege w sposéb ciagly, wektora naprezenia.

W tym samym czasie, jednak catkowicie niezalegnie i ze znacznie mmiejszym
rozglosem, zwrécono uwage na makroskopowe efekty wywolane w ciatach stalych
i plynach wewnetrznym kretem oraz ogélnie na zagadnienie ruchéw, ktérych nie
dopuszcza zwykle kontinuum. Zagadnienia tego typu poczatkowo byly oddzielone
od poprzednich réwnieZ ze wzgledu na to, Ze odnosily sig do innych dziedzin nauki.

Podczas kontrowersji zapoczatkowanej rezultatami francuskimi, z ktérych
wynikata konieczno$é ponownego rozpairzenia stanu wiedzy o stalych sprezystosci
dla krysztatéw, i w wyniku serii eksperyment6w, kidre mialy potwierdzié te rezultaty,
nowe znaczenie uzyskafa teoria braci CossERATOW. Pigédziesiat lat wczeéniej i z da-
leko wigksza Scistoécia rozwazali oni zagadnienie wewngtrznych momentdéw i we-
wnetrznych obrotéw, lecz ich pomysly zostaly calkowicie zarzucone i zapomniane.

Po «odkryciux» teorii braci Cosseratéw w 1958 1. studia nad momentami i ruchami
wewngtrznymi zyskaly wigkszy rozmach giéwnie dzigki R. A. Tourmowr i innym
Amerykanom, publikujacym swe prace w «Archive (na poczatku Journal) for
Rational Mechanics and Analysis». Czasopismo to wydawane przez C. TRUESDELLA
jest jednym z najbardziej interesujacych w dziedzinie mechaniki kontinuum.

W najnowszym podejéciu studia te polegaja gldwnie na okredleniu i badaniu
modeli kontinnum bardziej zlozonego niz kontinuum klasyczne, bo posiadajacego
ciggly struktur¢ wewnetrzna. Uzywajac jezyka klasycznej teorii pdl tensorowych
modele te mogg opisywaé zjawiska (nawet szersze niz momenty i obroty wewnetrzng)
zwiazane z dyskretng strukturg materii.

Znaczenie tych modeli nie polega jednakze na tym, ze wiaza si¢ z wprowadzeniem
subtelnodei drugiego przyblizenia klasycznej teorii sprezystoéci lub z lepszym opisem
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o zachowania si¢ fal sprezystych. Znaczenie to polega przede wszystkim na wyczerpu-

jacym zbadaniu podstaw mechaniki kontinuum i ich epistemologicznych zalozen,
wyjasnieniu zwiazku pomigdzy wladciwodciami czastek i klasyczng teoria pola oraz
pomigdzy sformulowaniem aksjomatycznym, a metoda operatorowa. Zagaduienia
te pojawiaja sig réwniez w innych galeziach nowoczesnej fizyki.

Innym interesujgcym aspektem studiéw nad kontinmum z mikrostrukiury sg
jego powiazania (czeSciowo znane i czgSciowo latwe do przewidzenia) z réinymi
galeziami fizyki matematycznej, w ktdrych zaznaczyl si¢ ostatnio znaczny rozwdj.
Mozna tutaj wspomnieé zagadnienia zwiazane z sitami dalekiego zasiggu i lokalizacja
energii, wlasnosciami powierzchni i napieciem powierzchniowym, tecria dielektry-
kéw i energia wzajemnego oddzialywania réinych ciat; magnetohydrodynamike,
teorie nadplynnoéci, ttumienie fal, przemiany fazowe, teorie dyslokacji z teoria gra-
nicy sprezystosci krysztatow i ma koniee ogdlng teorig siatek krystalicznych z po-
wigzaniami z ogdlng teoria wzglednodei itd. Wymieniamy tutaj te zagadnienia, by
uzasadni¢ celowosé opracowania niniejszego przegladu 1 pokaza¢ koniecznosc
(i trudnodci) znaczuego ograniczenia jego zakresu. Czgé¢ wymienionych zagadnien
zostanic omowiona dalej,

2. Charakter i zakres przeglqdu-

Ze wrgledéw metodologicznych, ktére beda dalej wyjasnione, i dla krdtkosci
przeglad ten nie uwzglednia atomistycznych teorii sprezystych wladciwosci cial sta-
lych (teorie molekularne, strukturalne i kwantowe).

W rzeczywistoSci na wszystkie propozycie 1 modele dotychczas rozpatrywane
mialy wplyw modele korpuskularne, a szczegélnie dynamiczna teoria siatek krysta-
licznych M. Borwa [1]. Ostatnio podano pelne wyjasnienie, w jaki sposdb omawiane
tu zagadnienia naleza do mechaniki makroskopowej. Je§li w przyszloéci znajdg one
zastosowanie przy wlasciwe] atomistycznej interpretacji wilasnosci mechanicznych
cial stalych, to zaistnieje potrzeba znalezienia jezyka odpowiedniego dla obiektyw-
nego opisu zjawisk. '

W pracy niniejszej damy plerwszefistwo nie rozwaZaniom opartym na pojgeiu
energii (wyraZenle na prace, strukiura potencjalu spregzystodel), a rozwazaniom
opartym na uvogdlnionych sifach, poniewaz te ostatnie sg dogodniejsze dla uzyskania
gotowych informaciji. Ten punkt widzenia pozostawi nieco w cieniu kilka ostatnich
zastosowan, jest jednak wladciwszy przy syntetycznej klasyfikacji starszych prac,
do ktorych sig pdzniej nie powraca.

Przeglad ten jest jedynie przegladem ogélnym. Ryzyko, ze zbyt diugi przeglad
krytyczny mioze staé si¢ przestarzaly juz podczas pisania, powoduje, ze wlasne
rozwazania autora zostaja odiozone do innych prac. Poniewas z drugiej strony je-
dynym celem takiego przegladu jest, by zajmujacy sig zagadnieniem unikneli opiera-
nia si¢ na blednych pracach, wydalo sig konieczne podanie krétkiej opinii o indy-
widualnych publikacjach. Tam gdzie jest to mozliwe opinia ta jest oparta na opinii
najbardziej nowoczesnych i kompetentnych autordw.
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3. Teoria ofrodkdéw spolaryzowanych I zewnetrzny moment masowy

Jest znanym faktem, Ze klasyczna teoria spreZystodei nie moze byé bez istotnych
zmian zastosowana do opisu ofrodka spolaryzowanego elektrycznie lub magnetycz-
nie. Klasycznemu modelowi kontinuum obce sg sily wewngtrzne dzialajace na duza
odleglodé, energie zwigzane z oddzialywaniem na siebie wielu cial, trudnodei okresle-
nia gestodel energii oraz pojawianie sie¢ nowego rodzaju przemieszczen (polaryzacii).
Mechanika ofrodka spolaryzowanego i ofrodka niespolaryzowanego podazaly
innymi drogami, zaréwno jeli chodzi o metody jak i autoréw. Teoria oérodka
spolaryzowanego nie bedzie tutaj omawiana. Wyjatek stanowi praca Tourmna [24],
poniewaZ okazuje sig, Ze ma ona pewne znaczenie réwnieZ dla osrodkéw niespola-
ryzowanych. W oparciu o te prace i cytowany dalej traktat TRUESDELLA 1 TOUPINA
[30], jak réwniez o podana tutaj bibliografie, mozZzna zbudowaé teorie naprezen
momentowych w ofrodku spolaryzowanym.

Najprostszym (lecz nie najwazniejszym) aspektem mechanicznego zachowania
sig spolaryzowanego ofrodka zanurzonego w polu zewngirznym jest pojawienie sig
oprécz sit masowych réwniez momentow masowych (lub momentdw objetosciowych),
ktére burzy symetrie tensora napreZenia. Odpowiednie rozwazania zapoczatkowane
traktatem MAXWELLA [2] (poza starg {eoria quasi-sprezystego eteru MAcC-CULLAGHA
[3]) obejmuja efekty zwigzane z asymetrycznym tensorem naprezenia. Dzialanie pola
zewngtrznych momentdw masowych na klasyczne kontinuum moze byé uwzglednio-
ne przez przypisanie im lokalnych obrotéw kontinuum, a nie przez rozpatrywanie
sit dalekiego zasiegu i wewnetrznych momentow. '

Rdwnania réwnowagi i warunki brzegowe dla tego przypadku

etk tiptplt = 0, g = £,

gdzie 1% jest tensorem napreZenia, {f wekiorem naprezenia, a * zewngtrznym mo-
mentem masowym, nie wprowadzaja istotnych zmian do klasycene] teorii sprezysto-
§ci; przypadek ten byl rozpatrywany wielokrotnie {4].

Kompletna bibliografia dotyczgca tego zagadnienia nie jest tutaj podana, ponie-
waz jego Znaczenie jest ograniczone ze wzgledn na praktyczng niemozliwos$é przy-
loZzenia zewngtrznego momentu masowego do ofrodka niespolaryzowanego. Innym
powodem sa watpliwe zalety odrgbnego rozpatrywania tego zagadnienia, a nie
w powigzaniu z teoria naprezen momentowych, gdzie rowniez zalozenie o istnieniu
zewnetrznych momentow masowych jest ogdlnie przyjgte. Wspominamy tutaj
o tym gléwnie dlatego, e w przysziosci wielu autordw mylito to zagadnienie z za-
gadnieniem momentéw wewnetrznych i zagadnieniem kontinuum ze struktura we-
wnetrzng.

Nalezy przypomnieé dobrze znany fakt (lecz nie zawsze brany pod uwage przez
pdzniejszych autoréw), ze wprowadzenie momentdw masowych obok sit masowych
jest jedynie jednym z mozliwych sposobéw uwzglednienia oddzialywah dalekiego
zasicgn. Wszystkie oddziatywania moga byé réwniez reprezentowane przez tensor
naprezenia (za pofrednictwem tensora Maxwella). Celem wprowadzenia sit i mo-
mentéw masowych jest uniknigeie okreflenia mechanizmu oddzialywan zewnetrznych
na ciato.
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4. Teoria Cosseratiw

W 1893 roku Dumem [5] zaproponowal rozpatrywanie ciala jako zbioru nie
tylko punktéw, ale rowniez zwiazanych z tymi punktami kierunkéw, dopuszezajac
- mozliwo$§¢ zmian tych kierunkéw, przy czym zmiany te sa niezalezne od przemiesz-
czenl elementéw materialnych. Autor ten zasadniczo zapoczatkowal termodynanticz-
ne rozwazania nad o$rodkiem, ktérego potencjal sprezysty jest funkcja réwniez
orientacji elementéw materialnych, a w wyraZeniu na prace wirtualng pojawialy sie
wewngtrzne elementarne momenty. Te ostatnie mozna zauwazyé w tak -wezesnych
pracach jak prace Lorda KELviNa, HELMHOLTZA i VOIGHTA..

W 1909 roku Francuzi E. i F. CosseraT [6] systematycznie rozpatrywali mo-
del kontinuum, ktérego kazdy punkt posiada poza trzema zwyklymi stopniami
swobody réwniez trzy obrotowe stopnie swobody. Innymi slowami, kazdy punkt
ofrodka pokrywa si¢ z wierzchotkiem tréjécianu, ktéry moze przyjmowaé réine
orientacje niezaleznie od obrotéw samego kontinuum.

W przeciwienstwie do wielu autoréw nowoczesnych bracia Cosserat rozwazaja
zawsze odksztalcenia skoficzone. Biorac pod uwage pochodzaca od KIRCHHOFFA
1t HerTzA krytyke konceptu sily i wychodzac z zasady najmniejszego dzialania buduja
oni swojg teorig w sposéb dedukeyjny i dochodza do ofrodka sprezystego jedno-

. dwu- i tréjwymiarowego. W kazdym z tych przypadkéw wystepuja wewnetrzne
momenty elementarne; np. w teorii spreZystej powierzchni sg to znane z teorii
powlok momenty roztozone na krzywej podziatu powierzchni.

Bardziej og6lnym uzyskanym przez braci Cosserat rezultatem, z ktérego moga
bra¢ poczatek szczegdlne przypadki, sa réwnania réownowagi i warunki brzegowe
dla osrodka tréjwymiarowego, kiedy nie sa narzucone zadne ograniczenia na obroty
trojécianow.

Réwnania zachowania pedu i warunki brzegowe nie réznia sie od podanych
przez CAUCHY’EGO :

tiitefe =Jj 1P, tum = u,
gdzie #; jest tensorem naprezenia, f sila masowa, o gestodeia w konfiguracji akiual-
nej, P; gestoseia pedu w konfiguraci odniesienia, »; zewngtrzna normalna w konfigu-
racji aktualnej oraz j jest wyznacznikiem funkeyjnym réwnym egfe (1).
Antysymetryczna czesé tensora naprezenia spetnia zwiazki (2)

© o tnrtegs tp-ol = J1 (Qutrenin X3 Pr),  pasmy = ma.

(1) Bracia Cosserat nie uzywali zapisu tensorowego w postaci podanej tutaj, Poniewaz uzywali
oni jedynie prostokatnych kartezjafiskich wspohzednych, nie rozrdiniamy tutaj indeksow kowa-
tiantnych i kontrawariantnych, Dodatkowo przyjmujemy zalozenic o normalnej Zewngtrznej.
Poza tym (w szczegdlnosei jesli chodzi o konfiguracje aktualng i odniesienia) podane réwnania sa
wiernym odbiciem réwnan podanych w § 63 ksiazki E. i P. COSSERATOW.

() Uzyto pseudo-tensorowej (osiowej) reprezentacii, poniewaz w tym przypadku liczba indek-
sOw jest taka sama jak w kartezjanskim tensorze, uzywanym przez Cosseratdéw; bardziej ogdlne
sformutowanie (tensory biegunowe, dowolne wspoirzgdne) tych rdéwnan jest podane dalej, gdzie
poza wielkosciami zdefiniowanymi wyzej wystgpuje wewnetrzny kret odniesiony do jednostki
objetosci w konfiguracii odniesienia oraz diwergencja tensora u#/, ktory pdzniej zostal nazwany ten-~
Sorem maprezen momentowych lub tensorem mikromomentow.
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Wektor osiowy m; jest momentem powierzchniowym. Oddzialywanie przez we-
wngtrzny element powierzchniowy nie moze by¢ przedstawione zwyklym wektorem
naprgZenia, lecz jest réwnowaizne wektorowi # i elementarnemu momentowi m;:
obie wielkosci sg funkcjami polozenia i normalnej do elementu powierzchniowego.
Z wyraZenia na ny jest widoczne, Ze my, jest j-ta skladowac momentu dzialajgcego na
element powierzchniowy normalny do osi x;.

Skiadowymi normalnymi momentu (skladowe skrecajace) s skladowe dla i = j:
a sktadowymi stycznymi (sktadowe zginajace) sa skladowe dla i # j.

Warunkiem wystarczajacym, aby wyrazy prawej strony réwnania Cosseratow
znikaly, jest Py = gy %; oraz znikanie kretu Q; (kret ten pdZniej nazywano spinem).
W tym przypadku uproszczone rdéwnanie

s, jegy el = 0

pokazuje, Ze antysymetryczna czgSé tensora naprezenia nie jest rdwna zeru, nawet
jesli zewnetrzny moment masowy jest réwny zeru, lecz réwnowazy niestaly rozklad
naprezen momentowych,

Ostatnie réwnanie nazywaé bedziemy «endostatycznym» réwnaniem Cosseratéw
ze wzgledu na jego znaczenie w opisanym tutaj przypadku szczegdlnym. Okreslenic
to wyraza niewystgpowanie wewngtrznego pedu i kretu, Réwnanie endostatyczne
prawdziwe jest réwniez dla stalego w czasie Q # 0.

Chociaz inne rezultaty Cosseratéw sa réwnie wazne (np. wyrazenie na prace
podane w § 54 1 64), wspomniano tutaj tylko réwnanie dla momentdéw, poniewaz
dla niego wielokrotnie podawano w latach 1950-1960 sformulowanie nieprawidlowe
lub mmiej ogdlne i jest prawdopodobne, Ze takie sformutowanie moze pojawié sie
w przyszlodci.

Teoria Cosseratéw poszta w calkowite zapomnienie na okres prawie lat pigédzie-
sigciu, choctaz natychmiast po ogloszeniu byla ona dyskutowana przez HELLINGERA.
I HEUNA [7] w slynnej Niemieckiej Encyklopedii Matematycznej i opracowywana
w artykulach dotyczacych mechaniki (CHWOLSON i APPELL). Autorzy teorii poswigeili
si¢ innym pracom i obaj zmarli przed ponownym odkryciem ich teorii (3). Zaoszcze~
dzono by wiele wysitku i kontrowersji, gdyby ich praca byla znana.

5. Asymetria naprefenia
i dyskusje nad propozyciami Lavala i Ramana

Duze zainteresowanie spowodowata seria prac J. Lavara (od 1951 r.) dotyczaca
warunkéw niezmienniczo$ci energii wzgledem obrotu w dynamicznej teorii siatek
krystalicznych. W pracach tych wykazywano, Ze liniowa teoria sprezystosei w przy-
padku najmniejszej symetrii (uklad trojskodny) ze wzgledu na centralny charakter

%) Eugene CosserAT (urodzony w 1866 r.) byt profesorem Wydziatlu Nauk i dyrekiorem obser-
waftorium astronomicznego w Tuluzie; F, CosseRAT zmart przedwezesnie; byt on gidwnym inzynie-
rem Wschodniej Kolei Francuskiej.
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oddziatywan migdzy atomami siarki powinna opiera¢ sig na 45 stalych niezaleznych
zamiast na 21, jak to ma miejsce w zwyklej teorii sprezystosci krysztatow,

Dzigki interwencji hinduskiego laureata Nagrody Nobla C.V. RaMANA [9]
twierdzenia fe uzyskaly rozglos. C.V. Raman odrzucajgc podejécie atomistyczne
i twierdzac, ze «formuluje na nowo fenomenologiczne réwnania teorii sprezystoscin
zadal asymetrii tensora napreZenia i koniecznodci uwzglednienia wszystkich dzie-
wigcin sktadowych gradientu deformacji jako argumentéw potencjatu sprezystosci,
jesli odksztalcenic nic jest jednorodne. Przeliczono wiedy na nowo liczbe niezales-
nych stalych sprezystodei dla kazdego ukladu krystalograficznego, ktéra wahala
sig od 45 dla ukladu tréjskosnego do 3 dla ciata izotropowego. W rezultacie szczegblo-
wej analizy dostegpnych danych eksperymentalnych dla krysztaléw wywnioskowano,
Ze teoria zostala poiwierdzona.

Podczas gdy w artykutach Y. Le Corre [10] pojawily sie coraz $mielsze twierdze-
nia wraz z rezultatami przeprowadzonych ad hoc dodwiadczen, ktére potwierdzaly
twierdzenia, dalsze prace Lavala [11] wskazywaly, Ze jest 45 statycznych i 36 dyna-

_ micznych statych sprezystodci i ze istnieja wewnetrzne momenty masowe wywolane
samymi tylko obcigzeniami mechanicznymi. Odstepstwa od klasycznej teorii
sprezystofel zostaly wyjasnione skonczonym zakresem oddzialywan i skoficzonymi
rozmiarami elementarnego krysztatu, kidre nie pozwalaja na przyjecie, ze lokalne
odksztalcenie jest jednorodne.

Poczawszy od 1957 r. propozycje Lavala byly rozpatrywane przez N. JoeLa
1 W. A, Woostera {12]. Po dopuszczeniu mozliwodci istnienia momentéw we-
wagtrznych w krysztatach posiadajacych jedynie akiywno$é optyczna ofrzymali oni
z warunkow niezmiennodei wzglgdem obrotu zmniejszenie liczby niezaleinych sta-
tych z 45 do 39. Opracowali oni réwniez nowe tablice stalych sprezystosci odkrywa-
Jjac na nowo 2 stale dla izotropii, przeprowadzili specjalny eksperyment potwierdza-
Jacy ich wnioski oraz przedyskutowali réwnania réwnowagi nie podajac jednak w ogé-
le jasnych rozwazafi nad momentami powierzchniowymi.

W tym samym czasie poza doswiadczeniami opisanymi we wspomnianych pra-
<ach przeprowadzono réwniez i przedyskutowano inne eksperymenty [13] zawsze
prowadzace do wniosku, Ze teoria Ramana i Lavala znajduje potwierdzenie ekspe-
rymentalne. Specjalisci rozpoczeli powazne rozwazania nad sprzeczno$ciami w na-
gromadzonych danych do$wiadczalnych.

W rzeczywistofci podane prawie we wszystkich cytowanych pracach argumenty
okazujg si¢ dzisiaj sprzeczne i calkowicie werbalne. Wystarczy zauwazyé, e poza
Joelem i Woosterem zaden z autoréw nie pisze ani razn réwnan réwnowagi, kazdy
pbo prostu powtarza, Ze antysymetryczna czesé tensora naprezenia jest rézna od zera,
nie wykazujac nawet dlaczego jest ona rézna. Zaden z nich (lacznie » ostatnimi)
nie rozpatrije ponownie podstaw mechaniki kontinuum (np. nie podaje si¢ Zadnej
definicji naprezenia). W rezuliacie zachodzi cafkowite pomieszanie pojeé momentu
powierzchniowego i momentu masowego 1 oczywiscie zaden z eksperymentéw, na
ktore sig powolywano lub ktéry przeprowadzono, nie mégt byé sprawdzianem teorii.
Co wigce], wszyscy autorzy identyfikuja reorig sprezystosci z liniowq teorig sprezystodci
i nie podaja definicji prawdziwych dla odksztalced skoficzonych.
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Prace powyzsze w Zadnym przypadku nie rzucily nowego $wiatla na wewnetrzne
momenty. Oméwilismy je dlatego, Ze nawet po ich ostatecznym odrzuceniu nie-
zmiennie umieszczane sq w spisach literatury i powoduja, Ze autorzy innych prac,
z veguly znacznie bardziej zaawansowanych, ida na znaczne kompromisy dla po-
godzenia ich rozwaZan z opisang «teorig 45 stalych» (por. np. [26 i 27]),

Juz w 1956 r. TrFFEN i STEVENSON [15] uzyli jedynego mozliwego sposobu obalenia
twierdzefi Ramana dajac nowe rozwaZzania dotyczace definicji naprezenia i natury
oddzialywann powierzchniowych., Napisali oni endostatyczne rdwnanie Cosseratéw
i wyraZenie na pracg sil i momentow wewnegtiznych. Ich artykul zawiera réwnies,
dyskusje modyfikacji klasycznej liniowej teorii sprezystoéci w przypadku, kiedy
dzialaja momenty masowe.

Do tej samej postaci réwnania Cosseratow doszli krytykujac Joela i Woostera,
Mc CLINTOCK, ANDRE, SCHWERDT i STOECKLY [16]. Chociaz niejasno, ich praca
omawia (réwniez jako jedna z pierwszych) sprzezenie pomigdzy napreseniami
momentowymi a skrgcaniem riemannowskiej przestrzeni z asymetryczng koneksja.
Zwigzek powyZszego z teoria ciaglych dyslokacji zostanie oméwiony dalej.

Ze wezpledu na ograniczenia niniejszej pracy (podane we wsigpie) nie podajemy
tutaj wszystkich autordw, ktdrzy krytykowali Lavala 1 Ramana z punktu widzenia
teorii siatek krystalicznych. Pierwszymi byli prawdopodobnie Loewpin (krytyka
z punktu widzenia kwantowej teorii kohezji) i HuNiNgTON [17] (sily elektromagne-
tyczne). Nalezy tutaj podkresli¢, ze niektérzy autorzy [18] powtarzali i dyskutowali
péiniej eksperymenty, ktore mialy «potwierdzaé» twierdzenia Lavala i Ramana
znajdujac w nich pomylki. Na drodze eksperymentalne] twierdzenia te zostaly wiec
réwniez odrzucone, jak mozna bylo zreszta sig spodziewaé w oparciu o same tylko
rozwaZania teoretyczne,

w tym samym czasie niezaleznie od kontrowersji zwiazavej z twierdzeniem
Lavala i Ramana inni autorzy, rdwniez nie znajac rezultatéw Cossertdw, rozwazali
asymetri¢ tensora naprefenia. Na pierwszym miejscu nalezy tutaj wymienié prace
S. BODASZEWSKIEGO [19] z 1953 r. kiodra, chociaZ znacznie bardziej analityczna niz
wszystkie prace dyskutowane wyzej, dzieli z nimi pewien «mistycyzm» o asymetrycz-
nym tensorze napreZenia (podstawa jest tutaj raczej asymetria, a nie momenty,
ktore ja powoduja) i nicodrdZnianie rzeczywistego materialu od kontinuum, ktore
go opisuje. Poza podaniem zwiazkéw napreZenie-odksztalcenie rozwaza si¢ réwniez
hydrodynamike i reologig, a nawet warunki pekania; zaden z otrzymanych rezulta-
téw mie wydaje sig jednak byé pewny.

Znacznie wigksza warto§¢ ma praca G. GrIOLI [20]. Mimo przyjecia asymetrii
naprezenia jako podstawy rozwazan jest ona jedyng praca majaca znaczenje do dzi§
(z prac omawianych w tym punkcie). W pracy tej otrzymano kompletna i bezbledng
teorig skonczonych odksztalcen kontinuum z naprezeniami momentowymi, ale bez
struktury wewnetrznej (kontinuum to bedziemy dalej nazywaé «Osrodkiem Cossera-
tow z zaleznymi obrotami»). Znaleziono tutaj raz jeszcze endostatyczne réwnania
Cosseratow, ich wyrazenie na pracg, przedyskutowano postaé energii swobodnej
podajgc wreszcie zwiazki napregenie-odksztatcenie i ich zlinearyzowana postaé.

HRozprawy Inzynierskie — 4
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Praca ta nie bierze pod uwage rezultatéw Cosseratéw i ich prostege metodolo-
gicznego sformulowania, jednak jej rezultaty zostaly uzyte pdiniej przez autordw,
ktérzy odkryli na nowo i wogdlnili teorie Cosseratéw.

6. Wprowadzeniec mikrostruktury do mechaniki kontinuom

W ostatnich kilku latach inne metody dolaczyly sie do metod opisanych wyzej.
Reprezentowane sa one w pracach badajacych zagadnienie makroskopowego opisu
ruchéw wewngtrznych (przemieszczenia i obroty w krysztatach miezalezne od prze-
mieszezen i obrotéw siatki). Zagadnienie to prowadzi wprost do rozpatrywania
momentéw wewnetrznych. Kompletne powigzanie miedzy tymi dwoma podejéciami
zostanie oméwione dopiero po podaniu wszystkich rezultatéw braci Cosseratéw.

Dawno wiedziano, ze makroskopowe odksztalcenie w siatce krystalicznej opisuje
ruch tylko tych atoméw, ktére leza w Srodkach symetrii siatki (por. np. trzeci rozdzia}
wspommnianej wysej ksiazki Borna i Huanga [1), gdzie wzgledne przemieszczenie
innych atoméw nazwano «odksztatceniem wewngtrznym». Mozliwoéé niezalesnych
obrotéw molekut byla znana juz Poissonowi [21] i pojawiata si¢ wiele razy w najbar-
dziej réznych dziedzinach. Zagadnienie wewnetrznego kretu teorii fenomenclogicz-
nej wystgpuje np. w dyskusji o symetryzacji tensora momentu energii, ktéra juz
powstala w czasie formutowania elektrodynamiki relatywistycznej [22].

Zagadnienia ostatniego typu prowadza do punktu widzenia mechaniki makrosko-
powej. W przypadkach gdzie trzeba wziaé pod uwagg strukturg materii, znaczenie
zyskujg raczej metody mechaniki statystycznoej [por. TRUESDELL i TOUPIN [30], § 1 (4)],
a nie modele molekularne. )

Do tej galezi nalezy praca H. Grapa [23] z 1952 r., ktéra mimo e po$wigcona
W istocie mechanice plynéw jest prawdopodobnic az do 1964 r. najwazniejszym
przyczynkiem do teorii kontinuum z mikrostrukturg. Zaczynajagc od nogdlnienia
klasycznej mechaniki statystycznej dyskutuje sie w niej postulaty implikowane przez
przejécie do mechaniki kontinuum. W ten sposéb dochodzi sie do naprezeft momen-
towych 1 do réwnania zachowania krgtu (réwnanie to odpowiada ogdlnej po-
staci réwnafi Cosseratow). Nalezy zauwazy¢, Ze ani zewnetrzoy ani wewnetrzny
krgt nie mogy istnieé samodzielnie, poniewaz sa zwigzane za posrednictwem anty-
symetrycznej czgici tensora naprezenia. Réwniez réwnanie energii ofrzymane przez
Grada moze by¢ powiazane z réwnaniem Cosseratow. _

Moina tutaj wymienié +Swnies, opublikowang w 1956 r. prace TOUPINA o spre-
Zystych dielektrykach [24] poswigcong szczegdlnemu rodzajowi wewnetrznej struk-
tury kontinnum (polaryzacja). W rzeczywistosei praca ta rozwaza zagadnicnia nie
objete niniejszym przegladem, miala jednak znaczny wplyw na zagadnienia oma-
wiane tutaj. Wprowadza ona do literatury o mikrostrukturach i momentach niespo-
tykana dotychczas §cistosé .metodologiczna i metody analityczne. Rozwaza ona

(*) Przypominamy, 7e réwnanie Grada uwrglednia dyfuzje czastek posiadajacych ped i kret,
podezas gdy sily i momenty masowe (ktérych sig nie uwzglednia) moga byé traktowane jako suma
wyrazow, ktore reprezentuja srodia pedu i kretu. o
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odksztalcenia skoniczone. Mozna przewidzieé znaczenie tej pracy w dalszych bada-
niach dotyczacych zakresu sit i wewnetrznych momentéw.

Przytoczymy teraz grupg prac réznych autordw, opublikowans w Iatach 1961-
1963, ktére mozna uwazaC za wyraz usitowania wprowadzenia mikrostruktury
(w szezegdlnodci obrotéw wewnetrznych) do teorii kontinuum. W czesel tych prac
mozna znalei¢ sporadyczne powolywanic sie na prace Cosseratéw, jednak bez
przyswojenia z niej ani wynikow, ani metody. W rezultacie prace te sg w ogdlnosci
zacofane w stosunku do pracy Cosseratéw, chociaz oczywidcie mozna w nich znalesé
pewne oryginalne wyniki i obserwacje.

W latach 1960-61 ukazala si¢ seria artykuléw Hinduséw RATAGOPALA i KRISHNA-
NA [25], kiGrzy w przeszlo§ci weryfikowali eksperymentalnie istnienie 45 stalych,
obecnie jednak catkowicie uznali krytyke LAVALA prac TIFFENA i STEVENSONA.
Wychodzac z warunku niezmiennosci wzgledem obrotu w siatkach krystalicznych
zamierzaja oni okreélié doktadny zwiazek pomigdzy korpuskularnymi teoriami
spreZystosci krysztaldw, a teoriami kontinuum. Chociaz, wspominaja wielokrotnie
wewngtrzoa strukture, nie otrzymuja jednak w makroskopowej teorii nic poza endo-
statycznym rownaniem Cosseratéw. Mozna to wythimaczy¢ czesto spotykanym
nierozréznianiem fenomenologii rzeczywistego ciata stalego od aksjomatycznych
wiasnosci modely uzytego dla jego opisu. Powoduje to, ze przy analitycznym sfor-
mutowaniu dodaje si¢ werbalne stwicrdzenie, ze wewngtrzne obroty sa réwne zeru.

Podobny blad popetniaja A¥ro i KuvsmiNski [26] przy wprowadzeniu wewncirz-
nych obrotéw do liniowej teorii kontinuum z naprezeniami momentowymi. W pier-
wszej pracy z 1960 r. pewne niedokladnosci we wstepnym uwzglgdnieniu «oddziaty-
wan obrotowych» pomiedzy czastkami nie powoduja ujemnych konsekwencji, po-
niewaz mikrostruktura istnieje tylko w stowach. W rzeczywistodci rozpatruje sie
teorig kontinuum ze zwigzanymi obrotami. Jeszeze raz znaleziono endostatyczne
réwnanie Cosseratéw oraz liniowe réwnania konstytutywne sprezystego ofrodka
izotropowego (w tym samym czasie GRIOLI [20] opublikowal je dla odksztalcer
skoriczonych). Za pomoca dedukcji z réwnafi Grioli wykazano pdZniej [32], ze
réwnania te sa poprawne. W drugiej pracy opublikowanej w 1963 r. wobec braku
oméwienia podstaw teorii (oczywistej wobec otrzymania w szezegdlnym przypadku
«teorii Lavala o 45 stalych») otrzymuje si¢ nieprawdziwe rezultaty. Poza nieuwzgled-
nieniem wplywu wewnetrznych obrotéw na termodynamike uzywa sig endostatycz-
nego réwnania Cosseratow, ktére wyklucza takie obroty. Na powyzszych wynikach
polegaé wige nie mozna.

Anglicy DAHLER i SCRIVEN [27] po otrzymaniu réwnan Grada w nocie z 1961 r.
(zawierajacej zdumiewajace powolywanie sic na cudze prace; migdzy innymi np.
wymienia si¢ jako uznajacych teorig Lavala autoréw, ktdrzy wykazali jej sprzeczno$é)
opublikowali w 1963 r. pierwsza czeéé teorii «kontinuum ze struktura» w zasadzie
oparte] na mechanice statystycznej. W oparciu o metode Grada [23] pomniejszajac
wktad braci Cosseratéw (ktérzy jakoby mieli tylko nakreslié zarys teorii i napisaé
jedynie réwnanie endostatyczne), rozwazali explicite sily masowe oraz momenty
i otrzymali ré6wnania ruchu (w zapisie diadowym), ktére r6znia sig od réwnan Grada
jedynie rozkladem oddzialywan na sily kontaktowe i inne.
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Calkowicie oryginalny jest natomiast ich kinematyczny opis mikrostroktury
przez. wprowadzenie wielodiadowych gestoSci polaryzacji, ktére makroskopowo
reprezenfuja momenty mas i elementarnych rozkladéw mas (pordwnaj opisana dalej
teoria GREENA 1 RIvLINA). SzczegOlnie wyczerpujaco opisano efekty zmiany pola-
Tyzacii najnizszego rzedu — wektorowej (moment dipolowy) i diadowy, ktérego czesé -
jest momentem kwadropolowym, po czym podano interesujace termodynamiczne
i statyczne rozwazania nad rownowaga kontinuum z mikrostruktura. Rozwazania
nad réwnaniami konstytutywnymi zostaly odlozone do drugiej czedei pracy.

7. Ponowne odkrycie teorii braci Cosseratow i przypadek obrotdw zwiazanych

Endostatyczne rownanie Cosseratow zostalo przytoczone w 1952 r. w traktacie
TRUESDELLA [28] 0 podstawach teorii sprezystodei. Ogélnie jednak biorac ponowne
odkrycie teorii Cosseratow nastapitlo w 1958 r. Poza artykulem GUNTHERA o zwiazku
pomiedzy teoria Cosseratéw a teoria ciaghych dyslokacii (opisanym dalej w niniegjszej
pracy) w tym roku ukazala sie praca PRICKSENA 1 TRUESDELLA rozwazajaca prety
1 powloki (5). -

Praca ta obejmuje jedynie opis kinematyczny dla przypadku tréjwymiarowego

i dostarcza nowego podejscia za pomocy matematycznego formalizmu pola dwu-
punktowego. Poza innymi proponuje sie nazwe «wektory kierunkowe» (directors)
dla trzech ortogonalnych wektoréw jednostkowych, kiore okreflaja orientacie
tréjdcianu Cosseratow. Proponuje sig réwniez vogdlnienie ofrodka Cosseratéw na
przypadek, kiedy obok zmiany katéw mozliwa jest zmiana dlugoSci wektordw
kierunkowych.
. Poprzednie rezultaty zostaly zebrane w 1960 r. przez TRUESDELLA 1 TOUPINA
w ich traktacie o klasycznych teoriach pola. Istoinym dodatkiem w tej pracy (w za-
kresie zagadnienn omawianych tutaj) jest dyskusja epistemologicznych podstaw me-
chaniki kontinuum i jej zwiazek z teoriami molekularnymi. Dyskusja ta jest przepro-
wadzona 7 punktu widzenia mechaniki statystyczne] i koncepcji fizyki szerzonej
przez BRIDGMANA. JeSli nawet moina nie zgadzad sie z pewnymi twierdzeniami
dotyczacymi prawdziwoéci teorii molekularnych, to trzeba uznaé, Zze podeicie na
podstawie postulatéw do mechaniki kontinuum (a wige rowniez do komtinuum
z mikrostrukturg) usunglo sprzecznosci pomigedzy teoriami molekularnymi a me-
chanika, kontinuum (istniejace w prawie wszystkich pracach okresu 1950-1960)
i pomiedzy pojeciami o skoﬁczon?m lub infinitezymalnym charakterze elementu
objgtosciowego. Uwazajac ze calkowe (nie wariacyjne) sformulowanie zasad fizycz-
nych jest ogdlnigjsze od sformulowan rézmiczkowych, dyskutuje sig¢ szezegélowo
réwnania ruchu kontinuum z naprezeniami momentowymi. Lokalne réwnania
opieraja si¢ na ogblnych prawach zachowania.

Istotny postep szczegdlnie w dziedzinie ofrodka z napreZzeniami momentowymi
bez mikrostruktury nastapit w 1962 r. Najwigkszy udzial ma tutaj praca R. A. Toupi-
Na [31], ktérej wysoki poziom Scistodci matematycznej jest taki sam, jaki obserwuje-

(5) Nie podajemy tutaj bibliografii tego zagadnienia. Nalezy jednak podkreslié, Ze jedno i dwu-
wymiarowa teoria Cosseratdw pozwala na $cisly opis skrecania pretéw i powlok.
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my w innych pracach tego autora. Réwnania pola (dla pgdu, kretu i energii) otrzy-
mano z ogdlnych réwnan zachowania. Sz one zgodne z ogblnymi réwnaniami
Cosseratow, jesli zauwazy¢, ze ped na jednostke masy jest tutaj predkoscia. Dopusz-
cza sig ponadto istnienie doplywu i Zrédet energii niemechaniczne;.

Po wyjasnieniu rozkladu bicgunowego tensora rzedu trzeciego (np. tensora napre-
Zenia momentowego) na tensory nieredukowane i po dyskusji jego reprezentacji
dualnej w przestrzeni tréjwymiarowej rozwaza sic klase materiatéw idealnie odwra-
calnych. Energia wewnetrzna tych materialéw jest funkcja gestosci entropii, dzie-
wigciu sktadowych gradientu odksztalcenia x°, = 8x%/0X*i 18 niezaleznych skiado-
wych materialnego gradientu odksztalcenia

E=28 (x;ia’ xf afr ),

gdzie X® sa materialami wspohzednymi, pokrywajacymi si¢ ze wspélrzednymi
w stanie naturalnym, a x* wspélrzednymi aktualnymi. Przyjmuje sig, Ze spin nie tylko
jest staly w czasie, ale takrze, Ze jest réwny zeru,

Najwazniejszym otrzymanym rezultatem jest twierdzenie, ze w takim ofrodku
tensor naprgzen momentowych, a przynajmniej jego cze$¢ dewiatorowa (w repre-
zentacji osiowej), jest rézna od zera oraz e o$rodek Cosseratéw, w ktérym obroty
tréjscianow sa rowne obrotom kontinuum (i spin réwny zeru), jest. szczegdlnym
przypadkiem materiatu rozwaZanego. Material, ktdérego energia jest funkejg pier-
wszych i drugich gradientéw deformacji, zostat nazwany materiatem stopnia 2.
Jesli N jest najwyzszym rzgdem gradientu, od ktdérego zalezy energia idealnic spre-
Zystego materiatu, to ten material nazywa si¢ materialem stopnia N (6).

Tresé tego podstawowego artykutu nzupetnia wyprowadzenie w oparciu o zasade
prac przygotowanych réwnan poprzednio znalezionych i pokazanie, Ze materiat
stopnia drugiego jest dyspersyjny (predko$é fali spiezystej zalezy od jej czestotli-
wosci). _

W tym samym zeszycie Zamieszczona jest praca MINDLINA i TIERSTENA [32]
rozwazajaca efekty naprezen momentowych w liniowej teorii sprezystosci. Rozpatry-
wany ofrodek jest idealnie sprezystym, izotropowym oérodkiem Cosseratéw ze
zwigzanymi obrotami. Rezultaty podane sa w zapisie diadowym. Dyskusja lineary-
zowania konstytutywnych réwnan Toupina (i Griolego) prowadzi do zdefiniowania
charakterystycznej dlugodei /, ktéra jest funkcja stosunku nowego moduhi gictno-
skrgtnego do zwyktego modulu $cinania. Stata I powoduije réznice w 10zwigzaniach
dla ciat bez i z naprezeniami momentowymi. Réznica jest istotna, jesli charakte-
rystyczne wymiary ciala i diugosci fal sg poréwnywalne z 1. Dyskutuje sie propagacie
plaskich (dyspersyjnych) fal, drgania plyty, koncentracje naprezen, centra odksztal-
cen, podaje sig twierdzenie o jednoznacznodci 1 opisuje mozliwe do przeprowadzenia
cksperymenty.

{*) Por. Nowt, Arch. Rat. Mech. Anal, 2 (1958) 197. Krotka wskazdwka dotyczaca tych
osrodkdw nelezy juz do B. SAINT-VERANTA, Compt. Rend. Acd. Sci, Paris 68 (1859), 569. Byly one
studiowane przez T. JamarLLo, A Generalisation of the Energy Function of Elasticity Theory,
Univ. of Chicago, 1929,
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Poza krotka nota HAYARTA [33] o townaniach konstytutywnych oS$rodka Cosse-
ratow nalezy wymienié¢ tutaj rownieZ prace TOUPINA i Gazisa [34], gdzie zastosowa-
no teorig skoficzonych odksztalcen materiatu stopnia drugiego do zagadnienia od-
ksztalcen powierzchniowych jednorodnego krysztalu. W ogdlno$ci nie istnieje stan
naturalny wolny od naprezen i «hipernaprezefi» (uogdlniona sila 68/6xfaﬁ, ktora
redukuje si¢ do naprgzen momentowych dla ofrodka Cosseratéw ze zwigzanymi
obrotami). W rezultacie pojawia si¢ odksztalcenie w cienkiej warstwic w poblizu
powierzchni, to samo, ktére znaleziono w eksperymentach nad dyfrakcja elektronéw
o malej] energii.

8. Uogdinienie kontinuum Cosseratéw i nowe modele mikrostraktury

Przedyskutujemy teraz kilka propozycji modeli kontinuum, ktére dopuszczaja
bardziej zlozone wewngtrzne napreZenia niz obrét tréjécianéw Cosseratéw. Byly
one sformutowane w kilku ostatnich latach i albo uogélniaja kinematyke ofrodka
Cosseratow, albo znajduja ja jako przypadek szczegdlny. Pierwszy rodzaj rozsze-
rzenia wigze sig z ogblna geometria rézniczkowa uzywana w teorii dyslokacii cigglych.
Ten punkt widzenia sugerowany przez GUENTHERA [35] jednego 7 odkrywedw teorii
Cosseratow zostal przyjety przez KrOBNERA [36].

Sze$¢ stopni swobody ofrodka Cosseratéw (trzy przemieszezenia i trzy obroty)
mo7na okresli¢ réwniez za pomoca odksztalcen i gradientéw obrotéw zwiazanych
wrzajernnie rownaniami nierozdzielnodci. Jesli usunaé te ostatnie, otrzymuje si¢
ofrodek z 15 stopniami swobody (odksztalcenia i krzywizny okreslone przez prze-
mieszezenia i obroty). W tym ofrodku krzywizny moga byé powiazane z gestodcia
dyslokacji. Siggajgc do znanej (BiLsY) identyfikacji gestosci dyslokacji z tensorem
Cartana

(1%,
KRroEeNER pokazuje, Ze nicspdjne kontinnum Cosseratéw jest identyczne z ofrodkiem
- opisanym przez koneksje afiniczng I'yr (15 skladowych) w nieriemannowskiej
geometrii z asymetryczng koneksjg. Odpowiednimi uogélnionymi sitami sa: 6 skia-
dowych naprezenia i 9 skladowych napreZenia momentowego, ktére opisuja «makro-
skopowo mikroskopowe fluktuacje naprezenia spowodowane ciaglymi dyslokacja~
mi».

Rozwaza si¢ rowniez zagadnienia zwiazane z catkowaniem réwnafi o$rodka
cigglego podanych przez BinstriNa. Dyskutuje si¢ tez model «para i dia-sprezystegon
kontinuum, gdzie punktowe defekty siatki sq scharakteryzowane pod wzgledem me-
chanicznym jako sprezyste dipole i sity podwdjne i wykazuje bliski zwiazek migdzy
tg teoria a ogblna teoria wrglednodci.

Z naszego punktu widzenia najbardzicj waznym rezultatem rozwazaf tego typu
Jest jednak pojawienie sig plastycznoéei w teorti mikrostruktur (poprzez dyslokacje).
Uogélnienie, ktére poszio w zupelnie innym kierunku omawianym wezesniej przez
Ericksena i TRUBSDELLA [29], jest objete praca R.D. MiNDLINA [37] z 1964 .
rozwazajgcy mlkmstrukturq Praca nie ogranicza sa@ do liniowej teorii sprezystoded,
lecz idzie znacznie dalej. '
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MinDLIN zaklada, Ze odksztalcalna «mikroobjetosén jest zanurzona w kazdej
czgstee materialnej i Ze moze opisaé elementarny krysztal, molekule polimern lub
krystalit. Model matematyczny sklada sie ze Zwyczajnego spojnego kontinuum
sprezystego, ktdrego kazdy punkt jest sam sprezystym kontinuum, ktére z kolei
moze ulega¢ w «mikroosrodku» jednorodnej «mikrodeformacji» (jednak nicjedno-
rodnej w «makroo§rodku»).

Mikrooérodek pokrywa sig z odksztatcalnymi wektorami kierunkowymi Erickse-
na i Truesdella, poniewaz kazde jednorodne odksztalcenie Jest jednoznacznie okreslo-
ne ruchem trzech liniowo niezaleznych wektoréw. Jesli zatozyé, ze mikrooérodek
Jest sztywny, to odpowiada on tréjécianowi Cosseratéw. Jesli nie ma réznicy w od-
ksztalceniu mikro- i makroosrodka, otrzymuje sie materiat stopnia drugiego. Jesli
wprowadzi¢ oba zalozenia, otrzymuje sie oérodek Cosseratéow ze zwigzanymi obro-
tami (w liniowej wersiji). '

Réwnania ruchu otrzymuje si¢ 7 zasady Hamiltona Po przyjeciu, Ze gestodé
energii (na jednostke makroobjetosci) jest funkejs zwyklego symetrycznego tensora
makroodksztatcenia, gradientéw mikro przemieszczen i wzglednego odksztalcenia
obu ofrodkéw (42 zmienne). Ta konstytutywna hipoteza prowadzi do 903 niezalez-
nych wspélezynnikdw, ktore redukuja sie do 18 dla centrosymetrycznej izotropii.
Dla tego ostatniego przypadku opracowano teoric dtugich fal plaskich i znaleziono
dla dyspersji (z galezia optyczng i akustyczna) stosunki analogiczne do tych, ktére
wystepuja w teorii dhugich fal w siatkach krystalicznych [1] i obserwowane sa w dy-
fuzji neutrondw. Nastepnie przedyskutowanc réine szczegdlne zagadnienia 1 od-
powiednie postacie Téwnaf.

W jeszeze innym kierunku poszly dalsze wogdlnienia zaproponowane w 1964 r.
przez GREENA i RivLiNa [38] w dwu artykulach o wielkiej Scistodei i ogdlnodei.
Oznaczajac przez v, kartezjaniskie wspdtrzedne dowolnego pola predkosci w zwykiym
kontinwum, przyjmuje si¢, ¢ pochodna pracy wzgledem czasn {na jednostke masy)
sit masowych wynosi I, = F; v;. WyrazZenie typu L = Fy vy, gdzie F; jest antysy-
melryczne, moze przedstawiac pracg pola zewnegtrznych sit masowych na predkodciach
katowych (antysymetryczna czeéé gradientu predkosei). Jeshi Fyy ma czeéé symetrycz-
ng, to wyrazenie to przedstawia pochodna wzgledem czasu pracy sit podwdjnych
(czgsciowo momenty i czesciowe samozréwnowazone) zwigzanych ze wszystkimi
gradientami predkoscei; takie sity wystepuja np. w osrodku z mikrostrukturg Mindlina.

GREEN 1 RIVLIN rozwazaja wyraZenie na pochodng pracy wzgledem czasu, ktore
zawiera gradienty predkosci rzedu i z ki6rymi jest sprezona 27 biegunowa sita ma-
sowa reprezentowana przez tensor rzedu g4-1:

L= Fua iy ip Toa 1,00

1 Toy eray

Podobnie definivje si¢ wiclobiegunowe naprezenia, ktérych moc wynosi I =
== Ojt iy, i i U444y, ..., 45 DOdatkowy indeks oznacza powierzchuie, na ktdra dziala
sita. Definiuje si¢ réwniez zloZzone wiclobiegunowe sily, ktdre sprzgzone sa z 1ogol-
nionymi przemieszezeniami (funkcja gradientéw predkodei rozoych rzedéw) w ten
sposéb, e praca jest skalarem.
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Réwnan ruchu nie otrzymuje sig z rdOwnan zachowania, lecz dedukuje si¢ z postu-
lowanej nierdwnosci produkcji entropii przez narzucenie na réwnanie energii nie-
zmienniczodel wzglgdem sztywnych ruchdw ciala, Ostatecznie «uogolniony materiat
sprezysty» definiuje sig za pomocg rownan konstytutywnych zakladajac, 2e energia
i napreZenia sy funkcjami entropii i gradientéw przemieszczenia do dowolnego
rzedu wiacznie.

Idea innego wogdlnienia wprowadzonego w drugie] pracy Greena i Rivlina
siega pracy Truesdella i Toupina [30] (por. réwniez polaryzacje DAHLERA i SCRIVENA
[27)).

Przy przejSciu od ofrodka Cosseratdw ze zwiazanymi obrotami do osrodka ogél-
nego obroty trojéciandw staja si¢ niczaleine od obrotéw kontinuum, a gradienty
predkodci zostaja zastgpione bardzicj ogllnymi wiclobiegunowymi przemieszcze-
niami, Na przykiad dla wielobiegunowych sit masowych czasowa pochodna pracy
wynosi '

L= Fﬁﬂz"'j? ‘Z)ij1jz"'j?'

W specjalnych przypadkach cz¢dé indeksdw v moze byé¢ indeksami rézniczkowymi
(gradienty zwyklej predkosci). Przyjmujac w poprzednim wyraZeniu y = a-+f
otrzymuje sie

L = Fij, i} i mta Uty i b i

GREEN I RIviIN opracowali systematycznie teorie tych predkodcei 1 przemieszezen
wiclobiegunowych oraz odpowiednich sit masowych, sit powierzchniowych i napre-
zef (mechanika wielobiegunowego kontinuum). Kazde rdwnanie podane jest w zmien-
nych przestrzennych i materialnych (Jednak zawsze w prostokatnych kartezjanskich).
Podobnie jak w pracy pierwsze] otrzymuje sig¢ rownania ruchu z réwnania energii,
nierowno$ci produkeji entropii i warunkéw niezmienniczosci wzgledem nalozonego
ruchu sztywnego. Wprowadzenie nowych stopni swobody spowodowalo koniecz-
no$¢ nowego zdefiniowania energii kinetycznej, kt6ra jest jednorodna kwadratowa
funkcja wszystkich wielobiegunowych predkosci. Klasyczne réwnania (réwnowaga
czworocianu) sa spelnione przez «jednobiegunowe» zwyczajne sily i napreZenie
nawet, jeSH istnieja sity wielobiegunowe. Rezultat ten znany byl wezeéniej dla konti-
nuum Cosseratéw w przypadku isinienia naprezen momentowych.

Nastgpnic poprzez réwnania konstytutywne definiuje sie cialo sprezyste zaklada-
jac, Ze energia i wielobiegunowe naprezenie sg funkcjami eniropii oraz jedno- i wie-
lobiegunowych przemieszezen az do pewnego rzedu wlacznie oraz ich pierwszych
gradientéw. Wykazuje sig, 7e gradienty wyzszych rzeddw nie moga wystepowaé
w réwnaniach konstytutywnych. Na koniec dla jedno- i dwubiegunowych przemiesz-
czen Znajduje sig infinitezymalng teorie sprezystodei, ktéra praktycznie pokrywa sie
Z teoria Mindlina.

W «dodatku» buduje sie teorie oérodka skladajacego sig z czastek materialnych,
gdzie wielobiegunowe przemieszezenia okreélaja polozenia czastek wzgledem érodka
cigzkodci. Teoria ta stanowi uzasadnienie dla definicji wprowadzonych dla kontinuum,
gdzie podstawy byt uklad aksjomatéw.
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9, Monografia Toupina z 1964 r.

Artykut Toupina Teorie spreiysiofci z napreZeniami momentowymi [39] moze
by¢ wlasciwym zamknigeiem niniejszego przegladu. Poza zwykly Scistoécia rozwazaf
praca ta dla przynajmniej dwoch powoddw jest podstawows dla teorii naprezen
momentowych i mikrostruktury. Po pierwsze skompletowano tutaj w nowoczesny
sposéb ogblng teorig braci Cosseratdw (nie zwiazane obroty) i przedyskutowano
szczegblowo rezultaty i metodg dedukcyjna. Po drugie artykul zawiera krétkie
oméwienie historyczne (z ktorego korzystano wiele razy w niniejszej pracy) i dyskusje
zwigzkow pomigdzy réznymi modelami kontinuum z naprezeniami momentowymi.
Nie oméwiono jedynie teorii Greena i Rivlina, ktora zostala opublikowana w tym
samym czasie co monografia Toupina. Przede wszystkim zdefiniowano bardzo
ogdlny formalizm kinematycznego opisu roznych modeli, gdzie skoficzone odksztal-
cenia kontinuum sg opisane w krzywoliniowych wspotrzednych, a materialne wspol--
rzgdne &% (@ = 1, 2, 3) nie koniecznie pokrywaja sig z przestrzennymi wspdlrzednymi
w konfiguracji odniesienia.

Mikrostruktura jest opisana wektorami kierunkowymi @ (£, 1) (g,i= 1,2, 3)

wprowadzonymi przez ERICKSENA § TRUBSDELLA. Jeli odksztalcaja sie one swobod-
nie, to opisuja mikroosrodek Mindlina, je§li natomiast wektory d* sg ortogonalne
n

i jednostkowe, to reprezentuja trojécian Cosseratéw. Pokrétce méwi si¢ réwnies
o mikrostrukturze bardziej zlozonej opisanej polami tensorowymi @ (Z, £)
(e=1,2,..,7).

Stosujgc wariacyjna procedurg Cosseratéw rozszerzong na odksztatcalne wektory
kierunkowe definiuje sig gesto$¢ dzialania

CL= L3t dl #, dh ofdE,
gdzie xt = x? (&% 1) okresla polozenie & w chwili £, a
xt, = OxF (L, O)f0€°, Xt = dxi (£, for.

Roéwnania ruchu sa réwnaniami Eulera dla zasady Hamiltona
oL ndva=0
1P

dla dowolnych niezaleznych wariacji dx? i dd?, gdzie P jest dowolng czeécia oérodka

sprezystego, a I dowolnym przedzialem czasowym. Postulujgc niezmienniczo$é L.
wzgledem «przemieszezefi euklidesowych» (sztywne ruchy kontinuum lacznie z od-
powiednim sztywnym obrotem wektoréw kierunkowych) pokazuje sie, e warunkami,
koniecznymi i dostatecznymi niezmienniczo$ci sa réwnania zachowania pedu,
kretu i energii. .

Odnoszac réwnania ruchu do konfiguracji aktualnej otrzymuie sie dla pedu
zwykle réwnanie Cauchy’ego i zamiast réwnania Cosseratéw dla kretu bardziej,
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ogblne réwnanie, ktére mozna nazwaé roéwnaniem Toupina. Czgs¢ antysymetryczna
tego réwnania (dla podstawienia 1/2 (ay — an) = apy; zamiast )

. - L] k
my®y — tantHlen = = Gunt % P), mune = hugy

jest réwnaniem Cosseratéw (bez ograniczenia do kartezjafiskich prostokatnych
wspotrzgdnych), w ktérym zamiast tensoréw osiowych (p. 4) uzyto tensoréw biegu-
nowych. Moment masowy i spin sa reprezentowane przez antysymetryczne tensory
drugiego rzedu, a naprezenie momentowe przez tensor trzeciego rzedu, antysymetrycz-
ny wzgledem dwu pierwszych indekséw my;* = my®. Okazuie sie, ze antysymetryczna
czg8¢ tego réwnania odpowiada przypadkowi sztywnego uktadu wektorow kierun-
kowych, a wige tréjscianowi Cosseratow.

Réwnanie Toupina ma jednak czeéé symetryczna. Jej interpretacia jest trudniej-
sza. Ze wzgledu na miejsce, ktdre potrzebne byloby do zdefiniowania wszystkich
symboli, ograniczymy si¢ tutaj do podania interpretacii jedynie czeéci wyrazéw.
Na przykiad tensor, ktéry w réwnaniach Cosseratéw prezedstawia spin, ma w réwna-
niu Toupina réwniez czes¢ symetryczna. Jesli przyjad, ze

. ab, ab
éLjod = vdi, v=0,
[ 4

to ta czeS¢ symetryczna opisuje szybko§é zmiany czynnika postaci («form factor»)
jednorodnego mikroodrodka Mindlina.

Podobnic zamiast antysymetrycznej wzgledem i oraz j dywergencji my® tensora
naprezen momentowych w réwnaniu Toupina wystepuje dywergencja hy¥, ; tensora
nazwanego tensorem hiper-naprezenia. Wielko§é m; = hpn® np jest momentem
powierzchniowym, a odpowicdnia czgéé symetryczna reprezentuje powierzchniowe
samozréwnowazone sily podwdjne.

W przypadku oérodka drugiego rzedu ten tensor hiper-napreZenia zdeﬁnlowany
ogdlnie jako

¥
x
Xk
adi

a

Jest omawlanym w p. 7 wyraZeniem 8e/0xt, af

By = — j=1 gt
a

Ten model kontinuum z energiy sprezysta

E(P)= f & (xt, oy X%, o, &) dV.

Toupin rozwaza ponownie dopuszczajac mozliwo$é zaleznodci e:ﬂerg;u kinetycznej
od wektoréw kierunkowych. Dowodzi, e osrodek Cosseratéw ze zwigzanymi obro-
tami nawet przy spinie réZznym od zera jest przypadkiem szczegdlnym osrodka dru-
giego rzedu 1 ze jego energia jest funkcja tensora odksztalcenia i jego gradientu.
W oérodku tym w przeciwienistwie do ogolnego materialu drugiego rzedu nie ma ani
dyspersji ani odksztalcenia brzegu. Toupin uwaza, Ze nie nalezy poswnzcac mu dal-
szych studiow,
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W ostatniej czesci pracy Toupina, podwigconej odksztatceniom brzegu, podano
opracowang wlasnie teori¢ TourINa i GazisA [34]. Wykazano, 7e dla prawie wsZyst-
kich jednorodnych i izotropowych materiatéw drugiego rzedu istnieje stan naturalny
okreflony z doktadnodcia do ruchu sztywnego. W stanie tym istnieje jednak hiper-
naprezenie, ktérego wystgpowanie powoduje odksztalcenie warstwy powierzchnio-
wej w poblizu powierzchni swobodnej, co jest jakoéciowo zgodne 7 doswiadczalnymi
danymi dla krysztatéw.
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PezmowMe

BHYTPEHHHUE MOMEHTEI B TBEPABIX TENAX W KOHTHMHYYM C BHVTPEHHEMN
CTPYKTYPOH

PaboTa spisercs kpuTEYeckuM o0pazoM, M3masHHX Ho 1064 r, nyOnomkanmi, xacaronmrxcs
ACpacCMATPUBACMOTO B KAACCHYECKOH TEOPHM BONMPOCA MOMEHTHBIX HANPMKSHANH H ONECRHEA
JBIDKCHAH, CBASAHHBIX C aTOMAapHOM CTIPYKTypoid marepmw. OOpaneHO BHMMAHWE HE TEODHIO
Gpatecs E, m @, Kaccepa u 31 062 BOIpOCA BOLNTH B WIYYEHHe HOBEX H Goiee paspabGoTAHHRIK
€ MATCMATHUECKOH TOYKH 3penus, MoZelelf KomTHHyyma, oBNAmaloero «BHYTpeHHEH CTDYXTy-
DOi». ITH M3y4eHus B CBOXO OUEPEmb PAIBHIM HOBLIE TOUHBLIC HCCTCIOBAHA OCHOBHBIX HpHAE-.
HOB MCXAHHKH XOHTHHYYMA.
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Summary
INTERNAL COUPLES IN SOLIDS AND STRUCTURED CONTINUA

This paper is a survey of works published until 1964 about couple-stresses, not considered
by the classical theory of elasticity, and the capability of the latter to describe motions connected
with the atomistic structure of matter. Since the re-discovery of the French scientists, E. and
F. CosseraT both the problems have been unified in the study of new and more elaborate
mathematical models of a continuum with an “internal structure”, involving in turn a new accurate
survey of fundamental principles of mechanics of continua.

Praca zostala zloiona w Redakeji dnin 11 styeznia 1966 r.





