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NAPREZENIE W SPREZYSTO-PLASTYCZNEJ KUL! Z PUSTKA KULISTA,
ZNAJDUJACEZY SIE W ZMIENNYM POLU TEMPERATUR

BOGDAN RANIECKI (WARSZAWA)

I. Wstep

W pracy podaje sig sposob okredlenia chwilowych.i ustalonych naprezed w kuli
z wspotSrodkowa pustka kulista, znajdujacej si¢ w niestacjonarnym polu temperatur.
Przyimujac symetrie kulista rozwazono trzy przypadki przy nastgpujacych zatoke-
niach: 1) obie powierzchnie kuli sg wolne od naprezen, 2) powierzchnia gléwnego
oddziatywania cieplnego jest wolna od napreZen, natomiast przemieszezenia drugiej
powierzchni sa réwne zeru, 3) wykonuiac przejécie graniczne we wzorach otrzymanych
w przypadku drugim, gdy promiefl pustki kulistej dazy do zera, uzyskano rozwigza-
nie dla pelnej kuli.

Wiyniki uzyskano na podstawie teorii deformacyjnej przyjmujac liniowe wzmocnie-
nie oraz pomijajac wplyw temperatury na whasnodci fizyczne materialu. W pracy
pomini¢to takze wplyw przyspieszef. Zatem zagadnienie traktowane jest jako
quasi-statyczne. Pierwsze zalozenie ogranicza stosowalno$é wzoréw tylko do tych
przedzialdw temperatur, w ktérych zmiany wlasnodci materiaty sg jeszeze nleznaczne.
Ostatnie zaloZenie moZe spowodowal duze odstepstwo od rzeczywistosci tylko
w przypadku bardzo szy}bkich zmian temperatury powierzehni kuli. Mozna jednakze
wykaza¢, Ze takie zmiany mozliwe sa do osiggniecia (przy wymianie ciepta droga
konwekeji) dopieto przy ogromnych, rzadko spotykanych wspolczynnikach przeni-
kania ciepla (plyn — ciato stale) rzedu

cpay [ kcal ]
2 tm2heC)’

gdzie ¢ oznacza cieplo wlasciwe ciala stalego, p gestosé ciala stalego oraz ag predkose
propagacii fal podluznych w ciele stalym.

W pracach dotyczacych badania stanu naprezenia w sprezysto-plastycznej pelnej
kuli (por. np. [1 i 2]) wykazano istnienie w materiale jednocze$nie trzech obszaréw:
odksztalcenn sprezystych, plastycznych oraz odciazenia. Ten komplikujacy rozwia-
zanie fakt spowodowal, Ze w pracach tych zaktadano niesciliwosé materialu. W pracy
[1] przyjmujac liniowe wzmocnienie uzyskano bledny obraz ostatecznych naprezen
w kuli ze wzgledu na niepoprawne calkowanie rownania réwnowagi w obszarze
odciazenia, co doprowadzilo w konsekwencji do bicdnego okreslenia napreZzen na
powierzchni granicznej miedzy obszarami odciazenia i obeiazenia. W pracy [2] przy-
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jeto dodatkowo cialo idealnie-plastyczne, co pozwolito znacznie uproécié rozwia~
zanie ze wrgledu na to, Ze¢ W obszarze odksztaleed plastycznych zagadnienie stalo
sie statycznie wyznaczalne.

Rezygnacja z powyzszych zatozen (jak to pokazemy) powoduje istotne zmiany ilos-
ciowe, chociaz jakoSciowy obraz rozwiazania jest podobny. Dokladnos¢ wyznaczo-
nych chwilowych i ostatecznych stanéw naprezenia zalezy przede wszystkim od do-
Itadnoéci wyznaczenia granic istniejacych obszaréw. Dlatego sposéb okreglenia tych
granic odgrywa wazing role w tego typu zagadnieniach. Podobnie jak w pracy [3]
pokazano, ze wyznaczenie granic sprowadza sig do rozwigzania ukladu réwnan,
z ktérych jedno jest nieliniowym réwnaniem rozniczkowym zwyczajnym, rozwiaza-
nym wzgledem pochodnej, a drugie réwnaniem funkcjonalnym.

2. Réwnania wyiSciowe

Opierajac sig na teorii deformacyjnej oraz wykorzystujac ten fakt, ze w przypadku
symetrii kulistej mamy
du u

2.1 Op= U, Etp=28, & = a0 Fo™ 0

otrzymamy nastgpujgce rownania laczace stan paprezenia ze stanem odksztaleenia
(2.2) o; = ple), ort20 = 3K (er+28p — 30T,

gdzie o] == |oy] oznacza intensywnoé¢ naprezenia rozciggajacego, € = |&)l inten-
sywnoéé odksztalcenia rozciagajacego, ¥ funkcje znana z proby na czyste rozeiaganie,
a wspblezynnik rozszerzalno$ci liniowej, T temperaturg, K = E/3 (1 — 2v) modut
scisliwoéel objetosciowej, E modut Younga oraz » wspolczynnik Poissona. Wprowa-
dziliémy rdwniez oznaczenia:

{2.3) . gy = 0y — Oy
oraz

2
(2.4) & — 3"(6,- — 8,,,).

Korzystajac z idel zawarte] w pracy [4] wprowadzimy [unkcje

(2.5 €= &r — &
oraz
. : 2 (2
(2.6) Fiey=F(@, H = Y (38) + Ke.

Wykorzystujac réwnania (2.2), (2.3), (2.4) i (2.6) rownanie réwnowagl dla matych
odksztalcen,
day + 2 (op — 0g) _

(2.7} s - -0,
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przyjmuje postac
dF 3F oF

(2.8) o 3Ka, =0

W dalszym ciagu bedziemy si¢ postugiwad nastgpujacymi wielkoSciami bezwymia-
rowymi:

kt T B 2F 2Ey e
TR - 4T R T = 3Katy YT 3Ka Ty
Ey &5 U — 2Epu _ T g, = 20,
T Kaly T 3KaTy R’ =7 " 3Ka Ty,
(29) K E] 20',1; 2E{u Ep
'}"% = o 4 yr =, Sp = 755 € = T T
Ew Ew 3Ka TQ 3K(L TO
ZEwSQ; . U - 5’U U . 2 (1 —{_ 'V)
eq‘_3KaTﬂi Q’ X_OQ 0 = €y [P Es — 3 E Jg.
Hix}

450
i

Rys. 1

Wielko$é v nazywamy liczba Fouriera. We wzorach powyzszych przyjeliSmy naste-
pujace oznaczenia: R promiefi zewnetrznej powierzchni kuli, & wspolczynnik dy-
fuzyjnosci ciepta materiatu kuli, Ty dowolna stala majaca wymiar temperatury,
E; modutl liniowego wzmocnienia przy czystym rozcigganiu, os granica sprezystosel
PrIy czystym rozcigganiu oraz

. E(-v)
S CEI=)

4
E = 3E1+K.

Dla przypadku finiowego wzmocnienia funkcja 7y (x) = 7 {g, ©) przyjmuje na pod-
stawie wzoru (2.6) posta¢ pokazang na rys. 1.
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Calkujac réwnanie (2.8) otrzymamy (w wielko§ciach bezwymiarowych)

= = -1 4@
(2.10) G"=2[T(Q,r)——3T(l,T)—( 3 )w(e,r)]+—3 ,
o e/ e
1

T v)ndy.

(2.11) ' @ (g, 7) = 7
4

Funkcja o oznacza $rednia temperature warstwy kulistej o promieniach r i R.

Ze wzgledn na to, ze calkowanie réwnania (2.8) przeprowadzono niezaleznie od
funkecji F; (x), réwnanie (2.10) jest stuszne dla wszystkich obszardw.

Nlech

(2.12} x =G (F1)
bedzie funkcja odwrotng funkeji F1 (x). Na podstaw’e (2.9) i (2.10) otrzymamy

o U
(2.13) = G(F)=Ho, 7, 4),
o o
skad po scatkowaniu
U - H(n, 1, 4)
(2.14) — zf . dn+B().
e

Funkcje 4 (7) 1 B (7) wystepujace w réownaniach (2.10) i (2 14) wyznaczamy przy
rozpatrywaniu kolejnych przypadkdw. _

Na podstawie rys. 1 oraz na podstawie rownan (2.2), (2.3) i (2.4) otrzymamy naste-
pujace zaleZznofei:

dla obszaru odksztalcefi sprezystych

- F
(2.15) x=G({F)=F1, S;=-—-20+ ?(37@ — D43yt e
dla obszaru odksztalcen plastycznych
1—92
y:

x—G(Q}’-’l)*@iT — Xy, z=

,} g

{2.16) )
. "1 2 3 2
S¢=—2T+? 3?*1 +3yle¢“'£712XS;

dla obszaru odciazenia

Xx=G )= F1t+Fole)z—xs 2,

@17 _ T 3 >
= 2T+ G — Ddle, — izt S vz T @)

Naprezenia S, we wszystkich obszarach okresla wzdr

(2.18) Sy = F 4 3pi e, — 27
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3. Przypadek 1

Przyjmiemy, Ze zewnegtrzna i wewnetrzna powierzchnia kuli sa wolne od naprezef, tj.

Ry
G.D [St]ee1 =0, [Sthyp, =0, &1 =4,

gdzie R; oznacza promien wewngtrznej powierzchni kuli.

Zatozymy réwniez dla ustalenia uwagi, ze gléwne oddzialywanie cieplne ma miejsce
na powierzchni ¢ = 1. Oddzialywanie to bedziemy rozumieli w tym sensie, e po-
wierzchnia p = 1 jest ogrzewana i nastepnie chtodzona do poczatkowe]j temperatury
Iub tylko ogrzewana w taki sposob, ze w materiale pojawiaja si¢ trwale odksztakcenia
i Ze wystepujace nastepnie odcigzenic nie doprowadzi do pojawienia sig wtérnych
odksztatcen plastycznych. ' T

Przy tego redzaju zatozeniach charakter ksztaltowania sig obszaréw w materiale
bedzie nastepujacy (rys. 2):

‘ I l v M@
| P

e M
Pal®)
T

o Obszar odksziatcen
plastyczoych

Rys. 2

Poczawszy od pewnego czasu 7 od zewneglirznej powierzehni kuli w glab materiatu
bedzie sic rozwijal obszar odksztalcefi plastycznych., Nastepnie w przedziale czaso
Ty < T < T3 W materiale wystepuja trzy zmienne w czasie warstwy kuliste: plerwsza
lezgea w poblizu powierzchoi ¢ = 1 znajduje sig w_stanie odcigZenia, druga lezaca
w $rodku znajduje sie w stanie aktywnych odksztalcen plastycznych, trzecia leZaca
w poblizu wewnetrznej powierzehni kuli znajduje si¢ w stanie odksztalcen spre-
Fystych,

W crasie T = T3y wystepuja dwic warstwy o stalej szerokosei. Plerwsza o < ¢ < 1
bedaca w stanie odciagzenia. Druga p; < ¢ € ox bedaca w stanie odksztatcen spre-
zystych. W szezegolnym przypadku nieciaglych warunkéw bi'zegowych, WyzZnacza-
jacych pole temperatury, moze si¢ zdazy¢, 2e 7 = 7y lub 7, = 7, = 0.

3.1. Rozwigzanie dia obszara I. Obszar ten jest obszarem odksztatcenn sprezystych.
Wykorzystujac warunki brzegowe (3.1) wyznaczamy funkcje 4 (z) oraz B(z) ko-
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rzystajgc z réwnan (2.10), (2.14), (2.15); oraz (2.18). Otrzymamy nastepujace rozwia-
zanie:

_ 1 2 :
PSP T IS P

_ 2(1 ) b @
€ *? E’E-—l [0, (7) — o {e, )] 3,}}% 1(":)7895’
(3.2)

1
Sy = 2(53%1) A — ) o (e, D) — 0 ()] = S},

_ 1 L
&:(vyﬂr@ﬂ+%—ﬂw@ﬂ—@+ﬁ%&ﬂﬁ$

gdzie 01 (7) = o (py , 7) oznacza $rednig temperaturg kuli z pustka.

7 pierwszego z réwnan (3.2) wynika, ze (w ramach przyjetych zatozef) najwigksza
intensywnoé¢ odksztafcenia wystapi na powierzchni p = 1.

Zatem warunek pojawienia si¢ odksztalcefl plastycznych w materiale jest nastgpu-
jacy:

(3.3) ) Tl 1) — 0 (x) > %

7 nieréwnosci (3.3) wynika znany fakt, Ze o intensywnodci odksztalcen w poblizn
o0 = 1 decyduje réznica miedzy rzeczywista temperatura powierzchni p = | oraz
§rednig temperaturg kuli. Intuicyjnie jest rzecza zrozumiala, ze warunek (3.3) bedzie
speniony przy dostatecznie duzej szybkodel ogrzewania kuli. Wielkoé¢ te¢ w praktyce
czesto przyjmuje si¢ jako podstawowy parametr stuzacy do okreélenia cdpowiedniego
krytertum zniszczenia.

3.2, Rownanic linii o, (r) w przedeiale 71 <<z <v2. Niech w chwili v = 7; bedzie spel-
niona réwnosé

G4 T(,m) — 0y (a) =5

Poniewaz réwnanie (2.10) jest stuszne zaréwno w obszarze W jak i w I, to
funkcje A (r) wyznaczamy z warunku F [7, op (7)} = .
W ten sposOb otrzymamy

A7) =271, ©) — 2L (%),

(3.5 _ 1 2
7o, 7) = 2[T(9, )+ (E - 1) w (@, 'r)] —EgL('c),
gdzie
\ _ 11— , X
(36) L (17) =gy (T) T(Qilb 'T:)JF _Q;V 154 (QP’ 1:) - 9107'

Funkeje B (7) wyznaczamy z warunku brzegowego dla o = 1. Korzystajac z row-
nania (2.10), (2.14), (2.18) oraz (3.1) otrzymamy

2
3.7 - B(r):gl}:gL(r).
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Réwnanie linii gp (v) okredlimy spetiajac warunek brzegowy na powierzchni
g = €1- S

Korzystajae z roéwnafi (2.18), (2.15), (2.14), (2.16); oraz (3.7) otrzymamy
1 7o)
y? i

i

ep (2}
1 .

(8 [Ser= [(ﬂg:l+3ﬁ[ oy -

T (o, )

' s _

—xzlngp+ f p dn] — 2T (01, 2L (1) =0,

ep

gdzie

1—92
1}}2
Podstawiajac do réwnania (3.8) funkcje F (o, 7) okreflona réwnaniem (3.5), otrzy-

mamy po wykonaniu catkowania oraz szeregu rézaych przeksztalcen nastepujaca

postaé funkcjonalnego réwnania okreslajacego linie pp (7):

(3.10)  [z0] — el (M1 T (ep, 7) — (1 — 03) v (oo, 7) +

(3.9 | ' z =

. 3
On Xs 3 01
1’2 n— Ezgi Xalnop == ¥s — 24 (1 —eD 6 (™,
gdzie
1 -]
n=z (1l —eD+elz zx= 2
i
Poniewaz funkcja F (¢, 7) = GF1 (%) jest tak dobrana, Ze shiszne sa nastgpujace
réwnoscl: oG ax oy

sign = = sign 5o = sign —-,

to czas 1, po uplywie kidrego na powierzchai g =1 wystapi odciazenie, obliczymy
na podstawie (3.5), z réwnosci
[dﬂ] -
1 T == T
El

' oT
(3.11) [FL‘_]

T

[

Zakladamy przy tym, Ze punkt ¥ = 72 jest punktem maximum funkcji 7F. Po zréz-
niczkowaniu (3.6) i (3.10) oraz po podstawieniu otrzymanych wyrazen do (3.11)
otrzymamy druga postaé réwnania dla 7!

[af] [ 1 d&l] _|_[ m (72) ﬁw] ; 0
(3'12) -am-; 0 lfm(‘fz) F T=Tg 1——m(T2) E Qigp(‘!z)_ ’

gdzie .
- m{T) — :____ZQ? d —-HQBL)
Czpop(l—ed)’

=1
=Tz
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3.3, Réwnanie linil g (z) i g, (z} W przedziale 2 <z <v3. W przedziale czasu 1, < v < 74
rownania linil g5 (v} i gp (r) muszg by¢ wyznaczone rownoczeénie,
Pierwsze rownanie otrzymamy Zadajac na linii gy (7) spelnienia warunku

%] .
T lo=eo (@

Zakladamy przy tym, e wzdluz linii p == g () pochodna funkcji /F zmienia znak.
Réiniczkujac réwnanie (3.5); wzgledem czasu po podstawieniu do otrzymanego
réwnania g = gg (7), otrzymamy
1 dpp
2 dr

e [ or i
S o] I W [ R s

X [81_] :
Qp(‘f) To aQ o= ep{r)g T).

Jezeli w rownaniu (3. 14) wyrazi¢ 0T/0r przez pochodne czastkowe Wzglgdem pro-
mienia wykorzystujac w tym celu jednorodne réwpanie przewodnictwa, to wzdr
{3.14) pokryje sie z podobnym otrzymanym w pracy [3].

Drugie rownanie otrzymamy spehiajac warunek brzegowy na powierzchni 0 = o1.
W tym celu wykorzystujemy wzory (2.18), (2.14), (2.17), (2.16)y, (2.15), (3.1) oraz
{3.7): "

: . 2|
B8 Sy, = [Flye o+ 34 l” xsz1n Q?)‘i‘zj ;(J—LU () i+
1

2p ‘ ’ er__ '
+z f(f_(:;’f) dy+ f_‘t%;’ 7) dn] +2L(7) — 2T (o1, 7).

W réwnaniu tym wystepuje meWIadoma funkcja

(3.16) Fo @ = F los 70 @1,

gdzie T = 79 (p) = g5 (o) oznacza funkecj¢ odwrotna do funkeji gq (7).
W celu wyeliminowania tej funkcji zrézniczkujemy ostatnie réwnanic wzgledem

(3.13)

(3.14)

‘€zasu, o jest réwnoznaczne z wykorzystaniem warunku [6Sr/6r = 0 zamiast
[Srl—g, = 0.
Blorac pod uwage, ze
3.17) Foloo M= Floo (7l . Flen v) = xs,
otrzymamy

S, OF drL. 6?
R A L N 4
( ) b o=p1 ot o= 91+ dr ot e=e1 +
l?p(f)

L oF 1 oF ]
2f | 2 . -t
+ 3y3 [f o o dantz f o dn|=0.
i

eo{T)
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Po wykonaniu wystepujacych w réwnaniu (3.18) operacji, wykorzystujac przy
tym wyrazenie dla funkcji GF [rdéwnanie (3.5)], olrzymamy ostateczaie nastgpujace
rownanie:

319 (1 [] ( + )+ [aT] ( A,z Z)
(3.19) (“90) argeui Q:Ii Qp o 5‘5’9%21 Q;Is Q% 934“

1\]@ 1 do
el - )%
@ 3T o—ep Q1 dt

Uklad rownan (3.14) i (3.19) sluzy do wyznaczenia linii gg () i gp (7).

Warunek poczatkowy gp (12) dla réwnania (3.14) otrzymamy z ukladu (3.10)
i(3.12).

Uzupelniajgcy warunek, ktéry zapewni zerowanie sig naprezen promieniowych
na powierzchni g = gy, przyjmiemy w postaci gy (z2) = 1.

3.4. Rozwiazanie w poszczegluych obszarach. Znajac rdwnania granic gg (7) i gp (7)
oraz funkcie

_ 1 2
(3.20) Fol0) =2 [T(Q, T+ (93 - 1) (g, To)] s Lz (0)],

latwo znajdziemy rozwiazanie w poszczegolnych obszarach.

W celu wyznaczenia e, korzystamy ze wzoru (2.14). Nastepnie podstawiajac
otrzymang funkcje oraz wyrazenie (3.5); do réwnan (2.15)-(2.17) okreélimy napre-
Zenia.

Rozwiazanie dla obszaru odksztaltcest sprezystych 11 (rys 2)

2 _ 1 !
ep = [—2 TL:QI—*T?}%@C(QI, ™) + f; F @, T dy

2 {1—pg3
="y

2 1—9[ ' 1z
“‘)w(Qﬂ)_ (9 )2191(7)‘5‘ ( +§)L(T),

o
@]
o}

(3.21) Sp=2(t -- yl) l(i e 1) w (g, Ty — (Qi — 1) N I"l"g")- +

Sy = — (1 _')’1) [3T(Q,r)+ (;Ml)m(g, 7) +
1 2
+2(g—"1)61(1)———9( )— —L('E)]

Rozwigzania dla obszaru odksztalcen plastycznych HI (rys. 2)

2] Q(fd Qld
e¢——3T}%L(r) yzfﬁ n—xszf;; 1,
1

. 2 [hﬁl (1 ) L('r)
(.22) ey =7 '; Q—-—l w (g, T) T+

Rozprawy Inzynierskie -~ 11

1
+?E(E" I)L(r)] —xszlng,
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3.22) A1 :
( ?_;) (E"1)[0’(9,'5)—11('5)}—33)%xgzlng,

Sf,\- =2(]—
Y

2 i
Sp=— (I 3;—) [3T(Q, T) F(ﬁ*%l)w(g, T) —

3
(2+ )L(r)] 2 —2zx; (142 1n o).

Rozwiazania dla obszaru odciazenia IV (rys. 2)

7 Foly 1 2
ﬁf dn+ zf—omdnmvszfgdn-{—??%L(r),

1 e
e¢=§(g—l) [L(7) — w0 (o, T)] 2 L(r) XszIn Q—'i—Zf(f;(ﬁ) dn,
. | .
(323 Sr=2(5 - 1) U =7D 0 (0. 1) — L] —Hixszno+3yi 2 f D g,
1

. 1 : 1
Sp=—(1 —?’?)[371(9, 7)+ (E‘*l)w &0 — (2+ E)L(T)} -

e
3 Foln)
__z_ygz{xﬁ—szlng —2f ‘37 ? dn—fj—-q(g)].
3

Rozwigzania dla obszaru odksztalcen plastycznych V (rys. 2)

0 2 1 2 (1
€, = — xszlnj— 3 1—‘65' Zw(Qp:T)—Ezl 'Q_::_—l 01 (z) +

Ep P

2 1 2 ] 1
+§;§ 1——60(9,17)‘“—)3() 5%3_7’2@3 ,

S=2 (l~1) (1—~Z—2)w(g,r)—2(1 ~y)(l~1)81 (z) —

G2 —2rr() [13 — o+

Z] P 2(1 1) (09 7) — 392 %0 21n =
— — — | za (op, ) — 33 x5 zIn—,
g 01 0 & Q% e i fo

e 1 i1
== 3 o] -
1 1
= 229%(1 Ms) @ (0p, 'v) —2(1—9D (—3 - 1) 6y (z) —
Q;U 91

—2 ZL(T)[imfl]-ms 2 o zln
7 of T T gy
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Rozwigzania dla obszaru odksztalcen sprezystych VII i dla ob-
~szaru odcigZenia VI. W obszarach tych wzér (3.5), okredlajacy funkcje ¢F nie
jest juz prawdziwy. W celu wyznaczenia funkcji 4 (r) i B(z) wykorzystujemy tu
bezpofrednio warunki brzegowe. Po wyznaczeniu funkeji 4 () 1 B (2) i po pod-
stawieniz .4 (¥) do réwnania (2.10) otrzymamy funkcje 7.
Dalej postgpujac podobaie jak to uczyniono w pozostatych obszarach okreslimy
wzory dla przemieszezen 1 naprgZen:

T =T (0, D)+ F(0).
ey = €} (0, 7) + €2 (0),

Sy = 870, ©) + 82 (0),
Sy =S80, D)+ S0(@),

gdzie 74, e, S7 i S, okreSlone wzorami (3.2):

(3.25)

Y L
SR (R P
Q1P 91 P
I _._P .
YO Ty s @
91'}"1
w@mkﬂu 5~ WP,
. 3 0iniP 1 s
Spl@) = — 5 —a 2+§§ — i)+ Pa(0),
i
T
(3.26) z,(xs ng+ f Folw dp)  dla ep < o < 1 (obszar VI,
Pi(e) = J
P = const >0 dla 9y € o € g (obszar VII),
1 '
Pe=z (xs In o+ f(f;(??) d@}),
2K
[2:F@—x @
v1z [Fo @) — xs a ox<e<ly
Py(e) = l 21 *
0 dla ¢y <o < gg.

Funkeje Sp(0) 1 57 (¢) okreélaja naprezenia po zakoficzeniu procesu ogrzewanie-
chtodzenie (T == @ = §; = 0) lub tylko po zakofczeniu procesu -ogrzewania (T =
= o = 01); funkcja e)(g) odksztalcenie po zakoficzeniu procesu ogrzewanie-
chiodzenie.

Ze wzorow (3.26)3 1 (3.26)4 mozna juz wysnué pewne wnioski dotyezace rozkladu
koncowych napreZenn w materiale. Mianowicie funkcja S9 jest zawsze mniejsza od
zera, maleje monotonicznie od zera na powierzchni ¢ = p; do minimalnej wartoéci,
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kt6ra osiaga na powierzchni ¢ = gy, i nastgpnie ro$nie, osiagajac warto$é zera na
powierzchni g = 1.

Naprezenia obwodowe osiagaja minimalng ujemna warto$¢é na wewngtrzne
powierzchni kuli i nast¢pnie rosna monetonicznie i moga na powierzchni ¢ =1
(w zalezno$ci od wystgpujacych parametrow) osiagna¢ wartosci dodatnie. Chociaz
w rozwazaniach tego p. przyieto Ry << R, to wyprowadzone wzory beda rowniez
prawdziwe w przypadku R; > R.

4, Przypadek 2

Przyjmiemy w iym paragrafic nastgpujace warunki brzegowe

[$)pei =0,  [Ul,_,,=0.

=01

Przy zachowanin zalozefh dokonanych w p. 3 tok postgpowania oraz obraz roz-
wigzania na plaszczyznie gt (rys. 2) bedzie taki sam jak w przypadku pierwszym.
Jedyna réznica bedzie polegala na tym, e réwnania granic oraz rozwigzania dla
obszarow I, I, VII, VIi V wyznaczymy wykorzystujac warunek zerowania sig prze-
mieszezenia lub predkosci powierzchni ¢ = py. Dlatego w punkcie tym ograniczymy
si¢ jedynie do podania odpowiednich wzordw,

4.1, Rozwiazanie dla obszarn I

s

1 N 2 (1 oDyt
F=2 (Q3 — 1) w (g, T)-1 2T (o, T) — & P'"‘““ 01 (z) = F,

3

21 o' — o3 '
e¢~§—3[(193+ —)el(r)—(l—eﬁ)w(@,r)]=e;,

@n 5= 2(@—13 - 1) [(1 —D o (e, r)—y%( w) 6 (r)] =57,
1
Se = —(1—9pD [31"(@, r)+( - 1) e, r)]
+?}1 w 93 1 (T) - S
gdzie

(4.2) w=gl+r1(l — o).

Warunkiem pojawienia sie odksztalcenn plastycznych jest nastgpujaca nieréwno$c:

o

. (I—o )?
T(,0)~—— " 61() >
Czas 1y obliczymy z rdéwnania
(1— gDl x

(4.3) T(1,7y) — R f1(r) = >
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4.2. Réwnanie dla granicy g, (2} & po{z). ROwnanie okreslajace funkcj@ pp(7) dla czasu
7] < T < Tp przyjmie postaé

@44 ey xs—2(1—gp) wlop V) —2(+o3) T (o, ©) -3 x5 1y T gp =
1—py

e
z

) 01(7),
gdzie
(1 —92)i of
P2yitriei—viol
Roéwnania linii gp (v) i o (%) dla przedzialu czasu 7; < 7 < 73 okreéla uktad
réwnan (3.14) oraz

0T | {1—g} Bw] (91 o} )
4.5 [ +(—)— tr g
CRN 5 P = R W o1+

3 aT o 1 Jw
- 291"5; ' _(1’“91)—_""391 “é_""l "
e—eo T —op

Poniewaz réwnanie (3.5), okreslajace funkcje GF odnosi sig réwniez do rozpatrywa-
nego przypadku, to wartosci poczatkowe dla ulktadu (4.5), (3.19) obliczy¢ mozna
z uktadu réwnaf (4.4) oraz (3.11). Beda to wartoéei 7, oraz pp (7). Uzupelniajacy
warunek zapewniajacy zerowanie si¢ predkodci na powierzchni ¢ = p; przyjmiemy
w postaci gg (1) = 1.

" —

4.3, Rozwigzanie dia poszezegdlnych obszaréw. Roéwnanie (3.5), okreslajace funkcje F
w przedziale czasu 7 < T < T3 ma zastosowanie i do rozpatrywanego tu przypadku.
Obszar odksztalcen sprezystych II (rys. 2)

2y = f—mdﬂ,

219{1 1 1 1
e =~ 3 E — 1)60(9, ) — (“é?“ — 1) 01 (0)+L (z) (E—E)],

L(:) ] _ ZV%E(T) +
g 01

1
ae 2= 7 [(_93_ B l) @7~

1
o1
L(r)]

_ 1
S, = — (1 ——yl)[3T(Q,T)+(Q )w(,g,r)H
‘ 2

\ 2
(B YO R 208

Poniewaz funkcje 4 (7)1 B (7) okreslone wzorami (3.5) i (3.7) pozostaja niezmienio-
ne, to rozwigzanie w obszarach ITI i IV podane wzorami (3.22) i (3.23) poprzedniego
punktu odnosi sig rdwniez do tego przypadlu.
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Obszar odksztalcen plastycznych V (rys, 2)

“.7 e¢=—xszln(£)+f—dn+ f an.
L

21

Réwnanie (4.7) otrzymano wykorzystujac réwnanie linii gp () 1 oo (z); dzieki
temu we wzorach okreélajacych e, i naprezenia nie bedzie wystgpowala funkcja
Fo (0). W ten sposob zwigksza si¢ dokladno$S obliczed, gdyz funkcja g (o) moze
by¢ wyznaczona tylko w sposdb przyblizony.

Dla tego przypadku mamy:

2 (1 ) | ( ) i( ___)
. etp———ﬁ E'“l w(p, T) ~xszln 3 i 7w (gp, T)+
+2(-1 1)0 __“L [_,__L+_1~]
3 Ql 1(‘!.') (T) Q'p yZ 93 Q? ?
2 1 1 4
e [P B e B -

» g1

1 1
49 —mﬂ%; )o@t {5 =1)n@—ro (5 )]
2
1
2

1
3ﬂ@ﬂ+( ~1uga]-

‘Q‘Q
W
;-—-—--vew"

3 . e ) 1
=yt zxs — 3y z x5 In—— 21 {1 — —5 zw (gp, 7) +
2 Op Op

+27% (—1—— - 1) 01 (v)-+L (T)[ : (1 - ﬁ) 273 (i + i)]
v a2 e o

Obszar odcigzenia VI i obszar odksztalcen spr@iystych Vil
F =T, ) +7 (@),
ep = € (0, )+, (0),

4.9
Sy = S (o, )87 (0),
Sp=8%(0, D) +50(0),
gdzie
3P Qi’
FO(p) = — e
a gizi+l @3’
Po} 7
ey =—Pi(0)+ - (1 —??Jr?; ;
(4.10)

3P’)’1 91 1
St o) = =3P ——, Dl 1)

3Py o3 ( 1 ) ' 5
Oyem — 1 — )z — P .
Sp(0) 2 @D 2+ )7 3v: P1{e)+P2(0).
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gdzie funkcje 73, e, S7 1 S sa okrelone wzorami (4.1), funkeje Py (o), P; (o) i P
wzorami (3.26)5-(3.26);, w wzorem (4.2). Funkcie € (o). S7 (o), S0 (0) oznaczaja
koticowe odksztalcenia i napreZenia w kuli po zakonczeniu procesu ogrzewanie-
chlodzenie.

W odroéznieniu od poprzedniego przypadku koficowe naprezenia powstale po
zakoficzeniu procesu ogrzewania (wyrdwnanie si¢ temperatury kuli) zaleza od wiel-
koscei temperatury, do jakiej ogrzana zostala kula..

Otrzymane w tym p. wzory pozostaja stuszne w przypadku R > R,
5. Pelna kula

Rozwigzanie dla peinej kuli uzyskamy obliczajac granice we wzorach otrzymanych
w poprzednim p., gdy promieni pustki kulistej dazy do zera.

5.1, Rozwigzanie dla obszaru [

F =2[T(, ™) —wole, D] = F°,

2
e =3 Loo (0, T)-t-z1 0(7)] = e,

(5.1)
&:uuﬂmwém@m=$
(- AT 1) — wp (o, 1) 20(0)] =
gdzie
3 e
(52) o0 (@) = @jfmﬂwm wo(l, 7) = Bx).
1] .

Ostatnia funkcia oznacza érednia temperature kuli.
Warunek pojawienia si¢ odksztalcen plastycznych przyjmie postad

(3.3) T(L)—0() >+
Czas 7, obliczymy z réwnania

G4 T, w)—0(m)=—

5.2, Rownanie granicy g, {z) i gofz). Wykonujac w réwnaniu (4. 4) przejécie granlczne
edy o — 0 i wykorzystujac przy tym rownosé

f .
(5.5) Tim [ 1@ _ (% — 1) (g, r)] = wy (g, )

o1—>0 93

otrzymamy proste rownanie okreélajace linie pp (v) W przedziale 71 <7 < 728

56 Tlom 1) — 00 (05 ©) = -
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Podobnie postepujac z wyraZeniem (4.5) otrzymamy proste rownanie linii gg (7)
dia 7, € 7 € 738

[6T+1—Q?, aw] 1 @
5.7 - - =—
7 : | o o6 0t lp,, 03 ¢
lub

3 [aT awo] 0
G-8) Foxd 0t lygy

Podstawiajac wyraZenie (5.7) do réwnania (3.14) moina to ostatnie doprowa-
dzi¢ do postaci i &

& &
gdzie L (1) okreflono réwnaniem (3.6).
Biorac pod uwage, ze dla v = 77 mamy
L (7)) = 0 (z2),
[co wynika z rownodci (5.5), (5.6), (3.6)] otrzymamy
(59 L(x)=0()

lub po przeksztalceniach

X3

(510) ?(Q’P: 1") — Wy (91‘15 T) = ?'

Wynika stad, #e linia gp (7) okreflona jest w calym przedziale czasu 71 € 7 < 73
jednym i tym samym réwnaniem (5.6).

Charakter tego réwnania $wiadezy o istotnym fakcie, mianowicie Ze wzmocnienie
materialn nie wplywa na ksztalt granic go (7) 1 op (7).

Na podstawie (5.9) funkcja F we wszystkich obszarach przedziatu czasu 7y <7<
< 73 okre§lona jest pierwszym ze wzordw (3.1).

5.3. Rozwigzanie dla poszczegéinych obszaréw. Przejécie graniczne gy — 0 we wzorach
(4.6) oraz (4.8) poprzedniego p. jest niemozliwe ze wzgledu na wystgpujace w nich
wyrazenia nieoznaczone przy jednoczesnym braku bezpodredniej zaleznodei funkcji
L (%) od parametru g; (wynika to z faktu, ze¢ w poprzednim przypadku ogélnie
oo = f (7, 1)). Pozosiaje to w zwiazku z uwaga podang ponizej wzoru (4.7).

W zwiazku z tym rozwigzania dla obszaréw II i V napisane ponizej otrzymano
stosujac ten sam sposOb postgpowania co w p. 3.

Obszar odksztalcen sprezystych IE (rys. 2)

2 3
€p = [wo (0, V) +(z1 — 20 (})F 200 (gp, ©) — 5 2¥sIn Qp+zR('r)]’
2
Sp=—2(1—9D) wy (e, "c)—|—2(1 - —zm;") 0(z) — 3> xs zIn ppt-

+2y% 2 (09, D+2/7 2R (7),

(5.11)

2
- i
Sy = — (1 —92) [3T (0, ©) — wo (0, V] — 3y? zxs In gp+2 (1 — ;—;—) 6 (x)+

+29% zovy (g9, T+297 2R (7),
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gdzie
Qu(_‘)
R@ =00 oot 5 [ L Foddr da m<r<m,
(5.12) i
0 dla TR TS T2,

Fo (@)= 2T (0, T0) — 2o {0, 70),  To(0) = o5 ().

Obszar odksztatcen plastycznych III (rys. 2)

211 3
& =3 ?we(g,t) —"xgzlnng(zl—z)ﬁ(r)

2
G.13) Sr=2 (1 — ;—) [8 (1) — wo (g, )] — 3xs 1 zIn g,

1
Sqo (1 _ yl) {3T(Q> T) — @y (gu 1'-) 26 (T)} - 3)63 yi (lng_!_?)'

Obszar odciazenia IV (rys. 2):

s

)
eg,:-i—w{,(g,zw%zle(z)gxszlng—zf%(n)dn,
:
.
1) 5= 20— A0 - w0 iz (nnet [Fo),
Sp=—{(1—9D [3T(e, 7) — 26 () — o (e, D] T Q 1
+%y%z[(}"g(g)wxs~2xslng~2fg:{;?.(n)dﬂ].

e
Obszar odksztalcen plastycznych V {(rys. 2)
1
Folp)
]

2 1
?lizi e—i— ;50)0(9, T) — 2y (Q{h T) - Zf

€y —

dn—xszlng],

go

2
Sy = ~2(1 - :—;) wgle, V21— 0(z) — i zlne —

(5.15) — 32 f (f‘;(?)  — 27 209 (20, 7) s

]

) .
Sy = — (1 - %;—) [37(0, ™) — wp (0 D21 =D (D) —
1

— 27 2w (0o, T) — i 2 [ f To@)

2y

Xs
dn+xs1n o+ —2—] .
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Obszar odciazenia VI i obszar odksztatcen sprezystych VIL Roz-
Wiazanie w tych obszarach podane jest za pomoca wzoru (4.9), w ktérym funkcje
e, €, 82 S, okre§lone sa wzorami (5.1) oraz

F0(0) =0,
ey (@) = —P1(0),

5@ =3 P1@,
5@ =3P @ +P2 (),

a funkeje P; (g) i P, (¢) okreslone sa za pomoca wzoréw (3.26)s — (3.26);.

Funkcje Se{p) i S° (¢) wyznaczaja korcowe naprezenia w materiale kuli po za-
koficzeniu procesu ogrzewania oraz rowniez po zakonczenin procesu ogrzewanie-
chlodzenie.

Na to, aby obcigzenie nie doprowadzilo do pojawienia si¢ wtdrnych odksztatcef
plastycznych, musi by¢ spelniony warunek

205
3KC€T0 ’

(5.16)

Py(1) <

Z véwnati (5.16) wynika, ze S w przedziale 0 < p < g5 ma stalp ujemng warto§é
1 nastgpnie w przedziale px < p < 1 rosnie monotomczme do zera. Podobnie S,
W przedziale 0 < ¢ < pg posiada tg samg stala ujemng wartosé, natomiast w prze-
d'zmle ¢ < ¢ £ 1 rosnie monotonicznie do okre$lonej dodatniej wartodci. Pokrywa
Sle to z wynikami otrzymanymi w pracy [2], gdzie rozpatrzono to zagadnienie dla
ciata niefcisliwego, idealnie-plastycznego.

. Poniewaz funkcja (7 (g) oraz granice g, (%) 1 0o () nie zaleza od stopnia wzmocnie-
Dia materiahu, to wzory (5.17) pozwalajg zbadaé jego wplyw na wielko$¢ ostatecznych
naprezen. Jak latwo sie przekonaé, bezwzgledna wartoéé tych napreZzei maleje od-
Wrotnie proporcjonalnie do moduty wzmocnienia y2.

Podstawiajgc we wszystkich przedstawionych w pracy wzorach y? = p2 otrzymamy
Yozwigzanie dla ciata idealnie-plastycznego.

Przedstawiong metode oraz otrzymane w pracy wzory wykorzystamy w nastgpnej
pl%blikacji, w ktorej rozwazaé bedziemy szczegdlng klase pdl temperatury. W pracy
te] podany zostanie réwniez przyklad liczbowy.
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Peziome

HAIPSDKEHMA B VIPYTO-ILTACTHYECKON OBJIACTH B LIAPE,
CO CEEPHWUECKOHN OJOCTLIO, HAXOISAMERCS B IIEPEMEHHOM
TEMIEPATYPHOM IOJIE

B paboTe OUPEHENAOTCH TEKYME M OCTATOYHBIS HANPIKEHM! B IHAPS, CO clepwteckod no-
JIOCTEIO, BEEBAHNNIS TPONECCOM HATPEBA-OXIAMCHHSA BHEUIHCH IOBCPXHOCTH Inapa. [Ilpurimas
JEEHHOe YHAPOYECHNE MaTepyand, NpeHe(peracTes BILSIHASM TeMICPATYPHl, Ha M3MEHCHHE eTo
dusnyecKEX CBONCTE, Jarava PAcCMATPMBAETCA KAk KBASHCTAYMuCCKAL OMPenesieuus rpaHmy,
MEXTY CYLUCCTBYEONTHM B MATCDHAINE ¥ HIMEHSTOTIEMUCS BO BPeMeHH 0GNACTH, CBOMATCA X po-
IEHHIO CHCTEMB! YPABHOHMI, OXHO W3 KOTOPHIX ABASCTCH OGBIKHOBEHHBM IE(QHepeHIHaThLIM
YpPABYCHACM [EPBOF0 NOPAAKL, & BrOpet OYHKUMOHANBHEIM YpaBHCHHCM. B wacTHOM cnyuae
TOMYISHO PEHICHMEM VI TOJHOTO Mapa.

Summary

THE STRESSES IN AN ELASTIC PLASTIC BALL WITH A SPHERICAL CAVITY,
IN A VARIABLE TEMPERATURE FIELD

The stress (instantaneous and final) in the body under consideration is produced by a heating-
cooling process at the outer surface of the body. Assuming linear strain-hardening, the influence of
the temperature on the physical properties of the material is disregarded, The problem is considered
to be quasi-static. The determination of the borders between time-variable regions in the material
is reduced to the solution of a set of equatiens, one of which is an ordinary differential equation
of the 1-st order and the ofher — a functional eguation. The sofution for the full spherical body
is obtained as a particular case.
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