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1. Wstep

Jest doswiadcezalnie stwierdzonym faktem, ze rozprzestrzenianiu sig szczeliny w ma-
terialach ciagliwych towarzyszy pochlanianie energii o wiele wigksze, nizby to wy-
nikalo z oszacowania pracy wykonanej dla pokonania sit kohezji oxoen (X) i zuZytej
pa zerwanie wiazan miedzyatomowych. Jak wiadomo

y 2y = [ oxon () d,
J !

jesli v oznacza mapigeie powierzchniowe, b stala sieci, a x jest odlegtoscia migdzy
sasiednimi plaszezyznami atoméw. Poza tym duZa czgdé energii zostaje zuzytkowana
na wywolanie nicodwracaluych odksztatcen plastycznych, przy czym ilos¢ tej energii
jest uzaleZzniona od stalych materiatowych charakteryzujacych zdolno§é materiatu
do plastycznego plynigeia, od parametréw geometrycznych szczeliny i od schematu
obciazenia.

Im bardziej ciagliwy jest material, tym dysypacja energii jest wigksza; wplyw
«relaksacji plastycznej», pojawiajacy sige w obszarach wyprzedzajacych korce szeze-
liny na charakter zlomu jest bardziej oczywisty. Zdolnoé¢ do duzych odksztatcen
poprzedzajacych zniszezenie stwarza pewnego rodzaju «barierg plastyczng», ktéra
uniemozliwia lub opdZnia niszczace, kruche peknigcie. Warunek Griffitha, sprawdza-
jacy si¢ dla ciat kruchych, nie moze wige da¢ poprawnych rezultatéw dla materiatow
ciggliwych. Znajomo$¢ dysypacji energii umozliwi napisanie warunku zniszczenia a
tak?e oszacowanie, jaki procent nosnodci granicznej (tj. pelnego uplastycznienia
przekroju poprzecznego elementu) przy danej diugosdci szezeliny moze byé wykorzysta-
ny, zanim nastapi calkowite peknigcie.

O ile zagadunienie szezelin w teorii sprezystosci obecnie jest tematem wielkiej liczby
opracowan (por. np. monografi¢ SNEDDONA [24]), o tyle niewiele istnieje Tozwiazan
problemu sprezysto-plastycznego i niemal wszystkic sa przyblizone. Wymienimy tu
prace ALYENA i SOUTHWELLA [1], dotyczace zagadnienia plaskiego, rozwiazywanego
metody relaksacji, Jacossa [14] oraz STIMPSONA § FATONA [27]. Ponadto dla szczegdl-
nego przypadku czystego Scinania powiodlo si¢ znalezienie Scislego rozwiazania,
Hurt i McCrmwrock [12]. Nalezy réwniez wspomnied o modyfikacii warunku
Griffitha dokonang] przez OrRowaANA [19 i 20] oraz IRwiNa {13], opartej na rozwa-
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saniach energetycznych (bardziej intuicyjnych niz analitycznych). Sposrdd duzej
liczby prac do$wiadczalnych wymienimy tu jedynie prace HEADA [11] oraz FROSTA
i DUGDALE’A [7], ktore postuzyly potem do sformutowania hipotezy DUGDALE A [6],
a takze analogiczne prace wykonane w ZSRR przez Rusmiko [21], JAREME [15] oraz
KORNILOWA i JAREME [16]. Do bardzo interesujacych naleza réwniez eksperymenty
wykonane w Caltech (USA) przez (GERBERICHA [8] oraz SWEDLOWA i (GERBERICHA

Wiele spoétéd wykonanych niedawno prac, lacznie z ninigjsza, dotyczy pgkania
tzw. materialéw quasi-kruchych (1) (quasi-brittle), 4j. materiatéw odznaczajacych sie
wysoce zlokalizowang strefa odksztalcen plastycznych; strefa ta lezy na przediuzeniu
osi symetrii szczeliny i ksztaltem przypomina ostrze strzaly. Dla tych wlasnie ciat
odnosi sie hipoteza Dugdale’a lub dyslokacyjny model szczeliny i towarzyszacych
jej obszardw plastycznych. Zastosowanie hipotezy Dugdale’a umozliwia sprowadze-
fie zagadnienia sprezysto-plastycznego do zagadnienia spreZystego z odpowiednio
zmodyfikowanymi warunkari brzegowymi (jak to np. postapiono w obecnej pracy),
uzycie natotiast modelu dyslokacyjnego pozwala réwniez zredukowaé zagadnienie
sprezysto-plastyezne do problemu sprezystego 2z danym skokiem przemieszczen:
WITWICKY i Lronow [29], BBy, COTTRELL i SWINDEN [4], BILBY, COTTRRELL,
SviTH 1 SWINDEN [5], Smrte [25 1 26]. Wszysikie spoérdd wymienionych tu prac
dotycza zagadnienia plaskiego. Mozna réwnicZ wykaza¢, ze obydwie metody, tj.
dyslokacyjna i zwigzana z modelem Dugdale’a, sa réwnowazne. Istnieje tez duza
analogia miedzy pracami dotyczacych quasi-kruchych cial a pracami szkoly ro-
syjskiej, w ktoérych rozwaza sig pekanie cial kruchych (ZrrTow 1 CHRISTIANOWICZ
[31], Leonow [17] oraz BARENBLATT [3].

Wickszo$¢ autordw zadowala si¢ podaniem zaleznoéci pomigdzy diugoscia strefy
plastycznej a przylozonym obciazeniem nie przeprowadzajac szezegblowszej analizy
przemieszezen, dysypacjl energi, kryterium zniszczenia oraz pomijajac czesto
oméwienie warunku -plastycznosei (np. warunku Hubera-Misesa-Hencky’ego), co
nie zawsze jest usprawiedliwione. WyrOZnia si¢ tu praca Goopiera 1 Fierpa [9],
w ktorej autorzy obliczaja dysypacj¢ energii oraz formuluja kryterium zniszezenia
dla przypadku wolno .rosnacej oraz poruszajacej si¢ szczeliny W plaskim stanie
naprezenia lub odksztalcenia. '

Niniejszy artykut jest kontynuacja pracy [18], w ktérej podalismy zasig strefy plas-
tycznej, towarzyszacej szczelinie osiowo-symetrycznej, jako funkcje obcigZenia.
Tutaj obliczamy przemieszczenia brzegow szczeliny, dysypacje energii oraz podajemy
kryterium zniszezenia 1 dyskusje warunku Hubera-Misesa-Hencky’ego. Wszystkie

() Termin ten, wydaje sig, jest nieco mylacy. Sugeruje on mianowicie, ze materjat guasi-kruchy
zachowuje sig prawle tak jak material kruchy, tymczasem jest zupeknie inaczej. W pracach GERBE-
RICHA [8] oraz SwEDLOWA i GERRFRICHA [28] pokazano, 7¢ jedynie bardzo ciagliwe materialy (jak
niskoweglowe stale lub pewne stopy Al) odznaczajs sig wystepowaniem wysoce Zlokalizowanego
obszaru odksztalcens plastyczoych, a wige sa typu materiaiu quasi-kruchego, podezas gdy stale
twardsze, o wigkszej zawartodci wegla, oraz stopy Al, posiadajace zdolno$¢ wzmocnienia, wykazuja
rozmyly obszar plastyczny, a zatem nie sa guasi-kruche wedlug przyjetej terminologii, cho¢ ich
charakicrystyka ¢ = ¢ (¢) bardziej przypomina idealne ciato kruche, -
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rozwazania przeprowadzimy réwnolegle dla dwéch schematéw obcigzenia: (1)
ciénienie po dzialajace na powierzehni szczeliny, (2) ci$nienie w nieskofczonosci,
prostopadle do plaszezyzny symetrii szczeliny.

2. Przemieszezenia normalne do powierzchni szezeliny

Opieramy si¢ na nastgpujacych zalozeniach:

1. Przyjmujemy model ciata idealnie sprezysto-plastycznego. Zadamy, aby rézne
od zera sktadowe tensora napreZenia oy, 6, 02 1 7rz speinialy warunek plastycznosci
Hubera-Misesa-Hencky’ego w obszarze uplastycznienia. Warunek ten bedzie spet-
niony w przyblizeniu, gdy zaloZymy,
7e o, tdwna sie pewnej stalej Y. Sta-
Ia tg, zwang efeklywna granica pla-
stycznodel, mozna otrzymac z bez-
poérednich pomiaréw doswiadczal-
nych lub mozna ja obliczyé w spo-
s6b wskazany ponizej, gdy znane
sq: granica plastycznodei przy jed- a
noosiowym rozciaganiu ¥, oraz Rys. 1
obciazenie po.

Strefa
plaslyczna

24

—
s

=
:

Strefa spreiysia

2. Strefa odksztalcen plastycznych ma ksztalt piercienia, otaczajacego szczeling,
przy czym grubo$é pierscienia jest niewielka; przemieszczenie mormalne w (r,[)
w obszarze plastycznym nie przekracza pewnej kiytycznej wielkosci 6/2 (rys. 15 po-
dobne wykresy podal BARENBLATT [2]). Material wsz¢dzie poza pierScieniem jest
sprezysty. :

3. Diugosé¢ strefy plastycznej (szeroko§é pierscienia) jest tak dobrana, e na-
preZenia na gramicy obszaru spreZystego i plastycznego nie posiadaja osobli-
woscl. .

Wykorzystujac powyzsze zatozenia mozemy sprowadzi¢ zagadnienie sprezysto-
plastyczne do zagadnienia teorii sprezystodci, ktore w rozpatrywanym przypadku
mozna sprowadzi¢ z kolei do zagadnienia pdlprzestrzeni sprezystej z nastgpujacymi
warunkami brzegowymi (z = 0): :

Tre = 0, | g = 0,
2.1 0z = —4 (Q)a <1
w =0, e>1,

gdzie ¢ = rja jest wspOlrzedna bezwymiarowa. Rozpatrzymy dwa przypadki:
(1) gdy ciénienie py jest przylozone na powierzchni szezeling,

Pos 0<po<<m;

2.2 .
@2) q(g) {—Y, m<g-<1,
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(2) gdy ciénienie py przylozone jest w nieskonczonoécl,

Do 0€Q<ma

@9 Q(Q):{—(Y—po), m<g<1.

W tym przypadku do rozwigzania uzyskanego dla problemu brzegowego okreslo-
nego przez (2.1) i (2.3) nalezy dodaé jednorodny stan naprgZenia

Oz = P, UT:JQ':"O.

Rozwiazanie zagadnienia dla potprzestrzeni spreZystej z warunkami brzegowymi
(2.1) daje sig sprowadzié do ukladu nastepujacych dualnych réwnaf calkowych:

o]

11— -

fw(n)fo(en)dn:——m gl@, O<o<l;
2.4 0

[ v o (e dn =0, o> 1,

L]
gdzie g = Ef2 (14-») jest modutem odksztalcenia postaciowego, a ¥ (3) jest poszu-
kiwana funkcja. Rozwiazanie ukiadu dualnych réwnaf catkowych (2.4) ma postaé
nastepujaca [22]:

1
200 —wl xdx

1
(2.5) yn) = TO m!ssin (ns) g (xs)ds.

Po wyznaczeniu () mozemy przez odwrocenie transformacii catkowej Henkela
obliczyé wielkoéci statyczne jak i geometryczne. Rozklad naprezen [o5]:—g Zbadalismy
w pracy [18]. Obecnie zajmiemy si¢ wyznaczeniem przemieszezeh w kierunku osi z
przedstawionych za pomocag WZoru

(2.6) W= i " ~ty =z
: Sw= | ) 1+2(1"_w)J9(9n)e dy, &=—.

Q

Poniewaz w rozpatrywanym zagadnieniu interesujg nas przemieszezenia w dla { = 0,
musimy obliczy¢ calke

o0

@) [ wepJolemdy.
0

Pomijajac tutaj szezegdlowe rachunki (por. przypis A) otrzymujemy dla

P, O0sp<m;
0, m<egs<l
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nastepujace wyrazenia:
T l/ L-m E( 9)
4 (1 — v2) apy Vi—e— 1~ g2 mE\p1, =}, 0<e<m,

aE Y
_ 1—p2 2 —m? m
/1 — 2_]/ _ ( _)+
] 1 Q 1 . "12 Q F |u'2! Q

m
+QE (JU’Z’“Q—).- m<lg K 15

2.9 w=

gdzie uzyliémy nastepujgcych oznaczen:

, 1/1—m2
41 == arc sm W

: 1—¢?
pp=arcsm )/ —— =, m= lia.

Dodajac odpowiednio wyZzej otrzymane wyrazenia na przemieszczenie w do wyrazef
otrzymanych dla obcigzenia

qu (0) = {

0, 0<o<m,
—Y, m<p<gl,

mianowicie do wyraZen

E S 1 —m 0<o<m
a(l—ay | (‘”1’m V=g Ose=m

210y wn= >

ofrzymujemy rozwigzanic zagadnienia (1) w postaci nastepujacej:

—_ 1 — m2
e e I

4(1 —)a¥
(211) W :-—WE““'— 0<g o< m;
~ 14
1= |d— — |+
Vi-e [ l/l—mz]
m? — g2 m m

Oczywiscie dla o > 1wy = 0 (przypadek (1)). Bezwymiarowy parametr obciaZenia
jest okre§lony nastgpujaco:

(2.12) A =po/ Y.
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Postgpujac analogicznie otrzymujemy dla zagadnienia (2)

1 — m2

— ¢
A/ — 2WE/—~——— Eju,—], 0< ;
41 = ¥2)a¥ Vi—e i +m (m, m), e <m;

nk i mr — g2 m)
1 —02|A— —= + Flpa,—) +
]/ g [ ]/l;mz] 0 (.“2 0

(213)wy =

m
-i"QE(JLLz,?), m<_p-=<1,

Latwo sprawdzimy, Ze styczna do krzywej w = w(r, !) pokrywa sig z osig symetrii
szczeliny wzdtuz obwodu pierScienia poslizgéw plastycznych, czyli Ze brzegi szczeliny
zwieraja sig «plynnie», podobnie jak ma to miejsce W teorii Christianowicza 1 Baren-
blatta [3]. Korzystajac z podanych powyzej wzoréw i obliczajac dwjdo dla p =1
Iatwo wykaZemy, Ze wyraZenie to rowna si¢ zeru, O ile tylko zazadamy znikania
wyrazdw osobliwych, mianowicie

awy |/1+2;t]
2.14 - oy li2
@19 [69]0:1 [m L |a—ore,
oraz
(2.15) [Ew_z] = [m _1/rﬁ1 (i . Q)—if2+ 0,
5‘9 e=1

gdzie wy w przypadku (1) oznacza wyrazenie {2.11), zamiast wy wstawione (2.13),
natomiast @ dazy do zera dla ¢ - 1. Ponadto jezeli skorzystamy z wynikdéw pracy
[18], w ktdrej podano zasieg strefy plastyczne] w funkcji obcigzenia, mianowicie

Vit 22
m=——0 dla (1),
(2.16) 144

—VY1— 22 dla ()

znikaja rownlez wyrazenia w klamrach. Widaé stad, ze zadanie skoficzonosci napre-
Zen na granicy strefy sprezystej i plastycznej [18] oraz zadanie «plynnego» Zwierania
brzegdw szczeliny sa sobie réwnowazne i pozwalaja okresli¢ dlugoéé odcinka, na
ktérym naprezenic o, ma statg wartosc.

“Wzory (2.16) lub tez wynikajace z nich zwigzki odwrotne
| —m+¥V 1 —m
A= > dla (1), -
(2.17) m
A=y1—m da (2)

umozliwiaja takie przeksztalcenie wyrazeh na przemieszczenia w ten sposob, aby
uwidocznié ich zalezno$é od obciazenia (4) lub tez od zasi¢gu strefy plastycznej (m).
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3. Dysypacia energii

Powtarzajac rozumowanie GOODIERA i FIEILDA [
na dysypacig energii, spowodowang nieodwracalny _ .
wokd! osiowo-symetrycznej szezeliny. Wyobrazmy mi plastycznym%
przy niezmiennym obciaZeniu zewngtrznym (A — COnSt), tak g0 1 a wzrgs"sa po'wo.]L
sie od /' do [4-dl'" oraz ze pierécien poslizgéw pl Je] promien zmienia

9]' WyDProwadzim
mi .odksztalcenia
sobig, 70 szczelin

¥ obecnie wzor

k aStchny(:h Twi , .
sw6j promien zewngtrznny od wartosci @ do a4y, Statog (‘;"]’;st.za .oﬂpowwc.imo
staloéé stosunku af/, a zatem mamy réWniez azenia 1 pociaga

_ da a
3. F=T

Przemieszezenie w (r, /) przyjmuje wartos¢ w (r, /- a1y oraz

ow(r, D
al

(3.2) dw = dr.
Praca ci$nienia ¥ na przemieszczeniu dw Z3Umowany Po .

. . . WSZ . Fa .
elementarnych o poiu powierzchni 2zr dr, gdy Zmienia 5; Y(SECI;J}:} plersclem;.ach
réwna potowie energii dysypowanej plastycznie @) & 0 a-+da, jest

@+ da

A 1 aw (r, 1y
4

Wykladniki pochodzace z infinitezymalnych odcinkéy or :
wzgledem dl i mozna je pominaé; wyraZenie (3.3) Przepis az da sa drugiego rzedu

z .
malych pierwszege rzgdu: emy z dokladnoicia do
: o&
' 1 K W (r, 1y
= = ¥ {2ndl :
3.4 2 dWy ( 7 JT“”)
lub tez krdcej
[

| dWe _ Y [ 0w (r, 1y

(3.5 qd "r —Tdr?
4

gdzie dA oznacza elementarne pole powierzchni UtWorzong: ; -
szczeliny, mianowicie ) PIzy wirtvalnym wezroscie
(3.6) dA = 2 2xldly

Wzor (3.5) przedstawia wige energi¢ dysypowang ng skutek
. . . . Odks ¥ r
i przypadajaca na Jednost_kq pola powstajacei powie rzchni. Wielzlif;:?apl?;iygzgg;

(%) Praca dla_pokonania sit koh
niejszych rozwazaniach sily kohe
i FeLoa [9].

ezji (energia pawierz(;hniow . ) )

a) jest ta ré . . .
73 87 pominiete, L WNa Zery, poniewaz w ni-
3t 83 D ¢te. Uzasadniepje takiego Przyjecia Z’ob'.' 1i GOODIERA




448 ZBIGNIEW OLESIAK 1 MILOSZ WNUK

teoria Trwina-Orowana i jak wyniknie réwniez z niniejszych rozwazaf, gra rolg
napigeia powierzchniowego i posiada zasadnicze znaczenie dla wyjasnienia mecha-
pizmu zniszczenia materialéw ciggliwych.

Caltke we wzorze (3.5) przeksztalcamy w nastepujacy sposib:

@ ) o
é 7 da
{3.7) TR (, D rdr =— | w(r, Drdr —wia,Da i 4w ({l,DI.

ol
1 !
Drugi skladnik po prawej stronie tej réwnoscl zeruje sig, poniewaz przemieszczenia
na brzegu strefy plastycznej w (g, [) znikaja, Tak wige nalezy jedynie obliczy¢ wartosé

wyrazenia
&

é
{3.8) a=ar w(r, D) rdr+w(l, 1)1,
!
aby otrzymaé dysypacjg energii:
dw, Y
ad 1"

Obliczenia wykonamy réwnolegle dla obu rozwazanych schematdéw obeigzenia
{1} i (2). Aby otrzyma¢é catke

@ I

(3.9 f w(r, D) rdr = a? f w(g, m)ede,
i ”

korzystamy ze wzordw na przemieszczenia odnoszacych sig dla m <o <1, ).
ze wzoru (2.1) dla praypadku (1) oraz ze wzoru (2.3) dla przypadku (2). Jak latwo
wida¢ w obydwu przypadkach dostajemy cztery catki, przy czym pierwsza z nich

zawierajaca 1/ 1 — o2 jest elementarna, natomiast trzy pozostale posiadaja postaé:

arc sinl/1 —o?
1 1-m2

1
m el
L= fF(Hz,—) e2de = fgzdg f Ld >
. e 1/1 (m)z .
—|— sin
0 ¥

m m [+

are sin ]/1—92
i 1 1—m?2

G10) = f F(ﬂz,ﬂ)de= f do f L —
¢ myz
n 'l/l —(—é—) sin?yp
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Calki te daja sie sprowadzi¢ do calek elementarnych przez zmiane kolejnosci catko-
wania oraz podstawienie m? sin? ¢ = o2 — x2, Otrzymujemy

2 1
= — (1 — m? — m2 ({1 —
It 9 ‘(1 m¥) + 3 m 1 —m),
(3.11) In=1—m,
I ﬁll 3
111—9( — m3).

Witedy

’ 41— Y 142
a1 [ wrdr = e Lak {% (1 — myP [z - 7+_] +

1—m2
)

F(L+A) w2 L — I+ Im]},

” A s T 232 1
(3.13) fwzidiﬁ—T"{?(l—m) [R—V—ﬁ]*l"

1

+m? I — III+IIII}'

Uwzgledniajac ponadto wzory (2.16) oraz (2.17), taczace ze soba parametry 4 i m
dla obu przypadkow, dostaniemy
(1 — m)? _
14 ) d 4 (1 — Vz) a3 Y _M_._.g___ (1+ ]/1 - m2) ] {1)9
(3.14) fw(r, I)f.zi‘w——““‘—_ T 2
l ‘ = (L —m), ).

Wyrazenia te nalezy nastgpnie zrézniczkowaé wzgledem [ biorac pod uwage, Ze
stosunek m = //a jest staly; skad otrzymamy, ze da/dl = afl = 1/m zgodnie z (3.1).
Zatem

4(1 — ) 2Y (—1«#(1-@- V1i—n2), (1,

@
J
{3.15) —f w e, ) rdr =
ol nk (1 — m)2

m

2.

Przemieszezenia koica szezeliny otrzymamy latwo, jezeli do wzoréw (2.11) oraz

(2.13) podstawi¢ p == m (r = [), mianowicie:

4{1—)I¥Y 1 —m
7E m2

41—y
ak

V1 =—m), (D),
3.16) w(l,D)=w(mm) =
(1 — m), ).
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Tworzac nastepnie iloczyny w (£, )/ i dodajac je odpowiednio do- wyrazen (3.15),
a nastepnie mnozac otrzymane W ten spos6b sumy przez. ¥/I zgodnie z (3.8) otrzymu-

jemy
ME(‘Z)Z — m)(lt]/l 2w,
a1y e g £ ;
. da ME(E)erm_ 2).
7 £ m

W koficu parametr m mozna zastapi¢ parametrem 1 okreélajac w ten sposdb zaleznosc
dysypacji energii od przylozonego obciaZenia:

A0-n1, (E)M

— (1),
(3.18) dWp n E V1424
A lag—wi (Y1 -—V1-R
WE — —_— 2 (2) a
7 E Vi— 12
iy /.
FrVAL e
08 (L (2) ﬁ/@
27O
w ) 4[1-»":)1 Yy
@- 21 e(f)
(134
—"s 25 W 15 2

):; /Y
Rys, 2

Wykresy odpowiadajgce obydwu wzorom podano na rys. 2. Latwo tez sprawdzic,
7e obydwa wzory daja identyczny wynik, gdy 4 < 1, tzn. dla ohcigzen py < Y.
Wowezas bowiem mamy

14D+ —Vien 1
_apasA-Vizm 1

—— il/mi_- - 2 ety

gy - YR 1,
W ="—a=p "3

)

(3.19)



DYSYPACJA ENERGII W OSRODKU S’PREZY-STO-P]}:ASTYCZNY-M 451

Przyklad liczbowy dotyczy¢ bedzie stali, dla ktorej
E = 2-102 [dyna cm~2], Y/E=10"3, »=03.
Ponadto przyjmiemy obciaZzenie py réwne polowie Y;-tzn. A=1/2
Przyjmujac ¥ ~ Yy ==2.10°9 [dyna c¢m~2} i korzystajac z wyprowadzonych
wyze] wzordw, otrzymujemy
4(1 — )1
T

My = 0091, [G[Aliyp = 0,155

¥ \2
E (WLT) = 2,32.106/ [erg cm—2],

oraz plastyczna dysypacje energii
' ' 0,211-106 I [ergem=2], (1),

(3.20) dWyfdA = {
0,360-106 [ [ergem—2], (2).

Dane d'a przypadku (2) mozemy poréwnaé z wynikiem uzyskanym przez Goodiera
i Fielda [9] przy idgntyoznych danych dla szczeliny w plaskim stanie odksztalcenia:
( dWp

d4

) — 1,02-106/[ergem—2].
G&F

Dane te przedstawiajg prace zuzyta na odksztalcenia plastyczne i przypadajace na
jednostke pola powstajacej powierzchni i moga byé. poréwnane z oszacowaniem
do$wiadczalnym 2-106 ferg cm—2} (OrROWAN [19 1 20]) Yoxkopori {30]. Zgodnos¢
z tym oszacowaniem moina poprawié przyjmujac promief szezeliny wigkszy od 1cm
lub zwigkszajac obcigzenie 4. Ponadto naleZaloby w oparciu o szczegolowa analizg
warunku plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky’ego sprecyzowaé zwiazek miedzy
stala Y a granica plastyczno$ci przy jednoosiowym rozciaganiu ¥p. Jak pokazemy
w . dalszych rozdzialach niniejszej pracy, dla obcigzenia py rownego polowie granicy
plastycznoséci ¥y, tj. dla Ay = po/ Ty = 1/2, oraz dla materiatu o wspolezynniku
Poissona » = 0,3, otrzymujemy

2217, da (1),
@3.21) Y - { ° 0

1,75 Y, dla ().

Dla poréwnania zwréEmy uwage, e wg GOODIERA 1 FIELDA dla tych samych danych
{(w plaskim stanie odksztaicenia) spelniona jest réwnosé ¥ = 2,1, Tak wigc wzory
(3.18) powinny ulec korckeji przez podstawienic na miejsce ¥ wyrazen (3.21) oraz
przez odpowiednie obliczenie (3) parametru A. Mamy mianowicie

(3.22) 2= doly, Ao =pol¥s, =YYy

(3y Goopier i Firio [9] podaja, e korekeja wzoru na dysypacje energii polega jedynic na pomno-
zeniu uzyskanej peprzednic wartosci przez wspdtczynnik (¥7Y0)2, co wydaje sie niewystarczajgce.
Ulega tu zmianie réwniez parametr i [por, (2.34}], o ile zalozymy przedtem 2y = const. W wyniku
tych zmian roéinice miedzy wartosciami przed i po korekcji sa znacznie mniejsze, niz moZna by
sadzié na pierwszy rzut oka.
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Zatem dla 1y = 0,5 oraz uwzgledniajac dane (3.23) otrzymujemy
0,5/2,21 = 0,180, (1),

B { 0,5/1,75 — 0,286, (2).

Obecnie mamy
F(X) =236-10"2, G (1) =4,60.10-2

oraz dla dysypacil energii
dWy [ 2,32-108 1-2,36-10—2-(2,21)2 = 0,268+106 | [ergcm~2]  (1);
7 {2,32-1061-4,60.10—2-(1,75)2=0,328-1061[erg cm=2]  (2).

(3.23)

Widaé stad, z¢ wykonana korekcja zmienia nieznacznie uzyskane wczeSniej wyniki
(3.20).

W oszacowaniach napiecia powierzchniowego (energii powierzchniowej} dla stali
podaje si¢ liczbe rzedu 103 [erg cm—2], a zatem warto$é blisko 1000-krotnic mniejszg
od wyliczonej wyzej plastycznej dysypacji energii, gdy promien szezeliny /=1 cm.
Obie wielkoéci moga byé poréwnywalne jedynie dla bardzo matych szezelin (gdyz
dWyldA jest proporcjonalne do promienia szezeliny), kiedy / jest rzgdu 102 cm.
Dla mikro-szezelin wartoéé plastycznej dysypacji energii bedzie niewielka wobec
wartoéci energii powierzchniowej, tym niemniej wniosek Goodiera i Fielda [9],
e «obecna analiza zmierza do zgodnosci z pierwotna teorig Griffitha dla szczelin
o mikro-dlugosciach» nie wydaje si¢ stuszny. Gdy /-0, kryterium zniszczenia
redukuje sie, jak to pokazemy poniZej, do prostego réwnania puryt = ¥, a zatem
material nie peka krucho, jak nalezaloby oczekiwaé stosujac teorig Griffitha, lecz
plynie plastycznie wzdtuz catego przekroju poprzecznege. Mechanizm tego plynigeia
oraz mechanizm pekania wedlug obrazu Griffitha jest zupetnie inny. Obecny model
jednakze, jak si¢ wydaje, nie jest pozbawiony pewnych wad (pominigeie sit kohezjit),
a zatem opisany tu schemat zniszczenia przy [— 0 nie jest zupelny. Uzupelnienie
modelu Dugdale’a przez wlaczenie do niego takze sit kohezji zastuguje na dalsze
studia,

4, Kryterium zniszczenia

Przystapimy do obliczenia cisnienia krytycznego, powodujacego nieograniczone
rozprzestrzenianie sie szezeliny, a zatem i zaiszezenie elementu. Podobnie jak Goodier
i Field [9] nie bedziemy tu korzysta¢ z kryterium energetycznego (ktore stanowi
jedynie warunek konieczny pekania), lecz postuzymy sie kryterium maksymalnego

odksztaleenia. Z kryterium tego otrzymujemy warunek konieczny i dostateczny dla
zjawiska zniszczenia. Rozwazmy mianowicie infinitezymalny element lezacy przy
kotficu szezeliny o poczatkowej dhugosei 2d w kierunku osi z. W czasie wzrostu
obciazenia granica strefy sprezystej w punktach krancowych szezeliny ulega prze-
mieszczeniu w (/, [), a rozwazany przez nas element, umieszezony migdzy dwoma gra-
nicami (dolnej i gérnej polptaszczyzny), ulega rozeiagnieeiu; jego nowa dlugosé wy-
N0 2w (I, ]). Oksztalcenie plastyczne ¢ definiujemy jako stosunek w (I, D/d, jak to
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uczynili autorzy pracy [9]. Korzystajac ze wzordw na przemieszczenie w kierunku
osi z (3.16) oraz zastgpujac w nich parametr m przez bezwymiarowe obcigzenic A
wg (2.16), otrzymujemy

4(1—2) Y o
" W(U)ﬁ W[l—i-l—]/l%"zﬁ], 1y,
' T4 T aa—wmiy _

O vitE, o

Przyjmiemy (4) obecnie, Ze zniszczenie nastapi, gdy odksztalcenic osiagnie pewng
krytyczna warto$¢ er. Ze wzordw (4.1) otrzymamy wowcezas

z  d e {1+Am1/1+2a, (1),

4.2 TR - =
“2 l—vi—2, @,

4(1—v2) L ey
Ey — Y/E,

gdzie zaréwno stosunek erfey, 1. stosunek odksztalcenia krytycznego de odksztal-
cenia w mormencie osiagnigecia granicy plastycznoéci, jak i stosunek &/ sg stalymi
zaleznymi jedynic od rodzaju materiatu i parametréw geometrycznych szezeliny.
Tak wige wyrazenie stojace po lewsj stronie réwnan (4.2) jest pewna nowa stalg,

, o 7T d £,
(.29 T Al —2) | ey’
Jezeli stosunek Y/E, ktdry jest njiara plastycznoéci materiatu, jest dany, a takze
znane sg oszacowania gy oraz dff, wielko$¢ obciazenia krytycznego Axryt moZemy
znaleié¢ z réwnan (4.2). Réwnania fe daja sie tatwo odwrdcié ze wzgledu na A
1 otrzymujemy
YIO+V291, (),

(4 3) Prryt — { - .
YVo Q2 — @), ().

Wzory te, zastgpujace wzér Griffitha, odnosza si¢ do materiatéw ciggliwych o cha-

rakterystyce ¢ = ¢ (&) zblizonej do charakterystyki materiatu idealnie sprezysto-plas-

tycznego, przy czym rada sie to takze, aby strefa plastyczna, poprzedzajaca kon-

centrator naprezen, byla wyraznie zlokalizowana wzdtuz osi symetrii koncentratora.

Latwo zauwazyé, e dla matych @ obydwa wzory (4.3) posiadaja wspdlng postaé:

4.4 Pyt & YV 20,

(%) Za iniar@ wylezenia mozna by réwniez przyjac najwigksza intensywnodé odksztalcen.
Tutaj pomijamy odksztatcenia w kierunku r, jako male wzgledem odksztafcenia w kieranku
osi z, i uwazamy, Ze to ostatnie decyduje o zniszczeniu.
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Mozna tez pokazaé, Ze rozwinigcie na szereg @ odpowiednich funkcji, jakie wynikaja
z odwrdcenia réwnan podanych przez Goodiera i Fielda [9], daje dla plaskiego
stanu naprgzenia

- 7T 112 P
“.5) pays = 5 (1 =922 Y120 10(@),
oraz dla plaskiego stanu odksztakcenia
L /—
(4.6) Pyt = YV 20 -+ 0(D).
Ten ostatni wynik rézni sig od wzoru (4. 4) dla szczeliny osiowo-symetrycziej jedynie

o czynnik =f2. Wyraz O (D) zawiera pominigte wyrazy rzedu wyzszego od ©172,
Wykresy odpowiadajace réwnaniom (4.3) umieszczono na rys. 3.

)‘knﬂ :nl:‘krgl/\'

08

Mo

(i

—

_

02 a4 aé s KTE s

)

Rys. 3

Nalezy zaznaczyé, Ze drugie spoérdd rownan (4.3) jest prawdziwe jedynie w prze-
dziale 0 € @ < |, natomiast, jak latwo wykazaé, dla @ > 1 mamy peryt = ¥,
a wige zniszezenie materiatu jest mozliwe jedynie na drodze zupelnego wyczerpania
nosnosci granicznej (tzw. dalekozasiegowe plyniecie), Dla wickszodci materialow
konstrukeyjnych @ jest wielkodcia mala, o ile tylko promien szczeliny nie jest zbyt
. maly (D jest proporcjonalne do /-1). Korzystajac z drugiego sposréd réwnan (4.3)




DYSYPACTA ENERGII W OSRCDKU SPREZYSTO-PLASTYCZNYM 455

oraz z warunku pory = Y dla @ = 1, mozemy obliczyé promiefi szezeliny [* taki,
7e dla wszystkich szezelin o promieniu mniejszym niz 7* zachodzi¢ bedzie plyniecie
plastyczne na catym przekroju poprzecznym. Mamy wigc

. . 1 d e
(4.7) Qj(]):w?;:l
skad
(4.8) po L 5 = 2de,.
) 4(1 —+2) =y 81 — ) ¥’ Lt

Taki sam wynik otrzymat Lronow [17] rozpatrujac pekanie ciat kruchych i quasi-
Iaruchych. Szacujac stale £/¥ = 103, § = 10—4 cm dla 2eliwa oraz § = 103 cm dla
stali nisko-weglowej, ze wzoru (4.8) otrzymamy odpowiednio: 2/* ~ 0,1 c¢m dla
zeliwa oraz 2/* =~ 1 cm dla stali nisko-weglowej, co dobrze pokrywa sie z danymi
doswiadczalnymi; materiat plastyczny «nie odczuwa» istnienia koncentratorow
napreZef o wymiarach mniejszych niz pewien wymiar 7%, obliczony powyzej. Przy
istnieniu wiec szczelin o $rednicy nie wigkszej niz 2/* mozliwe jest osiagniecie pelnej
noénoset graniéznej elementu. Teoria Griffitha oczywidcie nie przewiduje takiego
zjawiska.

Obliczymy obecnie krytyczny zasigg strefy plastycznej oraz krytyczng warto$c
plastycznej dysypacji energil. Przez okreflenie «krytyczny» rozumiemy wartosc
odpowiednich funkcji dla obciazenia réwnego obciazeniu krytycznemu pioyi. Tak
wige wstawiajac do rownan (2.16) A = Ay wedlug wzordw (4.3) otrzymamy

(1) L]

@.9) .

11— (2).

Analogicznie krytyczna dysypacja energii wyniesie
(4.10) (J) = £ 1+y29 ’
dd et ) 41— g2)) (Y)2 @

% 18 2).

Wrykresy odpowiadajace réwnaniom (4.9) oraz (4.10) umieszezono na rys. 4a i 4b.

1 e —
a 1+ 20
(_)kryt. B

IT
T

Dla niewielkich wartosci @ wzory powyisze upraszezajg si¢ do postaci

(%)k T Wi@;
@.11) v ‘
AWy 400 —2)1 [¥\2 .

( dA )kryt h “‘“;“_"E(E) D(1+2-+.), (D)iQ).

Tak wige dla @ < 1 mechanizm pekania nie zaleZy od schematu obcigzenia. Oczy-
wiscie dla wigkszych wartodci @ mechanizm ten jest na ogdl roézny w obydwu przy-
padkach, co zostalo uwidocznione w przytoczonym ponizej przykiadzie liczbowymn.

Rozprawy Inzynierskie — 8
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Jezeli zbadamy wyraZenie

=E (dW,, ]“2
¢.12) [2(1w—'p2)l dA )kryc

wstawiajac do niego dysypacje energii wedlug (4.11) i poprzestajac jedynie na pier-
wszym wyrazie rozwinigcia na szereg potggowy wizgledem @, to okaze sig, Ze jest
ono rowne ¥ ]/2—§D, a zatem w zgodzie z (4.4) jest réwne ci$nieniu krytycznemu,
Tak wige dla przypadku, gdy stala @ « 1, otrzymujemy réwnanie Orowana-Irwina:

. Tyl — » i 2,
4.13) Drryt ]/2(1__1)2)1(6“ )W MiE

ktore tym tylko rézni sic od wzoru Griffitha-Sacka-Sneddona dla szezeliny osiowo-
symetrycznej, Ze zamiast napiecia powierzchniowego y wchodzi energia dysypowana
plastyczinie (w przyblizeniu wicksza od ¢-103 razy przy promieniu szezeliny / rzgdu
1 cm). Przedstawione tu rozwaZania sa wiec w zgodzie z modyfikacjg teorii Griffitha,
opracowana dla materialéw ciagliwych przez OROWANA i IRwINA, jedynie jednak
w szczegblnym przypadku @ < 1. Jedli stala @ nie spelnia tego warunku, to nalezy
uzywaé wzoréw (4.3), ktdre sa ogllnie prawdziwe.

a ' b

{0/ Uyt Mg (2 gt Pyt

80 a0r
ORI 01 PO de;

L SRV 405 4V fev
@_‘_W_'ﬁ (I)Z 4031 vy
PO @-“Fe(g)

A40¢ 20 :

' ”*ryt-‘( ‘g",a%)
(H/Ukrgi'. o
20 20

Rys. 4

Mozna wykaza¢, rozwijajac na szereg wzgledem @ odpowiednio przeksztatcone
wyraZenia z pracy Goodiera i Fielda [9], e bardzo podobne zwiazki zachodzg takze
w przypadku zagadnienia plaskiego. Otrzymujemy (dla @ « 1):

(4.14) ( a ) _ { 1-- @, dla plaskiego stanu odksztalcenia
: ' ! kryt

I4+(1 —»)&+... dla plaskiego stanu naprezenia,
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dla obu stanéw

) _(de) _4Q =y (Y)2 .
{4.15) dA eyt ﬁ—‘—T—E ) D+

oraz

2E ( de)
al \ dA eyt

2FE dWy . .
— == dla plaskiego stanu naprezenia.
w(l —2)1 \ d4 Jueyt

dla  plaskiego stanu odksztatcenia,

4.16) piryi=

Przykiad liczbowy. Przyklad niniejszy dotyczy stali, dla ktérej @ = 0,25, » = 0,3,
E=2.1012 [dyna cm—2], ¥/E=10-3, Y ~ Yo = 2-10% [dyna em—2].

Przyimiemy ponadio promiefi szezeliny / = 1 cm. Nalezy obliczy¢ ciénienie kry-
tyczne, krytyczny zasieg strefy plastycznej oraz plastyczng dysypacje energii poprze-
dzajacej zniszezenie. Wyniki obliczen bedziemy zapisywaé réwnolegle dla obydwu
schematéw obciazenia: (1) ciénienie przytozone na powierzchni szczeliny, (2) ci$nie-
nie przylozone w nieskorficzonoéei. Korzystajac ze wzoréw niniejszego rozdziatu
otrzymujemy
0,25+12.025 = 0,957, (1),

4.17) p—— { e
V0,252 — 0,25 = 0,660, (2),

Stad cisnienie krytyczne

1,91-10° [dyna em—2], (D),
(4.18) Preyt = {
1,32-10° {dyna cm—2}, (2).
Krytyczny zasigg strefy plastycznej
0B L15, (1)
(4.19) [ﬁ] - 141/2:0,25
l kryt —
1—025 1,33, @
oraz krytyczna dysypacja energii;
(4.20) 2,32.106.0,25 (1+ 925 ) 0,665-106 [ 2) (1)
,32+106.0, —————— = ,665- ergcm—2] , ;
(de) B 1+¥2-035 .
dA feree 0,25
2,32.106. T—o35 = 0,774.106 [erg cm?], 2.

Liczba 2,32+ 106 wystepujaca w ostatnich réwnaniach pochodzi z przykladu przytoczo-
nego w poprzednim rozdziale; jest to wartoéé liczhowa wyrazenia 4 (1 — v2) IY2[nE,.
Z powyzszych danych widaé, ze zniszezenie dla obu schematéw obcigzenia przebiega
nieco inaczej: warto$é ciénienia krytycznego w przypadku (1), gdy ciénienie to
dziata na powierzchni szczeliny, jest okolo 1,5 raza wigksze od odpowiedniej wartosci
ci$nienia dla przypadku (2), tzn. gdy ciénienie Jjest przylozone w nieskoficzonodci, In-
teresujgce zjawisko zaobserwujemy, jesli zbadamy zasigg strefy plastycznej W obydwu
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przypadkach. Zasigg 6w (s = a — I) jest przeszio dwukrotnie wigkszy w przypadku
(2), gdzie wynosi 337, promienia szczeliny, niz w przypadku (1), gdzie wynosi tylko
159%. Zauwazamy wige tendencje przeciwng w stosunku do wartoSci ciSnien krytycz-
nych. Dane te rzucaja réwniez pewne dwiatlo na kwestie noénofci granicznej: ob-
szary, podlegajace uplastycznienin w materiale ¢iagliwym lecz zawierajacym kon-
centrator naprezeh w postaci szezeliny, s mafe w poréwnaniu z pizekrojem poprzecz-
nym cafego elementu. Na pozostalej czgsci powierzchni pekanie ma charakter kruchy.
Interesnjace jest xéwnicz pordwnanie wartosc energii dysypowanej az do momentu
sniszezenia: dla obydwu schematéw obeigZenia mimo. réZnego mechanizmu peka-
nia wartofel (dWp dAys 53 zbliZone. _

Powyisze dane liczhowe sa prawdziwe jedynie w przyblizeniu, tak jak jedynie
w przyblizeniu jest stuszne przyjecie ¥ = ¥p. W rzeczywistodci stala Y jest wigksza
od ‘granicy plastycznosei przy jednoosiowym rozeiaganiu i, jak to zostanie ponize]
wykazane, wynosi- ' '
@20) _ { 1,58Y,, (1);

1,26Y,, (2)

dla danych jak w wyZzej przytoczonym przyktadzie. Tak wige ciSnienie krytyczne
obliczone poprzednio po uwzglgdnieniu korekeji ¥ wg (4.21) wzroénie (w przyblize-
niu) 1,58-krotnie dla schematu (1) oraz 1,26-krotnie dla schematu (2). Energie wzrosna
odpowiednio (1,58)2-krotnie i (1,26)2-krotn’e, natomiast wartofci krytyczaych za-
siegbw strefy plastycznej nie ulegna zmianie. Szczegolowe] dyskusji wspomnianej
korekcji wzoréw poswiccony jest rozdzial ostatni.

5. Dyskusja warunlo Hubera-Misesa-Henclky’ego

Rozwiazujac uklad dualnych réwnan catkowych (2.4) oraz odwracajac transforma-
cic Hankela mozemy okreslié stan naprezenia w ciele zawierajacym szczeling osiowo-
symetryczng przy zmodylikowanych warunkach brzegowych {(jak to podano w p. 2)
tak, aby odpowiadaly one zagadnieniu sprezysto-plastycznemu. InteresowaC nas
bedzie rozktad naprezen w plaszczyZnie symetrii szczeliny, tzn. dla z = 01 na po-
wierzchni [ < r < a lub m << ¢ < 1, tj. w obszarze odpoWiadhjacym strefie pla-
stycznej, tam bowiem bedziemy Zadaé spelnienia warunku plastycznoéci Hubera-
Misesa~-Hencky’ego przez réine od zera skladowe tensora naprezenia oy, 0z, Og
Dla z = 0 wzory upraszczaja sie (przypis B), a napreZenia spetniajg zwiazki

arbm(z }f

o — 0 =" T, 711“10
: 1—2y u J :
‘ (5‘1) oy — Uz ='T-'_.T 7 13
| 1—2 (1
R T A VA A

gdzie calki I; i I sa zdefiniowane w' przypisie B.
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Rozwazmy obecnie obcigZenie nastepujace:

A, 0<po<m;
(5.2 q(@)——--{

B, m<p<l.

Dila przyﬁadku pilerwszego nalezy przyiaé A = py, B = —Y.
Korzystajac ze wzoréw {B.10) 1 (B.12) otrzymamy dla m < p < 1

1 —

pa | m2
(5.3) L (po, Y)= 7[? (oY) — Y] dla (1)

Tak wige wzory na rézuice napr@ieﬁ\(S.l) przyjma postaé nastgpujaca (przyimiemy
Iy = v — Djp] T): :

ol =2y [m2 '
Or = 0y = T ‘f&—2-2(p0—|—Y) )
1 —2v | m2
5.4 Op == 07 =~ LQT(poJr Y)—Y) (1)
1— 2y [Tm2
Op = Oy = 5 k?(pg+Y)+Y )

co po wstawieniu do warunku Hubera-Misesa-Iencky’ego

(5.5) ' (07 ~ ogf-H{or — 02)2 (07 — ) == 2¥}
daje
omt
(5.6) 31 = 21')25?(100‘—[— YR+(1— 292 ¥2=4¥: (D).

Réwnanie to okresla wartos¢ ¥ jako funkeje obciazenia pg, statych materiatowych »
i ¥y oraz poloZenia g. Jak sig dalej okaze, funkcja ¥ == Y (py, ¥y ,0) zmienia sig
nieznacznie na odcinku m << p < 11 bedzie moina aproksymowaé ja pewna wartoécia
usredniona, niezalezna od potoZenia. W wyniku otrzymamy wyraZenie ¥ = ¥ (py, ¥p)
analogiczne do tego, ktdre otrzymali Goodier i Field [8] dla plaskiego stanu odksztal-
cenia. '

Obecnie napiszemy warunek HMH dla drugiego przypadku obciazenia (gdy po
dziala w nieskoficzonosci). Wowcezas do stanu wywolanego cisnieniami

P, O=<po<m,

Q(Q)_{—(pro), m<o <l

nalezy dodaé jednorodny stan napreZenia (h): 6 = pg, oy = o5 = 0. We wzorach
(5.1) przyjmiemy zatem

p 1 gv( ¥
_= — p R
0 - 0
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(oczywiscie dla m << ¢ << 1) oraz dodamy roznice ciénief (5.1) 2 odpowiednimi r6z-
picami dla stanu jednorodnego

(5.7 (or — 0 =0, (o7 — 0z)n = —Pos (0z — S)n = Po-
Otrzymujemy zatem

S 21— 2)p
Or — Og — —r—(l—:;)—fﬁr(l — 29) (¥ — po) »
(1—2)pu
(5.9 Gr‘ﬁz:m—l’lgpﬁs
(1 — 2
6 - Gy = B [ (1 - 20) (Y = po)Hpo

r(l— )

Tutaj I, = I; {po, ¥ — po) otrzymugenty ze wzordw wyprowadzonych w przypisie B
przez podstawienie 4 = pg, B = —(¥ — pp). Mamy wiedy

r e — 92
(5.9 I (pp, Y —po) =01 — v)—lu' 2 Yi+pol, 2.
Ostatecznic wiec rdznice naprezefi maja postaé
1—2» [m?
Or — Uﬂ == _T 'EZ_ZY >
510 1——2v( m2 — g2 1+2v) )
(5.10) op—0=—5 \¥ a2 ny ) @
1 — 2w m2+p2 1-+4+2» )
0s— 0y = 5 (Y 22 4 po =)

co po wstawieniu do warunku HMH daje
m4 1429 ( 1429 )2]
. — 22 Y2 Y} — - 2| — 4¥2 .
(5.11) (1—22)2 Y [H 3 - S — +r\ T Yoo (2

Jest to réwnanie analogiczne do (5.6), ktore bylo wazpe dla przypadku (1): pozwala
ono sprawdzi¢, na ile wyznaczona stad funkcja Y = Y (po, Yo p) T6zni si¢ od przy-
jetej wartosci Y = const. Obydwa réwnania (5.6) oraz (5.11) moZna napisat w zwar-
tej postaci:

k2 y2
S e (AR = W,

kzyz[ ) (1 'Aszﬂ oo
4 LAy o '

(5.12)

gdzie uiyli§my oznaczen
k:142v, A:p()/y:
(5.13)

i

p = '(?)2, y="Y/Ys.
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Wprowadzimy ponadto nowy bezwymiarowy parametr obcigzenia, zdefiniowany
jako stosunek ci$nienia do granicy plastycznodci przy jednoosiowym rozciaganiu:

(5.14) ' Ao = pol Yy

Nieréwnodei m < ¢ < [ lub / < r < a okredlaja zakres zmiennoéci g, mianowicie
(5.15) - m<p<l,
przy czym g = 1 odpowiada koncowi szczeliny r = 1, patomiast g = m2 odpowiada
brzegowi strefy plastycznej r = a. Korzystajac z rownan (5.12) oraz pamigtajac

o zwigzkach m = 14 14-22/(14-2) dla (1) oraz m = (1 — A2)~12 dla (2), wyznaczy-
lismy wartosci funkcji y = y (4o, ¢) na brzegach odcinka 1 < r < a dla kilku wy-

a b
y=¥/% | 320 Y=Y -

250 250 250 2 2,50
om 251 Ag=1A 223

240 ! '
13 2=/ vas

a0 80 184

139 139

100

/’_——jﬁL———_ 7,00
4,782

-2 o
oA - -
z { a r { a r

Rys. 5

branych warto§ci parametru obcigzenia (dg lub A); wewnatrz odcinka i < r < a
zbadana zostala krzywizna funkcji y. Umozliwilo to sporzadzenie rysunkéw Sa
i 5b, ktore przedstawiaja wykres funkcii ¥ = y (g, ¢) dla obydwu schematéw (1)
i (2). Dlugoié odeinka {J, @) jest réwniez funkcja A, czego na rysunkach nie uwidocz-
niono, przez co rysunki sa pozbawione skali wzdluz osi odcigtych i oddaja jedynie
jakosciowy charakter funkeji y. Jest rzecza widoczna, ze y () niewiele zmienia sig
pomiedzy punktami r = [ i r = @ z wyijatkiem ostatniej spoéréd krzywych na rys. -
5a {(krzywa dla A = 100), gdzie réznica jest do§¢ znaczna. Wowcezas jednak odeinek
¢, a>, reprezentujacy strefe plastyczng, jest bardzo rozciagniety i jego diugosé
roénie nieograniczenie, gdy A — co. Budujac wzory aproksymacyjne ogramiczymy
sie w obydwu przypadkach do przedziatu 0 < 4 < 1 [w przypadku (2) zakres ten
wyczerpuje wszystkie mozliwe wartosci 4], Jak wykazemy ponizej, odpowiada to
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nastepujacym przedzialom parameiru Jot 0 < Ay < 0,6306/k dla schematu (1}
oraz 0 < Jg < (2+V/ 32142V 3k2+4 dla schematu (2).

Szczegblowe badanie funkeji y =y (dp) dlar = [ oraz r = a pozwala zapropono-
wad nastepujgca liniowa aproksymaci¢ funkcji (Ap) dla obydwu przypadkow:
(5.16) y= {WMO’ D e,

a’i‘ﬁlﬂ y (2) 1
przy czym wspolezynniki o, p oraz y, 8 s tak dobrane, aby w punktach Ag = @
(2 = 0) oraz Ag == y (A = 1} wzory aproksymacyjne dawaly wartosci zgodne z war-
toéciami écistymi (fub ich srednimi) wedtug réwnan (5.12). Z réwnan (5.12) otrzymu-
jemy éciste wartosci y (/) oraz y (a) dla A == 0 oraz A = |, mianowicie

A=0, yO=y@=1k 0)1i@);

2/ 13k, 13
=1, y(O-= { 2/}]//§]c71~4, EQ;;
(5.17) 1,75k,
_ [ 2VI5k (D
y (@) { 1, (2).

Dla A = 1 wartoici y () oraz y (a) réznia si¢ nieznacznie.
We wzorach aproksymacyjnych wykorzystujemy wartoéel $rednie

1 1\ 1
+ ( =t = )uu— 0,6366/k,  (1);

— . ke
GA8) A=1, _rity@ SC I S 5H

2 i + ___1_.ﬁ (2
2 Vakega -
Uwzgledniajac te dane, znajdujemy
a=1y=1/k, = —0,5709,
5.19 —
(.19 1 2V3k214
f=1——- —

k 3—1—71/31‘:24—2
W przypadku (2) wzér interpolacyjny y = u-+PAg upraszeza sig znacznie, gdy wspol-
czynnik Poissona miedci si¢ w przedziale (0,3; 0,5). Woéwcezas bowiem
2V3k2+-4

(5.20)

i wzdr interpolacyjny redukuje sie do postaci

1
(5.21) y= 7 U=tk
lub tez inaczei

Yg - 2’2{[)0

5.22 ' =
( ) o L4 1—2v 0
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co moze by¢ porownane z wynikiem otrzymanym przez Goodiera i Fielda [9] dla
plaskiego stanu odksztafcenia: :
Yo —opp

(5.23) Y=

Oczywidcie, przyj¢te przez nas zalozenia ¥ = const wzdiuz odcinka <, @ jest
przyblizeniem rzeczywistego rozkladu ci$nien ¥ () i przyjecie takie spowoduje, Ze
warunek HMH nie bedzie Scifle speiniony. Zagadnienie nasze mozZna rozwiazaéd
w sposob scisly. Nalezy wiedy przyjaé, ze rozklad ¥ = Y () na pierécienin < ¢ < a
jest wielkoécia niewiadoma, ktora nalezy wyznaczyé z rownania, otrzymanego z wa-
runku (5.5). Nieliniowe réwnanie catkowe, ktore w ten sposdb dostaniemy, ma
w przypadku (1), tzn. dla

PO’A 0€9<m,
q(e)_{ ‘

—¥Y{p), m<o<li
postaé nast@pu;qcac '

e 52 g (xsyds 12
- o ] e

= Y()f By IO |
_— N
¢ ¢ s Vi x20 ]/QZ—SZ )

W podobny sposéb w przypadku (2) dla

PO: 0-‘.{9<m,
—(Y (@ —po), m<pg<l

ofrzymamy, wykorzystujac wzory ( 5.8) rownanie catkowe ma funkcje Y (o) o naste-
pujacej postaci:

s ol 12 " xdx fq(xs)szdsr_
(5.25) Yo={(1—2) {;rf,294 [[1/1—:@ V> — ¢
q(xs)s?'ds
2( (@) — ) f 1/1 Az Vo — s

- 2) (5 @~y gy (YO —p0) A,

q(@)z{

1
* (1 — 292 [
Rozwiazanie réwnan (5.24) i (5.25) przedstawia duze trudnoéci, wobec tego na razie
poprzestaniemy na przyjeciu, Ze ¥ = const zgodnie ze wzorani (3. 16) i(3. 19) sadzac,
7e jest ono wystarczajace dla celow niniejszej analizy.

Na zakoficzenie rozdzialu przedyskutujemy pewne osobliwodci, jakie powstaja
dla materiatu niescidliwego dla » — 1/2. Wtedy dla k — 0 ze wzoru (5.21) otrzymuje-
my y = co (na odcinku ¢/, > o dhugosci dazacej do zera) z wyjatkiem punktu Ay =0,
gdzie y = 1; wéwczas bowiemh wyrazenie (1 — Ap)/(1 — 2v) przedstawia symbol
nicoznaczony 0/0 o granicy réwnej jednosci. Zasieg strefy-uplastycznienia- afl dla
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g — 1 rofnie pieograniczenie Przy ciénienin  zewnetrznym pg = Yp. Podobnie
jest w przypadku (1) (gdy cinienie dziala na powierzehni szczeliny) z ta tylko réznicy,
e tutaj rolg punktu Ao =1 odgrywa punkt Ay = o0, poniewaz zaiszczenie dla ma-
teriatu idealnie niedciSliwego przy (ym schemacie obcigzenia zachodzi dopiero przy
nieskoficzenie dnzym wzroscie przytozonego ciénienia. Innymi stowy dla materiatu
idealnie niedcidliwego zawsze jest osiggana noénoéé graniczna. Rezultat iaki (w oby-
dwu rozwazonych przypadkach} wynika z przyjetego modelu fizykalnego: plynigcie
plastyczne wg warunku FIMH jest mozliwe jedynie wiedy, gdy istnieje pewien roézny
od zera dewiator tensora naprezen, natomiast nie jest ono mozliwe przy czystym
stanie hydrostatyczaym, nawet gdy naprezenia sa nieskonczenie duze. Taki wlasnie
stan jest realizowany w plaszezyznie symetrii szczeliny osiowo-symetrycznej, gdy
y = 1j2. Aby przyblizyé obecne rozwazania do stanu rzeczywistego, nalezatoby
albo zmodyfikowa¢ warunek HMH, whaczajac dofi réwniez czese energii objetoscio-
wej jako miarg rozwojll odksztalcet plastycznych, lub tez przyjmowaé wspolczynnik
Poissona nieco mniejszy od 1/2.

Wykresy zasiegu strefy plastycznej oraz dysypacji energii plastycznej (energia ta
w granicznym przypadku » = 1/2 osiaga pewna skoficzong, rdzng od zera wartosc)
s podane w nastgpnym punkcie i wyjasniaja dobrze wplyw wspolezynnika v na
mechanizm zniszczenia materialow ciagliwych.

6. Korekeja wzorow (¥ Vo)
Znajac zwigzek migdzy Y oraz Yo
' | Yo (y+odg), (O3
B { Yo (a+fho), (@)

gdzie stale «, f,y i 9 okreslone sa wzorami (5.27) mozemy dla kazdego danego
obciazenia Ay = pof Yo obliczy¢ wartoéé stosunkn y = ¥/Yp, a nastepnie korzystajac
7 oczywistego zwigzku
(6.2) A= Ayly
‘mozemy znalezé odpowiednia warto§é parametru 4 1 skorzystac ze WZorow podanych
w poprzednich rozdziatach, aby wyliczy¢ zasicg strefy plastyczne], cisnienie krytycz-
ne oraz dysypacje energii. Dla ulatwienia tych obliczen dogodnie jest podad wzory
ogblne, w ktérych omé6wiona korektura bedzie juz uwzgledniona, Tak wigc otrzy-
mujemy nastgpujace wyniki.

1. Zasieg strefy plastycznej:

6.1

R Ax 2.1 WU
{6.3) a ]/y2+210y _ ]/y2+2,}, (64-1) Ag+0 (5+2)1(2} ’ »

Y = (2
Via—2 Valw—2)Rt2(k— hotl @

sdzic y — 1k, o — — 0,5709, k= 1 — 2v; natomiast x = 21/ 32 142+ Y 321 4).
Dla » bliskich 1/2 zachodzi » = 1.



DYSYPACIA ENERGII W OSRODKU SPREZYSTO-FLASTYCZNYM

465
2. Dysypacja energii
4(1 —»2)1 (Y0)2 [ y+4p ]
Bl y ot | = 1], (;
on Mo n E) Oy @
. dA 4(141’2)3E"Yo)2 2[ y }
= E ¥ ]/312——7% s @,
lub tez, jedli uwzglednimy (6.1) oraz (5.27):
AW, [4(1 — )1 (Yﬂ)z
69 Gl = g -
N CARVEY
+M)[+®+Dﬂ{ ~4, D;
B (y+049) [y 0} VA0 et 012 2 (D
14 (k — 2) A9 12 14-(k — ) A
oA )
k Vi (e — 2k) 22+2 (k — =) Mg+ 1

3. Ciénienia krytyczne otrzymuje si¢ z (4.3) przez podstawienie A = Agfy oraz
@ = Byfy, przy czym stata @y jest zdefiniowana tak samo jak @ z ta jednak réznica,
7e na miejsce ¥ wchodzi obecnie Yy : @ = nES/8 (1 — 92) [Y,. Z prostych réwnat
drugicgo stopnia ze wzgledu na A, otizymujemy

1

(6.6) Py — [YO By BV B2 — 1+20/Dg) () dla 0 < Dy < af(1 — ﬁ)]
Yo aj(1 — B da @z —p 1
4. Krytyczny zasigg strefy plastycznej
' E ¢0/ykryt
1 _——/j,
(__(i\ — [ 1+] Z@U/ykryt
)kryt

{6.7)
! [l — Doyl -

5. Krytyczna dysypacja energii

@0 [1 + Q()/ykryt ],

dW, 4(1 —v2)1Y3 5 Firyt 1+]’I2@OJ’J’1«5¢
(6.8) A i ‘z W* ykryt
¥ @O/Jf’kryt
1— Qﬂ/ykryt ’
gdzie
. 1
. y+a@ob+ﬁ4v/5{&+aa4®+2w94,
. ykryt - {

atfB [B+V B2 — 1+2a/Dy),

(1) Dla matetiatu niefci$liwego wzor ten daje symbol nieoznaczony (o° — ), poniewaz,
# — — co oraz iz —» oo, Moina jednak latwo pokazad, Ze wyrazenie to posiada granicg rowng
jednosci,




a/l

118 |
4..?5

94

102 -

100

Rys. 6b
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16

14ar
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8¢

iy

Ae=Dp/ %

Rys. 7b
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Wykresy odpowiadajace powyzszym wzorom zostaly przedstawione na rysunkach
6a,b, 7a,b, i 8a,b. Dla 4y < 1 wzory (6.3) moZna rozwing¢ na szereg McLaurina
w otoczeniu punktu Ag = 0. Posiadajg one wdwczas wspélng postad dla obydwu
rozwazanych schematéw obciaZenia:

a (1 — 2¥32 )

(6.10) =1l

Podobnie ze wzordw {6.4) otrzymamy

dW, 4(1 — 1  [Y¥p\2 A2
(6.11) n, A0 E( 0)_0_

dd 7 E] 2

Wartodci krytyczne ci$nienia, zasiegu strefy plastycznej oraz dysypacji energii dla
@, < 1 moga by¢ wyrazone poprzez szeregi potegowe &y, mianowicie:

o= W}/ 25

(6.12) (%) — L1 =2 %) Dot e
Lkryt
(de) B 40 —»)1 (Y0)2 @,
dA |y i1 E! 1—2 T

przy czym wzory te sa wspdlne dla obydwu schematéw obcigZenia. Mozna takie
pokazaé, ze dla @5 < 1 wzdr

| - - ' E [ dW
6.13 . _]/ * ( f’)
©13) _ Praxt 200 — )1\ dd fuw

wyprowadzony poprzednio nie ulega zmianie mimo dokonanej korekeii. Interesujace
jest poréwnanie wartosei py,,, wedtug wzoru (6.6) dla przypadku 2° z odpowiednimi
wartoéciami otrzymywanymi ze wzoru Griffitha. Poréwnanie to ilustruje rys. 8b,
na ktérym krzywa przerywana zostala wykre$lona na podstawie wzoru Griffitha
P = [mEp[2 (1 — 92) [', ktéry przy zatozenin danych dla stali: Yo/E = 1073,
E = 2.1012 [dyna cm—2] oraz przyjeciu napiecia powierzchniowego y — 2.10% [erg
cm~—2] i krytycznego przemieszezenia e, d = 0,5.10—4 [em], przybiera postad

(6.14}) (ﬂ'léryt)(}riffith = 0,141 ]/2.@0-

Rozwigzany w p. 4 przykiad liczbowy ulegnie obecnie korekcji, Postugujac sig
wzorami wyprowadzonymi powyZej, otrZymujemy
{ 1,198.2-109 [dyna cm~2] = 2,40.109 [dyna cm~2],
Pray 0,765-2-109 [dyna cm~2] = 1,53-10° [dyna cm~2],
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L ah [ 109, - { 182, {0,137,
A5) = =y . Vet T . } vt —
(6.15)- (I)km { 24, Viest 120, ™ 0,194,

aWy 2,32.106-(1,82)2:0,137.1,09 {erg em—2] == 1,14.106 {erg cm—?],
( dA )kryt— { 2,32.106.(1,29)2.0,194.1,24 [erg cm—2} = (,93.106 [erg cm—2],

Widaé stad, ze wartoéci krytycznego zasiggu strefy plastycznej zmalaty, natomiast
Dt Oraz dWpldA,, wzrosly. Otrzymane tutaj wyniki na dysypacje energii sa
bliskie oszacowaniom doSwiadezalnym (dWpfdA)krys &~ 2106 [erg cm~2]. Réznice
pomiedzy odpowiednimi warto$ciami przed korekcjy $wiadeza o tym, ze wyniki
koficowe zalezg nie iylko od wlasnosci materiahl, wymiaru szczeliny oraz schematu
obciazenia, lecz zalezg takze od- przyjgtego prawa opisujacego stan plastyczny.
 Asymptota pionowa funkeji ajl = f(Ag), a zatem punkt w ktdrym zachodzi
daleko-zasiegowe uplastycznienie,_ okre§lona jest z warunku a// = co, i wynosi co
dla schematu 1° oraz

a  2+V3(1 — WP+
L 2V3( - 2p+4

(6.15") Jmax —

dla schemaiu (2). Stad dla » = 0, 0,3, 0,4, 0,5 otrzymujemy odpowiednio AJ"™ =
- 0,878, 0,972, 0,993, 1,000. Dla tych samych wartoéci v wg Goodiera 1 Fielda [9]
w plaskim stanie odksztalcenia otrzymaliby§my AR == 1,00, 1,43, 1,67, 2,00, co
wynika z prostego wzoru Ay = (I —#)~L

W granicznym przypadku. ciala idealnie niescisliwego, gdy v — 1/2, otrzymujemy,
e zasieg strefy plastycznej a takze przemieszezenie na koficu szezeliny w (/, I) jest
réwne zeru dla wszystkich A, wyjawszy punkt g = 1 dla schematu (2) oraz Ay = o0
dia schematu (1). Mimo to energia dysypowana posiada wowcezas wartosSc skoficzona,

‘ 1
{6.16) lim (dWpldA) = =23,
. w12 . 2
dla obydwu przypadkéw z wyjatkiem punktu 2y = 1 [schemat (2)] oraz Ay = o°
Ischémat (1)}, Punkty te odpowiadaja osiggnigoiu noénosci granicznej poprzez da-
" lekozasiggowe uplastycznienie. Mozna to dobrze przeéledzi¢ obserwujac rys. 6a, b
oraz 7a,b. . N ' L ‘ :

Dodatelr A

Obliczymy sktadowa wektora przemieszczenia prostopadia do powierzchni szcze-
liny w przypadku, gdy na jej powierzchnig dziala nastepujace obcigZenie pierScie-
niowe:’ ST T : o

0, 0L F<T,
(AD) ‘ o gn=1c 1<r<b,

b : ' 0, b<r<a.
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Wychodzimy ze wzoru ([22], str. 489)

1 1
_ 4(1 —v))a sds xq (xs8) dx
(82) T T f Vi — g Of Viow

Po podstawienin do powyZszego wzoru wyrazenia na obciaZenie (A.1) dzialajace
na obszarze piereienia [/ << r <7 b i wykonania calkowania po powierzchni okreslo-
nej na rysunku otrzymujemy ([10], str. 291)

4(1—v2)aC Vszmz 1 '/Sz_nz
(A3) W= f T Qz f st] ~

max {g, M} max {g, M}

1— m? 1 — 112 4 e
1—¢2 (’us’?) mE(M’ ;)’ e=
S/ 1= /i—w  2—m m e
4(1 —»HaC i Vl —m2 i/l —¢? N e F(M’ ) +nE(,u3, )

ql

n
—oE M’Tgm)’ m<_g < n;
1 —g2 1/—1—__9”2“ 0% — m?2 m 02 — 2
1 —m? 1 — + o F(M’Q) B m@ "

m n Feps
x F o, +elE o —E o)) n<g<l,

gdzie F(u, k) oraz E (u, k) oznaczajq catki eliptyczne pierwszego i drugiego rodzaju,
n=bla, m=lla, o =rla,

Uy = an; sinl/}:i‘zn2 , 2 =arcsin l/:—gz_,
1~ g2 ' 1 —m2

p3 = arc sin]/_1 — " , M4 ==arcsin E/_j__i .
1 — p2 1 — 2

Podobae obliczenia wartodcl przemieszezen wykonat BarenpratT [2]. Gdy obeidzenie
dziala na obszarze kola 0 < r < [,

(Ad) g0) = {

otrzymujemy

V1 a }/1*’”2 | E( 9) 0 3
: - - - L, Tm s L é <m)
4(1— %) ad ¢ 1— g2 o ¢

al y 1""“@2 m
Vi—o0—§ {—m o T eE r g

02 — m?

E R
e R ), m<p<l.
0 e

A, 0gr <],
0, /I<r<a

(AS) w==

Rozprawy Inzynierskie — 10
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W przypadku obcigzenia przytozonego na obszarze pierécienia rewnetrznego I < r <a
0, 0<r<l,

(A6) g(r)=
B, l<r<a

dostaniemy wynik nastgpujacy:

.!/l—m2 TP 0
_— — <
4(1 —v2)aB 1— 02 mE(‘ul’m)’ se=m
jr 4 ]/ 1,_.92 n QZrmZ ¥ m - m
. 1 — m2 o (nu’Z’ Q)'_"Q (!""2: 9):
m<p< 1.
Dodatek B

Rozpatrzymy osiowo-symetryczne zagadnienie pétprzestrzeni sprezystej obciazo-
nej w dowolny osiowo-symetryczoy spos6b jedynie w plaszezyznie ograniczajgcej.
Zalozmy ponadto, ze dla z = 0, 7z = 0. Wiedy dla z = 0 skiadowe tensora napre-
senia mozna przedstawic za pomocy nastepujacych wzoréw, ktore latwo wyprowa-
dzimy ze wzoréw podanych przez SNEDDONA ([21], str. 454—455):

#
sy
(1-+2)
B1) . A
( UT+GO (1 _ ?J)(,IIO’
(1—-2v)u 73

o (1 —9)ap L {1—» aIO’

gdzie

To= [ ) hoteydn, L= [ v @)L dn,
] 0

a @ () jest nie znana funkcja, kt6ra nalezy wyznaczyé z warunku brzegowego.
Do sp_rawdzenia warunku plastycznosci potrzebne beda nastepujace Wzory:

L2 J.

oy — Op = 1 —» TIl—IO
1—22 u
(B‘?’) oy — 0z = 1—9 _;'Ils
1— 2 1
0'3‘0'3:1_?).”'(711*]0:

skad po podniesieniu do kwadratu i dodaniu otrzymujemy

1—2» \2{3 . 3 )
(B3)  (or — 02+ {or — o2+ (0z — 0P =2\ T H 2 — TuTot- o) -
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Obliczmy catki fy i I; w przypadku, gdy funkcie ¢ wyznaczamy z warunkdw brzego-
wych dla szczeliny:

o= —q(r}, r<a,
(B4) i
w=20, Fa,
Wtedy
min (p, 1} @
2a(1 — #) 52 ds xg (x5) dx
(BS) Il - - /4_— f —-7""_—"-"LT »
1o 0 I 0% —s2 Va2 — x2
m( D
2 (1 — 1) s | ds
(B6) IO - fm f dys {Sq (xs)] ]/9_2—;—?

1 j’xq(x)dx |
11/92—10 V1— x2 ¢>1

0 g<<1.
Teraz, przypusémy, 7e

0,0<sr<1,
(B7) g()= 1 C, 1 <r<bh,
0, b<r<a

Wiedy po obliczeniu powyzej przedstawionych calek otrzymamy

min (g, 1) min (g, 1) S
2(l~v)aC V32~m2 i/sz—nz B
m R [ S [ -
-4

0, 0<p<m,

i ,
g @ —m), m<e<n,

T
:2(1*‘”)“6‘ I(nz—m2), m<_p<1l,

mop
7T i
@ —m) VR 11—~ V1 —mi)t
o — n? .l/?’*~_1 g2 — m? .E/'szl
- [—!—ﬁ o aresin T T aesin o
' p o >1
o7az
min (g, I} .
2(1 — el (V1—n2 —V1—m? sds
®) L= { - —— S +
e Ve—1 . V(2 — ) (g2 — )
) ]
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474
in{p, 1 !
e sds
+ - }:
Vis2 — m?) (@2 — s2)
0, 0<e<tm,
| =
—2(1_1))‘10 5> m < g <H,
i 0, n<g<l1,

. ¢*—1 . 0% — 1
arc sin m — arc sin m —_

]/}L#m?- —;/ 1 —n2

——— s o>1.
o — 1
Gdy obciaZenie dziala na obszarze kola
( {A, O0<r <
r) =
7 0, I<r<a
to wtedy
A
—e2, O0<o<m,
(B10) 4
o
21— a2 A 4m, m<_p<1,
| = —
Tep 7 ]/92_ /
Im2 ——(1 — 1 1—m2)+
+ 7 are sin 92—m2 — —arc sm%‘g .
o>1
oraz
Jr
(B11) 5 0 < p<im,
PRI L7 Ry
i | 1 1/1-4142 1 -V 1= n .
in— —arcsin §/ — - ——, @ .
arc sin o ot — 2 ]/92_1

W podobny sposdb dla
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otrzymamy
202 (1 — ») |7c
L= B @ ), m<e <,
| VU=—m@-1 ¢—m _]/lmz
2 2 arc sin m,
g>1
oraz
[0, <o<m,
20-wBal 2y
BI) fp=—~— {72 e="
Y l - o
l ]/1—m2 ]/1me
arc sin 9—2__—mz“~ —QZT’ e>1.
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Pesrome

OUCCHTTIAITVA SHEPTHH B VIPYTOILIACTHIECKOW CPEAE,
BLI3BBAHHA A OCECHMMETPHUECKO# EBIO

PacchvaTpuBacTes ROOPOC OCECHMMMETPHEISCKON INENH IPH NPEATIQIOMEHMH HISANBHO YHPYIO-
FINACTRYECKOrO MATEPHAIA & TAKKE, ITO 308 INACTHYECKMX NeQOpMaiMit ABASETCH O4CHb TOHKHM
CIIOEM, OKPYKAFOITHM TIEAbL, FIpHmemas rAmoTesy Hargaiind, yopyro nracyRyeckad 3afia%a CBO-
ARTCH K 334346 YOpYroond UIA modympocrpaucrsa. B pacueTax, NpUBeHCHABIX B HACTOMMCH pa-
60T, HCHOMBIYIOTCH (OPMYILI, CBASHIBAIONINS JITHEY MIACTHYECKOH 30HB ¢ HATPYSKOH, BHIBC-
mennee B paGore [18]. IpemmonaraeTcs, 9T0 BGA SHEPIHs, TOTAOUIEHAA IPH 00pa3oBanny HOBOH
ITOBEPXROCTY, MCIOIB3YeTCA Ha BhITONACHEE PAGOTHI, DRIZHBAIOMEH HeoOpaTHMEIS IIACTHYCCKME
medopManEm. PaboTa CEIT KOre3wd He yIATHBaeTcs. Ompefengercs OEPCMENIEHHE, HOPMANBHOE
K TOBEPXHOCTH INENM M JRCCHRANAM SHeprmm, dacrcs QOpMYNHPOBKY KPHATEPHA pAa3PYICHHS
H TIPOBONETCS AHCKYCCHS YCHOBMH TacTuunocTu IyGepa-Museca-I'cnkim.

Popma menm BONEE ee KOHUA, ONpPEXCIeHHAS B HAcTosmei paboTe, 3HAMHTEIBHO PASHHTCH
oT BOPMEL JUIS CTysas BIeANBHOH YUpyroeTs, CyILeCTBYIOT TAKKE 3HAYHTEIBHBIE PASHIIBL MEHTY
SHAYCHBAMH KPHTHHECKOTO MABJICHAA, BEIMMHCHEHHOIO IO dopmyne I'prddura-Caxa-Crepnomna,
H BhIHCIGHHLIME B HacTosinelt paGore, JMoxazamo, uro T Maxpo-meneH, KOTHA PANUYC ILEIH
HE CIHIEEOM MAN, MOXHO IPHMEHHTH CIERYIOnyo (opMy:Iy:

=
2

Pregt = 1E (dWoldey/2 (L — v2) 1]
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S1a ¢dopmyna obocmosslBaeTcs HA Mopufuuupopammoil rteopws [puddura, mpemromeHHOH
Oposamom ® Hpsanom. CumGomns (dWp/dA)ery: 0003HATLET, B NAHHOM CTYHAE, IHCPLHIC OTHE-
CeHEYIO K epMHEIE, 0GpA3yIOMEiics MOBCPXEOCTY, PACCEUBABMOM HA NAACTUMCCKUE edopmarii
B MpONECee HATPY3KA, HPCAILECTBYROLIYIO Da3pymeniio.

PesympraTsl, PaBoTsl KACAOTCH NIACTHYECKHX MATCPUATOR ¥ IPOSBIMIONX BECEMA HOKAIH-
SUPOBAHAYIO 0GHACTH TITACTHYECKIX HedIOPMAIMI, T.C. JIsT «KBAZH-XPYIKHX» MATCPHANoD. Hecrme-
JIOBAMNCH FBA CHYUAT HAIPYSWA: 1 — NABNEHVO TPUIOKEHO HA DORSPXFOCTH IENW, 2 -—- HPHIo-
MOHHOS B OSCKOHCYHOCTH.

Summary
PLASTIC ENERGY DISSIPATION DUE TO A PENNY-SHAPED CRACK

A permy-shaped crack in a material which is ideally elastic-plastic has been envisaged under
the assumption that the plastic zone constitutes a very layer surrounding the crack. The Dugdale
bypothesis has been adapted and thus the problem has been reduced to that for an elastic semi-
space, The expressions for the length of plastic Zzone as a function of load, obtained in [18] are now
used in further calculations. The entire energy absorbed in the process of creation of the new surface
is here ascribed to the work expanded in the irreversible plastic deformation I, the work of cohesive
forces being neglected. The displacements of crack faces are calculated as weli as the plastic energy
dissipation. The fracture criterion and plasticity condition of Fluber-Mises-Hencky are discussed.

The shape of the crack, obtained in this paper, differs considerably from that predicted by the
theory of elasticity, particularly at the crack tip. The differences in the values of the critical pressure
caleulated from Griffith-Sack-Sneddon formula and those obtained by use of the squations derived
here, are also significant. It is shown that for macro-cracks when crack radius 1 is not too small
the following formula holds:

Periv = [mE (dW pldA) grief2 (1 — %) mh

which agrees with the Qrowan-Irwin modification of Griffith’s theory. The symbol (dW p/d et
denotes the plastic work per unit area of a new surface, dissipated in the course of loading before
the fracture. : 5

The results of the present paper hold for ductile materials possessing the plastic region localized
along the symmetry axis of the crack, e.g. for the so-cailed «quasi-brittle» solids. Two schemes of
loading are considered: 1) pressure applied on crack surfaces and 2) pressure applied at infinity,
attention being paid to the siightly different mechanism of fracture in both the cases.

ZAKEAD MECHANIKE OSRODEOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKL PAN
I POLITECHNIKA ERAKOWSEA

Praca zostala zlosonag w Redakcii dnia 26 stycznia 1966 r.






